
Kapitell

Lineare Abbildungen

2.1 Beispiele und Definitionen
2.1.1 . a) Besonders wichtige Funktionen f: IR -+ R sind die Polynome mit

f (x ) = 0 (1+ a lx + ...+ onx" .

denn die ganze Abbildu ngsvorschrift ist durch Angabe der Koeffizienten
ae. .. .. On, d.h. von n+ I Zahlen . festgele gt. Ist 0 . #- 0, so nennt man n den Gr ad
von [, Für Grad 0 hat mall die konstanten und für Grad I d ie linearen Funktio­
nen . In de r Ana lysis untersucht man , ob sic h eine beliebige Funktion be i kleinen
Verände rungen des Argument s .r nah ezu wie eine linea re Funktion verhält ; das
führt zum Begri ff der Differenz ierbarkelt. Daher sind die linearen Funktionen
unentbe hrliches Hilfsmittel de r Analy sis. Wir be trac hten also ein

f : JR ...... R. x ....... ax + b = f {x) ,

"I,

7'''--+- - - - - .,.

Bild 2.1

mit a . b E R. Ihr Graph ist eine Gerade mit Ste igu ng a, die du rch (0, b) gehl.
Seilt man den konstanten Anteil b = 0, so bleibt eine Funktion / (.1 ) = a.r , die
durch eine einz ige reelle Zahl a fes tgeleg t ist, und offens ichtlich die Eigen schaf-

""
I<-t +x ' ) = 1 (.1)+ / (.1') und f(h) = Af(x) (.)

für be lieb ige .r , .r', A E R ha t.

b) Viel interessanter und anschaul ich einfach zu verstehe n ist die Situation in
der Ebene. Zunächst betrachten wir eine Drehung um den Nu llpunkt mit dem
Winkel ö , Das ist eine Abbi ldung

F: HZ _IR!,
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die sich wie folgl beschreibe n läßt. Es ist

1'"(0)= 0 , F (e il = (cos lJ, sin lJ) , F(e2) = (-sinlJ,coslJ ) ,

und für ein beliebiges x = (x , . X1) = x ,e , + X2e1 ist

F (x) = X, F (e il + x! F (e2) = (x , cos lJ - X2sin lJ, X, sin lJ+X2cos lJ) .

r

4

x ,e,

J:- F(x )

'Ir- - - '.

Bild 2.2

Benutzen wir die Matrix

A ~( ·O" -""' ).
stn lJ cos lJ

und schreiben wir x und F(x ) als Spaltenvektoren. so ist mit der in 0.4.1 er­
klärten Multiplikation F (x ) = A · .r .
An dieser Überlegung ist zu sehen. daß man für F (e , ) und F (e2) beliebige

Vektoren a = (a ,. all . b = (bi' b! ) vorschreiben kann. Dann laßt sich F rnit der
Konstruktion aus Bild 2.3 zu einer Abbildung von R2 auf sicb ausdehnen.
x

F (e, ) a
'. P /

~ Pt,.)/ p(x )

/

• /
x,e, '. 0 /..""

Bild 2.3

Mil Hilfe der Matrix
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ist F wieder beschrieben durch F (x ) = A . x .

c) Betrachtet man nun anste lle von R einen beliebigen Körpe r K , und nimmt man
In und n anstell e von 2, so ist man so fort in einer recht allgemeinen Snuanon, ISI
nämlich A = (a; j) eine m x »-Matrix. so erhält man daraus eine Abbildung

F : Kn _K'" ,

Wie man leicht nac hrec hnet , ha t sie wieder die Eigenschaft

F(x + x' ) = F (x ) + F (x ' ) , F (),.x ) = >' F(x) (.j

für x ,X ' E K"und >. € K .
Mit Hilfe der in 0.4. 1 erklärte n Multiplikation einer Matrix A mit einer Spalt e

kann man diese Abbildung einfacher beschreiben als

F : K" --+ K"' . x 1-+ A· .r ,

wenn man die Vektoren von K" und Km als Spalten entsprechender Höhe
schre ibt. Setzt man für .r die Basisvektoren CI , •• • ,e. als Spalten ein und rechnet
man die Produ kte aus. so stell! man fest , daß

A · el , · · · ,A · ew

die Spalten von A in die ser Reihenfolge sind. Diese Beobachtung:

Die Spaltenvektoren der Matrix sind die Bilder der Basisvekto ren

sollte man sich einprägen .

d ) Die Transposition von Matri zen als Abb ildung

F ; M(m x n ; K ) _ M (n x m; K )

hat nach den Rechenregeln in 1.5.8 die zu (*) analogen Eigenschaften.

el Der Vektorraum V = C(l ; IR) der auf einem Intervall l = [e , b] stetigen
Funktionen ist unendlicbdim ensional, und die Abbildung

•
S : C(I ; R ) _ IR , j,...... f j(x)dx ,

•
hat nach den Rechenregeln für Integrale die zu (*) analoge n Eigen schaften

S(j + g ) = S(j )+ S(g) , S(),f)= )"S (j) .
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n Ist V = D(I ; R) der Vektorraum der beliebig of t differe nzierbaren Funkti o­
nen. so hat die durch Differentiation erklärte Abbildung

D : V -V . It-+ I' .

die zu (*) analoge Eigenschaft.

2.1.2. Die obigen Beispiele motivieren die folgende

Defini tion . Eine Abbildung F : V _ W zwischen K -Vektorräumen V und W
heißt linear (genauer K-linear oder Homomorphismus von K-VeklOrräumen).
wenn

LI F (v + w) = F (v)+ F (w) .

L2 F (AV) = AF(v)

für alle u, w E V und alle A E K . Diese beiden Bedingungen kann man zusam­
menfassen zu einer:

L F (A!! + J.l w) = AF (v )+ Jl. F( w)

für alle u, W E V und A, Jl. E K . Man überlegt sich ganz leicht. daß LI und L2
zusammen mit L gleichwert ig sind.

Es ist üblich. den Begriff Homomorphismus zu verschärfen. Man nenn t eine li­
neare Abbildung F : V _ W einen

Isomorphismus. wenn F bijektiv ist,

Endomorphismus , wenn V = W.

Automorphisrma, wenn V = Wund F bjjektiv ist.

Wir notieren einige einfache Folgeru ngen aus den Axiomen :

Bemerkung. Ist F : V _ W linear; so gilt:

aJ F(O) = 0 und F(v - w) = F (v) - F{w).

b} F (}.' I!! I + ", + A~v~ ) = AI F(v l )+..,+ A. F(!!.).

c} Ist die Familie ( Vi )i EI in V linear abhängig. so ist (F(!!i))iEI in W linear
abhöngig.

d) Sind V ' C V und W' C W Untervektorräume. so sind auch F(V' ) C Wund
F - 1(W ') C V Untervektor r äume.

e) dimF(V ) ::: dimV.

f) /sI F ein Isomorphismus, so ist auch F ~ l : W _ V linear.
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o

Beweis, a) F (O) = F(O· 0) = O· F(O) = 0 und

F (l' - w) = F( tI + (- I )w) = F (v) + ( - I) F (w ) = F ( I) - F (w ).

b) folgt durch wiederholte Anwendung der Regel L.

c) lsl füri j, .. . ,in € J und A[, ... , An E K

AII); , + ... + )... 1),. :::: 0,

SO folgt nac h b)

Ä,F (Vi, ) + ... + AnF(v ;J = O.

d) Wegen 0 E V ' ist 0 = F (O) E F (V ' ). Sind 111 , w' E F (V' ), so gibt es
v, v' E V' mit F (tI) = w und F (v ' ) = w'. Also ist

w + w' = F (I) + F (v') = F(v + v' ) E F (V ' ) .

denn v + u' E V'. Für Ä E K gilt wegen Al' E V'

AW = ),. F(v ) = F(AU) E F (V' ) .

Sind u, Vi E F - I(W ' ). so bedeutet das F (v ). F(v' ) E W' , Also ist

F ( l' + u'] = F (v ) + F Cr/) E w' ,

also u+ v' E F - I eW') und analog sieht man Al' E F - I(W' ).

e) Hat man 1111 = F( v iJ , . . . , W . = F (v. ) E F(V) linear unabhängig, so sind
nach c) auch VI•• • . , v. in V linear unabhängig.

o Seien w , w' E Wund ). . /J- E K . Ist w = F(v ) und w' = F (v ') . so ist
V = F - l (w ). Vi = F - l ( w') . und es folgt aus

F ().v + J,LV' ) = ).w + J,LW'

durch Anwendung von F - I auf beiden Seiten

).F - ' (w ) + p.F - 1(w ') = F - 1().w + p.w' ) .

2.1.3. Lineare Abb ildungen kann man in versch iedener Weise miteinander ver­
knüpfen. Zunächst betrachten wir die Hintereinanderschaltung.

Bemerkung I. Sind U, V. W Vektorrilume und G : U -+ V, F : V _ W
lineare Abbildungen, so ist auch

F oG : U _W linear.
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Man beachte dabei wie immer die Reihenfolge der Abb ildungen, was man sich
in einem Diagramm aufzeichnen kann :

w

Beweis. Für u , u' E U ist

(F o G)(II + u') = F (G (u +u'») =F(G(u ) + G(II'»)

= F (G(u » +F(G(u'»)
= (F o G )(II) + ( F o G )(u' ) .

Ganz ana log zeigt man (F 0 G )(AU) = A(F 0 G)(u ). o
In Aufgabe 3 zu 1.4 hatten wir gesehen. wie man ftir eine Menge X und einen
Vektorraum W die Menge Abb(X, W) zu einem Vektorraum machen kann. Ist
auch X = Y ein K·Vektorraum , so definiert man

Hom K(Y, W ) := {F : V _ W : FistK ·li nearl .

Falls klar ist , welcher Körpe r K gemeint ist , schreibt man einfacher
Hom (V. W ).

Bem erkung 2. Für Yek/orräume Y und W über demselben Körper K ist

Hom K(V, W ) C Abb (V, W)

ein Unten..ektorruum.

Beweis. Für F. G E HornK(V , W) und A e K ist zu zeigen, daß F + G und ÄF
wieder K -linear sind. Das ist aber klar. den n für alle o. r e K und u, w e V ist

(F + GHu v + t w ) = F (u v + r w )+ Gto » + t w)

= 0 F (v )+ r F (w) + o G (v )+ r G (w)

= 0 ( F(v ) + G(v» + r ( F(w )+G(w»

= « (F + G )(v) + r(F +G)(w)

(A' F)(o v + rw ) = AF(u v + r w) = Ä (0 F (v) + r F( w»)

= u AF(v ) + r>.. F (w ) = 0 (>'" F )(v) + r (Ä ' F)(w ) .

Wir vermerken noch. daß der Nunvektor in Horn dV, W) die Nu/labbi/dung

O: V _ W mit O(v) := O ftiralle v e V
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ist, und die zu F : V __ W negative Abbildung gegebe n ist durch

- F : V _W mit ( - F)(v):= - F(v ) fur alle u a v . 0

Die Dimension von Hom (V, W ) werden wir in 2.4.2 berechnen (siehe auch Auf­
gabe 6 zu 2.4).

2.1.4. Im Spezi alfall V = W setzt man

End ( V ) := Horn (V, V ) .

das sind die Endomorphismen von V . Diese Menge wird . wie wir in 2.1.3 gese­
hen haben , zu einem Vektorraum mit Addi tion und Mul tiplikation mit Skalare n.
Man kann überdies eine Multiplikation durch die Hintereinanderschaltung er­
klären. in Zeichen

F · G :=F o G für F ,G eEnd(V) .

Satz . JSI V ein K·Vektorraum, so isl End (V ) zusammenmit der oben erklärten
Addition und Multip iikation ein Ring.

Der einfache Beweis sei dem Leser überlassen. In 2.6.4 werden wir sehen, daß
diese r Endomorphismenring für endlichdimensionales V zu einem Matrizenring
isomorph ist. Damit erhält man eine Methode, viele der interessanten Unterfi nge
von End ( V ) durch die Gestall de r entsprechenden Matri zen zu be­

schreiben.

Aufgaben zu 2,1

I. Sei X eine Menge und V der R-Vektorraum aller Funktionen f : X ..... R. Beweisen
Sie: Ist !j! : X ..... X eine beliebige Abbildung. so ist d ie Abbildung

F'I' : V ..... V . / ..... / o ,/,

R-hnear.

2. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Linearität:

a) R2 R2• (x . y ) (3x + 2y,x) . b) R R . x IlX + b ,

e) <i R . (x . y) x + Ji.y (über Q), d) C C . ~ l.

e) Abb(R, R) ..... R . / ..... / (1) , ü C c . z z (über R) .

3. Für einen Endomorphismus F : V ..... V ist die Menge der Fixpunkte VQß F definiert
durch Fix F := lv E V : F (v) = vI.

a) Zeigen Sie, dass Fix F C V ein Untervektorraum ist.

bj Sei der Endomorphismus F gegeben durch
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( ~' 0" ': ) . "
il F: R3 ..... R3. X ......

ii) F : Rlt J -+ R[I]. P ...... r;

iii) F : V( R. R) ..... V( R. IR) . f ...... f' .
Bestimmen Sie jeweils e ine Bas is von Fix F.

113

4. Zeigen Sie. dass die Menge AutlV ) der Automorphismen eines Vektorraums V mit
der Komposition von Abbildungen als verknuptc ng e ine Gruppe ist.

5. Sei F : V -. V ein Endemorphismus des Vektorraums V und v e V. so dass Wr eine
natürliche Zahl 11 gilt:

Fn(v) #-ü und F"+ I (V) :OÜ .

Beweisen Sie. dass dann v , F (v )•. .. , P(v) linear unabhängig sind.

6.lsl F : V ..... W ein Isomorphismus und V = Ul lilU2. so ist w e F(U1) 1Il F(U2).
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2.2 Bild. Fasern und Kern, Quotlentenvektcrräume"
Nachdem wir eine ganze Reihe formaler Eigenschaften von linearen Abbildungen be­
handel! haben, soll nun versucht werden. die "Geometrie" solcher Abbildungen etwas
besser zu verstehen.

2.2,1, Ist F : V -+ Weine linea re Abbildung, so nennen wir

Im F := F (V ) das Bild von F (vgl. 1.1.3) ,

F - I(w ) := {v e V : F (v) = w } die Faser über w e W und

Ker F = F - I(O) den Kern von F .

Bemerkung. 1s1 F : V -+ W linea r; so gill:

aJ Im F C W und Ker F e V sind Untervektorraume.

b ) F surjektiv ~ Im F = W.

c) F injektiv ~ Ker F = {Ol.

ll) tst F injektiv. ulld sind VI, . • • , V" E V linear unabhöngig. so sind auch die
Bilder F (v , )• . . . , F (v,,) l inear unabhang ig.

Be.....eis. a ) und b) und die "Hinr ichtung" von c) sind ganz klar. Gibt es umgekeh rt
zwe i verschiedene u. v' E V mit F (v) = F(v' ). so folgt F ( v - v' ) = O. also
Ot- v - v' eKerF.

Zu d ) nehmen wir an, daß

tll F (vd + ... tl nF(v,,) = O.

Die linke Seite hat wegen der Linearität das Urbild III VI + .. , + !J.nvn, wegen
der Injektivität folgt

also!J. 1= . . . = !J. " = O. o

Eine besond ers wichtige Zahl für eine lineare Abbildung ist die Dimension ihres
Bilde s. Man nennt sie den Rang, in Zei chen

rang F := dim Im F .

Insbesondere beschreibt eine Matrix A E M (m x n; K ) eine lineare Abbil dun g

A : K" _ Km , x ....... y = Ax ,

wobei die Vektoren .r E K" und .v E Km als Spalt en geschrieben sind, und als
RQ/Jg 1'011 A , in Zeichen

rang A ,
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bezeichnet man den Rang dieser linearen Abbildung. Ist kl , .. . , e~) die kano­
nische Basis des K~ , so sind

die Spa lten von A, also ist

Im A "" A(K " ) "" span(Ae], .. . , Ae~).

das ist der Spaltenraum von A . Also ist der gerade erk lärte Rang von A gleich
dem in 1.5.8 eingeführten Spaltenrang. Will man ihn berechnen, sn genügt es, A
auf Spaltenstufenform. d.h. I A auf Zeilenstufenform zu bringen (vgl. 1.5.7).

2.2.2. Die Begriffe Bild und Faser hat man analog für eine beliebige Abbildung
F ; X -.. Y zwischen Mengen, und X wird durch die Fasern in disjunkte Teil­
mengen zerlegt:

x = U r '( y) .
) '€ Irnf

Wir wollen untersuchen. wie diese Fase rung im Fall einer linearen Abbildung
aussieht. Dazu zunächst ein einfaches, aber typisches

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung

F: R~ -+ R~. (X') ~ (-ZXI+2X2) .
X2 - XI + X2

E.~ ist Im f " = R · (Z. I). Kcr F = Ei.. ( I . I) , und für (Zb. b) E Im F ist die Faser
die Gerade mit der Gleichung x~ = X I + b, also

r l (2b, b l = (O, bl +:R · ( I, I)

= IO., b + ,l.. ) : ,l.. E R} .

H '
Ker F

R'
F - l(y ) Im F

b b
..L-o 2by

F - ' (2b,b)

8i ld 2.4

Die Fasern sind also parallele Geraden. der Kern ist die einzige Faser durch den
Nullpunkt. Allgemein gilt die



116 2 Lineare Abbildungen

Bemerku ng. Ist F : V -+ W linear; w € Im F und u € F~ I (w) beliebig , so ist

F - l( w) = u + Ker F = {u + u: v E Ker FJ .

Beweis. Ist Vi E F - I(w) . so folgt

F (v ' ) = F (u ) ::::} F (v' - u) = 0 => v := v' - U E Ker F

=> 1I' =u +vEu + KerF

Ist umgekehrt v' = u + u E U + Ker F. so ist F(v' ) = F (u) ::::
v' E F - l ( w ).

w . also
o

2.2.3. Teilmengen . die durch ,,Parallelverschiebung" eines Untervektorraumes
entstehen, erhalten einen eigenen Namen.

Definition. Eine Teilmenge X eines K -vekrorraumes V heißt ein affiner Unter­
raum, falls es ein u E V und einen Untervektorraum W C V gibt, so daß

X = v+ W:= {u E V : es gibt ein w E W mit a = v + w}

(Bild 2.5). Es ist vorteilhaft. auch die leere Menge einen affinen Unterraum zu
nennen .

Beispiele für affine Unterräume des IR~ sind Punkte, Geraden und Ebenen (vgl.
Kap. 0).

X = I' + Jr

/ ' + lI'

,
o

Bitd2.5

Bemerku ng. Sei X = v + W C V ein affiner Unterraum. Dann gilt:

a) Für ein beliebiges v' E X ist X = v' +W ,

b) Ist ,,' E V und W' C V ein Untervek torraum mit" + W = ,,' + W', so fo lgt
W = W ' und u' - " E W,

Kiln ausgedrückt: Zu einem affinen Unterraum v + W ist der Untervektorraum
W eindeutig bestimmt. und der Aufhiil/gepunkt " kann beliebig in X gewählt
werden,
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Bewe is. a) Wir schreiben u' = u+ w'.

117

X C u' +W :

v + w. Also ist
o

u EX ~ u = u + w mn w e w
=;. U= v' + (w - w' )

=;. U E U' + W

u' + W C X ; U = u' + W E U' + W ~ U = U + (w + w') E U + w .

b) Definiert man

X - X ;= { II - U'; 11. 11' E XI

als die Menge der Differenzen (man beachte den Unterschied zu der in 1.1.2
definierten Differenzmenge X -, X = 0) . so sieht man ganz leicht. daß

X - X =W und X -X = W'

sein muß. Also ist W = W'.
Wegen v +W = v' + W gibl es ein w E W mit o' =

v' - v = W E W.

Da für einen affinen Unterraum X = u + W C V der Untervektorraum W
eindeutig bestimmt ist. können wir durch

dimX . e dimw

die Dimension von X erklären.

2.2.4. Wir zeigen nun. wie man Basen wählen kann. die maßgeschneidert sind
für eine lineare Abbildung (vgl. 2.4.3).

Salz . Sei F : V --+ W linear lind dirnV < 00. Sind Busen

(vl•.. . , vd von KerF . (WI " " 'W, ) l'on lrn F ,

sowie beliebiJ;:e Vektoren U 1 E F - I (WI), ... , 11,. E F - l (w , ) gegeben. so ist

A:= (U I , ... , u" u" ... .vd
eine Basis von V . Insbesonde re gilt die Dimensionsformel

dirnV = dim lm F + dimKer F .

Beweis. Für v E V sei

I-'( v ) = J.! I W I + ... + lJ. ,w, und u' := J.! IU I + . . . + J.!rU, '

Wegen F (u) = F (u' ) folgt U - U' E Kcr F , also

U-U'= AIVI + .. . + A. UI

" od
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Also wird V durch A erzeug t. Ist

Il IUI+ . . . + Il, U,+ AIUI+ ... + At V. = O, (*)

so folgt du rch Anwendung von F

tl-IWI+ .. . + Il,w,= O, also 1l1= " '=p.,= O.

da WI• • . . , w, linear unab hängig sind. In (*) eingesetzt ergib t sich

AIUI+ . . . + At Vt "" O, a]so )'1 , " " >" = O

da VI , . . . • v. linear unabhängig sind. 0

Als unmittelbare Folgerung aus de r Dimensionsfonnel notieren wir:

Korollar I. tu V endlichdimensional und F : V -+ W linear, so gilt f iir alle
nichtleeren Fasern

dirn F - 1(w ) = dimV - di rn Im F . o

o

Korollar 2. Zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorröumen V und W gibt
es genau dann einen Isomorphismus. wenn dimV = dimW. 0

Korollar 3. Sei dirnV = dirnW < 00 und F : V --l' W linear: Dann sind
folgende Bedingungen gleichwertig:

n F injektiv

ii) F surjektiv

iiiJ F bijektiv

2.2.5. Durch we itere s Spielen mit den Basen aus Sa tz 2.2.4 erhält man folgenden

Fak tor tsierungssat z, Sei F ; V -+ W linear und

A = (U I • . • .• Ur . 1110 • • • , lIt ) eine Basis von V

mit Ker F = span (VI, . . . • Vt). Defin ieren wir V = span (u•• . . . , u. ). so gilt

J) V = U @KerF.

2) Die Einschränkung F jU ; U -+ Im F is/ ein Isomorphismus.

3) Bezeichnet P : V = U @Ker F -+ U, v = u + v' ....... u, die Projektion auf
den erstell Summanden, so ist F = ( FIU) 0 P.

In Form eines Diagrammes hat mall
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v

u FIü ImF c W .

Insbesondereharjede nichtleere FaserF - ' (w) mit U genau einen Schnatpunkt.
und es ist

P(v) = rl(F(v» n U .

F(v )I' Ir,- r
P( !')

• 0F - l (F (I' )) U '-(lU
Im F

h:('r F

Man kann also F : V ...... W zerlege n (ode r faktorisierens in dre i Anteile: ei­
ne Parallelprojektion, einen Isomorphismus und die Inklusion des Bildes. Der
zur Konstruktion erforde rlic he di rekte Summand U ist allerdings nicht eindeutig
best immt , er hängt ab von der Wahl der Basisvektoren U J, .. • , U r . Wenn in V
eine Winkelmessung möglich ist (vgl. Kapitel S), kann manU eindeut ig machen
durch die Vorschri ft, auf Ker F senkrecht zu stehen. Die Umkehrung Im F ...... U
von F IU nennt man einen Schnitt, da sie aus jeder Faser genau einen Pun kt aus­
schneidet. Als gute Illustration kann Beispiel 2.2.2 mit k = r = 1d ienen.

• •

Bild 2.'
Beweis. 1) folgt aus der Charakteris ierung direk ter Summen in 1.6.3.

Wegen Ker F IU = (Ker F ) n u = {Olist F IU auch inje ktiv, also Isomorph is­
mus mit Bild Im F. 3) folgt aus der Konstruktion von P. Ist schl ießlich

v E V und v = u + v' mit u E U und v' E Ker F ,

so ist u = P(v), also F( v) = F (u) = F(P(v» = : w. lst überdies Wl , . . . . w,
eine Basis von Im F mit F(u ; ) = W;,

w = /lIW l + . .. + j.t,W, und v E F - l(w) n U ,

sofolgt v =/ll u l + . . . + j.t,u, . 0

Zu r Vorbere itung auf den gleich folgenden Abschnitt übe r lineare Gleichungs­
sys teme ist es nützlich, die ge rade beschriebene allgemeine Situation ftir eine
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durch eine Matrix A e M (m x 11 ; K) in Ze ilen stufen form gege bene Abbildun g

A : K n _K'"

zu betrac hten. S ind (in der Notation von 0 .4 ,]) i j. ,. . . ir die Indizes der Pivot­
spal ten. und sind en- ' . . .ej, die zu diesen Indizes gehörige n Basisvektoren des
K" , so sind die Bilder

A( e/I ) " " . A (e), ) E K '"

(das sind gera de die Pivotspaltc n) eine Basis von

Im (Al = sJXIn (e; • ... , e; ) .

Dabei ist mit <e;•.., •e',) die kanonische Basis des K r bezeichnet. Also ist

U := span (e/I • • • . • e jr)

in diesem Fall ein direk ter Summand zum Kern von A im Sinn von 1.6.3. Der
Leser möge das zur Übung präz ise begrün den .

Für die erste Lekt üre wird empfohlen, den Rest d ieses Abschnittes zu übe r­
blättern und bei 2.3 wieder einzuste igen.

2.2.6. Ist F ; V _ W eine lineare Abbildung. so sind die Fasern von F nach
2.2.2 die zum Untervektorraum Ker F C V parallelen affinen Räume. Wir wol­
len nun umgekehrt zu jedem vorgegebenen Unterve ktorraum U C V eine lineare
Abbildung mit Kern U konstru ieren . Dazu benötigt man man einen vektorraum
W als Bild ; wir zeigen. daß es dafür einen kanoni schen Kand idaten gibt. den
..Quotie ntenvektorraum" W = VIU. Da die Konstruktion ziemlich abstra kt ist,
wo llen wir zunächst etwas inhal tlic hen Hintergrund be re its tellen.

Belspiel I. Sei V = R! und U C V eine Gerade durch den Ursprung. Man nennt
zwei Punkte u, v' E IR! iiqui!·alellt. wenn die Differenz in U lieg t. in Ze ichen

v "U v' <0> v' - v EU.

Geometri sch bedeutet das. daß v und u' gleich weit entfernt von U sind. wo­
bei die Entfernun g von Punk ten links von U negativ und rec hts von U positiv
gerechnet se in soll.

Es ist ganz ein fach zu sehen. daß dadurch in V eine Äquivalenrrelano n im
Sin n von 1.1.8 erklärt wird . Die Äquivale nzklassen sind die zu U pa ral lelen Ge­
raden. das sind die affinen Räume aus 2.2.3.

Der Lese r mac he sieh auch die Analogie zu den Restk lassen modu lo m aus
1.2.7 klar : Don wurd e die Gleichheit abgeschwächt zur Kongruen z. hier wird
gleich ers etz t du rch gleich weit ent f ernt,
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8eispicl 2. a) Wir betrachten den unendlich-dimensionalen vektorraum

121

ß ild 2.7

C(R) = l!: R -+ IR: /stetig}.

Eine beliebige Teilmenge X c IR sei vorgegeben , ihr Komplement A := R" X
soll d ie Rolle einer Ausnahmemenge spielen, d.h . die Werte von / auf A werden
als unwese ntlich angesehen. Damil können wir den Untervektorraum

I (X ) ;= l! E C(IR ) : !(x ) = 0 für alle r E X l C C(lR)

der .unwesennicherr Funktionen betrachten und für [ , g E C{IR )

/ ""- s :~ g - ! E I( X )

erklären. In Worten bedeutet das, / und g sind im wesentlichen (d.h. außerhalb
A) gleich. Auch diese Äquivalenz ist eine kontrolli erte (von A abhängige) Ab­
schwächung der Gleichheit.

h ) Eine Variante davon isl die folgende : Man benutz t auf R ein Integral (et­
wa das Riemann- oder besser das Lcbesguc-Intcgral), d.h . ein Integral. mit dem
möglic hst viele Funktionen integncrbar sind. Sei

C(IR) := l! : R -+ IR: ! integricrbar]

""d
}/ := l! E C(R): ! 1/ {I)ld l = Oj C C(IR) .

•
Nach den Rechenregeln für ein Integral folgt. daßN C C(lR) ein Untervektor­
raum ist. Man beachte, daß N unendliche Dimension hat. denn etwa die Funk­
nonen /. mit I,(t) = 0 für I =f: j und I,( i) = I sind für i E N in }/ linear unab­

hängig.
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Für J.g e C(R) bedeutet f "':1._ 8 dann

JIj<t ) - g(t ) ldl = O.

•
Dafü r sagt man auch , f und g sind .fast uberatr ' gleich. denn die Menge

Ir E IR: I(t) #- g(t)l
muß sehr klein sein.

2.2.7. Sei nun ganz allgemein V ein K-Vek torraum und U C V ein Untervek­
torraum. Für v , p ' € V erk lären wir die Äquivalen z modulo U

v U p' :<o> p' - tI E U .

Aus den Eigen schaften eines Untervektorraumes folg t ganz einfach, daß die Be­
dingungen für eine Äquivalenzre lation aus 1.1.8 erfüllt sind.

Die Äqu ivalenzklasse eines v E V ist gleic h dem affinen Unterraum. also

[ue v : v' u v} = v+U.
denn

(I ' UV{}v' - lJ E V # esgibteinu E V mit v' "" v + u.

Die Menge der Äquivalenz klassen wird mit V/ U beze ichnet , die kanoni sche
Abbildung se i

e : V _Vf U = {v + U : tlE VI . UH>Q (v) =v+U.

Dabei wird jedem Punkt de r ihn enthal tende affine Raum zugeordnet , oder anders
ausgedrückt wird jede r Vektor ersetzt durc h die Menge all de r zu ihm
gleichwen igen Vektoren . Im Extrem fall V = 0 ist die Äquivalenz die Gle ich­
heit und (? wird bije ktiv. Für V = V ist alles äquivalent, und V / V besteh t nur
aus einem Elemen t.

Nun kommt der entscheidende Schri tt, nämlich die Beobachtung, daß man mit
den affinen Räumen rechnen kann wie mit Vekto ren.

Satz. Sei V ein K -Veklorraum ulld V C V ein Untervektorraum . Dann kann
mall die Mellge V /V aufgenau eine Weise so zu einem K -VeklorraulIImachen,
daß die kanonische Abbildung

c: V -V/ V , t>t->v +V ,

linear wird. Weiler gilt:

I ) Q ist surj ektiv.

2) Ker (l = V.
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3) dirnV/ V = dirnV - dimV , fall s dirnV < 00.

4) Der Quotientenvektorraum V/ V hat die fol gende universelle Eigenschaft:
Ist F ; V -> W eine lineareAbbildung mit V C Ker F, so gibres genau eine
lineare Abbildung F: V/ V -> W mit F = F 0 (}. Das kann man in Form
eines kommutativen Diagramms schreiben;

Fv

"I .:
v/v / F

w

Weiter ist Ker F = (Ker F) / V .

Man nennt V/ V den Quotielltenl'ektorraum von V nach V. Diese Bezeichnung
entspricht der Vorstellung, daß man V aus V .h erausdiv tdie rt" , weil V in V/V
zur Null wird.
Beweis. Zur vorübergehenden Unter scheidung werden die neu zu defin ierenden
Verknüpfungen in V/V mit + und .; die alten in V mit + und ohne Symbol
beze ichnet. Soll e linea r werden . so muß

(u + V) +( l/!+ V) = e( u)+(}( w) "" e(u + w) "" (u + w ) + V ,

A ' (u + V) "" A ' (l(l') "" "(AU) = Al' +V

gellen . Also gibt es nur eine Möglichkeit, die gesuchten Verknüpfu ngen in V/ V
zu erklä ren:

(u + V )+(w + V ) ;"" (u + w) + V, A' [u + V ) :"" Al'+ V .

Es istjedoch keineswegs klar, daß diese .Defininon" sinnvoll ist. Man muß noch
zeigen. daß sie von der Wahl der Repräsentanten u und w unabhängig ist; dann
sagt man , durch + und . seien Verknüpfungen in VI V wohtdefiniert,

Seien also weitere Repr äsentanten o'. w' gegeben. d.h.

l'+V = l"+ V und w+V= w'+ V,

Dann ist u' - v E V und w' - w E V , also (u' + w' ) - ( » + w ) E V , und somit
(siehe Bild 2.8)

(v + w ) + V = {v' + w') + V.

Analog zeigt man. daß

AU+V=AU' +V ,

d.h. auch die Multiplikation mit Ska laren ist in V/ V woh ldefiniert.
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u

!,+ u

,,
:"+w'---",

,,,,,,,,,
(l ' + [I )+ [ e-+ (I)

u' + F

Bild 2.8

Der Nachweis der ve ktorrau max iome in V / U mit Hilfe der entsprechenden Re­
che nrege ln in V bereitet keinerlei Probleme, das sei dem Lese r zur Übung emp­
foh len. Nuttveksor in V / U ist U , denn

(u+ UI+U = (v+UI +(O+U) = {v+ O) + U= v+U .
und der zu v+U negative Vektor ist - v+U . Diese Rechnungen zeigen . daß die
Unte rsche idung von + und + überflü ssig ist.

Die zusätzlichen Aussagen sind ganz einfach. 1) folgt aus der Definition
von Q. Ist v + U = U , so ist v E U, also folgt 2). 3) folgt aus der Dimensi­
onsfonne l in 2.2.4.

Zu 4) bemerkt man zunächst, daß wegen der Forderung F = F 0 Q für alle
' E V

F (v ) = F ((I (v» = F(v+ U )

sein muß. Dadurch ist F auch wohldefiniert: denn ist u+U = v' + U . so folgt

v' - V E V C KerF , also F (v ) = F (v' ) .

Die Linearität vonF ist klar. Die Gleichung KerF = Ker F / V folgt aus

v + V E KerF <:> v E KerF <:> v+ V E Ker F / V ,

wobei zu bedenken ist, daß Kcr F / V C V/ V ein Untervektorraum ist. 0

Eine Schwierigkeit beim Verständnis der Quotientenstruktur besteht wohl dar­
in, daß Mengen von Vektoren (in diesem Fall affine Räume) zu neuen Vektoren



2.2 Bild, Fasern und Kern,Quotieruenvektorräume" 125

werden. Aber Vektor zu sein hat keine individuelle Bedeutung: ein Vektor muß
sich nur innerhalb einer Gesamtheit von Vektoren [d.h. in einem Vektorraum)
nach den dort gellenden Spielregeln (den Axiomen) verhalten . In diesem Sin­
ne ist z.B. auch eine Funktion ein Vektor, d.h. ein Element oder .P unkr" eines
Vektorraumes (vgl. 1.4.1, Beispiel e).

2.2.8. Manchmal mag es beruhigend sein, wenn man einen abstrakten Quotien­
tenvektorraum durch etwas Konkreteres ersetzen kann. Dazu betrachten wir noch
einmal die Beispiele aus 2.2.6.

,
I Ul.,,,,

I' + U = W+ U

,,,
,.,,,,,

w

,,,,,,

c

,,,,,,

,,,,,,,,,

,,,

Bild 2.9

Beispiel I , Für eine Gerade V C V = IR! ist der Quotient V/ V eindimensional.
Jeder affine Raum v +V E V/ V kann durch einen Repräsentanten u E V gege­
ben werden, und man kann die Repräsentanten alle auf einen Streich in folgender
Weise erhalten: Ist V' C V eine von V verschiedene Gerade durch 0, so schnei­
det V ' jeden affinen Raum v + V in genau einem Punkt (Bild 2.9). Bezeichnet
man mit

(/ : V' -V/ V , v ...... v + V ,

die Beschränkung der kanonischen Abbildung e. so wird e' zu einem Isomor­
phismus. Man kann also in gewisserWeise den abstrakten Quotientenvektorraum
V/ V durch einen konkreten Untervektorraum V' ersetzen. V' ist direkter Sum­
mand im Sinne von 1.6.3, d .h. es ist

V = U eV' ,
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und die Umkehrung von 'l ist ein Schnitt im Sinn von 2.2.5. Aber V' hat den
Nachtei l. nicht eindeutig zu se in. Ein besonders ausgezeichneter direkter Sum­
mand ist die zu U senkrechte Ge rade U l. (vg l. daz u 5.4.8).

Daß die elementargeometrische Vorstellung hier nich t immer hilfreich ist, sieht
man an

Beispiel 2. a) Die Elemente aus C(Rl /I(X) sind Klassen auf R stetiger Funk­
tionen, die auf X gleich sind. Eine solche Klasse kann man stetige Funktion auf
X nennen . dam it hat man Stet igke it auch auf nich t-offenen Teilmengen X C R
erklärt.

Das gehl zum Glück auch etwas weniger abstrakt. Sei

F(X) = (1P : X -+ RI

der v ektorraum aller auf X defin ierten Funktionen und

rr : C(R ) -+ F (X ). f t-> f iX ,

der Einschr änkungshomomorph ismus. Wir definieren

e(X): :: Im (J = {rp E F(X) ; esgibteinf E C(R) mit rp = f iX} c F (X)

als den Vektorr aum der auf X stetigen, d.h. auf R stetig fort setzbaren Funktionen.
Offenbar ist Ker e = T(X), also hat man nach der universellen Eigenschaft des
Quotientenvekto rraumes ein Diagramm

wobei jj wegen Kere- = Ker (J/ T (X) = 0 injektiv ist. Der abstrakt e Quoti enten­
vektorraum C(R) /T( X) kann also als Untervekto rraum des konkreteren Vektor­
raumes F(X) aufgefaßt werden.

b ) Der Quotie ntenvektorraum

L (R) ;= L(R) /N
besteh t aus den Klassen fast übe rall gleicher Funktionen . Im Gegensatz zu a)
kann man ihn nicht als Untervektorraum von F(R ) reali sieren (warum?). In
Aufgabe 6 zu 5.1 wird er mit einer Nonn versehen. Das ergibt einen brauch­
baren Begriff de r Konvergenz: der Preis dafür ist, daß man Funktionen durch
Äquivalenz klassen ersetzen muß .

2,2,9. Nach diesen Beispielen wieder zurück zur allgemeinen Theorie. Wir zei­
gen. daß man den Quotientenvektorraum weitge hend durch einen direkten Sum-
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manden ersetzen kann. Dessen Existenz war im endlich-dimensionalen Fall in
1.6.3 gezeigt worden. Im allgemeinen Fall ist das zwar auch noch richtig, aber
für die Praxis nutzlos.

Satz. Sei V = VI $ VI und e : V _ V/VI die kanonische Abbildung. Dann ist

e' := eJVt: VI - V/ VI

ein Isomorphismus.

Beweis. Jedes v E V hat eine eindeutige Darstellung u = VI + VI mit VI E VI
und VI E V I ' Weiter ist

e(v ) =e(vi + VI ) = VI + VI + Vz= VI + Vz = e'(v l) '

Daraus folgt sofort, daß e' bijektiv ist. 0

Aufgaben zu 2.2

I. Sei F : R~ ..... IR'" gegeben durch die folge nden Matrizen:

(; ::) . (r :ii )
Bestimmen Sie jeweil s Basen von Ker F und Im F.

2. Sei / C IR ein Intervall und

d : V (/ ; R) ..... V(/ ; R) , / ...... I ',

Zeige n Sie. dass deine R-lineare Abbildung ist. und geben Sie eine Basis von Ker dan.
Wie sieht Ker d aus im Fall. das s I di~unk te Vereinigung von Intervallen ist?

3. Sei V e in endlichdimensionaler Vektorraum und F : V ..... V ein Endemorphis mus.

Es sei definie rt: Wo := V und Wi+1 := F( Wi ) für i E N. Dann gilt: Es gibt ein m E N
mit W'"+; = W.. für alle i E N.

4. Sei F : V ..... V linear mit FI = F. Zeigen Sie, dass es Untervek.torräume U. W von
V gibt mit V = U lIl W und F (W ) =0, F (u ) = u flir alle u E U .

5. Sei F : RJ ..... R1 gege ben durch die Matrix

( -~ .: -~ ) .
a) Bestimmen Sie Basen A = (u . VI. 112) des Rl und ß = (w . w' ) des Rl, so dass

Ker F = span (!' l . 1>2 ). Im F = span (w) und F(u) = w.
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b) Geben Sie für A E Im F eine Parameerisierung der Faser r- I(x) an und zeigen Sie ,
dass jede nichtleere Faser r- l (x ) genau einen Schnlupun kt mit U = span(,,) hat
(vgl. 2.2.5) .

6. Beweisen Sie das Lemma aus 1.5.8 noch einmal. aber benutzen Sie nun. dass die
Projektion 11' : W -+ K",- l linear und injektiv ist.

7. Sei F : V -+ W linear und U C W ein Untervektorraum . Zeigen Sie, dass darm

dimF - 1(U) = dim{U n Im F) +dimKer F .

8. Geben Sie e inen neuen Beweis von Teil a) der Bemerkung aus 2.2.3 unter Benutzung
der Äqeivalenzrelation IV in V.

9. Zeigen Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Quotientenveklorraumes, da.\ s
für vek torräume V. W sowie e inen Untervektorraum U C V die lineare Abbildung

IF e Hom (V, W) : F IU = OJ _ Hom (V / U , Wj mit F ..... f
(vgl. SalZ 2.2.7) ein Isomorphismus von Vektorräumen ist
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2.3 Linea re Gleichungssysteme
Mit Hilfe der bisher entwickelten Techniken von ve ktorräumen und linearen Abbll­
dungen können wir nun lineare Gleichungssysteme noch einmal von einem etwas ab­
strakteren Standpunkt aus behandeln und dabei auch die in Kapitel 0 versprochenen
Begründungen nachliefern.

2.3.1. In Kapite l 0 hauen wir nur den reellen Vektorraum R" betrachtet. Man
kann ihn für einen be liebi ge n Körpe r K durch K" ersetze n. da bei der Behand­
lung von linearen Gleichungssystemen nur die Körpe reigenschaften der ree llen
Zahlen verwendet wurde n.

Wir betrachten jet zt allgemein ei ne Mat rix A = (a; j) E M (m x n; K ) und eine
Spalte b = '(bi • . . . , b,.) E M(m x I ; K ).Daraus ergibt s ich das Gleichungssy­
ste rn

"
A ·x = b , d.h. L a;jx j = b, für i = I , ... . m , (**)

j ~ 1

Man nennt

"
A · x = O, d.h. L a;jx j = O für i = l. . ..• m , (*)

j - I

das zu (u) gehörige homogene System; ist b i- 0, so nennt man das System (**)
inhomogen. Die Mengen

Lös (A , b) := Ix E K": A · x = b} C K"

nennt ma n Lösungs räume. Entscheidend für die Theorie ist die Beziehung zu der
durch A beschriebenen lineare n Abb ildung

F : K" _K'" , x ....... A · x ,

denn es ist Lös (A , b) = F - l (b). also insbe sondere Lö s (A .0) = Ker F .
Nach 2.2 ist die "Größe" der Lö sungsräume fes tgelegt durch die Zahl

r := rang F = rang A = Spaltenrang A .

Genauer fo lgt aus 2.2 .3 und 2.2.4 das

Korollar. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A . x = b mit m Gleichun­
gen und n Unbekannten. es sei r = rang A. Dann gilt/ur die Lösungsraume:

1) Lös (A .0) C K" ist ein Untervektorraum der Dimension n - r,

2) Lös (A . b) c KW ist entweder leer oder ein affiner Raum der Dimension n - r.
Ist v e Lös (A , b) beliebig. so ist

Lös(A , b) =v +Uis(A .O) . 0
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Ande rs ausgedruckt sag t man dafür : Die adgemeine Lösung eines inhomoge­
nen linearen Gleichun gssystems erhält man durch die Add ition einer speziellen
Losung des inhomogenen Gleichun gssystems und der allgemeinen Lösung des
zugehörigen homogenen Gleichungssystems.

2.3.2. Der Lösungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems enthäl t
als Untervektorra um stets die trivialeLösung O. für ein inhomogenes System gibt
es keine triviale Lösung. In0.4 .4 hatten wir durch Umformung der erweiterten
Koeffizientenmatrix am Ergebn is ablesen können, ob es Lösungen gibt. Auch
das kann man etwas abstrakte r ansehe n.

Wir vergleichen dazu die Matrizen A vom Rang rund (A , b), Die erweite rte
Matrix hat eine Spa lte mehr, also ist

r :S rang (A.b) ~ r + 1 .

Satz. Der Losungsraum des linearen Gleichungssystems A . x = bist genau
dann nicht leer. wenn

rang A = rang (A. b).

Diese Bedingung wurde in den Jahr en I875n6 von G . FONTENE. E . ROUCHE
und F.G. FROBENIUS gefunden (vgl. (Fr)).

Beweis. A beschreibt eine lineare Abbildu ng

A : K" _K"', x_ A · x .

und (A , b) beschreibt eine lineare Abbildung

A' : K "-l- I _ K"'. x'_ A' ·x' .

Sind (eh . .. , e" ) und (e; •.. . • <+I ) d ie kanonischen Basen, so gilt

A(el ) = A'(e'I )' . .. , A(e,,) = A'(e: ) und A' (e: -l- I) = b .

Bei der Abbil dung A' kommt also b nach Konstruktion im Bild vor. während das
bei A gerade zu entscheiden ist. Wegen Im A C Im A' ist stets

rang A :s rang ä".

Also ist rang A = rang A' gleichbedeutend mit Im A = Im A'. d.h. nach Defini­
lion vonA 'mit b e lmA . 0

Hat man (A, b ) auf Zeilenstufenform gebracht, so ist der Zeilenrang gleich der
Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen. Verwenden wir die Gleichheit von
Zei lenrang und Spaltenra ng (vgl . 1.5.8 und 2.6.6), so folgt die
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Bemerkung. Sei

(A ,b) =

o

Dann ist rang A = rang (A , b) genau dann, wenn

b,+1=" . = bm = 0,

131

o

233. Wie im reellen Fall zeigt man, daß sich jedeMatri x durch elementare Zei­
lenumfonnungen auf Zeile nstufenform Ä bringen läßt (vgl. 0.4.7), und daß sich
der Lösungsraum nicht ändert, wenn man dabei die Spalte b zu b mit umformi,
d.h.

Lös (Ä, b) = Lös(A,b)

(vgl. 0.4.6).

23,4, Schließlich betrachten wir noch einmal den Fall, daß die erweiterte Koe f­
fizientenmarrix in Zeilenstufenform und der Lösungsraum Lös (A , b) nicht leer
ist. Nach eventueller Umordnung der Spalten von A können wir annehmen, daß

b,

(A ,b) =

o

mita;;;i:. O füri = 1, .. . , r und b' +l = . . , = b", = O.
Die in 0.4.4 konstruierte Parametrisierung müssen wir nun genauer ansehen.
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Die dort be rechneten Koeffi zienten tragen wir in Mat rizen ein:

D' := (du ) E M (T x r ; K ) , C' := (ejj ) e M(, x k ; K l .

Diese werden vergrößert zu

C := ( ~~ ) e M(n x k ; Kl und D := ( ~' ) E M(n x r ; X l .

das ergibt lineare Abbildungen

rp : KT _K~ , br-+ D .b , und <Po: K1 _K n
, ;,. ....... C ·).. ,

wobei b = ' (b i . . . .• b,) . und nach der in 0.4.4 ausgeführten Rechnung ist

<l>b: Kl -+ K " gegeben durch <1>bP,) = rp{b ) + <PoP.) .

Nach Konstruktion von <t>b gilt für alle b E K'

$ b(K t
) C Lös (A, b) = rp(b) + Lös (A, 0 ) .

Für b = 0 sieht man an der Mat rix C. daß 4>0 inje ktiv ist. Weiter ist nach 2.3 .1
dirn Lös (A . 0) = k, also folgt

<fIoCK') = Lös (A , 0) ,

und du rch Versc hiebung um <ptb) ergibt sich daraus

4>b(K i ) = Lös (A , b) .

Man beach te, daß hierbei wieder die Gle ichheit von Ze ilenra ng und Spalte nrang
benutzt wird : Die Dimension von Lös (A , b) ist nach der Dimensionsformel aus
2.2.4 durch den Spaltenrang bestimmt, an der Zeilenstufenform liest man den
Zeilenrang ab. Insgesamt iSI folgendes bewiesen:

Satz, Sei (A , b) in Zeilenstufenform mit r = Zeilenrang A und b € K' . Dann
hat die in 0.4.4 konstruierte von b abhängige Paramemsierung

<l>b: K"-' _ Lös (A ,b) C K"

folgende Eigenschaften:

1) 4>0: Kn
- , _ Lös(A ,O) C K" ist ein vektorraumisomorphismus.

2) <l>b: K"" _ Lös (A , b) C K" istflir jedes b E K' bijektiv:

3, Es gibt einen Homomorphismus rp : K' _ K", so daß fü r alle e e K'

<l>b = rp(b)+ <l>o und Lös(A ,b)=<p(b)+ Lös (A , O). 0

Dam it ist die Frage nach Lösbarkeit von linearen Gleichungssystemen beanr­
wertet und auch die Abhängigkeit der Lösungsmenge von der .rechren Seile"
b explizit beschrieben. Die oben angegebe ne Abbildung rp : K ' _ K" ist ein
Schnitt im Sinne von 2.2.5.
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Ist das Sys tem nicht in Zeilenstufenform. so kann man zeigen, daß der Über­
gang vom ursprünglichen b zum umgeformten bdurch einen Isomorphi smus

S : K"' _ Km, b ....... f"

beschrieben wird. In 2.7 .7 zeigen wir, wie man S berechnen kann.

2.3.5. Zur Beschreibung der Lösungen eines linearen Gleichungssystems be­
nutzt man oft eine weitere Sprechweise. Eine Basis ( Wl"" , w. ) von Lös (A , 0)
heißt Fundamentalsystem von Lösungen des homogenen Systems. Ein bel iebig es
v E Lös (A , b ) heißt spe zielle Lösung des inhomogenen Systems. Dann hat man
eine Darstellu ng

Lös (A , b) = v + KWI + ...+ Kw. ,

und die Linearkombinationen der Lösungen sind eindeutig. Man erhält die Vek­
toren Wl • ••• , W. als Spalten der in 2.3.4 konstruierten Matrix C . Dabe i ist je­
doch Vorsicht geboten, weil die Zeilen von C anders angeordnet sind, wenn die
Pivotspalten nicht die Voraussetzung i, :::: i erfüllen.

Es lohnt sich nicht . den allgemeinen Fall aufzuschreiben, wir geben liebe r ein
typisches

Beispi el. Wir betrach ten das Gleichungssystem in Zei lenstufenfonn und mit be­
liebiger rechter Sei te :

0 0 2 -, - 4 0 b,

0 0 I -, -, 2 I b,

0 0 0 0 I I 0 b,

0 0 0 0 0 I 2 b,

0 0 0 0 0 0 0 0

mit n = 7,m = 5,r = 4,jl :::: 2, h :::: 3, iJ:::: 5, j4 :::: 6 und k :::: 3. Dann ist
X l :::: ÄIo X 4 = Äz, X1 =Ä), und darau s ergibt sich

X6 = b4 -2x7= b4 - 2Ä) ,
x, = b) - X6=bJ - b4+2Äl •

Xl = b-;. + x4+ xs - 2x6 -X7 ::::bz+ bl -3b4+Ä!+5Äl ,
X2 = bl -2x4+Xs + 4x6=b l + bl+3b4 - 2Äz -6Äl '

Trägt man die erhaltenen Koeffizien ten in die ents prechenden Matrizen ein, so
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wird

0 0 0 0 1 0 0

1 0 1 3 0 -2 - 6

0 1 1 - 3 0 1 5

D= 0 0 0 0 c= 0 1 0

0 0 1 - 1 0 0 2

0 0 0 1 0 0 - 2

0 0 0 0 0 0 1

Die Spalten von C sind das Fundamentalsystem. D· bist für jedes b E K 4 eine
spezielle Lösung.

2.3.6. Zwei wichtige Spez ialfälle lineare r Gleichungssysleme haben eigene Na­
men , Besteht der Lösungsraum aus genau einem Element, so nenn t man das Sy­
stem eindeutig l ösbar. Aus dem bisher Bewiesenen folgt sofort die

Bemerkung. Für A E M(m x n; K ) und e e K'" sind[olgende Bedingungen
gleichwert ig:

i) Das lineare Gieichungssyslem A . x = b ist eindeutig lösbar.

ii) rang ä = rang(A ,bl = n. o

In diesem Fall bes itzt das zugehörige homogene Gleichungssystem A ·x = 0 nur
die triviale Lösung O.

Ist m = n, so kann man ii ) erse tzen durch rang A = n. Dies bedeutet, daß die
lineare Abbil dung A : Kn

-.. K" surjektiv. also nach Korollar 3 aus 2.2.4 sogar
bijektiv ist. Bezeich net A - I die inverse Abbildung, so ist die eindeutige Lösung
.r gegeben durch

x = A -1 (b ) .

Nach 2.5.5 ist A-I beschri eben durch die inverse Matrix.
Ist die Matrix A E M(m x 11 ; K ) vom Rang m, so ist die lineare Abb ildung

A : K" ...... Km surjektiv, also ist der Lösungsraum von A . x = b für jedes
b E Km nicht leer. Ein solches Gleichungssystem nennt man uni versell Lösbar.

Ist der Rang von A kleiner als m, so ist das System nur für spezielle b lösbar.
Ein Rechenverfahr en. dies bei festem A für ein gegebenes b zu entscheiden,
leiten wir in 2.7.7 ab.



2.3 Lineare Gleichungssysteme

Aufgaben zu 2.3
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I . Ein Nahrung smittel enthält Schad stoffe SI, . . .. S ~. die bei der Produktion lind lage­
rung als Bestandtei le von Pflanzenschutzmitte ln auftreten, Auf den einzelnen Stationen
werden die folgenden Pflanzenschut zmittel benutzt:

Station Mitte l

I . Landwirt A

2. Rohproduktlageru ng B

3. Veredelungsbetri eb C

4. Gro ssist und Transport D

5. Einzelhändler E

Die folge nde Tabe lle gibt die prozentu ale Zusammen setzung der Mitte l A... . ,E wieder:

s, S, S, S, S,

A 0.2 0.' 0 0 3 0

B 0 1 06 03 0 0

C 0.1 02 0.2 0.3 0.2

D 0 0 0.1 0.4 0.'

E 0 0.1 0.3 0.3 0.3

Für da s fertige Produkt ergibt die Nahrungmluelanalyse die folgenden Werte (in Ge­
wicht seinheiten ):

s, s, s, s,
0.75 2.25 0.65 1.60 0.75

Ermitte ln Sie. wieviel (in Gewi cht seinhe iten) die einzelnen Stationen zur Schadstoffbe ­

lastung beitragen.

2. Es seien Metall-legierungen MI, M2 und Mj gegeben , die alle Kupfer, Silber und
Gold enthalten, und zwar in folge nde n Prozentsätzen :

Kupfer Silber Go ld

MI 20 60 20

M2 70 10 20

Mj 50 50 0

Kann man diese Legierungen so mischen , dass eirIC Legierung entsteht, die 40% Kupfer,
50% Silber und 10% Gold enthält?
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3. Zeigen Sie: Ist die Mat rix A E M(m x n; K ) in Zeilenstufenfonn und r der Rang von
A. so ist (ei , .. . . e, ) e ine Basis von Im A C K in.

4. Bestimmen Sie für das folgende Gleichungssystem in Zeile nstufenfonn mit beliebiger
rech ter Se ile Matrizen C und D wie in 2.3.4 , so dass die Spalten von C ein Fundamen­
talsyste m bilden und D . b für jedes b E W eine spezie lle Lösu ng ist.

(~ ~ -i=: ~ ~ J ~ )
o 0 0 0 0 -7 I b4
o 0 0 0 0 0 - 4 ~

00 000 0 00

5. Gegeben se ien die Matrizen

(

3 ,
A = 4 6

1 , (
' 26 3 )B = 2 I 3 2
2 3 I 4

a) Untersuchen Sie die fo lgenden Gleichungssysteme darauf. ob sie eindeuti g lösbar
sind:

A, ~ ( : ) . B, ~ ( ; ) .

b) Untersuchen Sie die Gleichungssysteme A.., = bund Bx = b für beliebige b € If
darauf, ob sie universell lösbar sind .

6. Se i der Unterv ektorraum W e R" gege ben durch m lineare Gleichungen 'PI• • •. , "'m,
d . h.

W = Ix E R" : "'t( x ) = . . . = ",.. (x ) =01 .

Zeigen Sie, dass dan n W berei ts durch e ine einzige (nicht notwendig lineare ) Gleichung
beschriebe n werden kann. Oenauer gilt: Es existiert ein Polynom f E R [~ .. .. . r" l mit

W = ((Xl .... . x" ) E R" : !(Xt ... . , x. ) = 0) .

Zeigen Sie, dass die se Aussage auch gilt, falls man R durch einen endlic hen Körpe r K
ersetzt

7, Finden Sie neue (kürzere) Beweise für Satz 0 .2.4 und Aufgabe 2a) zu 0 .3.

8. Zeigen Sie , dass eine Teilmenge L de s ~ eine Gerade ist (d. h. es existieren

v. w E Rl. W -I 0, mit L = v+ IRw) genau dann. wenn es eine Matri x A E M(2 x 3; R)
mit rang A = 2 und ein b E RZgibt. so dass L = [x E IRl : Ax = b). Was bede utet das

geometrisc h?
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2.4 Lineare Abbildungen und Matrizen
Eine Abbildung F : X ..... Y von Mengen ist nach Definition eine Vorschrift. die je­
dem Argumem x E X einen Wen F{x ) E Y zuordnet Dabei ist im allgemeinen nichts
darüber ausgesagt, wie die Vorschrift auszusehen hat. also kann man die Bilder verse t ue­
dener Argumente völl ig unabhängig voneinander wählen .

Ganz anders iSI die Situation für eine lineare Abbildung F : V ..... W zwischen vek­
torr äumen. Kennt man einen Wen F ( II). so ist F auf de r ganzen Ger aden K li festgelegt.
Will man für einen weiteren Vektor tf E V den Wen beliebig vorsc hreiben, so da rf also
v' nicht auf der Geraden K v liegen. Durch F ( II) und F( tf) ist dann F auf der ganzen
Ebene K u+ K v' festgelegt. usw.

2,4,1. Die Frage , durch wieviele Vorgaben e ine lineare Abbildung festgelegt ist,
hat ei ne e infac he Antwort:

Satz. Gegeben seien endlichdimensionale Vektorräume V und W, sowie Vektoren
VI , . .. , v. E V und w[, . .. . w, E W. Dann gilt

/J Sind VI , ••• , u, linear unabhan gig. so g,.bt es mindestens eine lineare Abbil­
dung

F: V ..... W mit F (v,) := w, f üri= I,. ,'. , r .

2) Ist (V I " " , v. ) eine Basis. so gibt es genau eine lineare Abbildung

F : v ...... W mit F(v; ) := w j fü r ,. :=l , ... . r ,

Dieses F hat folgende Eigenschaft en:

0 ) Im F = span (w t, , w. ).

b) F injektiv <:> WI , , w. linear unabhangig.

Beweis. Wir be gin nen m it Tei l 2). Jedes v E V hat ei ne e indeutige Da rstellung

11 = At lll + .. . +A. II,.

wegen F( v;) = Wi und der Linearität von F muß also

F( v ) = AtWI + ... +A,W, (*)

se in. A lso gibt es höchstens e in so lches F , näm lich das durch (*) e rklärte . Man
darf nun a lle rdings nicht ve rsäumen Zu ze igen. daß die durch (*) e rklä rte Abbi l­
dung wirklich linear ist. Das fo lg t aus den Rechnungen

F(v + v' ) = F (AIVI + ... +A, V.+A;vl+ ... + A~v. )

= F «(AI +A'I)VI + .. . +(A.+A~) II,)

= (,l.. t+A'I)WI+ . . . + (A.+A;)W,

= AIWt+ ... +A,W. + A; Wt + ... A~ W,

= F (v) + F(v ')
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F(),.v ) = F (H III I + ... +AA,II,) = HIWj + ...+AA,W, = }.F( v) .

Die Inklusion Im F e span (WI, . . . , w, ) ist klar. Ist umgekehrt

W = P"WI +...+ tl,W" so folgt w = F(P. 1VJ+ " .+ J.l , v,) .

Zu b) nehmen wir an, W l • .•• , w, sei linear abhängig. Dann gibt es
(tl l •. .. • j.t,) '" (0• .. . , 0) mit

It lwl+ · · ·+J.!,w,= O,

und es folgt F ( /l lVI + ...+ j.t,v, ) = 0 : also ist F nicht injektiv. Umgekehrt sei
F (v) = O. Wir schreiben

v =.l'lVI + , .. +}., II" dan n ist )'1w] + ... +A,W, = 0 .

Wegen der linearen Unabhäng igkeit von WI , ' " • w, folgt A l = . . . = AT = 0,
also v = O. Damit ist 2) bewi esen.

Ist V j • • • • , v, nun linear unabhängig. so können wir d iese Familie zu einer
Basis

(V I> . " , 11.. 11.+1 •. • • , vn)
ergänzen und durch Vorgabe beliebiger weiterer Werte WH ]•• • •• Wn entspre­
chend 2) e in F mit

F (V, )"" Wi ftir i = I, . . . , 11

finden. An dieser Konstruktion kann man erkennen. wie weit F von der Eindeu ­
tigkei l emfemt ist: ein Maß dafür ist die Zahl n - r. 0

2.4.2. Der Satz aus 2.4.1 über die Erzeugung von linearen Abbildungen hat zahl­
re iche Folgeru ngen.

Korolla r 1. Ist V ein Vektorraum mir einer Basis B "" (1.'1. ' " • v. ). so gibt es
dazu genau einen Isomorphismus

4>/l: K" --l> V mit 4>/l(ej ) = vj f ur j"" I , . . .. n .

wobei (1'1. ' " • e" l die kanonische Basis von K" bezeichnet. o

4>/l heiß t Koordinatensystem, dami t werden wir uns in 2.6. 1 weiter beschäftigen .

Korollar 2. Zu jeder linearen Abbildung F : K" -+ KlO gibt es genau eine
Matrix A € M(m x n : K ). so daß

F( x) "" A . x

f ür alle Spottenve ktoren x E K".
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Man braucht also in diesem Fall zw ischen linearen Abbildungen und Matrizen
nicht mehr zu unterscheiden.

Beweis. Man
das ergi bt A .

schreibe 1-'(1.'1) , '" , 1-'(1.'. ) als Spaltenvektoren nebe nei nander,
o

Einen solchen Zus ammenhang zwischen linearen Abb ildungen und Matrizen
gib t es nicht nur in den Standardräumen:

Satz. Gegeben seien K· Veklorrüume

V mil Basis A = (VI, .. . , v. ) und W mit Basi.! ß = (W I, ... , w.. ).

Dlmn gibl es zu jeder /ineart'n Abbildung 1-' : V -.,. W genau eine Murrix A =
(u'i) E M(m x n ; K ). so daß

•
F(vJl = LU,jW; [iir j =I " " ,n ,

, ~ ,

lind die so erhaltene Abbild/mg

M/i : Hom (V , W ) -.,. M(m x n , K ) , F t-> A = M~(F) ,

Ül ein Isomorphismus VOll K ,Vekrorrüumt'lJ. Insbesondere g i/I

(. )

M/i{ F-+G ) = M; (F) + Mti (G ) und Mti (H "j= AM:(F).

Kurz gesagt: Nach Wahl fester Basen kann man lineare Abb ildunge n durch Ma­
trizen (d.h. relativ abstrakte durch kon krete Objek te) ersetzen. Man bezeichn et
Mjf(Fl als die Matrix, die F bezüglich der Basen A und ß aarstellt.

Beweis. Da B Basis ist, sind die Linearkomhinat ionen aus (*) und somit auc h die
Spal ten der Matrix A eindeuti g bes timm r. Gehön zur Abbildung G die Matrix
B = (b,) , so ist . . .
( F + G)(vi ) = F ( lIi ) + G ( II} ) = L a,jw;+ L b;jw; = L (u;j + b,)w"

,a l , .. I ;a l

und für A E K ist
• •

(A f')(v j) = A. F(vj ) = AL a;} 111; = L (AU;j )W; ,
i ~ 1 , ~ I

Daher i ~t d ie Abbildung Mjf linear. Da A eine Basis ist, gibt es nach 2.4 .1 gcnau
e in F, das da rau f die durch Bedingung (*) festgelegten werte annimmt. Also ist
M; bije ktiv. 0
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wenn B = (VI, ' " ,V.) und A = (a,j ) = M r;(F ).
Die n-reihige Einheitsmatrix E. = (8;j ) beschre ibt dabei die identische Ab­

bildung, in Zeichen

M{l(id v ) = E•.

Die zu 2.4.3 analoge Frage, für einen Endomorphismus eine besonders einfache
Basis zu finden , ist weil schwieriger zu beantworten. Sie ist Gegenstand von
Kapitel 4.

Aufgaben zu 2.4

I. Gibt es eine lineare Abbildung F ; W ...... a 2mit

F(2 .0) =(0, 1), F( I. n=(5, 2). F(l , 2) = (2. 3)?

2, Sei ß = (sm. cos . sin . cos. sin2. cos2) und V = spanß C Abb (R. R). Betrachten
Sie den Endomorphismus F : V ...... V, I ...... 1'.wobei I ' die erste Ableitung von f
bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass ß eine Basis von V ist.

b) Bestimmen Sie die Matrix M13( F ).

cj Bestimmen Sie Basen von Ker F und Im F.

J . Für nE N sei V. =span (1. . .. . r") C R[I] mit der Basis ß. =( I, . . .. t · ) und

'0. ; V....... V. _ t • f ...... I'
der Ableitungshomomorphismu s.

a) Bestimmen Sie die MatrixM:t_.('0. ).
h) Zeigen Sie, dass es eine lineare Abbildung 1;,: V. _I ...... V. gibt mit D. o I n = id,

und bestimmen SieM:i:" (7.).
4. Sei V = lf E R[I] : deg f ::s 31mit der Basis ß = 0 .t. 12.(3).wnbenac hten die
linearen Abbildungen ,
F : V ...... IR . I ...... f 1(I)dl und G : v ...... a l, 1 ...... (/( - 1)./(0)./0)) .

-,
a) Es seien K. und K: die kanonischen Basen von R undW.Bestimmen Sie die Matrizen

M: (F ) und M: .(G) .

b) Zeigen Sie, Ker G C Ker F.
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c) Es gibt e ine lineare Abb ildung H : R' -> R mit H o G = F.

S. Seien V und W endhchdimensjcnale Vektorräume mit V = VI IIIV2, W = WJ GIWl
sowie F : V -+ W linear mit F(V;) C Wi für i = I. 2. Zei gen Sie, dass es Basen A
VOll V und B von W gib t mit

M# (F ) = ( : ~ ) .
wobei A e M(dimW] x dimV j : K I, B E M(dimW2 x dim V2: Kl .

6. Zei gen Sie ohne Verwendung von Matrizen . dass die in 2.4.2 definierten Abb ildungen
Fl: V -+ W eine Basis von Homt v . W ) bilden.

7. Sei

A = (=:: : :)
- \ 2 -2 - 2

lind F ; R4 -> a J die durch F( x ) = Ax definierte lineare Abbildung. Bestimmen Sie
Basen A VOll a4 lind B VOll a J mit

M# (F) = ( ~ ~ ~ ~ )
000 0

8. Sei V ein endlichdimensionaler vektorraum und F : V ..... V linear mit P = F.
Zeigen Sie. dass e s eine Basis B von V gibt mit

(
E, 0)

Mu(F) = 0 0

Hinweis: Aufgabe 5 und Aufgabe 4 zu 2.2.

9. Zeigen Sie : ISI F : V ..... V ein Endornorphismus des endJichdimensionalen Veklor ­
raums V mit dirn Fill F = r (vgl. Aufgabe 3 zu 2.1), so existiert eine Basis ß ~Oll V
mit

(
E, .)

MlJ (F ) = 0 ..
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2.5 Multiplikation von Malrizen
2.5.1. In 2.1.3 hatten wir gesehen, daß für lineare Abbildungen G : U _ V
und F : V -+ W die Komposition F o G : V -+ W wieder linear iSI. Im
Spez ialfall U = K' , V = K~ , W = K'" sind Fund Gentsprechend 2.4.2durch
Matrizen A und B gegeben, und wir wollen ausrechnen, welche Matrix C die
lineare Abbildung F oG beschreibt. Das folgende Diagramm soll die Übersicht
erleichtern:

K' • K"
,

K'- -

[n
z

, = ~ y= (;J ~ ,=

,.
ISI B = (bjt ) € M(n x r ; K) und y = B(x) , so folgt

Yj =bj IXl+ . . . +bj,x, filr j = I, . . . , n, (b)

A = (a,) E M(m x n; K ) und z = A (y ) bedeutet

li = a'I YI+" '+ U, ~y. für i = l. .. . . rn , (a)

und schließlich C = (Cil ) E M (m x r ; K ). l = A (B (x ) bedeutet
l; =CilX.+ .. . + c;, xr Iur t e I . . . . , m. (c)

Sem man (b) in (a) ein, so erhält man

l, = u;l(bIl XI +· ··+ b lrX, )+ + u,.(b. IXI +· .. + b~,x,) (c')

= (a il bll + ... + a,.b. I)XI+ + (a, lb l, + .. .+ a,~b. , )xr .

Vergleich von (c) und (c') ergibt

Cil = a il b ll + .. .+ a; . b~ 1 , . . . , Ci , = aij b lr+ ... + uinbnr .

Unter Verwendung von Summenzeichen schreibt sich das so:

z = t ",!y!= t",!(t b!.,.) = t (t "'h")
J_l , - I l _ l J - l ~ _ l

= t (t a"b,,) ,.= tc",. ,
h .1 J. l ~ _ J

also ist
•

C,t = L uijb jk fUri = I , . . . , m und k= I, ... , r.
j - I
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Diese kleine Rechnung, die nur auf der Umordnung einer Summe beruht, hat
wichtige Konsequenzen. Man kann dam it eine Multiplikation von Matrizen pas­
sender Größe erklären .

2.5.2. Zur Definit ion der Multiplikation von Matrizen nehmen wir

A = (a,j ) E M (m x n ; K) und B = (bj~ ) E M (n x r ; K ) ,

d.h. die Spaltenzahl von A muß mit der Zeilenzahl von B übereinstimmen. Dann
ist das Produkt

"
A · B = k ,t) E M(m x r ; K) erklärt durch eil := L aijb)l '

j.d

Die Matrix A . B hat also so viele Zeilen wie A und so viele Spalten wie B. die
gemeinsame Zahl n verschwindet be i der Multiplikation. Diese Größenverhäll­
nisse kann man durch folgendes Schema zum Ausdruck bringen:

c:' [J b,.

)I"h" b. i . h"

0 " "'" ' " ',.

Ia , l a.. I [;] m .

G., tI... '., C"',

~

n r

Hieran sieht man auch gut, wie

Cil = allb l1 + ...+ ai.bot

aus der t-ten Zeile von A und der k-ten Spalte von B entsteht. Ansonsten ist es
aber recht unpraktisch, Matrizen bei der Multiplikation so anzuschreiben. Ein
Beispiel der üblichen Schreibweise ist

( I 2-[ ' ) ( ~ =:) ( 1-5)o \ 2 - 2 . 0 \

2 - 1 0 -3 : ~ - \ - 3
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a,b, )
: E M (1I X II; K )

u.b.

,b<,

B := ( ~(O)
~ (O)

'"

Ist speziellm = r = 1 und n beliebig, so ist

A · B = (a, ...a, )·C:)=a,b,+ ...+a.b, e K = M(I x I; K ) .

Man beachte, daß dagegen

(
a, ) ( a'b' ...
: (bl· .. b. ) = .

u. u.b l

gi1l.
Ist speziell er = 11 = r ,so kann man für A . B E M(m x m , K) sowohl A · B

als auch B · A bilden, im allgemeinen ist aber A . B #:B . A. Zum Beispiel ist

(~ ~)( ~ ~ )= ( ~ ~ )

( ~ ~)( ~ n = (~~ )
Daran siehl man außerdem, daß das Produkt von zwei Matrizen die Nullmatrix
ergeben kann, obwohl beide Matrizen von der Nullmatrix. verschieden waren.

Beispiel. Ist I = (/1 , ' " , Im): R" -> R" eine differenzierbare Abbildung
(das heißt 11 , . . . . 1..: R" -.. R sind differenzierbare Funktionen) mit
1 (0) = 0 (diese Annahme dient nur zur Vereinfachung der Bezeichnungen),
und sind YI, . . . . Y. die Koordinaten im R·, so sei

(
'"(0) .. . '"(0))a., a••

A := Y...:(Ol ' . . ~:(O)
a., a.••

die sogenannte JACOBt-Matrix von I im Punkte Null.
Ist g = (gi , . . . , g. ) : R' -.. R" eine weitere differenzierbare Abbildung mit

g(O) = 0, und sind Xl. . . . , .r, Koordinanten im Kr, so beze ichnen wir mit

~ (O) )

~(O)•••
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die Jaccbimatrix von g im Punkte Null. Ist h := f og : R' -.. IR'" und
h = (h I•.. . . h.. ). so gilt für die Jacobimat rix von h im Punkt Null

(

"' (0 ) "'" (0) )ax, a. ,

: : = A· 8.

~(O) ~ (O)"t, a-"
Das fo lgt sofort au s den Rechenregeln für die part iellen Ableitungen. Diese Ver­
knüpfun gseigenscha ft de r Systeme partiell er Ableitun gen war im 19. Jahrhun­
dert einer de r Ausgangspunkte für die Entwickl ung des Matrizenkalküls gewe­
sen.

2.5.3. Zwei Spez ialfalle der Matrizenmult iplikation so llen noch besonders er­
wähnt werden.

a ) Drehungen des R2 um die Winkel a und ß werden nach 2.1.1 beschrieben
durch

A = ( :~:: ~~::a ) und B = ( :~:; ~::~ ).
Die Hin terein anderausführung ist eine Drehung um den Winkel a + ß. und sie
wird besch rieben durch 8 . A. das bedeutet

(
COS«l' + ß ) - Sin (a + ß ) ) ~
sintc + ß) costc + ß )

(
cos a cosß -sina sinß - (Sin a COs ß + cos a sin ß ) ).

cos c sinß + sin c cosß cosacosß - sin c sinß

Daß die Einträge auf beiden Sei ten gleich sind. ist die Aussage der sogenannten
Additionstheoreme für Sinus und Cosinus. Dem Leser sei empfoh len. in diesem
Fall die Gleichheit A . B = B . A nac hzuweisen, denn das ist be i Matrizen ein
bemer kenswe rtes Ereigni s.

b ) Die Multiphkation einer m )( »-Matri x A mit e iner n x I-Matrix, d.h. einer
Spalte .r haben wir schon lange benutz t zu r Beschreibung der linearen Abbi ldung

A : K" _ Km, x r-+A · x.

Mit Hilfe der Matrizenmul tiplikation geschriebe n bedeutet die in 2.5 .1 durch­
ge führte Rechnung dann

A . ( B . x) = (A • B ) • x
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für jede (r x I)-Matrix .r , Das ist ein Spezialfall des Assoziativgesetzes für die
Matrizenmultiplikation. das in der folgenden Sammlung von Regeln enthalten
ist.

2.5.4. Rechen regeln für Matrizen. Sind Matrit rn A , A' E M(m x n; K ) und
B , B' E M(n x r ; K), C E M(r x s: K ) und A E K gegeben. so gilt:

1) A . ( B + B') = A · B + A· B' und (A + A') · B = A · B + A' · B.
tDistributivgesetze}

2) A . (AB) = (AA) . B = A(A . B ).

3) (A · B) · C = A . (B · Cl. (Asso:iativgesetz)

4) '( A · B )=' B · 'A.

5) E.. · A = A . E~ = A. (Neutralität der Einheitsmatrix}

Beweis. 1). 2) und 5) sind ganz einfach und erfordern höchstens etwas Schreib­
arbeit. Für den Beweis von 4) muß man sorgfaltig mit den Buchstaben umgehen :
Ist A = (a,j) und B = (bjil. so ist.
A · B = (C,l ) mit c'l = L a;l bjl . also '( A . B )=(c;,.) mit c~; = CiJ '

j _ 1

Weiter ist

' B = (b~) mit b;j = b jl und ' A = (o j;) mit a j, = O jj ,

also
• • •

' B .'A = (d.; ) mit d1i = L b;Ja j; = L b jlO;j = L aijbjl .
i _ I ) - 1 I - I

Also ist c;; = dJ,.
Bleibt der Beweis des Assoziativgesetzes 3). Dazu betrachten wir die beteilig­

ten Matrizen als lineare Abbildungen :

K' .E.. K' ~ K~ !.. K'" .

Nach 1.1.5 gilt das Assoziativgesetz für die Hintereinanderschaltung von Abbil­
dungen. also ist

(A o B) o C= A o (B o C ) .

In 2.5.1 haben wir gezeigt, daß die Hintereinanderschaltung der Abbildungen
durch das Produkt der Matrizen ausgedruckt wird. Das liefert die Behauptung.
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Wer bei diesem Kniff Unwohlsein empfindet, möge zur Linderung noch ein­
mal Summen umordnen: Sei A = (u;;), B = (b j . ) und C = (cH )' Dann ist

"
A · B = (a ,. ) mita it = l: a'ibl l .

j~ 1

also

(A · sv.c = (d,, ) mil d" = t (taijbii)Clt.
t _ l I_I

Weiter ist .
B . C = (ß/,) mit ß j l = L bj*clI •..,

also

A · (8 · Cl = (d:/ ) mil d:, = i». (t bi.C;'I)
} ~ l . _1

Die beiden Summen für da und d;/ enthal ten genau die gleichen Summanden.
also ist dil = d:," 0

Anstelle von A . B schreibt man für das Produk t von Matrizen meist nur AB .
Nach den Regeln 2) und 3) kann man auch Klammem weglassen und einfach

AAB bzw. ABC

schreiben.

Vorsicht! In der Rechenregel4) steht auf der rechten Seite der Gleichung nicht
'A . I B. In dieser Reihenfolge könnte man die Matrizen im allgemeinen nicht
einmal miteinander multiplizieren . Aber selbst wenn A , B E M(n x n; K ) gilt,
ist im allgemeinen

' (A . B ) #- 'A · ' B .

Man kontrolliere das an Beispielen nach. Auch von der Richt igkeit des Assozia­
tivgesetzes sollte man sich anhand von einigen Beispielen überze ugen. denn es
ist gar nicht selbstverständlich (und eine gute Kont rollmöglichkeit für die Rech­
nung).

Im Spez ialfall quadratischer Matrizen folgt aus diesen Regeln das

Korollar. Die Menge M(n x n; K ) mir der Addition aus /04. / ulld der Mu/tipli­
kation aus 2.5.2 ist ein Ring. 0

2.5 .5. E.~ ist eine naheliegende Frage, wie der Rang der Produktmatrix von den
Rängen der Faktoren abhängt. Man hat folgende Abschätzungen :
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Lemma. lst A E M (m x n ; K) und B E M (/I x r ; K ), so gilt

rang A + rang B - /I ~ reng rx . B ) ~ min {rangA . rang B I .

Beweis. Wir betrachte n die Matrizen als lineare Abbildungen , das ergibt ein Dia­
gramm

Weiter defin ieren wir F' := Allm B. Dann ist

Im F ' "" Im (A · B ) und KerF' = xer x n Im s .
Die Dimen sionsformel aus 2.2.4 angewandt auf F' ergibt

rang (A . B ) = rang F' = dirn Im B - dim Ker F' = rang B - dirn Ker F' . (*)

Daraus folgt rang (A· B ) :::: rang B. Da Im (A · B) C Im A, folgt die Abschätzung
nach oben . Wegen Ker F' C Ker A folgt aus (* ) weiter

rang (A . B) ~ rang B - dirn Ker A = rang B + rang A - n ,

wobei die letzte Gleichung nach der Dimensionsformel für die Abbildung A gilt.
Das ergibt die Abschätzung nach unten.
Sie ist scharf, wenn Ker F' = Ker A. also wenn Ker A C ImB. 0

2.5.6. Wir betrachten den kanonischen Isomorphismus aus 2.4.2 im Fall m = /I,

also

Horn (K " , K " ) _ M (n x n ; K )

und fragen. welche quadratischen Matrizen die Isomorphismen
F : K" _ K "

beschreiben. Ein Isomorphismus hat eine Umke hrung F - l mit

F oF- 1=F- 1oF = idKo.

Übersetzt in die entsprechenden Matrizen ergibt das die

Definition. Eine Matrix A E M(n x n ; K ) heiß t invertteröar, wenn es ein
A' E M (n x n ; K ) gibt mit

A . A' = A' . A = E" .
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Bemerkung 1. Die Menge

GL (n ; K ) = {A E M (n x n ; K) : A invertierbar I

mit der MultiplikatiQn von Matrizen als Verknfipjullg ist eine Gruppe mit neutra­
lem Element E• .

Sie heißt die allgemeine lineare Gruppe (general linear).

Beweis. Zunächst ist zu zeigen. daß die Matrizenmultiplikation tatsächlich ei­
ne Multipl ikation in GL (n ; X ) induziert. d .h. daß für A , B E GL (n; K ) auch
A . B E GL (n ; K ) gill . Se ien A' und B' so gewählt , daß

AA' = A'A = E. = BB' = B'B

gi lt. Dann ist

(B'A'H AB) = E. = (AB)(B'A')

nach dem Assozi at ivgesetz für die Matrizenmultiplikation. also ist AB invertier­
bar. Es bleiben die Gruppenaxiome GI und 0 2 nachzuweisen (vg\. 1.2.2).

Das Assoziativgesetz gilt in GL (n; K ), denn die Multiplikation ist sogar in
M (n x n ; K ) assoziativ.

Die n-re jhige Einheitsmatri x har die Eigenschaft eines neutralen Elementes.
und zu A € GL (n ; K ) gibt es nach De finition ein Inverses A'. 0

Wie wir in Abschnitt 1.2.3 gesehen haben. ist das Inverse A I eindeu tig best immt.
und wie üblich schre ibt man dafür A - I . Es gilt dann

(A- 1r l = A und (AB) - ' = B- IA- I ,

Bemerkung 2. Für eine Matrix A E M(n x n ; K ) sindfolgende Bedingungen
gleichwertig:

i} A ist invertierbar:

ii} 'A ist invertierbar.

iii} Spaltenrang A = n.

iv) Zeilenrang A = n.

Auß erdem ist ( 'A)~ 1 = ' (A- I) .

Beweis. i) ~ ii) folgt aus '( A -1 )'A = ' (A A- I ) = ' E. = E•• und ii) ~ i)

ergibt sich daraus durch Transposition . i) {} iii) ist eine Folgerung aus 2.2 .4. und
ii) (? iv) ergibt sich wieder durch Transposition. 0
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Aufgaben zu 2.5

I, Gegeben seien d ie Matrizen

151

A ~ (: -i -n 8 ~ (-i:_:-;) c ~U)
D ~ ( - I 2 0 s }. E ~U:)

Berechnen Sie alle möglichen Produkte.

2. In dieser Aufgabe betrachten wir Eigenschaften ,.dünn besetzter" Matrizen. in denen
viele Einträge null sind.

a) Sei 11 E N " (01 und / = 11, . . . . 11 1.Wirbelrach ten die Menge / x / C N x N.
Finden Sie für k E N Gleichungen für die .,Gerade" L in / x / durch (I . k ) und
(2.k + 1) sowie für die Gerade L' durch (k. 1) und (k + 1.2). Finden Sie weiter
Ungleichungen für den Halbraum H in / x / , der oberha lb von L liegl und den
Halbraum H', der unterhalb von L' liegt.

I

I

1

n:

1 , n

b) Formulieren und beweisen Sie folgende Aussagen:

(~) (~) ~ (~)
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( o~ ) (~) ( o~)
c) Eine Matrix A :: (a;j l e M (n x n ; K) beißt ec t se obere Dreiecksmatrix . falls ~i :: 0

für i ?: j . Zeigen Sie, dass eine echte obere Dreiecksmatrix A nilpotent ist, d.h. es
exisne rt ein m € Nmit A'" = O.

3. Sind die folgenden Teilmengen Unterringe?

a) Ha,j ) E M (n X II: K ) : a,j = Ofür ; ?: j ) c M (n x 11 : K )

b) l(a;j ) e M(" XII; K ) : a,j = Ofiir i?: j + k. oder i e i +k ] C M(n xn : K) ,wobei

' E N

c I( ~ ~ ) e M(Z x 2; R) : a e Q.b, c E Rl C M(2 x 2: R)

d) I(g : ) E M{2 x 2; K ) ; a.b E KJ C M(2 x 2; K ).) [( ai! ) e M (n )( 11: K ) : ai j = Ofli r ; t- j oder i ?: kl c M (n x 11 : K ),wobeik E N.

4. Sei K ein Körper und 11 E N '- {O}.

a) Für ). E K gil t: O.E~ )B = B{ÄE. l für alle 8 E M (n x 11 ; K l .

b) Zeigen Sie: lsr A E M(n x 'I ; K ) mit AB = BA für alle B E M(n x n : K l , so
existiert e in A E K mit A = AE. ,

S,Sei C = {( : ~b ) : a,b e a } c M(Zx 2:RI.

a) Zeigen Sie, dass C ein Körpe r ist.

b) In C ist die Gleichun g Xl + I = 0 lösbar.

c ) C ist als Körper isomorph zu C.

6. Zeigen Sie. da ss für eine Matrix B E M(n x k ; R) die Abbi ldun g

4> : M(m x n ; R) ...... M{m x k; R) , A ....... A ·B ,

stetig ist.

7, Zeigen Sie, da ss die Absch ätzung

rangA + rangB - n :::: rang (AB) :5 min{rangA . rangB }

aus 2.5.5 für den Rang der Produktmatrix in beide Richtungen scharf ist. d. h. finden Sie
Beispiele für

rangA + rallgB - n = rang(AB ) und rang(AB) = min{rangA . rangB I .
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8. Wir wollen eine Methode angeben. um die Inverse einer Matrix auszu rechnen :
Sei daz u A e M(n x 11; K) invertierbar, d. h, rang A = 11. Zeigen Sie; Ist

'- (',")x _ : .

'.,
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die Lösung des Gleichungssystems Ax = ~ ,so ist

('".:, ' ..
-1)

Berec hnen Sie auf die se Weise die inverse Matrix von

(

I I 2
I 3 4

A = 0 1 J
I 3 5

9. Für e ine differen zierbare Abbildung

J • • • - '. , • ~ (f, (' ).. ,., J.(.)\,
ist die Jacob i-Mamx von! im Punkt x definiert durch

JacJ ! := (aj; (X») ,
a X j

Ist m = 1 und ! zweimal stetig parti ell differenzierbar. so versteht man unter der Hesse­
Matrix von! im Punkt x die Matrix

HessJ ! ;= (..!l{X») ,
ax;ax1

a) Berechnen Sie die Jacobi -Matrix einer linearen Abb ildung F ; Ir --> IR'" . X H Ax .
wobe i A E M(m x n:K).

b) Sei

•
P : R" _ IR . {X I " .. • x. ) ..... L a,j XiXj + L b;Xi .

''''J ; . 1

wobei a,j . b, e R. Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und die Hesse-Matrix von P.
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2.6 Koord inatentransformationen
Eine immer wiederkehrende Metbode in der linearen Algebra ist es. durch Anwendung
p;I"ender BegriffelangweiligeRechnungen mitSchlachtengegen Indizes zu vermeiden.
Das ist etwas gefahrlieh. weil dadurcb ein Trainingsliiekstand im Reebnen entstehen
kann. Daher vertrauen wir in diesem Abschnitt besonders darauf,daß der Leser nebenbei
zur Übung genügend viele Beispiele reebnet.

2.6.1. Sei wieder V ein v ektorraum mit einer Basis B = ( V I • • • • • v~). Entspre ­
chend 2.4.2 gehö rt dazu gcna u ein Isomorphismus

<1>8 : K· --+ V mit <1>8(ej) = Vj für j = J. . ..• 11 ,

wobei (e i , . . e~ ) wie immer die kanonische Basis des K" bezeichnet. Nach
Definition ist

<1> llCt lo' " . x . ) = XlVI+...+X~V• .

Man nennt <1>" das durch B bestimmte Koordinatensynem in V und

x = (X I> . . . • x.) = <1>;; I(V) E K "

die Koordinaten von v = XlVI + ... + XnV• •

2.6.2. Für Anwendu ngen ist es wichtig. verschiedene Koord inaten ineinander
umzu rechnen . Dazu nimm t man an. es seien in V zwei Basen A = (VI> . , v. )
und B = (WI• . . . , w. ) gegeben. Dann hat man ein Diagramm von Isomorphis­
men

K"

T(;" ~ ~; ' O ~A l ~AV
K.~11

Man nennt die als lineare Abbildung angesehene Matrix Ti:- E GL (n : K ) die
Transformationsmatrix des Basiswechsels . Sie hat nach Definit ion die folgende
Eigenscha ft: ist

V= .tIVI + ... +x"v. = )'tWI + "' + Yn wn E V , so ist

Kennt man die MatrixTi'.so kann man also die ..neuen" Koordi naten y aus den
.altcn" X berechnen.
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also Tt = S-I .

Das wichtigste Beispiel ist V = K". Sind A und B die Matrizen mit den
Vektoren aus A. und B als Spalten, so wird obiges Diagramm zu

K"~

TI K" also T = B- 1 . A .

K" ~
Ist insbesondere A.die kanonische Basis, so folgt T = B - I.

Ganz analog behande lt man den Fall, daß für allgemeines V die Vektoren aus
B durch Linearkombinationen aus A.gegeben sind. Sei

und S = (s;j) die Matrix mit diesen Koeffizienten als Spalten. Es gilt

4>8 =4>,,(OS ,

denn die Werte der beiden Abbildungen auf der kanonischen Basis des K" sind
gleich:

( 4)..1 0 S) (e) = 4>A(S I) , ' " , sn) = Sljll l +...+ S. iV . = Wi = 4>8 (e j ) '

Als Ergebnis erhalten wir

S = 4>.:i10 4>8 = (Tt r l
,

Das kann man in Fonn eines Diagramms schreiben:

K"

~
sL~v

Damit ist das Problem wieder auf die Bestimmung einer inversen Matrix zurück­
geführt. Ein allgemeines verfahren dafür wird in 2.7.4 angegeben. Wenigstens
ein ganz einfaches Beispiel rechnen wir direkt aus.

Beispi el. Im R.2 betrachten wir neben der kanonischen Basis K. = (e h 1:'2) die
Basis

B = (Wh wz) mit WI = ' (2, 1) , Wz = ' (1, 3) .
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Die Einträge von B- l betrachten wir als Unbestimmte, das ergibt die Bedingung

C:)(:; :: )= ( ~ ~)
Sie ist gleichwen ig mit den linearen Gleichungssystemen

'" + " = 1 2<, + " = 0
oed

" + 3" = 0 .r + 3" = 1.

Die eindeutigen Lösungen sind

Xl = ~ ,

Xl = - ! '
Für v = - ei - ('2 ist x
v = -~W I - !W2.

Xl = - !. also ist 8 - 1 = ! ( _ 31-,1).X4 = ~ ,

= ' ( - I, - I ), also y = B- 1 • X = ' (_~ , -n, d.h.

2.6.3. Der Zusammenhang zwischen Koordinatensystemen und darstellenden
Matri zen ergibt sich aus der

vK"

Bemerkung. Sei F : V _ W eine lineare Abbildung, und seien A und B Basen
von V und W. Dann hai man ein Diagramm linearer Abbildungen

~A

K" w.

und es gi/I

$ BoM:<F) = F o4',A , also M8'(F) = <p61 0 F o<l>A '

Die darstellenden Matrizen sind offenbar eine Verallgemeinerung der Transfer­
mat ionsmatrize n. den n für V = W und F = idv gi lt

M8'(i dv ) = r; .
Beweis. Es genügt zu ze igen, daß die beiden Abbildungen auf der kanonischen
Basis kJ , .. . , f"n) übereinstimmen. Ist M# <F) = A = (ai), so ist

"
4lB (M#(F )(e») = 4>B(a Jj" .. , a",) = L:> ijWi ,

i _ I



2.6 Koordinatentransfonnationen

•
F(4)...((ej)) = F(vj} = L::>ijW;,

i _ I

'57

Die zweite Gleichung folgt aus der erste n durch Mulliplikation von links mir
~l . 0

2.6.4. Im Diagramm aus 2.6.3 hat man zwei verschiedene Wege. mit Hilfe der
Abbildungen in Pfeilrichtung von K~ nach W zu gelangen. und die Aussage
ist. daß auf den verschiedenen Wegen die gleiche Abbildung herauskommt. Ein
Diagramm mit dieser Eigenschaft heißt kommutativ.Wie nützlich dieser Begriff
ist. werden wir gleich sehen:

SaU. Gegeben seien Vektorrdume U. V und W mit Basen A. Bund C, sowie
lineare Abbildungen G : U _ V und F : V _ W. Dann gilt:

Mt (F 0 G) = Mg (F) . M;i (G ) .

Kun. ausgedrückt: Der Hintereinanderschaltung von linearen Abbildungen ent­
spricht das Produkt der darstel lenden Matrize n.

Beweis. Für die Standardräume mit den kanonischen Basen wurde das schon
in 2.5. 1 ausgerechnet. Der allgemeine Fall folgt daraus durch Betrachtung des
Diagramms

GI
K'

A ·B

K"

<1>,
K"' - V

u

F oG

w.
wobei A = Mg (F ) und B = M;i (G ). Alle Teildiagramme sind kommutativ
(man mache sich klar warum). daher ist das ganze Diagramm kommutativ. und
insbesondere folgt die Behauptung,

Wer lieberetwas rechnet, betrachte einen Vektor U E U und seine Koord inaten
x = 4>:4.1(u ). Wegen 2.5.4 ist

4>lil (G(u») = B· .r , 4>C" 1( F( G(u))) = A · (B · x) = (A · B) · <PAI (u) ,

also <PC" 10 (F 0 G) 0 4>...( = A . B .Auch darau s folgt die Behauptung. 0
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Für den Spezialfall von Endomorphismen (vgl. 2.4.4) ergibt sich das

Koro llar. In V seien eint' Basis ß sowie Endamorphismen F, G gegeben. Dann
ist

o

Insbesondere folgt daraus, daß

M 8 : End (V) -+ M (n x n; K )

ein Ringisomorphismus ist (vgl. 1.3.2. 2.1.4, 2.4.4 und 2.5.4).

2.6.5 . Nun kommen wir zum wichtigsten Ergebnis dieses Absch nittes , nämli ch
der Antwort auf die Frage, wie sich die darst ellende Matrix bei Einführung neuer
Basen ändert.

Tra nstormatlonsfcrmet, ISI F : V -+ W eine lineare Abbildung, sind A. A '
Basen VOll V und B. B' Basen von W, so iSI das Diagramm

M; <F )
K" K"

\~A ~r
TI V -L w Tff,

~i '\,
M#'(F )

K" , K '"

kommutativ. Insbesondere giltfür die beteilig ten Matrizen

M;t' (F) = rf, .Mt <F ) . (Tir l

Anders ausgedriickt: Sind

A = M: (F ) und 8 "" M: ' (F)

die beiden Matrizen, die F be züglic h verschiedener Paare von Basen darstellen,
und sind

r::r; . s ::rg.
die Transf ormationsma trizen zwischen den verschiedenen Basen. so gilt

B :: S · A · r - I
•
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Zum Beweis genügt es zu bemerken . daß nach 2.6.2 und 2.6.3 die dreieckigen
und viereckigen Teile des Diagramms kommutativ sind. Also ist das Gesamtdia­
gramm kommutativ. 0

Wer diesen Beweis als Hokuspokus ansieht , möge die Fonnel B = SAT-1 di­
rekt durch Multiplikation der drei Matrizen nachre chnen (Viel Spaß mit den In­
dizes!). Dabe i wird sich zeigen, daß nur Rechnungen wiederholt und ineina nder
eingesetzt werden. die vorher schon einmal ausgefü hrt worden waren. Der Trick.
besteht also darin , sich dieses zu erspare n.

Für den Spezialtall eines Endomorphismus ergibt sich mit der Notat ion aus
2.4.4 das

Korollar. Sind in V zwei Basen A und B sowie ein Endomorphismus F gegeben.
so ist

oder anders ausgedrückt

B = SAS - l
,

wenn A = MA(F). B = M13(F ) und S = TI. o

2.6 .6. Nun endlich können wir noch einmal (vgl. auch 1.5.8) die Gle ichheit von
Zeilenrang und Spaltenrang bewe isen, ohne uns die Finger mit Indize s zu be­
schmutzen.

Satz. Für jede Matrix A € M(m x n ; K ) gilt

Zeilenrang A = Spa ltenrang A .

Diese Zahl ist nach 2.2.1 gleich rang A.

Beweis. Wir betrachten A : K" ...... Kmals lineare Abbi ldung und wählen in K"
und KmBasen A und B entsprechend 2.4.3. d.h. mit

A (E' 0)M"d A) = B = 0 0 .

Für B ist offensichtl ich

Zeil enrang B = r = Spaltenrang B .

Um zu zeigen, daß sich diese Glei chhei t auf A überträgt, wählen wir entspre­
chend 2.6.5 invertierbare Matri zen Sund T mit

B = SAT .

Es genügt also der Beweis von folgend em



160 2 Lineare Abbildungen

K "

Hilfssatz. Für A e M(m x 11 ; Kl, S E GL(m; K) und T E GL (n : K) gilt

/) Spaltenrang S AT = Spal tenrang A,

2) Zeilenrang SAT = Zeilenrang A.

Beweis des Hilfssatzes. Zu den gegebenen Matrizen gehört ein kommutatives
Diagramm linearer Abbildungen

A

T

K" SAT

S

Da S und T Isomorphismen sind, haben die linearen Abbildungen A und SAT
gleichen Rang, d.h. es gilt I ). Daraus folgt 2) durch Transposition. denn

Zeilenrang A=Spallenrang ' A und ' (SAT)='T.' A ·'S .

Man beachte, daß be i Multiplik ation von A von rechts sogar der Spaltenraum.
bei Mult iplikation von links nur seine Dimension erhalten bleibt. 0

Wie man die Matrizen Sund T aus A berechnen kann, werden wir in 2.7.6 sehen.

2.6.7. Die Transformationsformel aus 2.6.5 ergibt in die Sprache der Matrizen
übersetzt die folgende

Deüntucn. Zwei Matrizen A , B € M(m x n; K ) heißen äquivalent , wenn es
S e GL (m; K ) und T € GL (n ; K ) gibt mit

B = SAT - l
•

Im Spezialfall m = n nennen wir A, B E M(m x m ; K ) ähnlich , wenn es ein
S E GL(m; K ) gibt mit

B = SA S- l .

Aus 2.6 .5 folgt sofon die

Bemerkung. Zwei Matrizen sind genau dann äquivalent, wenn sie bezüglich ver­
schiedener Paare von Basen d ie glei che linea re Abbildung beschreiben.

Zwei quadratische Matrizen sind genau dan n ähnlich, wenn sie beziiglich ver-
schiedener Basen den gle ichen Endamorph ismus beschreiben. 0

Daß dieser Begriff der Äquivalenz nichts Neues liefen , zeigt das
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Lemma. Zwei Matrizen sina genau dann äquivalent, wenn sie den gleichen
Rang haben. Insbesondere ist jede Matrix vom Rang r äquivalent ZU

Diese speziellen Malrizen repräsentieren die Äquivalenzklassen und heißen
Normalformen.

Zum Beweis genügt es. die Argumente aus 2,6.6 zu wiederholen.Daß äquivalente
Malrizen gleichen Rang haben. folgt aus dem dort bewiesenen Hilfssatz.
Ist A vom Rang r, so sieht man durch entsprechende Wahl von Basen in K '"

und K~ , daß A äquivalent zu der obigen Normalform ist. Also ist A äquivalent
zu jeder anderen Matrix B vom Rang r (benutze Aufgabe 4). 0

Viel schwieriger iSI die Frage nach Nomwljormen j fir Klassen ähnlicher Matri­
zen. Das ist Thema von Kapitel 4.

Aufgaben zu 2.6

I.Gegeben sei ein endlichdimcnsionaler vektorraum V mit BasenA.Bund C. Beweisen
Sie die •Kürzungsregel"

2. Im Rl seien die Basen

A =«(I . - 1.2). (2. 3. 7). (2 . 3. 6» und B =«1.2.2). (-1.3. 3). (- 2. 7. 6»

gegeben.

e) Berechnen Sie die Transformationsmatrix 1ft.
b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors

v = 2 · (1. - 1. 2)+ 9· (2. 3. 7) - 8· (2. 3. 6)

bezüglich der Basis B.

3. V sei ein g-vektorracm mit Basis A = (Vi • • . •• V4). W sei ein IIt ·Yektorraum mit
Basis 8 = (Wh .. . . Ws). F : V ..... W sei die lineare Abbildung. die gegeben ist durch

3 -2 2

- 2 - 2 1 - 3

M;f(F ) = 4 0 3 1

I 3 12 4

0 4 - 11 5
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S~h ljeßl ic h seien A' =; ( V; , • . ; • v~.> m~t v; = VI -; V~. 11;' = 112 ".V) , v] = V) + 114,
114 = 114 und B' = ( w 1' • . .• ws) mrt w l = W t . w2 = WI + W2. w ] = - Wl +W] .

W~ =!.V I +W4.WS = W t +WS·

a) Zeige n Sie, dass A ' e ine Basis von V und B eine Basis von W ist.

b) Berechnen Sie M;i' (F), M;i (F ) und M; : (F) .

e) Bestimmen Sie F - 1(span (W h W2 , Wl )).

4. Zeigen Sie, dass durch

A -- B ~ A und B sind äquivalent

(vgL 2.6 .7) tatsächlich eine Äquivalenzrelauo n auf der Menge M(m x n: K ) gegeben ist
und durch

A -- B ~ A und B sind ähnlich

(vgl. 2.6.7) eine Äquivalenzrelation auf M(m x m; K ) erklärt ist.

5. Zeige n Sie, dass für A € M(n x n; IR ) gilt: rang A = rang (A . ' A ). Gilt d ies auch,

falls A E M (n x 11: Cl?
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2.7 Elementarmatrizen und Matrizenumformungen
Die Bedeutung von Matrizenumformungen sieht man schon am Eliminationsverfahren
von GAUSS . Es gesteuer die Lösung durch wiederholte Anwendung elementarer Sehnt­
te. Auf diese Weise kann man in der linearen Algebra viele Probleme lösen. In die­
sem Abschniu geben wir weitere Beispiele dafür: die Inversion einer quadratischen Ma­
trix und die explizite Bestimmung der Transformalion,malrizen, die eine gegebene Ma­
trix auf Normalform bringen. Zur theoretischen Begründung ist es dabei sehr hilfreich,
Matrizenumformungen zu interpretieren als Mulliplikalion mit speziellen invertierbaren
Matrizen, die ihrerseits die gesamte allgemeine lineare Gruppe erzeugen. Diese soge­
nannten ..Elemenlarmat rizeli ' kann man als die Heinzelmännchen der linearen Algebra
bezeichnen: sie erledigen geräuschlos und zuverlässig die kleinen Schmutzarbeiten.

2.7.1. Ist m eine beliebige natürliche Zahl, I ::: i, j ::: m mit i #- j und A e K' ,
so nennt man die quad rat ischen Matri zen

S,(A) :=

i -te j-te
Spalte Spalte

j j

I I

I I I-,- - 0 -
I I I

I I I
- 0 - -l-
I I I

I
I

I I I
- l - I -
I I I

I I I
- 0- - l -
I I I

I I

+- i -te Ze ile

+- j-te Zeile

+- i-te Ze ile

+- j-u:Zeile
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I I

I I I
- 1- - Ä -

I I I

I I I
- 0 - - l-

I I I

I I
I I

I I I
- 0- - l-

I I I

I I I
- 1 - - 0-
I I I

2 Lineare Abbildungen

+- i-te Zeile

+- j -te Zeile

+- i -te Zeile

+- j-te Zeile

I I
aus M{m x m ; K) Elementarmatrizen. Außer den eingetragenen oder durch
Punkte angedeuteten Komponenten sind dabe i alle Komponenten gleich Null.

Sind E{ die in 1.5.1 definie rten Matriz en und ist E die m-reihige Einheitsma­
trix, so ist

Q{ =,=E +E{ . QfO.) =E + ),.Ef und S,(),.) = E+()" - I)E; .
Weiter ist selbstverständlich

Qf = Q/(I) und p/ = Pi·
Grundlegend ist der Zusammenhang mit den elementaren Umfonnungen von
Matrizen . Ist A E M(m x n; K) und x E K " gegeben . so hatten wir in 1.5.7
umgefonnte Matrizen betrachtet, die wie folgt aus A entstanden waren :

AI durch Multiplikation der I-ren Zeile mir ä,

All durch Addition der j-ten Zeile zur I-ren Zeile,

AIII durch Addition der ä-fachen j-ten Zeile zur i -teo Zeile,
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Ai v durch Vertauschen der r-ten und der j-tcn Zeile.

Wie man sofort sieht. gilt

165

Al = S,O.) · A .

Am = o»..).A .

All = Q/' A .

AIV=P/ .A.

Man sollte sich davon auch anhand von Beispielen überze ugen. um mehr Zutrau­
en zu den eigenartigen Elementarma trizen zu gewinnen.

Ganz Entsprechendes gilt, wenn man anstau Zeilen immer Spalten umformt.
Wir wollen es sicherheitshalber notieren. Ist A e M(m x n; K ) und x € K' , so
betrachten wir wieder die wie folgt aus A entstandenen Matrizen:

Al durch Multiplikation der r-ten Spalte mitä,

A" dureh Addition der i -ten Spalte zur j -ten Spalte,

Alil durch Addition der )..-fachen r-ten Spa lte zur j-ten Spalte,

AIV durch Vertauschen der j -ten und der t -ren Spalte.

Verwenden wir die entspreche nden n-reihigen Elementarmatrizen. so gilt

AI = A · S,()..),

AIII =A · Q; ()..),

A" =A ·Q; .

AIV = A .P; .

Kurz ausgedruckt: Multiplikation von links mit Elementarmatrizen bewirkt Zei­
ienumfonn ungell, und Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen be­
wirkt Spallt'numfonnu ngen. Man beachte dabei die Vertauschung von; und j
heim Übergang von links nach rechts.

Beme rk ung. Die Elementarmutrii r n Q{o..)und p/ sind Produkte von Elemen­

tarmatrizen vom Typ S,( ).. ) und o: Genau er gilt

Q[().. ) = SIW·Q/' Sj ()..) , p/ = Qj ' Qf( - I) · Qj ' S)(-I).

Dies entspricht dem in 1.5.7 bemerkten Sachverhalt, daß sich Matrizenumfor­
mungen vom Typ III und IV aus Umformungen vom Typ I und 11 kombinieren
lassen ,

Der Be"" eis der Bemerk.ung ist ganz einfach, wenn man die Multiplik.ation als
Zeilen- oder Spaltenumfonnung interpretiert. Wir wollen dies dem Leser über­
lassen. 0



166 2 Lineare Ab bildungen

2.7.2. Lemma. Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind
wieder Elementarmatrizrn. Geneuer gi/I:

(S,(.l.n- l =S,m' (Qff ' "" Q; (- I ) ,

(Q{O'Jfl = Q/<-A), (p/f l= P/'
Zum Beweis genügt es, die rechten Seilen der Gleichungen mit den linken zu
multiplizieren und festzustellen, daß die Einheitsmatrix herauskommt. 0

2.7.3. Satz. Jede tnveruerbare Matrix A € M (n x n; K ) ist (endliches) Produkt
von Elementarmatriren .

Man sagt dafür auch, daß die Gruppe GL (11; K) von den Etementarmairizen
erzeugt wird.

Beweis. Nach 2.5.6 ist der Ze ilenrang von A gle ich n , Wie in 0.4.7 ausgeführt
ist, kann man A du rch eleme ntare Zeilenumfonnungen zu ei ner Matrix der Form

B;( b" b;")
Ob••

mit von Null verschiedenen Diagonalelementen b l1 , . . . , b•• machen. Nach
2.7.1 gibt es Elementarmatrizen BI, , B" so daß

B =: B, BI . A .

Man kann nun B durch weitere Zeilenumfonnungen zur Einheitsmatrix E. ma­
chen. Dazu beseitigt man zunächst b l . , •.• , b. _1. . mit Hilfe der letzten Zeile,
dann bl.. _1• • • • , b. _t.-_I mit Hilfe der vorletzten Zeile, usw. Schließlich nor­
miert man die Komponenten in der Diagonalen auf 1. Es gibt also nach 2.7.1
weitere Elementannatrizen Bf+ [, ' " , B" so daß

E. =: B, · . . . · B,+lB =: B, ' ... . BI ' A .

Daraus folgt

A- 1
=: B, · . . . · BI , also A = BI- I ..... B,- I ,

und die Behauptung folgt aus 2.7.2. o

2.7.4. Der Beweis von Satz 2.7.3 gestaltet nun. ein einfaches Rechenverfahren
für die Bestimmung der inversen Matrix anzugeben. Es her die angenehme zu­
sätzliche Eigenschaft. daß man von der gegebenen quadratischen Matrix im vor­
aus gar nicht zu wissen braucht. ob sie invertierbar ist. Das slellt sich im Laufe
der Rechnung heraus.



2.7 Elementarmatrizen und Matrizenumformungen 167

Sei also A E M(n x 11 : K) gegeben. Man schreibt die Matrizen A und E. ne­
beneinander. Alle Umformungen . die im folgen den an A vorgenommen werden,
führt man paralle l an E. durch.

Zunächsl bringt man A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstu fenform. Da­
bei stellt sich heraus, ob

Zeilenrang A = n ,

d.h, ob A invertie rhar ist (vgl. 2.5 .6). Ist der Zei lenrang von A kleiner als 11 , so
kann man aufhören; die Umformungen mit E. waren dann umsonst. Ist der Zei ­
lenrang von A gleich n, so führt man weitere Zeilenumformunge n durch, bis aus
A die Matrix E. geworden ist. Schematisch sieht das so aus (die Umformungen
sind als Multiplikation mit Elementarma trizen beschrieben):

A E.
B, · A B) · E.

B, · ... . BI ' A B, · .. . · 8 ) . E•

Ist nun links aus A die Einheitsmatrix E. entstanden. so hat sich rechts aus E.
die inverse Matrix A- I aufgebaut , denn aus

B, · . .. · BI ' A = E.
folgt

8, · ... · BI ' E. = 8, · ... · BI = A- ) .

Diese erste schöne Anwendung wird den Leser hoffentlich schon vom Wert der
Elementarmatrizen überzeugen.

Vorsicht! Anstelle von Zeile numformungen kann man auch ausschließlich
Spaltenumformungen anwenden. Aber bei abwechselnder Anwendung von Zei­
len- und Spa lIenumformungen funktioniert das Verfahren im allgeme inen nicht.
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2.7.5. Bt i.~pitle. a )

0 1 -, 1 0 0

1 2 - I 0 1 0

, 1 1 2 0 0 1

1 2 - I 0 1 0

0 1 -, 1 0 0

1 1 2 0 0 1

1 2 - I 0 1 0

0 1 -, 1 0 0

0 -I 3 0 - I 1

1 2 - I 0 1 0

0 1 -, 1 0 0

0 0 -I 1 - I 1

1 2 - I 0 1 0

0 1 -, 1 0 0

0 0 1 -I 1 - I

1 0 7 - 2 1 0

0 1 -, 1 0 0

0 0 1 - I 1 - I
1 0 0 5 - 6 7

0 1 -, 1 0 0

0 0 1 - I 1 - I

1 0 0 5 - 6 7

0 1 0 -3 , -,
0 0 1 - I 1 - I

A=

P,

Q~( -7)

o i (-21

Qj

Man berechne zurKomreue A · A- 1l
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b)

169

A =

QH-l)

QJ

1 0 1 1 0 0

0 - 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 1

1 0 I I 0 0

0 - 1 0 0 1 0

0 I 0 - 1 0 1

1 0 1 1 0 0

0 - 1 0 0 I 0

0 0 0 - 1 1 1

A iSI nicht invertierbar, denn Zellenrang A = 2.

2.7.6. Ist A E M (m x n, K ) und

A : K" _ K'" . x ..... Ax ,

die zugehörige lineare Abbildung. so gibt es nach 2.6.5 Transformationsmatrizen
S E GL(m ; K) und T E GL (n ; K) mit

SAT-
1
= ( ~ ~ ) .

wobe i r = rang A.Wir leiten nun ein Rechenverfahrenfur die Bestimmung von
S und T ab. Dazu betrachten wir folgendes Schema:

A

Bit. · B] · A

Bit. · · B I · A · C I

I Bit. . .. . . BI · A. C] . .. . .cl lE• .CI· ...·C,1
Zunächsl wird A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform gebracht.
Die Zeilenumformungen entsp rechen der Multiplikation von links mit m-reihi·
gen Elemenrarmarri zen Bh .. . • Bt . Diese Umformungen filhrt man parallel an
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E", durch. Da die Matri x

B. · ... . BI ' A

Zeilenstufenfonn hat, kann man sie durch Spaltenumformunge n auf die Fonn

(~ ~ )
mit r = rang A bringe n. Dies entsprich t Mu ltiplika tion von rechts mit u- reihig en
Element annatrizen Cl•... , C" Diese Spalten umformungen führt man parall el
an E~ durc h. Wegen

Bi . . . . . BI . A . Cl . . . .. CI = ( ~' ~ )
sind durch

S = Bk · .. . · BI = B. · . . . . DIE,. und r - l = C l · . . . · C, = E.C1· . . . . CI

Transfonnationsmatriun der gewünschten Art gefunden.

Beispiel. Sei K = IR. und A = ( I 2 0) .
2 2 I

1 0 1 2 0

0 I 2 2 1 =A

1 0 1 2 0 1 0 0

- 2 1 0 - 2 1 0 1 0

0 0 1

1 0 2 1 0 0

0 1 - 2 0 0 1

0 1 0

I 0 0 1 0 - 2

0 1 - 2 0 0 1

0 1 0

1 0 0 1 0 2
r-v= 0 I 0 0 0 I

0 I 2

S ~

SA
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D=( ~ ~) ,
so erhält man auch Basen A und 8 von K~ und K"' , bezüglich derer A durch D
beschrieben wird . Dazu betrachten wir das Diagramm

K"
D

T s

A
- -.-- K" ,K"

das wegen D = SAr - 1 kommutativ ist.A und ß sinddie Bilder der kanonischen
Basen K und K ' von K~ und K '" unter den Isomorphismen r -: und S- I. Also
erhält man A und 8 als Spaltenvektoren von r -1 und S- I, Dazu muß man S
noch invertieren.

In unserem Beispiel ist

also sind

((1, 0, 0),(0, 0. 1),(-2, 1,2» und « 1, 2) , (0, 1»

Basen der gesuchten Art. Zur Kontrolle prüft man nach:

AU )= (: ) , A 0)= ( ~ ) ""dA fD = ( ~ )

2.7.7. Natürlich kann man auch das Gaußsehe Eliminalionsverfahren mit Hilfe
von Elementarmatrizen beschreiben. Sei das System

A · x =b

gegeben. Die elementaren Zeilenumformungen von A und (A , b ) werden be­
wirkt durch Multiplikation von links mit Elementarmatrizen aus GL (m ; K ). Ihr
Produkt ergibt eine Matrix

Se GL(m ; K ) mit (Ä,b) =S ·(A ,b)=(SA , Sb) ,

wobei (A,b) die auf ZeiJenstufenforrn gebrachte erweiterte Koeffizientenmatrix
ist. Man beachte, daß S allein durch A bestimmt ist. Die Berechnung von S kann
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man wieder schematisch durchführen, indem man die Zeilenumfonnungen von
A paraJlel an E,. durchführt.

E. A

B, . E. SI · A

Bs · · • • . BI ' E.. Bs ' . . . • BI ·A

Ist nun aus A die Matrix Ä = B. · . . . · BI . A in Zeilenstufenfonn entstanden, so
hat sich links die Matrix

S = 8" .... B I

aufgebaut. Damit kann man sofort ent scheiden, ob für ein b E K '" Lösungen von
Ax = b existieren. Man berechnet

b,

b.

und sieht nach, ob b'+1 =
Aufgabe 5).

Aufgaben zu 2.7

= b.. = 0, wobei r = rang A = rangÄ (vgl.

I. Ste llen Sie die folgende Matrix A als Produkt von Elementarmatrizen dar :
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2. Sind die folge nden Matrizen invertierbar? Wenn j a. dann geben die inverse Matrix an .

( ~ ~ ~ ~ ) €M(4X4 : R)' ( ~ ~ ~ ~ ) € M (4 X 4 : 1R)'
01 00 2 43 2

\000 33 42

U;l MO ., a" U;l MO " , Z/3Z)

3. Zeigen Sie :

A ;0 ( : : ) E M(2 x 2; K j iSI invertierbar ~ ad - bc # O.

Berechnen Sie in diesem Fall die Inverse von A.

4. Mod ifizieren Sie das Rechenverfahren aus 2.7.6 so. dass man statt 5 die inverse Malrix
5- 1erhä lt (benutzen Sie dabei die Inversen der Elementarmatrizen aus 2.7.2).

5. Finde n Sie für die Gleichung ss~:;;teme Ax = b aus 0.3.5 sowie aus Aufgabe 2 in
0.4 jeweils eine Matrix S. so dass A = SA in Zeilenstufenform ist. und bere chnen Sie
b= Sb.

6. Beweisen Sie :

a) Für A E M(1l x Il;K j undm E N gill:
",_1 ",- I

E. - A"' ;o (E. - M (L Ai ) = (L Ai )(E. - A) .
, -0 , -0

(Dabei sei AO:= E• .)

bj Ist A E M(1l x n; K) eine Matrix , für die ein m E N existiert mit K' ;0 0, so iSI
E. - A inveruerbar . Wie sieht die inver se Matrix aus?


	Kapite 2 Lineare Abbildungen
	2.1 Beispiele und Definitionen
	Aufga ben zu 2,1

	2.2 Bild. Fasern und Kern, Quotlentenvektcrräume*

	Aufgaben zu 2.2

	2.3 Linea re Gleichu ngssysteme
	Aufgaben zu 2.3

	2.4 Lineare Abbildungen und Matrizen
	Aufgaben zu 2.4

	2.5 Multiplikation von Malrizen
	Aufgaben zu 2.5

	2.6 Koord inaten transformationen
	Aufgaben zu 2.6

	2.7 Elementarmatrizen und Matrizenumformungen
	Aufgaben zu 2.7




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 600
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




