Kapitel 2

Lineare Abbildungen

2.1 Beispiele und Definitionen
2.1.1. a) Besonders wichtige Funktionen f: R — R sind die Polynome mit
fXy=as+ax+...+ax",

denn die ganze Abbildungsvorschrift ist durch Angabe der Koeffizienten
ag, ... ,a,,d.h.von n+1 Zahlen, festgelegt. Ist a, # 0, so nennt man n den Grad
von f. Fiir Grad 0 hat man die konstanten und fiir Grad 1 die linearen Funktio-
nen. In der Analysis untersucht man, ob sich eine beliebige Funktion bei kleinen
Veriinderungen des Arguments x nahezu wie eine lineare Funktion verhilt; das
fiihrt zum Begriff der Differenzierbarkeit. Daher sind die linearen Funktionen
unentbehrliches Hilfsmittel der Analysis. Wir betrachten also ein

fTR=R, x—=ax+b=f(x),
flr)

1
sl I -

mit a, b € R. Ihr Graph ist eine Gerade mit Steigung a, die durch (0, b) geht.
Setzt man den konstanten Anteil » = 0, so bleibt eine Funktion f(x) = ax, die
durch eine einzige reelle Zahl a festgelegt ist, und offensichtlich die Eigenschat-
ten

Bild 2.1

fx+x)= fx)+ f(x) und  f(Ax) =Af(x) (*)
fiir beliebige x, x', A € R hat.

b) Viel interessanter und anschaulich einfach zu verstehen ist die Situation in
der Ebene. Zunichst betrachten wir eine Drehung um den Nullpunkt mit dem
Winkel #. Das ist eine Abbildung

F: R* — R2,
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die sich wie folgt beschreiben lifit. Es ist
F(0)=0, Fie)=(cosd,sind), F(e:)=(—sind cosd?),
und fiir ein beliebiges x = (x;, x2) = x,€; + x2e; ist
F(x) =xF(e;) +x:F(e;) = (x;cos? — xpsind}, x| sin} + x;cos ).

Bild 2.2
Benutzen wir die Matrix
# —sin?d
o cos sin ‘
sin? cos
und schreiben wir x und F(x) als Spaltenvektoren, so ist mit der in 0.4.1 er-
kldrten Multiplikation F(x) = A - x.
An dieser Uberlegung ist zu schen, daB man fiir F(e;) und F(e,) beliebige
Vektoren a = (a,, a2), b = (b, b>) vorschreiben kann. Dann ld8t sich F mit der

Konstruktion aus Bild 2.3 zu einer Abbildung von R? auf sich ausdehnen.

Bild 2.3

Mit Hilfe der Matrix

e ay b1
az bz
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ist F wieder beschrieben durch F(x) = A - x.

¢) Betrachtet man nun anstelle von R einen beliebigen Korper K, und nimmt man
m und n anstelle von 2, so ist man sofort in einer recht allgemeinen Situation. Ist
nimlich A = (a;;) eine m x n-Matrix, so erhilt man daraus eine Abbildung

X anxy+...+anky »n
F: K" — K", : = : : =
Xn A1 Xy + ..o T GunXn Vm
Wie man leicht nachrechnet, hat sie wieder die Eigenschaft
Fix+x)=F(x)+ F(x'), F(x)=AF(x) (%)
firx,x e K"und A € K.

Mit Hilfe der in 0.4.1 erkldrten Multiplikation einer Matrix A mit einer Spalte
kann man diese Abbildung einfacher beschreiben als

F: K" > K", x—»A-x,

wenn man die Vektoren von K" und K™ als Spalten entsprechender Hohe
schreibt. Setzt man fiir x die Basisvektorene, ... , e, als Spalten ein und rechnet
man die Produkte aus, so stellt man fest, dafl

Ave,..., A e,
die Spalten von A in dieser Reihenfolge sind. Diese Beobachtung:
Die Spaltenvektoren der Matrix sind die Bilder der Basisvektoren
sollte man sich einprigen.
d) Die Transposition von Matrizen als Abbildung
F: M(im xn; K) = M(n xm; K)
hat nach den Rechenregeln in 1.5.8 die zu (*) analogen Eigenschaften.

e) Der Vektorraum V = C([; R) der auf einem Intervall I = [a, b] stetigen
Funktionen ist unendlichdimensional, und die Abbildung

b
S: C(L;R)y— R, ft—»ff(x)d.r,

hat nach den Rechenregeln fiir Integrale die zu (*) analogen Eigenschaften
S(f+8)=8()+5(, SAf)=Ar8().
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f) Ist V = D(I; R) der Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktio-
nen, so hat die durch Differentiation erklirte Abbildung

D: V>V, fef,
die zu (*) analoge Eigenschaft.

2.1.2. Die obigen Beispiele motivieren die folgende

Definition. Eine Abbildung F: V — W zwischen K-Vektorrdumen V und W
heiBt linear (genauver K-linear oder Homomorphismus von K-Vektorréiumen),
wenn

L1 F(v+w) = F(v) + F(w),
L2 F(v)=AF(v)

fiir alle v, w € V und alle & € K. Diese beiden Bedingungen kann man zusam-
menfassen zu einer:

L F(hv+ pw) = AF(v) + puF(w)

fiir alle v, w € V und A, £ € K. Man tiberlegt sich ganz leicht, dal L1 und L2
zusammen mit L gleichwertig sind.

Es ist iiblich, den Begriff Homomorphismus zu verschirfen. Man nennt eine li-
neare Abbildung F: V — W einen

Isomorphismus, wenn F bijektiv ist,
Endomorphismus, wenn V = W,
Automorphismus, wenn V = W und F bijektiv ist.
Wir notieren einige einfache Folgerungen aus den Axiomen:
Bemerkung. Ist F: V — W linear, so gilt:
a) F(0)=0und F(v—w) = F(v) — F(w).
b) Fihvi+...+2:0) =0 Fu) +...+ A F(u).

c) Ist die Familie (v;);c; in V linear abhéingig, so ist (F(v;));c; in W linear
abhiingig.

d) Sind V' C V und W' C W Untervektorriume, so sind auch F(V') C W und
F~Y(W’) C V Untervektorriume.

e) dimF(V) < dimV.

f) Ist F ein Isomorphismus, so ist auch F~': W — V linear.
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Beweis. a) F(0) = F(0-0) =0- F(0) = 0 und
Fo—w)=Fw+(=Dw) = F@) + (=) F(w) = Fv) — F(w).

b) folgt durch wiederholte Anwendung der Regel L.
c)Istfiiriy,... iy €elfundXy,... A, € K
My 4.+ A, =0,
so folgt nach b)
M) +...+ 2, F(v,)=0.
d) Wegen 0 € V' ist 0 = F(0) € F(V’). Sind w, w' € F(V'), so gibt es
v,v' € V' mit F(v) = wund F(v') = w'. Also ist
w+w' =F@)+ F(v)=F(+v)eF(V),
denn v + v’ € V' Fiir A € K gilt wegen Av € V'
Jw = AF(v) = F(Av) € F(V').
Sind v, v’ € F~'(W’), so bedeutet das F(v), F(v') € W'. Also ist
Fo+v)=F@) + FQ)e W,
also v + v’ € F~'(W’) und analog sieht man Av € F~'(W").
e) Hat man wy = F(vy),... ,w, = F(v,) € F(V) linear unabhingig, so sind
nach ¢) auch vy, ... , v, in V linear unabhiingig.
f) Seien w,w’' € Wund A, € K. Ist w = F(v) und w’' = F(v'), so ist
v=F ' (w), v = F~'(w'), und es folgt aus
F(Ow + puv') = Aw + pw'

durch Anwendung von F~' auf beiden Seiten

AF'(w) + uF~'(w) = F7'(ow + pw') . O

2.1.3. Lineare Abbildungen kann man in verschiedener Weise miteinander ver-
kniipfen. Zunichst betrachten wir die Hintereinanderschaltung.

Bemerkung 1. Sind U, V, W Vektorrdume und G: U — V, F: V - W
lineare Abbildungen, so ist auch

FoG: U— W linear
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Man beachte dabei wie immer die Reihenfolge der Abbildungen, was man sich
in einem Diagramm aufzeichnen kann:

G ~V~E
- ad

Beweis. Firu, u' € U ist

(FoG)u+u") F(Gu+u))=F (G +G")
F(Gu)+ F (G{u’))

(FoG)u)+ (FoG)u').
Ganz analog zeigt man (F o G)(Au) = A(F o G)(u). a

I

In Aufgabe 3 zu 1.4 hatten wir gesehen, wie man fiir eine Menge X und einen
Vektorraum W die Menge Abb (X, W) zu einem Vektorraum machen kann. Ist
auch X = V ein K-Vektorraum, so definiert man

Homg(V, W) :={F: V — W: Fist K-linear}.

Falls klar ist, welcher Korper K gemeint ist, schreibt man einfacher
Hom (V, W).

Bemerkung 2. Fiir Vektorridume V und W iiber demselben Kirper K ist
Hom x(V, W) C Abb (V, W)

ein Untervektorraum.

Beweis. Fiir F, G € Hom g (V, W) und A € K ist zu zeigen, daB F + G und AF
wieder K -linear sind. Das ist aber klar, denn fiiralleo, 7 € K und v, w € V ist

(F+G)lov+tw) = Flov+tw)+ Glov+tw)
= oF()+ tF(w)+o0G(v) +tG(w)
= o (Fw)+G@)) + 1 (F(w)+ G(w))
= o(F+ G)v)+ t(F+ G)(w)
und
(A-F)lov+tw) = AF(cv+tw)=Xi(aF(v)+ tF(w))
cAF(W)+tAF(w) =0 - F)(v)+t(A- F)(w).

Wir vermerken noch, dafl der Nullvektor in Hom g (V, W) die Nullabbildung
0: V- W mit 0):=0 firalleveV
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ist,und die zu F: V — W negative Abbildung gegeben ist durch
—F: VoW mit (—F)v):=—F(v) firalleveV. a

Die Dimension von Hom (V, W) werden wir in 2.4.2 berechnen (siehe auch Auf-
gabe 6 zu 2.4).

2.1.4. Im Spezialfall V = W setzt man
End (V) := Hom (V, V),
das sind die Endomorphismen von V. Diese Menge wird, wie wir in 2.1.3 gese-
hen haben, zu einem Vektorraum mit Addition und Multiplikation mit Skalaren.
Man kann iiberdies eine Multiplikation durch die Hintereinanderschaltung er-
kldren, in Zeichen
F-G:=FoG fir F,GeEnd(V).

Satz. Ist V ein K-Vektorraum, so ist End (V') zusammen mit der oben erkldrten
Addition und Multiplikation ein Ring.

Der einfache Beweis sei dem Leser iiberlassen. In 2.6.4 werden wir sehen, dal
dieser Endomorphismenring fiir endlichdimensionales V zu einem Matrizenring
isomorph ist. Damit erhiilt man eine Methode, viele der interessanten Unterringe
von End (V) durch die Gestalt der entsprechenden Matrizen zu be-
schreiben.

Aufgaben zu 2.1

1. Sei X eine Menge und V der R-Vektorraum aller Funktionen f: X — [R. Beweisen
Sie: Ist ¢: X — X eine beliebige Abbildung, so ist die Abbildung
Fo: VoV, fr fogp

R-linear.

2. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Linearitét:

a) B2 — B2, (x,y) = (3x +2y,x), bDE—-R, x+—ax+b,
Q> R, (x,y)r> x++2y (iberQ), )C—-C, z+ I,

e) Abb(R, B) = R, [ f(I), f)C—C, zr> 7 (iberR).

3. Fiir einen Endomorphismus F: V — V ist die Menge der Fixpunkte von F definiert
durchFix F:={ve V: F(v) =v}.

a) Zeigen Sie, dass Fix F C V ein Untervektorraum ist.

b) Sei der Endomorphismus F gegeben durch
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1 2
D FRSR, x| 01
30

Ll =
-

ii) F: R[t] = R[1], P P',

iii) F: D&, R) > D(R,R), f > f.

Bestimmen Sie jeweils eine Basis von Fix F.
4. Zeigen Sie, dass die Menge Aut(V) der Automorphismen eines Vektorraums V mit
der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe ist.

5.8ei F: V — V ein Endomorphismus des Vektorraums V und v € V, so dass fiir eine
natiirliche Zahl n gilt:

F'(v)#0 und F""'(v)=0.
Beweisen Sie, dass dann v, F(v), ..., F"(v) linear unabhingig sind.

6.Ist F: V — W ein Isomorphismus und V = U, @ Us, soist W = F(U)) @ F(U3).
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2.2 Bild, Fasern und Kern, Quotientenvektorriaume*

Nachdem wir eine ganze Reihe formaler Eigenschaften von linearen Abbildungen be-
handelt haben, soll nun versucht werden, die ,Geometrie™ solcher Abbildungen etwas
besser zu verstehen.

2.2.1. Ist F: V — W eine lineare Abbildung, so nennen wir

ImF :=F(V) das Bild von F (vgl. 1.1.3),
F-'(w):={veV: F(v) =w) die Faseriiber w € W und
Ker F = F~1(0) den Kern von F .

Bemerkung. Ist F: V — W linear, so gilt:
a) Im F C W und Ker F C V sind Untervektorrdume.
b) F surjektiv & ImF = W,
c) F injektiv < Ker F = [0}.
d) Ist F injektiv, und sind v, ... ,v, € V linear unabhiingig, so sind auch die
Bilder F(v)), ..., F(v,) linear unabhiingig.

Beweis. a) und b) und die , Hinrichtung” von c) sind ganz klar. Gibt es umgekehrt
zwei verschiedene v, v’ € V mit F(v) = F(v'), so folgt F(v — v') = 0, also
O#v—v'ekKerF.
Zu d) nehmen wir an, dal}

F )+ .oy F(u,) =0,
Die linke Seite hat wegen der Linearitit das Urbild vy + ... + u,v,, wegen
der Injektivitit folgt

v+ v, =0,

alsou; =...=pu, =0. ]

Eine besonders wichtige Zahl fiir eine lineare Abbildung ist die Dimension ihres
Bildes. Man nennt sie den Rang, in Zeichen

rang F :=dimIm F .
Insbesondere beschreibt eine Matrix A € M(m x n; K) eine lineare Abbildung
A: K" K", x+»y=Ax,
wobei die Vektoren x € K" und y € K™ als Spalten geschrieben sind, und als
Rang von A, in Zeichen
rang A ,
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bezeichnet man den Rang dieser linearen Abbildung. Ist (e, ... , e,) die kano-
nische Basis des K", so sind

Aey, ..., Ae,
die Spalten von A, also ist
ImA = A(K") = span (de,, ..., Ae,),

das ist der Spaltenraum von A. Also ist der gerade erklirte Rang von A gleich
dem in 1.5.8 eingefiihrten Spaltenrang. Will man ihn berechnen, so geniigt es, A
auf Spaltenstufenform, d.h. ' A auf Zeilenstufenform zu bringen (vgl. 1.5.7).

2.2.2. Die Begriffe Bild und Faser hat man analog fiir eine beliebige Abbildung
F: X — Y zwischen Mengen, und X wird durch die Fasern in disjunkte Teil-
mengen zerlegt:
x={J F'm.
yelmF
Wir wollen untersuchen, wie diese Faserung im Fall einer linearen Abbildung
aussieht. Dazu zunichst ein einfaches, aber typisches

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung

F: R* - R*, (-1‘1) = (—ZII & 2.r2)_
X2 Y | +.\’2
EsistimF =R-(2,1),Ker F =R - (1, 1), und fiir (2, b) € Im F ist die Faser

die Gerade mit der Gleichung x> = x; + b, also

F7'2b,b) = (0.B)+R-(1,1)
{(A,b+1): LeR).

Ker F

2 2
R // P R Im F

2 F

V " ” 0 2%
F~1(2b, ) /

Die Fasern sind also parallele Geraden, der Kern ist die einzige Faser durch den
Nullpunkt. Allgemein gilt die

Bild 2.4
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Bemerkung. Ist F: V — W linear, w € Im F und u € F~'(w) beliebig, so ist
F'(w)y=u+KerF ={u+v: veKerF).

Beweis. Ist v' € F~'(w), so folgt
FY=Fu) = FU'—-u)=0=v:=v—-ucKeF
= vV=ut+veu+KeF
Ist umgekehrt v" = u +v € u + KerF, soist F(v') = F(u) = w, also
v e F~l(w). 0

2.2.3. Teilmengen, die durch ,Parallelverschiebung” eines Untervektorraumes
entstehen, erhalten einen eigenen Namen.

Definition. Eine Teilmenge X eines K-Vektorraumes V heiBit ein affiner Unter-
raum, falls es ein v € V und einen Untervektorraum W C V gibt, so dafl
X=v4+W:={ueV: esgibteinw € W mitu = v+ w}

(Bild 2.5). Es ist vorteilhaft, auch die leere Menge einen affinen Unterraum zu
nennen.

Beispiele fiir affine Unterrdume des R” sind Punkte, Geraden und Ebenen (vgl.
Kap. 0).

XN=v+W

Bild 2.5
Bemerkung. Sei X = v+ W C V ein affiner Unterraum. Dann gilt:
a) Fiir ein beliebiges v' € X ist X =v' + W.
b) Istv' € V und W' C V ein Untervektorraum mit v+ W = v’ + W’, so folgt
W=Wundv'—veW.

Kurz ausgedriickt: Zu einem affinen Unterraum v + W ist der Untervektorraum
W eindeutig bestimmt, und der Aufhéngepunkt v kann beliebig in X gewihlt
werden.
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Beweis. a) Wir schreiben v’ = v + w'.
XCv+W: ueX

= u=v+w mtweW
= u=v+w-w)
= uev'+W

VWX u=v+werv+W = u=v+(wtw)ev+W.

b) Definiert man
X—X={u—u: uueX)
als die Menge der Differenzen (man beachte den Unterschied zu der in 1.1.2
definierten Differenzmenge X ~ X = ), so sieht man ganz leicht, daf}
X—X=W ud X-X=W
sein muB. Alsoist W = W',

Wegen v + W = o'+ W gibtes ein w € W mit v’ = v + w. Also ist
V—v=weW. O
Da fiir einen affinen Unterraum X = v + W < V der Untervektorraum W
eindeutig bestimmt ist, konnen wir durch

dimX = dimW
die Dimension von X erkldren.

2.2.4. Wir zeigen nun, wie man Basen wiihlen kann, die mafigeschneidert sind
fiir eine lineare Abbildung (vgl. 2.4.3).

Satz. Sei F: V — W linear und dimV < oc. Sind Basen

(Wi, oo. ) vonKerF, (w,...,w,) vonlmF,
sowie beliebige Vektoren uy € F~'(wy), ..., u, € F~'(w,) gegeben, so ist
A (s oy By Vs e U8)

eine Basis von V. Insbesondere gilt die Dimensionsformel
dimV = dimIm F 4 dim Ker F.

Beweis. Fiirv € V sei
Fv)=mw; +...+u,w, und v =gy +...4 @2l .
Wegen F(v) = F(v') folgt v —v' € Ker F, also
v—v =Au t
und
V=l 4. ety A0+ A
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Also wird V durch A erzeugt. Ist

iy + .o e, v+ =0, (%)
so folgt durch Anwendung von F
wmw, + ...+ pew, =0, also py=...=u,=0,
da wy, ... , w, linear unabhiingig sind. In (*) eingesetzt ergibt sich
Muy+ ...+ Mo =0, also Ay, ... , A =0
da vy, ..., v linear unabhiingig sind. 0O

Als unmittelbare Folgerung aus der Dimensionsformel notieren wir:

Korollar 1. Ist V endlichdimensional und F: V — W linear, so gilt fiir alle
nichtleeren Fasern

dim F~'(w) = dimV — dimIm F . O

Korollar 2. Zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorridumen V und W gibt
es genau dann einen Isomorphismus, wenn dimV = dimW. a

Korollar 3. Sei dimV = dimW < oo und F: V — W linear. Dann sind
folgende Bedingungen gleichwertig:

i) F injektiv
it) F surjektiv

iii) F bijektiv =)

2.2.5. Durch weiteres Spielen mit den Basen aus Satz 2.2.4 erhélt man folgenden

Faktorisierungssatz. Sei F: V — W linear und
A= (uy, ... ,up,vy,..., ) eine BasisvonV
mit Ker F = span (v, ... , v). Definieren wir U = span (u, ... , u,), so gilt
1) V=U®KerF.
2) Die Einschrinkung F|\U: U — Im F ist ein Isomorphismus.

3) Bezeichnet P: V =U @KerF — U, v = u + v' > u, die Projektion auf
den ersten Summanden, so ist F = (F|U) o P.

In Form eines Diagrammes hat man
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|4

| N
U F_|U- ImFcCcWw.
Insbesondere hat jede nichtleere Faser F~'(w) mit U genau einen Schnittpunkt,

und es ist
Pv)=F Y (F)nU.

Man kann also F: V — W zerlegen (oder faktorisieren) in drei Anteile: ei-
ne Parallelprojektion, einen Isomorphismus und die Inklusion des Bildes. Der
zur Konstruktion erforderliche direkte Summand U ist allerdings nicht eindeutig
bestimmt, er hdngt ab von der Wahl der Basisvektoren u, ..., u,. Wenn in V
eine Winkelmessung moglich ist (vgl. Kapitel 5), kann man U eindeutig machen
durch die Vorschrift, auf Ker F senkrecht zu stehen. Die Umkehrung Im F — U
von F|U nennt man einen Schnitt, da sie aus jeder Faser genau einen Punkt aus-
schneidet. Als gute Illustration kann Beispiel 2.2.2 mit k = r = 1 dienen.

A
F(v)
F-\(F(v , p ;
(F(v)) U_pw
i .
— Im F
ver
Bild 2.6

Beweis. 1) folgt aus der Charakterisierung direkter Summen in 1.6.3.
Wegen Ker F|U = (Ker F)NU = {0} ist F|U auch injektiv, also Isomorphis-
mus mit Bild Im F. 3) folgt aus der Konstruktion von P. Ist schlieBlich
veVundv=wu+v' mitu € Uundv' € Ker F,
soistu = P(v),also F(v) = F(u) = F(P(v)) =: w. Ist iiberdies w, ... , w,
eine Basis von Im F mit F(u;) = w;,
w=pmw +...+pwundve Fllw)nU,
sofolgtv=pyuy 4+ ... 4 pou,. O
Zur Vorbereitung auf den gleich folgenden Abschnitt iiber lineare Gleichungs-
systeme ist es niitzlich, die gerade beschriebene allgemeine Situation fiir eine
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durch eine Matrix A € M(m x n: K) in Zeilenstufenform gegebene Abbildung

A: K"— K"
zu betrachten. Sind (in der Notation von 0.4.3) ji, ... , j, die Indizes der Pivot-
spalten, und sind e, ... , e; die zu diesen Indizes gehtrigen Basisvektoren des

K", so sind die Bilder
Aej). ..., Ale;) e K"

(das sind gerade die Pivotspalten) eine Basis von

Im(A) = span(e],... ,e).
Dabei ist mit (e, ... , €/,) die kanonische Basis des K" bezeichnet. Also ist
U :=span(ej,,... ., e;)

in diesem Fall ein direkter Summand zum Kemn von A im Sinn von 1.6.3. Der
Leser moge das zur Ubung priizise begriinden.

Fiir die erste Lektiire wird empfohlen, den Rest dieses Abschnittes zu iiber-
blittern und bei 2.3 wieder einzusteigen.

2.2.6. Ist F: V — W eine lineare Abbildung, so sind die Fasern von F nach
2.2.2 die zum Untervektorraum Ker F C V parallelen affinen Riume. Wir wol-
len nun umgekehrt zu jedem vorgegebenen Untervektorraum U C V eine lineare
Abbildung mit Kern U konstruieren. Dazu bendtigt man man einen Vektorraum
W als Bild; wir zeigen, dall es dafiir einen kanonischen Kandidaten gibt, den
Quotientenvektorraum™ W = V/U. Da die Konstruktion ziemlich abstrakt ist,
wollen wir zunichst etwas inhaltlichen Hintergrund bereitstellen.

Beispiel 1. Sei V = R? und U C V eine Gerade durch den Ursprung. Man nennt
zwei Punkte v, v’ € R? dquivalent, wenn die Differenz in U liegt, in Zeichen

vy ev—-vel.

Geometrisch bedeutet das, daBl v und v’ gleich weit entfernt von U sind, wo-
bei die Entfernung von Punkten links von U negativ und rechts von U positiv
gerechnet sein soll.

Es ist ganz einfach zu sehen, daf dadurch in V eine Aquivalenzrelation im
Sinn von 1.1.8 erklirt wird. Die Aquivalenzklassen sind die zu U parallelen Ge-
raden, das sind die affinen Ridume aus 2.2.3.

Der Leser mache sich auch die Analogie zu den Restklassen modulo m aus
1.2.7 klar: Dort wurde die Gleichheit abgeschwiicht zur Kongruenz, hier wird
gleich ersetzt durch gleich weit entfernt.
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Bild 2.7

Beispiel 2. a) Wir betrachten den unendlich-dimensionalen Vektorraum
CR)={f: R— R: f stetig} .
Eine beliebige Teilmenge X C R sei vorgegeben, ihr Komplement A := B~ X

soll die Rolle einer Ausnahmemenge spielen, d.h. die Werte von f auf A werden
als unwesentlich angesehen. Damit kénnen wir den Untervektorraum

I(X) :={f e C(R): f(x)=0fiirallex € X} C C(R)
der ,unwesentlichen” Funktionen betrachten und fiir f, g € C()
f~g:eg—feIlX)
erkldren. In Worten bedeutet das, f und g sind im wesentlichen (d.h. aulerhalb

A) gleich. Auch diese Aquivalenz ist eine kontrollierte (von A abhiingige) Ab-
schwichung der Gleichheit.

b) Eine Variante davon ist die folgende: Man benutzt auf R ein Integral (et-
wa das Riemann- oder besser das Lebesgue-Integral), d.h. ein Integral, mit dem
moglichst viele Funktionen integrierbar sind. Sei

L(R):={f: R— R: f integrierbar}

und

N:={f e LR): f]f(t}ld.' =0} c L(R).
R

Nach den Rechenregeln fiir ein Integral folgt, daB A" ¢ L£(R) ein Untervektor-
raum ist. Man beachte, dall N unendliche Dimension hat, denn etwa die Funk-
tionen f; mit f;(t) = 0 fiirt # i und f;(i) =1 sind fiir i € N in A/ linear unab-
hingig.
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Fiir f, g € L(R) bedeutet f ~; ¢ dann

fif(:) — gldr =0.
R

Dafiir sagt man auch, f und g sind , fast iiberall* gleich, denn die Menge

[reR: f@)# g}
muB sehr klein sein.
2.2.7. Sei nun ganz allgemein V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervek-
torraum. Fiir v, v’ € V erkliren wir die Aquivalenz modulo U
vy ey —vel.
Aus den Eigenschaften eines Untervektorraumes folgt ganz einfach, daf} die Be-

dingungen fiir eine Aquivalenzrelation aus 1.1.8 erfiillt sind.
Die Aquivalenzklasse eines v € V ist gleich dem affinen Unterraum, also

[vev: v"‘av}zu—{-U.

denn

Vv e v —vel & esgibteinu e Umitv' =v+u.
Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit V/U bezeichnet, die kanonische
Abbildung sei

o: Vo>V/U={w+U: veV], vepov)=v+U.
Dabei wird jedem Punkt der ihn enthaltende affine Raum zugeordnet, oder anders
ausgedriickt wird jeder Vektor ersetzt durch die Menge all der zu ihm
gleichwertigen Vektoren. Im Extremfall U = 0 ist die Aquivalenz die Gleich-
heit und g wird bijektiv. Fiir U = V ist alles dquivalent, und V' /U besteht nur
aus einem Element.

Nun kommt der entscheidende Schritt, ndimlich die Beobachtung, daB man mit
den affinen Riumen rechnen kann wie mit Vektoren.

Satz. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann kann
man die Menge V /U auf genau eine Weise so zu einem K -Vektorraum machen,
daf die kanonische Abbildung

o: V=>V/U, vi>v+U,
linear wird. Weiter gilt:
1) o ist surjektiv.

2) Kerg=U.



2.2 Bild, Fasern und Kern, Quotientenvektorriume* 123

3) dimV /U = dimV — dimU, falls dimV < oc.

4) Der Quotientenvektorraum V /U hat die folgende universelle Eigenschaft:
IstF: Vo> W e’f."E lineare Abbildung mit U C Ker F, so gibt es genau eine
lineare Abbildung F: V/U — W mit F = F o g. Das kann man in Form

eines kommutativen Diagramms schreiben:
y —E£ . w

al /

F
V/U

Weiter ist Ker F = (Ker F)/ U.

Man nennt V/U den Quotientenvektorraum von V nach U. Diese Bezeichnung
entspricht der Vorstellung, dall man U aus V ,herausdividiert*, weil U in V /U
zur Null wird.

Beweis. Zur voriibergehenden Unterscheidung werden die neu zu definierenden
Verkniipfungen in V/U mit + und -, die alten in V mit + und ohne Symbol
bezeichnet. Soll g linear werden, so muf}

W+ U)+(w+U) =) +o(w) =p(v+w)=@w+w)+U,

Av+U)=x-ov)y=pv)=2v+U

gelten. Also gibt es nur eine Moglichkeit, die gesuchten Verkniipfungen in V /U
zu erkldren:

w+D+w+U)=@w+w)+U, A-(w+U):=rv+U.

Es ist jedoch keineswegs klar, daB diese ,,Definition" sinnvoll ist. Man muf noch
zeigen, daf sie von der Wahl der Reprisentanten v und w unabhéngig ist; dann
sagt man, durch 4 und - seien Verkniipfungen in V /U wohldefiniert.

Seien also weitere Repriisentanten v’, w’ gegeben, d.h.

v+U=v4+U und w+U=w+U,

Dannistv' — v € U und w' — w € U, also (v' + w') — (v + w) € U, und somit
(siehe Bild 2.8)

v+w+U=00+u)+U.
Analog zeigt man, daf}
hw+U=w'+U,
d.h. auch die Multiplikation mit Skalaren ist in V /U wohldefiniert.
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w+ U,

Bild 2.8

Der Nachweis der Vektorraumaxiome in V/U mit Hilfe der entsprechenden Re-

chenregeln in V bereitet keinerlei Probleme, das sei dem Leser zur Ubung emp-

fohlen. Nullvektor in V /U ist U, denn
w+WH+U=w+U)+0+UV)=w+0)+U=v+U,

und der zu v+ U negative Vektor ist —v + U. Diese Rechnungen zeigen, daf} die

Unterscheidung von + und + iiberfliissig ist.

Die zusitzlichen Aussagen sind ganz einfach. 1) folgt aus der Definition
vonp.Istv+ U = U, soistv € U, also folgt 2). 3) folgt aus der Dimensi-
onsformel in 2.2.4.

Zu 4) bemerkt man zuniichst, daB wegen der Forderung F = F o g fiir alle
veV

F(v)=F (e)) = F(v+U)
sein muf. Dadurch ist F auch wohldefiniert: denn ist v + U = v’ + U, so folgt
v—veUcCKerF, also F(v)=F(@).
Die Linearitit von F ist klar. Die Gleichung Ker F = Ker F/U folgt aus
v+UeKerFoveKerF & v+UeKerF/U,
wobei zu bedenken ist, daB Ker F/U C V/U ein Untervektorraum ist. O

Eine Schwierigkeit beim Verstindnis der Quotientenstruktur besteht wohl dar-
in, dafl Mengen von Vektoren (in diesemn Fall affine Réume) zu neuen Vektoren
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werden. Aber Vektor zu sein hat keine individuelle Bedeutung; ein Vektor muf}
sich nur innerhalb einer Gesamtheit von Vektoren (d.h. in einem Vektorraum)
nach den dort geltenden Spielregeln (den Axiomen) verhalten. In diesem Sin-
ne ist z.B. auch eine Funktion ein Vektor, d.h. ein Element oder ,,Punkt‘ eines
Vektorraumes (vgl. 1.4.1, Beispiel e).

2.2.8. Manchmal mag es beruhigend sein, wenn man einen abstrakten Quotien-
tenvektorraum durch etwas Konkreteres ersetzen kann. Dazu betrachten wir noch
einmal die Beispiele aus 2.2.6.

!/
v+U=w+U

Bild 2.9

Beispiel 1. Fiir eine Gerade U C V = R? ist der Quotient V/U eindimensional.
Jeder affine Raum v + U € V/U kann durch einen Reprisentanten v € V gege-
ben werden, und man kann die Reprdsentanten alle auf einen Streich in folgender
Weise erhalten: Ist V' C V eine von U verschiedene Gerade durch 0, so schnei-
det V' jeden affinen Raum v + U in genau einem Punkt (Bild 2.9). Bezeichnet
man mit
o: V- V/U, ve>v+4U,

die Beschrinkung der kanonischen Abbildung g, so wird ¢’ zu einem Isomor-
phismus. Man kann also in gewisser Weise den abstrakten Quotientenvektorraum
V /U durch einen konkreten Untervektorraum V' ersetzen. V' ist direkter Sum-
mand im Sinne von 1.6.3, d.h. es ist

Vv=UsV',
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und die Umkehrung von @’ ist ein Schnitt im Sinn von 2.2.5. Aber V' hat den
Nachteil, nicht eindeutig zu sein. Ein besonders ausgezeichneter direkter Sum-
mand ist die zu U senkrechte Gerade U+ (vgl. dazu 5.4.8).

DaB die elementargeometrische Vorstellung hier nicht immer hilfreich ist, sieht
man an

Beispiel 2. a) Die Elemente aus C(R)/Z(X) sind Klassen auf R stetiger Funk-
tionen, die auf X gleich sind. Eine solche Klasse kann man stetige Funktion auf
X nennen, damit hat man Stetigkeit auch auf nicht-offenen Teilmengen X C R
erklért.

Das geht zum Gliick auch etwas weniger abstrakt. Sei

F(X)={p: X >R}
der Vektorraum aller auf X definierten Funktionen und
o: C(R) —» F(X), [ fIX,

der Einschrinkungshomomorphismus. Wir definieren

C(X):=Imo = {¢ € F(X): esgibtein f € C(R) mitg = f|X} C F(X)
als den Vektorraum der auf X stetigen, d.h. auf R stetig fortsetzbaren Funktionen.
Offenbar ist Kero = Z(X), also hat man nach der universellen Eigenschaft des
Quotientenvektorraumes ein Diagramm

C(R)—F—F(X)
e
a
C(R)/Z(X)
wobei & wegen Kerd = Kero/Z(X) = 0 injektiv ist. Der abstrakte Quotienten-
vektorraum C(R)/Z(X) kann also als Untervektorraum des konkreteren Vektor-
raumes F (X ) aufgefaBBt werden.

b) Der Quotientenvektorraum

L(R) := L(R)/N
besteht aus den Klassen fast iiberall gleicher Funktionen. Im Gegensatz zu a)
kann man ihn nicht als Untervektorraum von JF(R) realisieren (warum?). In
Aufgabe 6 zu 5.1 wird er mit einer Norm versehen. Das ergibt einen brauch-
baren Begriff der Konvergenz; der Preis dafiir ist, daB man Funktionen durch
Aquivalenzklassen ersetzen muB.

2.2.9. Nach diesen Beispielen wieder zuriick zur allgemeinen Theorie. Wir zei-
gen, da man den Quotientenvektorraum weitgehend durch einen direkten Sum-
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manden ersetzen kann. Dessen Existenz war im endlich-dimensionalen Fall in
1.6.3 gezeigt worden. Im allgemeinen Fall ist das zwar auch noch richtig, aber
fiir die Praxis nutzlos.

Satz. Sei V =V, @ Vound p: V — V/V, die kanonische Abbildung. Dann ist

o =olVi: Vi = V/V,

ein Isomorphismus.

Beweis. Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung v = v; + vy mit v, € V|
und v, € V,. Weiter ist

ew)=eo+v)=v+n+Va=v+V:=0().

Daraus folgt sofort, dal o’ bijektiv ist. =}
Aufgaben zu 2.2
1. Sei F: R" — R™ gegeben durch die folgenden Matrizen:
I 1010
1. 2 3 01100
4 58 11001
01100

Bestimmen Sie jeweils Basen von Ker # und Im F.
2. Sei I C R ein Intervall und

d: D(ILR)— D, R), fw f.
Zeigen Sie, dass d eine R-lineare Abbildung ist, und geben Sie eine Basis von Ker d an.
Wie sieht Ker d aus im Fall, dass / disjunkte Vereinigung von Intervallen ist?
3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F: V — V ein Endomorphismus.
Es sei definiert: Wy := V und W,y := F(W,;) fiir i € M. Dann gilt: Es gibt einm € N
mit W,y = W, fiirallei € M.
4.8ei F: V — V linear mit F? = F. Zeigen Sie, dass es Untervektorraume U, W von
Vgibtmit V=U@&Wund F(W)=0, F(u) = ufiralleu € U.

5.Sei F: B> — R? gegeben durch die Matrix

2 1 3
( -4 -2 -6 ) )
a) Bestimmen Sie Basen A = (u, vy, v;) des R3 und B = (w, w') des R?, so dass
Ker F = span (vy, v2), Im F = span (w) und F(u) = w.



128 2 Lineare Abbildungen

b) Geben Sie fiir x € Im F eine Parametrisierung der Faser F~!(x) an und zeigen Sie,
dass jede nichtleere Faser F~!(x) genau einen Schnittpunkt mit U = span («) hat
(vgl. 2.2.5).

6. Beweisen Sie das Lemma aus 1.5.8 noch einmal, aber benutzen Sie nun, dass die

Projektion 7w : W — K™~! linear und injektiv ist.

7.Sei F: V — W linear und U C W ein Untervektorraum. Zeigen Sie, dass dann
dimF~'(U) = dim(U NIm F) + dimKer F .

8. Geben Sie einen neuen Beweis von Teil a) der Bemerkung aus 2.2.3 unter Benutzung
der Aquivalenzrelation e
9. Zeigen Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Quotientenvektorraumes, dass
fiir Vektorraume V, W sowie einen Untervektorraum I/ C V die lineare Abbildung

{F € Hom(V,W): F|U =0} - Hom(V/U,W) mit F> F

(vgl. Satz 2.2.7) ein Isomorphismus von Vektorrdaumen ist.
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

Mit Hilfe der bisher entwickelten Techniken von Vektorriumen und linearen Abbil-
dungen kénnen wir nun lineare Gleichungssysteme noch einmal von einem etwas ab-
strakteren Standpunkt aus behandeln und dabei auch die in Kapitel 0 versprochenen
Begriindungen nachliefern.

2.3.1. In Kapitel 0 hatten wir nur den reellen Vektorraum R" betrachtet. Man
kann ihn fiir einen beliebigen Korper K durch K" ersetzen, da bei der Behand-
lung von linearen Gleichungssystemen nur die Korpereigenschaften der reellen
Zahlen verwendet wurden.

Wir betrachten jetzt allgemein eine Matrix A = (a;;) € M(m x n; K) und eine

Spalte b ="(by, ... , b,) € M(m x 1; K). Daraus ergibt sich das Gleichungssy-
stem
A-x=b, dh. ) ayx;=b fiti=1...,m. (%)
j=1
Man nennt !
A-x=0, dh ) ayx;=0 firi=1...,m. (%)
j=1

das zu (*x) gehorige homogene System; ist b # 0, so nennt man das System ()
inhomogen. Die Mengen
Los(A,b) ={xe K": A-x=b}C K"
nennt man Lésungsrdume. Entscheidend fiir die Theorie ist die Beziehung zu der
durch A beschriebenen linearen Abbildung
F: K"—> K", x> A-x,
denn es ist Los (A, b) = F~'(b), also insbesondere Los (A, 0) = Ker F.
Nach 2.2 ist die ,,GroBe™ der Losungsraume festgelegt durch die Zahl
r:=rang F = rang A = Spaltenrang A .
Genauer folgt aus 2.2.3 und 2.2.4 das

Korollar. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A - x = b mit m Gleichun-
gen und n Unbekannten, es sei r = rang A. Dann gilt fiir die Losungsrdume:

1) Lis(A,0) C K" ist ein Untervektorraum der Dimensionn — r.

2) Los (A, b) C K" ist entweder leer oder ein affiner Raum der Dimensionn—r.
Ist v € Lés (A, b) beliebig, so ist
Lis(A,b) = v+ Los(A,0). o
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Anders ausgedriickt sagt man dafiir: Die allgemeine Ldsung eines inhomoge-
nen linearen Gleichungssystems erhilt man durch die Addition einer speziellen
Losung des inhomogenen Gleichungssystems und der allgemeinen Losung des
zugehdrigen homogenen Gleichungssystems.

2.3.2. Der Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems enthilt
als Untervektorraum stets die triviale Losung 0, fiir ein inhomogenes System gibt
es keine triviale Losung. In 0.4.4 hatten wir durch Umformung der erweiterten
Koeffizientenmatrix am Ergebnis ablesen kénnen, ob es Losungen gibt. Auch
das kann man etwas abstrakter ansehen.

Wir vergleichen dazu die Matrizen A vom Rang r und (A, b). Die erweiterte
Matrix hat eine Spalte mehr, also ist

r<rang(A,b) <r+1.

Satz. Der Losungsraum des linearen Gleichungssystems A - x = b ist genau
dann nicht leer, wenn

rang A = rang (A, b) .

Diese Bedingung wurde in den Jahren 1875/76 von G. FONTENE, E. ROUCHE
und F.G. FROBENIUS gefunden (vgl. [Fr]).

Beweis. A beschreibt eine lineare Abbildung
A: K"—= K", x—=A-x,
und (A, b) beschreibt eine lineare Abbildung
A K™ Bm dlesAl el

Sind (e, ... ,e,) und (e}, ... , e, ) die kanonischen Basen, so gilt

Ae)) = A'(e), ... ,Ale,) = A'(e;) und A'(e;,,) = b.
Bei der Abbildung A" kommt also b nach Konstruktion im Bild vor, wahrend das
bei A gerade zu entscheiden ist. Wegen Im A C Im A’ ist stets

rang A <rang A’ .

Also ist rang A = rang A’ gleichbedeutend mit Im A = Im A’, d.h. nach Defini-
tion von A’ mit b € Im A. (m}

Hat man (A, b) auf Zeilenstufenform gebracht, so ist der Zeilenrang gleich der
Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen. Verwenden wir die Gleichheit von
Zeilenrang und Spaltenrang (vgl. 1.5.8 und 2.6.6), so folgt die
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Bemerkung. Sei

(A.b) = l®
0 Ibr-!—l

bu )

Dann ist rang A = rang (A, b) genau dann, wenn

by = cve=bp=10. (]
2.3.3. Wie im reellen Fall zeigt man, da8 sich jede Matrix durch elementare Zei-
lenumformungen auf Zeilenstufenform A bringen 1dBt (vgl. 0.4.7), und daB sich

der Losungsraum nicht indert, wenn man dabei die Spalte b zu b mit umformt,
d.h.

Los (A, b) = Los (A, b)
(vgl. 0.4.6).

2.3.4. SchlieBlich betrachten wir noch einmal den Fall, daB} die erweiterte Koef-
fizientenmatrix in Zeilenstufenform und der Losungsraum Lés (A, b) nicht leer
ist. Nach eventueller Umordnung der Spalten von A koénnen wir annehmen, daf3

Hﬂ‘ai I»E.\

(A,b) = | a .

0 br+l
\ b
mita; #0firi =1,...,rund b,y =...= b, =0.

Die in 0.4.4 konstruierte Parametrisierung miissen wir nun genauer ansehen.
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Die dort berechneten Koeffizienten tragen wir in Matrizen ein:
D' :=(dj)eM@rxr;K), C':=(c;)eM@rxkK).
Diese werden vergrofert zu

C! D!
C::(E )eM(nxk;K) und D::( g )eM(nxr;K),

k
das ergibt lineare Abbildungen
¢: K"> K", b—D-b, und ®;: K* > K", A= C-A,
wobei b ='(by, ..., b,), und nach der in 0.4.4 ausgefiihrten Rechnung ist
®,: K* - K" gegebendurch ®,(A) = @(b) + o(R).
Nach Konstruktion von ®,, gilt fiiralle b € K*
®,(K*) € Los (A, b) = @(b) + Liss (A, 0).

Fiir b = 0 sieht man an der Matrix C, dafl @, injektiv ist. Weiter ist nach 2.3.1
dimL&s (A, 0) = £, also folgt

@y (K*) = Lis (A, 0),
und durch Verschiebung um ¢(b) ergibt sich daraus

&, (K*) =Los (A, b).
Man beachte, da hierbei wieder die Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang
benutzt wird: Die Dimension von Los (A, b) ist nach der Dimensionsformel aus

2.2.4 durch den Spaltenrang bestimmt, an der Zeilenstufenform liest man den
Zeilenrang ab. Insgesamt ist folgendes bewiesen:

Satz. Sei (A, b) in Zeilenstufenform mit r = Zeilenrang A und b € K'. Dann
hat die in 0.4.4 konstruierte von b abhiingige Parametrisierung
®,: K" — Lis(A,b) C K"

folgende Eigenschaften:
1) &y: K" — Lios(A,0) C K" ist ein Vektorraumisomorphismus.
2) ®,: K" — Lios(A,b) C K" ist fiir jedes b € K" bijektiv.
3) Es gibt einen Homomorphismus ¢: K™ — K", so dafi fiir alle b € K’

O, =)+ Py und Lis(A,b) = @(b)+ Lis(A,0). 0
Damit ist die Frage nach Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen beant-
wortet und auch die Abhingigkeit der Losungsmenge von der ,rechten Seite"

b explizit beschrieben. Die oben angegebene Abbildung ¢: K" — K" ist ein
Schnitt im Sinne von 2.2.5.
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Ist das System nicht in Zeilenstufenform, so kann man zeigen, daB der Uber-
gang vom urspriinglichen b zum umgeformten b durch einen Isomorphismus

S: K" = K", b b,
beschrieben wird. In 2.7.7 zeigen wir, wie man § berechnen kann.

2.3.5. Zur Beschreibung der Losungen eines linearen Gleichungssystems be-
nutzt man oft eine weitere Sprechweise. Eine Basis (w,, ... , wy) vonLos (A, 0)
heiBlt Fundamentalsystem von Losungen des homogenen Systems. Ein beliebiges
v € Los (A, b) heiBlt spezielle Lisung des inhomogenen Systems. Dann hat man
eine Darstellung

Los(A,b)=v+ Kuw, +...+ Kw,,

und die Linearkombinationen der Losungen sind eindeutig. Man erhilt die Vek-
toren wy, ..., wy als Spalten der in 2.3.4 konstruierten Matrix C. Dabei ist je-
doch Vorsicht geboten, weil die Zeilen von C anders angeordnet sind, wenn die
Pivotspalten nicht die Voraussetzung j; = i erfiillen.

Es lohnt sich nicht, den allgemeinen Fall aufzuschreiben, wir geben lieber ein
typisches

Beispiel. Wir betrachten das Gleichungssystem in Zeilenstufenform und mit be-
liebiger rechter Seite:

mitn =7, m=5r=4,j,=2,j,=3, 3 =25, jy = 6und k = 3. Dann ist
x| = Ay, X4 = Az, X7 = A3, und daraus ergibt sich

Xsg = b4—217=b4—2;\.3,

Xs = bg—.t'(,=b3—b.q+2)|.3,

X3 = b2+X4+Xs—2x6—X72b2+b3—3b4+12+Slg,

X = b|—2X4+xs+44\‘5=b|+b3+3b4-2]k2—63.3.

Triigt man die erhaltenen Koeffizienten in die entsprechenden Matrizen ein, so
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wird
(0 00 0\ (1 0 0)
101 3 0 -2 -6
0115 0 1 5
p=|looo of|. c=lo 1 o
001 —1 0 0 2
000 1 b =8
L0000 0) \o 0 1)

Die Spalten von C sind das Fundamentalsystem, D - b ist fiir jedes b € K* eine
spezielle Losung.

2.3.6. Zwei wichtige Spezialfille linearer Gleichungssysteme haben eigene Na-
men. Besteht der Losungsraum aus genau einem Element, so nennt man das Sy-
stem eindeutig losbar. Aus dem bisher Bewiesenen folgt sofort die

Bemerkung. Fiir A € M(m x n; K) und b € K™ sind folgende Bedingungen
gleichwertig:

i) Das lineare Gleichungssystem A - x = b ist eindeutig losbar.

ii) rang A =rang (A, b) = n. O

In diesem Fall besitzt das zugehorige homogene Gleichungssystem A -x = 0 nur
die triviale Losung 0.

Ist m = n, so kann man ii) ersetzen durch rang A = n. Dies bedeutet, daf} die
lineare Abbildung A: K" — K" surjektiv, also nach Korollar 3 aus 2.2.4 sogar
bijektiv ist. Bezeichnet A~' die inverse Abbildung, so ist die eindeutige Lésung
x gegeben durch

x=A"b).
Nach 2.5.5 ist A~! beschrieben durch die inverse Matrix.

Ist die Matrix A € M(m x n; K') vom Rang m, so ist die lineare Abbildung
A: K" — K™ surjektiv, also ist der Losungsraum von A - x = b fiir jedes
b € K™ nicht leer. Ein solches Gleichungssystem nennt man universell losbar.

Ist der Rang von A kleiner als m, so ist das System nur fiir spezielle b losbar.
Ein Rechenverfahren, dies bei festem A fiir ein gegebenes b zu entscheiden,
leiten wir in 2.7.7 ab.
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Aufgaben zu 2.3

1. Ein Nahrungsmittel enthalt Schadstoffe Sy, ... , Ss, die bei der Produktion und Lage-
rung als Bestandteile von Pflanzenschutzmitteln auftreten. Auf den einzelnen Stationen
werden die folgenden Pflanzenschutzmittel benutzt:

Station Mittel
1. Landwirt A
2. Rohproduktlagerung B
3. Veredelungsbetrieb C
4. Grossist und Transport D

5. Einzelhdndler E

Die folgende Tabelle gibt die prozentuale Zusammensetzung der Mittel A,. . . ,E wieder:
S S2 S S Ss
02 05 0 03
0.1 06 03 0
0.1 02 02 03 0.2

0 0 01 04 05
E|0 01 03 03 03

Fiir das fertige Produkt ergibt die Nahrungmittelanalyse die folgenden Werte (in Ge-
wichtseinheiten):

o N w >

S S 83 S84 S5
0.75 225 0.65 1.60 0.75

Ermitteln Sie, wieviel (in Gewichtseinheiten) die einzelnen Stationen zur Schadstoffbe-
lastung beitragen.

2. Es seien Metall-Legierungen M), Mz und M; gegeben, die alle Kupfer, Silber und
Gold enthalten, und zwar in folgenden Prozentsitzen:

| Kupfer _Silber Gold
M;| 20 60 20
M| 70 10 20
My| 50 S0 0

Kann man diese Legierungen so mischen, dass eine Legierung entsteht, die 40% Kupfer,
50% Silber und 10% Gold enthilt?
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3. Zeigen Sie: Ist die Matrix A € M(m x n; K') in Zeilenstufenform und r der Rang von
A,soist (e, ... ,e.) eine Basis von Im A C K".

4. Bestimmen Sie fiir das folgende Gleichungssystem in Zeilenstufenform mit beliebiger
rechter Seite Matrizen C und D wie in 2.3.4, so dass die Spalten von C ein Fundamen-
talsystem bilden und D - b fiir jedes b € B eine spezielle Losung ist.

01 =1 20 3 0n
00 2 =12 0 1|k
00 0 -1 4 0 -3|b
00 0 00 -7 1]|b
00 0 00 0 —4|bs
00 0 00 0 0|0

5. Gegeben seien die Matrizen

35 3 2 3
A= 4 6 , B=1]1 2 1 0
1 3 2 3 4
a) Untersuchen Sie die folgenden Gleichungssysteme darauf, ob sie eindeutig l6sbar

sind:
2 4
Ax=| 4], Bx= 1 .
9 7

b) Untersuchen Sie die Gleichungssysteme Ax = b und Bx = b fiir beliebige b € I
darauf, ob sie universell lisbar sind.

6
3
1

oo -

6. Sei der Untervektorraum W C R" gegeben durch m lineare Gleichungen ¢, ... , @m.
d.h

W={xeR":g(x)=...=@u(x)=0}.
Zeigen Sie, dass dann W bereits durch eine einzige (nicht notwendig lineare) Gleichung
beschrieben werden kann. Genauer gilt: Es existiert ein Polynom f € R[4, ..., t,] mit

W =[xy X)) € B Flges2:) =0
Zeigen Sie, dass diese Aussage auch gilt, falls man R durch einen endlichen Korper K
ersetzt.

7. Finden Sie neue (kiirzere) Beweise fiir Satz 0.2.4 und Aufgabe 2a) zu 0.3.

8. Zeigen Sie, dass eine Teilmenge L des B’ eine Gerade ist (d. h. es existieren
v,w € B}, w # 0, mit L = v+ Rw) genau dann, wenn es eine Matrix A € M(2 x 3; &)
mit rang A = 2 und ein b € R? gibt, so dass L = (x € R*: Ax = b}. Was bedeutet das
geometrisch?
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2.4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Eine Abbildung F: X — Y von Mengen ist nach Definition eine Vorschrift, die je-
dem Argument x € X einen Wert F(x) € Y zuordnet. Dabei ist im allgemeinen nichts
dariiber ausgesagt, wie die Vorschrift auszusehen hat, also kann man die Bilder verschie-
dener Argumente vollig unabhédngig voneinander wihlen.

Ganz anders ist die Situation fiir eine lineare Abbildung F: V — W zwischen Vek-
torrdumen. Kennt man einen Wert F(v), so ist F auf der ganzen Geraden K v festgelegt.
Will man fiir einen weiteren Vektor o € V den Wert beliebig vorschreiben, so darf also
v’ nicht auf der Geraden K v liegen. Durch F(v) und F(v) ist dann F auf der ganzen
Ebene Kv + Kv' festgelegt, usw.

2.4.1. Die Frage, durch wieviele Vorgaben eine lineare Abbildung festgelegt ist,

hat eine einfache Antwort:

Satz. Gegeben seien endlichdimensionale Vektorrédume V und W, sowie Vektoren
Viy.oo 0 € Vund wy, ..., w, € W. Dann gilt

1) Sind vy, ..., v, linear unabhdngig, so gibt es mindestens eine lineare Abbil-
dung
F: VoW mit Fy)=w; firi=1,...,r.
2) Ist (vy, ..., v,) eine Basis, so gibt es genau eine lineare Abbildung
F: VoW mit Flyy=w firi=1,...,r.
Dieses F hat folgende Eigenschaften:
a) ImF = span (wy, ..., w,).

b) F injektiv & w, ..., w, linear unabhdingig.

Beweis. Wir beginnen mit Teil 2). Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung
v=Au A,
wegen F(v;) = w; und der Linearitdt von F muB also
F) =Mw + ...+ ALw, (*)
sein. Also gibt es hichstens ein solches F, nimlich das durch (%) erklirte. Man
darf nun allerdings nicht versdumen zu zeigen, daf die durch () erklédrte Abbil-
dung wirklich linear ist. Das folgt aus den Rechnungen
Flu+v) = FOov+...+0 v, +Mv+...+2v)

= F(M+2Do 4.4 +X)v,)

= (l[ +t\’|)W| G 2N (Ar + A-:,]"'-‘:-’r‘

= Awp+...+rhw +Aw + . Aw,

= F)+ F@)
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und
F(Av) = FAho +...+ A 0) = A0 w +... + AL w, =AF(U}-

Die Inklusion Im F C span (wy, ... , w,) ist klar. Ist umgekehrt
w=w +...+pw, sofolgt w=F(uuv+...+1v).
Zu b) nehmen wir an, w),...,w, sei linear abhingig. Dann gibt es

(HI‘---»#r]?‘J(O.-...O)mil
w4+ . pew, =0,

und es folgt F(u vy + ...+ w,v.) = 0; also ist F nicht injektiv. Umgekehrt sei
F(v) = 0. Wir schreiben

v=Av+...+Av., dannist Ajw+...+ 2w =0.

Wegen der linearen Unabhingigkeit von wy, ..., w, folgtd; = ... =4, =0,
also v = 0. Damit ist 2) bewiesen.

Ist vy, ..., v, nun linear unabhingig, so konnen wir diese Familie zu einer
Basis

(UI- cee g Upy Upggy een Un)
erginzen und durch Vorgabe beliebiger weiterer Werte w,,y, ... , w, entspre-
chend 2) ein F' mit
Flv)=w; firi=1,...,n

finden. An dieser Konstruktion kann man erkennen, wie weit F von der Eindeu-
tigkeit entfernt ist: ein MaB dafiir ist die Zahl n — r. =]

2.4.2. Der Satz aus 2.4.1 iiber die Erzeugung von linearen Abbildungen hat zahl-
reiche Folgerungen.

Korollar 1. Ist V ein Vektorraum mit einer Basis B = (vy, ..., v,), 50 gibt es
dazu genau einen Isomorphismus

Gp: K" >V mit dgle)=v; firj=1,...,n,
wobei (e|, ... , e,) die kanonische Basis von K" bezeichnet. (]
&y heibt Koordinatensystem, damit werden wir uns in 2.6.1 weiter beschiftigen.

Korollar 2. Zu jeder linearen Abbildung F: K" — K" gibt es genau eine
Matrix A € M(m x n; K), so daf§
F(x)=A-x

fiir alle Spaltenvektoren x € K".
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Man braucht also in diesem Fall zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
nicht mehr zu unterscheiden.

Beweis. Man schreibe F(ey),..., F(e,) als Spaltenvektoren nebeneinander,
das ergibt A. O

Einen solchen Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
gibt es nicht nur in den Standardrdumen:

Satz. Gegeben seien K-Vektorriume
V mit Basis A= (vy,...,v,) und W mitBasis B= (w,...,w,).

Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung F: V — W genau eine Matrix A =
(aij) € M(m x n; K), so daf

m
Fo)=Y ayw;, firj=1,...,n, *)
i=]
und die so erhaltene Abbildung
Mg Hom(V, W) - M(m xn; K), Frs A=M{(F),
ist ein Isomorphismus von K -Vektorridumen. Insbesondere gilt
MG (F+G) = MZ(F) + M{(G) und M§(.F) = AME\(F).
Kurz gesagt: Nach Wahl fester Basen kann man lineare Abbildungen durch Ma-

trizen (d.h. relativ abstrakte durch konkrete Objekte) ersetzen. Man bezeichnet
My (F) als die Matrix, die F beziiglich der Basen A und B darstellt.

Beweis. Da B Basis ist, sind die Linearkombinationen aus (*) und somit auch die
Spalten der Matrix A eindeutig bestimmt. Gehort zur Abbildung G die Matrix
B = (b;;),soist

(F+G)w) =F) +G)) = Y aywi + Y _bywi =Y (a; +bi)wi ,
] i=l

i=l =1

und fiir A € K ist
(AF)(v;) = A F(v;) = AZa,-J-w,- = Z(Aau)w,.
i=| =1

Daber ist dic Abbildung M' linear. Da A eine Basis ist, gibt es nach 2.4.1 genau
ein F, das darauf die durch Bedingung () festgelegten Werte annimmt. Also ist
M bijektiv. a



140 2 Lineare Abbildungen

Zusatz. Im Spezialfall V. = K" und W = K" mit den kanonischen Basen K und
K’ ist der kanonische Isomorphismus

MY: Hom (K", K™) — M(m xn; K), F> A,
die in Korollar 2 beschriebene Beziehung. .

Mit Hilfe einer Basis kann man Vektoren eindeutig als Linearkombinationen dar-
stellen. Der obige Satz zeigt, wie man Abbildungen als Vektoren betrachten und
mit Hilfe zweier Basen analog verfahren kann. Dazu sei

F/: V- W erklirt durch F/ (v,) := iy MRS
0 sonst.
Dann ist M7 (F/) = E; (mit der Bezeichnung aus 1.5.1), und die m - n Abbil-
dungen F,.j bilden eine Basis von Hom (V, W). Die zur Linearkombination eines
beliebigen F nétigen Skalare stehen an passender Stelle in MZ' (F).
Die naheliegende Frage, wie sich die Matrix A dndert, wenn man in V und W
neue Basen einfiihrt, wird in 2.6.5 beantwortet.

2.4.3. Als Folgerung aus 2.2.4 erhilt man, daf bei Benutzung der dort konstru-
ierten Basen auch die darstellende Matrix besonders einfach wird.

Korollar. Sei F: V — W linear, n = dimV, m = dimW und r = dimIm F.
Dann gibt es Basen A von V und B von W, so dafs

Mz;‘(F)z(i’ g).

Dabei bezeichnet E, die in 1.5.7 eingefiihrte r-reihige Einheitsmatrix.

Beweis. Es geniigt, die in 2.2.4 gewihlte Basis von Im F zu einer Basis
B = (w1, cee a Wey Wy gy e, wm)
von W zu ergidnzen. a

2.4.4. Istder Bildraum W gleich dem Urbildraum V' (d.h. hat man einen Endo-
morphismus), so setzt man am besten auch A = B und zur Vereinfachung der
Notation M := M, sowie End (V) = Hom (V, V). Der Vektorraumisomor-
phismus

Mg: End(V) — M(n x n; K)

ist dann charakterisiert durch die Gleichungen
"

F(v)) = Za,-ju,- firj=1,...,n,

i=]
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wenn B = (v),...,v,) und A = (a;;) = Mg(F).
Die n-reihige Einheitsmatrix E, = (§;;) beschreibt dabei die identische Ab-
bildung, in Zeichen

Mg(idy) = E, .

Die zu 2.4.3 analoge Frage, fiir einen Endomorphismus eine besonders einfache
Basis zu finden, ist weit schwieriger zu beantworten. Sie ist Gegenstand von
Kapitel 4.

Aufgaben zu 2.4

1. Gibt es eine lineare Abbildung F: R — R? mit
F(2,0)=1(0,1), F(1,1)=(5,2), F(1,2)=(2,3)?

2. Sei B = (sin, cos, sin - cos, sinz.cosz) und V = spanB C Abb (R, R). Betrachten
Sie den Endomorphismus F: V — V, f  f', wobei f’ die erste Ableitung von f
bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass B eine Basis von V ist.
b) Bestimmen Sie die Matrix Mg(F).
¢) Bestimmen Sie Basen von Ker F und Im F.
3. Fiirn € Msei V,, =span(1l,...,") C RB[r] mit der Basis B, = (1,... ,t") und
Dp: Vo= Vg, fr ff
der Ableitungshomomorphismus.
a) Bestimmen Sie die Matrix My" (D).
b) Zeigen Sie, dass es eine lineare Abbildung Z,,: V,_; — V, gibt mit D, o I, = id,

und bestimmen Sie Mg:" (Zn).

4.Sei V = {f € R[t]: deg f < 3} mit der Basis B = (1, t, 1%, *). Wir betrachten die
linearen Abbildungen

1
F: VR, fr—»ff(r)d.r und G: V- R, fe= (f(=0), F(0), £(1)).
=1

a) Esseien K und K’ die kanonischen Basen von E und F*. Bestimmen Sie die Matrizen
ME(F) und ME.(G).

b) Zeigen Sie: Ker G C Ker F.
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¢) Es gibt eine lineare Abbildung H: B> — Emit Ho G = F.

5. Seien V und W endlichdimensionale Vektorriume mit V =V @ Vo, W=W, & W,
sowie F: V — W linear mit F(V;) C W, fiiri = 1, 2. Zeigen Sie, dass es Basen A

von V und BB von W gibt mit
A 0
Mg (F) = ;
. 0 B
wobei A € M(dimW, x dimV); K), B € M{dimW; = dimV5; K).

6. Zeigen Sie ohne Verwendung von Matrizen, dass die in 2.4.2 definierten Abbildungen
F}": V — W eine Basis von Hom(V, W) bilden.

7. Sei
-2 3 2 3
A=| -3 5 0 1
-1 2 -2 =2

und F: BY — B3 die durch F(x) = Ax definierte lineare Abbildung. Bestimmen Sie
Basen A von B* und B von &3 mit

1000
Mg(F)=| 01 0 0
0000

8. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F: V — V linear mit F* = F.
Zeigen Sie, dass es eine Basis B von V gibt mit

E. 0
Mp(F) = 4 "
0 0
Hinweis: Aufgabe 5 und Aufgabe 4 zu 2.2.

9. Zeigen Sie: Ist F: V — V ein Endomorphismus des endlichdimensionalen Vektor-
raums V mit dim Fix F = r (vgl. Aufgabe 3 zu 2.1), so existiert eine Basis B von V

mit
B 0 2 =
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2.5 Multiplikation von Matrizen

2.5.1. In 2.1.3 hatten wir gesehen, daB fiir lineare Abbildungen G: U — V
und F: V — W die Komposition F o G: U — W wieder linear ist. Im
Spezialfall U = K", V = K", W = K" sind F und G entsprechend 2.4.2 durch
Matrizen A und B gegeben, und wir wollen ausrechnen, welche Matrix C die
lineare Abbildung F o G beschreibt. Das folgende Diagramm soll die Ubersicht
erleichtern:

Kr _B, K" _A> K™,
2y
Xy i
b4 :
X = = y= H =
n
‘rf
Zm
Ist B = (bjx) € M(n x r; K) und y = B(x), so folgt
yi=bpxi+...4+bjpx, firj=1,...,n, (b)
A = (a;;) € M(m x n; K) und z = A(y) bedeutet
zi=agv+...+a,y, firi=1,...,m, (a)
und schlieBlich C = (¢ix) € M(m x r; K), z = A(B(x)) bedeutet
zi=cnxi+...+epx, firi=1,...,m. (©)

Setzt man (b) in (a) ein, so erhilt man
zi = aplbuxi+...+bix)+. . Faiplbux +...+ byx,) ()
= (apby+...+apmby)x +...+ (apb, + ...+ ainb,)x, .

Vergleich von (c) und (c¢’) ergibt
cih=aubn+.o. Fainbyiy oo s Cir = anbyy F oo F Ainbye

Unter Verwendung von Summenzeichen schreibt sich das so:
"

u = ) ayy= Z":ﬂf; (Zr:bkak) = i( ' “ffbjkx*)
=1 k=1 k=1

= =1

r n r
= Z (Z asjb;'k) Xk = chk-rk.
k=1 \j=I k=1
also ist
n
C[k=za¢'jbjk fl‘.il‘l‘=l....,m undk:l,...,r.
j=1
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Diese kleine Rechnung, die nur auf der Umordnung einer Summe beruht, hat
wichtige Konsequenzen. Man kann damit eine Multiplikation von Matrizen pas-
sender GroBe erkldren.
2.5.2. Zur Definition der Multiplikation von Matrizen nehmen wir

A=(a;) eM(mxn;K) und B=(bj;) eM(nxr;K),
d.h. die Spaltenzahl von A muB mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmen. Dann
ist das Produkt

A-B = (cy) € M(m x r; K) erklirtdurch c¢j; := Za;jb}-k.
i=l1
Die Matrix A - B hat also so viele Zeilen wie A und so viele Spalten wie B, die

gemeinsame Zahl n verschwindet bei der Multiplikation. Diese Grofenverhilt-
nisse kann man durch folgendes Schema zum Ausdruck bringen:

T v
: : ] n
K bn] e bn}( ] bnr )
Ay o Ay ( Clt Cyr \
Apy *** Qmn \le e Cmr)
n r

Hieran sieht man auch gut, wie
Cik = aibu + ... + inbpk

aus der i-ten Zeile von A und der k-ten Spalte von B entsteht. Ansonsten ist es
aber recht unpraktisch, Matrizen bei der Multiplikation so anzuschreiben. Ein
Beispiel der iiblichen Schreibweise ist

=2
-1
1
0

1 2 -1 1
o 1 2 =2
2 =1 O =3

— e D e
I
I =
—
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Ist speziell m = r = 1 und n beliebig, so ist

b
A-B=(ay...a,)- : =ab+...+a,b, € K=M(l x 1; K).
by,
Man beachte, daB dagegen
a, ab, a b,
-(by...b,) = : : e M(n x n; K)
a, anby ... a.b,

gilt.
Ist speziell m = n = r, so kann man fiir A, B € M(m x m; K) sowohl A - B
als auch B - A bilden, im allgemeinen ist aber A - B # B - A. Zum Beispiel ist

[
(50) (03)=(03):

Daran sieht man auflerdem, daf das Produkt von zwei Matrizen die Nullmatrix

ergeben kann, obwohl beide Matrizen von der Nullmatrix verschieden waren.

Beispiel. Ist f = (f},..., fu): R" — R" eine differenzierbare Abbildung

aber

(das heift fi,...,fn: R" — R sind differenzierbare Funktionen) mit
f(0) = 0 (diese Annahme dient nur zur Vereinfachung der Bezeichnungen),
und sind yy, ... , ¥, die Koordinaten im R", so sei

3 a

S -+ 0

A= - :
B o
L@ - %0

die sogenannte JACOBI-Matrix von f im Punkte Null.
Istg =(g1,...,8): R — R" eine weitere differenzierbare Abbildung mit
£(0) = 0, und sind x|, ... , x, Koordinanten im R’, so bezeichnen wir mit

BO) .- 20
B = : :
9&(0) 181(0)

dxy axe
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die Jacobimatrix von g im Punkte Null. Ist & := fog: R" — R" und

h=(hy,...,h,), so gilt fiir die Jacobimatrix von A im Punkt Null
o - 0
: : =A-FB,
F2(0) --- F=2(0)

Das folgt sofort aus den Rechenregeln fiir die partiellen Ableitungen. Diese Ver-
kniipfungseigenschaft der Systeme partieller Ableitungen war im 19. Jahrhun-
dert einer der Ausgangspunkte fiir die Entwicklung des Matrizenkalkiils gewe-
sen.

2.5.3. Zwei Spezialfille der Matrizenmultiplikation sollen noch besonders er-
wihnt werden.

a) Drehungen des R? um die Winkel o und 8 werden nach 2.1.1 beschrieben

durch
cosa —sin cos B —sin
g [ OB TSR § g | RS —SRE
sinae  cosa sinf  cosp
Die Hintereinanderausfiihrung ist eine Drehung um den Winkel o 4+ 8, und sie
wird beschrieben durch B - A, das bedeutet

cos(e +p) —sin(a@+p) | _
sinfa + ) cos(a + B) -

cosa cos B —sinasinf  —(sina cos B + cosa sin fi)
coser sin B +sinacos B cosacos B — sina sin 8 '

Daf die Eintriige auf beiden Seiten gleich sind, ist die Aussage der sogenannten

Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus. Dem Leser sei empfohlen, in diesem

Fall die Gleichheit A - B = B - A nachzuweisen, denn das ist bei Matrizen ein

bemerkenswertes Ereignis.

b) Die Multiplikation einer m x n-Matrix A mit einer n x 1-Matrix, d.h. einer
Spalte x haben wir schon lange benutzt zur Beschreibung der linearen Abbildung
A KM= K", xmAax,

Mit Hilfe der Matrizenmultiplikation geschrieben bedeutet die in 2.5.1 durch-

gefiihrte Rechnung dann
A-(B-x)=(A-B)-x
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fiir jede (r x 1)-Matrix x. Das ist ein Spezialfall des Assoziativgesetzes fiir die
Matrizenmultiplikation, das in der folgenden Sammlung von Regeln enthalten
ist.

2.5.4. Rechenregeln fiir Matrizen. Sind Matrizen A, A" € M(m x n; K) und
B,B e M(n xr; K), C € M(r x 5; K) und » € K gegeben, so gilt:

I)A-(B+B)=A-B+A -Bud(A+A)-B=A-B+A-B
(Distributivgesetze)

2) A-(AB)=(AA)- B=A(A-B).

3)(A-B)-C=A-(B-C). (Assoziativgesetz)
4)'(A-B)="'B-'A.

S) E,A=AE = A (Neutralitit der Einheitsmatrix)
Beweis. 1), 2) und 5) sind ganz einfach und erfordern héchstens etwas Schreib-

arbeit. Fiir den Beweis von 4) muB man sorgfiltig mit den Buchstaben umgehen:
Ist A = (a;) und B = (bj;), soist

A-B =(cy) mitcy = Za,-,.—b,-;{ , also "(A-B)=(c;) mitc, =cy.
j=1
Weiter ist
'B=(b;) mith; =by und 'A=(aj;) mitaj; =ay;,

also
n n n
‘B-'A=(dy) mit dy=) bla; =) buay= ab.
=1 =1 =1

Also ist ¢y; = dy;.
Bleibt der Beweis des Assoziativgesetzes 3). Dazu betrachten wir die beteilig-
ten Matrizen als lineare Abbildungen:
kS ks 4.
Nach 1.1.5 gilt das Assoziativgesetz fiir die Hintereinanderschaltung von Abbil-
dungen, also ist
(AoB)oC=A0(BoC().

In 2.5.1 haben wir gezeigt, daB die Hintereinanderschaltung der Abbildungen
durch das Produkt der Matrizen ausgedriickt wird. Das liefert die Behauptung.
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Wer bei diesem Kniff Unwohlsein empfindet, moge zur Linderung noch ein-
mal Summen umordnen: Sei A = (a;;), B = (b_,k) und C = (cy). Dann ist

B=(ay) mitay = Zaijbjk ;
=1

also
(A-B)-C=(dy) mitdy= i (i: a,'jbj*) FTA
Weilter ist - ) B
C=(B) mitB =Y bucy,
also -

A-(B-C)=(d)) mitd), = Za,f (Eb,-*cﬂ).
k=1

Die beiden Summen fiir d;; und dj, emha]ten genau die gleichen Summanden,

alsoistdy = df,. m]

Anstelle von A - B schreibt man fiir das Produkt von Matrizen meist nur AB.

Nach den Regeln 2) und 3) kann man auch Klammermn weglassen und einfach
AAB bzw. ABC

schreiben.

Vorsicht! In der Rechenregel 4) steht auf der rechten Seite der Gleichung nicht
'A - "B. In dieser Reihenfolge konnte man die Matrizen im allgemeinen nicht
einmal miteinander multiplizieren. Aber selbst wenn A, B € M(n x n; K) gilt,
ist im allgemeinen
"(A-B)#+'A-'B.

Man kontrolliere das an Beispielen nach. Auch von der Richtigkeit des Assozia-
tivgesetzes sollte man sich anhand von einigen Beispielen liberzeugen, denn es
ist gar nicht selbstverstdndlich (und eine gute Kontrollmoglichkeit fiir die Rech-
nung).

Im Spezialfall quadratischer Matrizen folgt aus diesen Regeln das
Korollar. Die Menge M(n x n; K) mit der Addition aus 1.4.1 und der Multipli-
kation aus 2.5.2 ist ein Ring. m}

2.5.5. Es ist eine naheliegende Frage, wie der Rang der Produktmatrix von den
Ringen der Faktoren abhiéingt. Man hat folgende Abschitzungen:
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Lemma. Ist A € M(m x n; K) und B € M(n x r; K), so gilt
rang A +rang B —n <rang(A - B) < min {rang A, rang B} .
Beweis. Wir betrachten die Matrizen als lineare Abbildungen, das ergibt ein Dia-

gramm

K A-B K™

BN 74
5

Weiter definieren wir F' := A|Im B. Dann ist
ImF'=Im(A-B) und KerF =KerANImB.
Die Dimensionsformel aus 2.2.4 angewandt auf F’ ergibt
rang (A - B) = rang F' = dimIm B — dimKer F' = rang B — dimKer F'. (%)
Daraus folgtrang (A- B) < rang B.Dalm (A-B) C Im A, folgt die Abschiitzung
nach oben. Wegen Ker F’ C Ker A folgt aus (%) weiter
rang (A - B) = rang B — dimKer A =rang B 4+ rang A — n,

wobei die letzte Gleichung nach der Dimensionsformel fiir die Abbildung A gilt.
Das ergibt die Abschitzung nach unten.
Sie ist scharf, wenn Ker F' = Ker A, also wenn Ker A C Im B. (]

2.5.6. Wir betrachten den kanonischen [somorphismus aus 2.4.2 im Fall m = n,
also

Hom (K", K") = M(n x n; K)
und fragen, welche quadratischen Matrizen die [somorphismen

F: K" — K"
beschreiben. Ein Isomorphismus hat eine Umkehrung F~! mit
FoF'=F'oF =idg.

Ubersetzt in die entsprechenden Matrizen ergibt das die

Definition. Eine Matrix A € M(n x n; K) heilit invertierbar, wenn es ein
A" € M(n x n; K) gibt mit
A-A=A"A=E,.
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Bemerkung 1. Die Menge
GL(n; K) ={A e M(n x n; K): A invertierbar
mit der Multiplikation von Matrizen als Verkniipfung ist eine Gruppe mit neutra-
lem Element E,.
Sie heibBt die allgemeine lineare Gruppe (general linear).

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, da die Matrizenmultiplikation tatsichlich ei-
ne Multiplikation in GL (n; K) induziert, d.h. daB fiir A, B € GL (n; K) auch
A - B € GL(n; K) gilt. Seien A’ und B’ so gewihlt, daB

AA'=A'A=E,=BB' =B'B
gilt. Dann ist
(B'A")(AB) = E, = (AB)(B'A)

nach dem Assoziativgesetz fiir die Matrizenmultiplikation, also ist A B invertier-
bar. Es bleiben die Gruppenaxiome G1 und G2 nachzuweisen (vgl. 1.2.2).

Das Assoziativgesetz gilt in GL (n; K), denn die Multiplikation ist sogar in
M(n x n; K) assoziativ.

Die n-reihige Einheitsmatrix hat die Eigenschaft eines neutralen Elementes,
und zu A € GL (n; K) gibt es nach Definition ein Inverses A’. B

Wie wir in Abschnitt 1.2.3 gesehen haben, ist das Inverse A’ eindeutig bestimmt,
und wie iiblich schreibt man dafiir A~'. Es gilt dann

(A)'=A und (AB)'=B"'A"".

Bemerkung 2. Fiir eine Matrix A € M(n x n; K) sind folgende Bedingungen
gleichwertig:

i) A ist invertierbar.

ii) 'A ist invertierbar.
iii) Spaltenrang A = n.
iv) Zeilenrang A = n.
Auferdem ist ('A)~' =1(A7").

Beweis. 1) = ii) folgt aus "(A"')'A = "(AA™") = 'E, = E,, und ii) = i)
ergibt sich daraus durch Transposition. i) < iii) ist eine Folgerung aus 2.2.4, und
ii) <> iv) ergibt sich wieder durch Transposition. ]
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Aufgaben zu 2.5

1. Gegeben seien die Matrizen

1 -1 2 10 1 0 :
a=lo 3 51|, B=] 01 0=1]: €= :
1 8 -7 10 -1 0
-
1 4
Di=(-1208), E=|o0s
6 8

Berechnen Sie alle moglichen Produkte.

2. In dieser Aufgabe betrachten wir Eigenschaften ,diinn besetzter* Matrizen, in denen
viele Eintriige null sind.

a) Seine N~ {0jund ] = (l,...,n}. Wir betrachten die Menge [ x / C N x N.
Finden Sie fiir k € N Gleichungen fiir die ,Gerade" L in I x I durch (1, k) und
(2, k + 1) sowie fiir die Gerade L' durch (k, 1) und (k + 1, 2). Finden Sie weiter
Ungleichungen fiir den Halbraum H in [ x I, der oberhalb von L liegt und den
Halbraum H', der unterhalb von L' liegt.

T

b) Formulieren und beweisen Sie folgende Aussagen:

0
0 0
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* . ) w

0 ' - 0

c) Eine Matrix A = (a;;) € M(n xn; K) heibit echte obere Dreiecksmatrix, falls g; = 0
fiir i = j. Zeigen Sie, dass eine echte obere Dreiecksmatrix A nilpotent ist, d.h. es
existiert ein m € N mit A™ = (.

3. Sind die folgenden Teilmengen Unterringe?

a) {(ajj) e M(n x n; K): a;; =0fiiri > j} € M(n x n; K)

b) {(ai;) € M(n xn; K): a;; = 0fiiri = j+koder j = i+ k} C M(n x n; K), wobei
kel

) [(‘5 if)eM(zxzzm):ae@,b.cemcM(sz:RJ

d) {(g ‘;)eM(zxz;K):a.beK}cM(zxz;m

e) ((aij) e M(n x n; K): a;; =0fiiri # joderi > k} € M(n x n; K), wobei k € }N.

4. Sei K ein Korper und n € N~ {0).
a) Fiirk € K gilt: (AE,)B = B(AE,) fiiralle B € M(n x n; K).

b) Zeigen Sie: Ist A € M(n x n; K) mit AB = BA fiir alle B € M(n x n; K), so
existiertein A € K mit A = AE,.

5.8ei C = [(g _ab ):a.be]R} C M(2 x 2; R).
a) Zeigen Sie, dass C ein Korper ist.

b) In C ist die Gleichung X? + 1 = 0 losbar.

¢) C ist als Korper isomorph zu C.

6. Zeigen Sie, dass fiir eine Matrix B € M(n x k; E) die Abbildung
O Mimxn,R) - M(mxk;R), A~ A-B,
stetig ist.

7. Zeigen Sie, dass die Abschiitzung
rangA +rangB — n < rang(AB) < min{rangA, rangB}
aus 2.5.5 fiir den Rang der Produktmatrix in beide Richtungen scharf ist, d. h. finden Sie
Beispiele fiir
rangA + rangB —n = rang(AB) und rang(AB) = min{rangA, rangB}.
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8. Wir wollen eine Methode angeben, um die Inverse einer Matrix auszurechnen:
Sei dazu A € M(n x n; K) invertierbar, d. h. rang A = n. Zeigen Sie: Ist

X1i
x = :
Xni

die Losung des Gleichungssystems Ax = ¢, so ist

X1l eee Xin
Al = > . 9
Xnl -+« Xpn

Berechnen Sie auf diese Weise die inverse Matrix von

112 4
13 4 —2
asl 51 3 6
135 3

9. Fiir eine differenzierbare Abbildung
fiRT =R, x> (filx),..., fu(x),
ist die Jacobi-Matrix von f im Punkt x definiert durch

Jac, f = (-g{i_(x)) .

j
Istm = 1 und f zweimal stetig partiell differenzierbar, so versteht man unter der Hesse-

Matrix von f im Punkt x die Matrix
af
Hess, [ := (x)]) .

Bx,-axj

a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix einer linearen Abbildung F: K' — R™, x > Ax,
wobei A € M(m x n; R).

b) Sei
n
P:R" =R, (x5,... v Xn) > Ea.—_,-x,-x_,-+2b,—x,-.
i<j i=1
wobei a;;, b; € R. Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und die Hesse-Matrix von P.
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2.6 Koordinatentransformationen
Eine immer wiederkehrende Methode in der linearen Algebra ist es, durch Anwendung
passender Begriffe langweilige Rechnungen mit Schlachten gegen Indizes zu vermeiden.
Das ist etwas gefihrlich, weil dadurch ein Trainingsriickstand im Rechnen entstehen
kann. Daher vertrauen wir in diesem Abschnitt besonders darauf, daB der Leser nebenbei
zur Ubung geniigend viele Beispiele rechnet.
2.6.1. Sei wieder V ein Vektorraum mit einer Basis 5 = (v, ... , v,). Entspre-
chend 2.4.2 gehort dazu genau ein Isomorphismus

¢'B: K"—)V mit q)ﬁ(é): =“I)): ﬁirj:],..‘.n,
wobei (e, ... ,e,) wie immer die kanonische Basis des K" bezeichnet. Nach
Definition ist

Dr(xy, ..., xp) =x101 + ...+ x0,.
Man nennt ®; das durch B bestimmte Koordinatensystem in V und
X =(X),.0n, Xe) = D5 (W) € K"

die Koordinaten von v = x,v; + ...+ Xx,v,.

2.6.2. Fiir Anwendungen ist es wichtig, verschiedene Koordinaten ineinander
umzurechnen. Dazu nimmt man an, es seien in V zwei Basen A = (v, ... ,v,)
und B = (w,, ... , w,) gegeben. Dann hat man ein Diagramm von Isomorphis-

men
K"
\PA

Ti:=d;' ody v

ﬁn
Kﬂ

Man nennt die als lineare Abbildung angesehene Matrix T3' € GL (n; K) die
Transformationsmatrix des Basiswechsels. Sie hat nach Definition die folgende
Eigenschaft: ist

v=xU .U, = w4 ..o+ Yw, €V, soist

Kennt man die Matrix 7', so kann man also die ,,neuen” Koordinaten y aus den
»alten™ x berechnen.
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Das wichtigste Beispiel ist V = K". Sind A und B die Matrizen mit den
Vektoren aus .A und B als Spalten, so wird obiges Diagramm zu

Ist insbesondere .4 die kanonische Basis, so folgt T = B~'.
Ganz analog behandelt man den Fall, daB fiir allgemeines V die Vektoren aus
B durch Linearkombinationen aus .4 gegeben sind. Sei

Wi =8V + ...+ Sty
und S = (s;;) die Matrix mit diesen Koeffizienten als Spalten. Es gilt
¢3 = ‘DA oS '

denn die Werte der beiden Abbildungen auf der kanonischen Basis des K" sind
gleich:

(Pa08) () = DPalsijs--- s 8n) =510+ ... + 5050 = w; = Pyle;) -
Als Ergebnis erhalten wir
S=d7 odp=(TF)"', also Tf=5"

Das kann man in Form eines Diagramms schreiben:

K %‘
o/

Damit ist das Problem wieder auf die Bestimmung einer inversen Matrix zuriick-
gefiihrt, Ein allgemeines Verfahren dafiir wird in 2.7.4 angegeben. Wenigstens
ein ganz einfaches Beispiel rechnen wir direkt aus.

Beispiel. Im R? betrachten wir neben der kanonischen Basis K = (e, e;) die
Basis

B=(w,w) mit w="2,1), wo="(1,3).



156 2 Lineare Abbildungen

Die Eintriige von B~! betrachten wir als Unbestimmite, das ergibt die Bedingung
21 x a3y (10
(1 3)(x2 x4)‘(0 1)'
Sie ist gleichwertig mit den linearen Gleichungssystemen

2X| + x 1 2X3 + Xy = 0
und
X + 3x =0 x3 + 3x =

' . 3 =l
alsoist B~' =1 ’
i e

Firv=—¢ —eistx ='(—1,-1),alsoy = B~' . x ="(-4,-1), dh.

2 1
v = —gﬂh b jwz.

Die eindeutigen Losungen sind

X1 =3, X3 ==

A= LA
ik A=

X2= —3, Xy =

2.6.3. Der Zusammenhang zwischen Koordinatensystemen und darstellenden
Matrizen ergibt sich aus der

Bemerkung. Sei F: V — W eine lineare Abbildung, und seien A und B Basen
von V und W. Dann hat man ein Diagramm linearer Abbildungen

[
K" 2 1
Mg;‘t(F) F
Km ¢B W :

und es gilt
SsoMy(F)=Fo®,, also Mg(F)=®3' oFody.

Die darstellenden Matrizen sind offenbar eine Verallgemeinerung der Transfor-
mationsmatrizen, denn fiir V. = W und F = idy gilt

Mg (idy) = Tg'.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB die beiden Abbildungen auf der kanonischen
Basis (ey, ... , €,) libereinstimmen. Ist M7 (F) = A = (a;;), so ist

O (MF(F)(e))) = Pplaj, ... . am) = Y ayw;,
i=l
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F(®ule)) = Fv) =) ayw.
i=1
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten durch Multiplikation von links mit
D=l 0

2.6.4. Im Diagramm aus 2.6.3 hat man zwei verschiedene Wege, mit Hilfe der
Abbildungen in Pfeilrichtung von K" nach W zu gelangen, und die Aussage
ist, daB auf den verschiedenen Wegen die gleiche Abbildung herauskommt. Ein
Diagramm mit dieser Eigenschaft heiBt kommutativ. Wie niitzlich dieser Begriff
ist, werden wir gleich sehen:

Satz. Gegeben seien Vektorrdume U, V und W mit Basen A, B und C, sowie
lineare Abbildungen G: U — V und F: V — W. Dann gilt:

MZ(F 0 G) = ME(F) - M3\(G) .
Kurz ausgedriickt: Der Hintereinanderschaltung von linearen Abbildungen ent-
spricht das Produkt der darstellenden Matrizen.

Beweis. Fiir die Standardrdume mit den kanonischen Basen wurde das schon
in 2.5.1 ausgerechnet. Der allgemeine Fall folgt daraus durch Betrachtung des

Diagramms
D4

\B G/
Dy
A-B KP— ¥ FoG

/AN

b

K" U

Kﬂ

W,

wobei A = ME(F) und B = M#(G). Alle Teildiagramme sind kommutativ
(man mache sich klar warum), daher ist das ganze Diagramm kommutativ, und
insbesondere folgt die Behauptung.

Wer lieber etwas rechnet, betrachte einen Vektor u € U und seine Koordinaten
x = &' (u). Wegen 2.5.4 ist

o' (Gu) =B-x, ®'(F(GW)=A-(B-x)=(A-B)- &3 (),
also ®;' o (F 0 G) o ® 4 = A - B. Auch daraus folgt die Behauptung. O
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Fiir den Spezialfall von Endomorphismen (vgl. 2.4.4) ergibt sich das
Korollar. In V seien eine Basis B sowie Endomorphismen F, G gegeben. Dann
ist

Mg(F o G) = Mg(F) - Mg(G). 0
Insbesondere folgt daraus, daB

Mg: End(V) - M(n x n; K)
ein Ringisomorphismus ist (vgl. 1.3.2,2.1.4, 2.4.4 und 2.5.4).
2.6.5. Nun kommen wir zum wichtigsten Ergebnis dieses Abschnittes, nimlich

der Antwort auf die Frage, wie sich die darstellende Matrix bei Einfiihrung neuer
Basen dndert.

Transformationsformel. Ist F: V — W eine lineare Abbildung, sind A, A’
Basen von V und B, B' Basen von W, so ist das Diagramm

M(F)

K" K"
Nea o/
4l v —Lt-w |18
¢_4/ \DB’
MZ(F)

K2 Km

kommutativ. Insbesondere gilt fiir die beteiligten Matrizen

MA(F)=TE - MAWF) - (T2 .
Anders ausgedriickt: Sind

A=MZF) und B= M (F)
die beiden Matrizen, die F beziiglich verschiedener Paare von Basen darstellen,
und sind

T=T§, §=T%
die Transformationsmatrizen zwischen den verschiedenen Basen, so gilt
B=S-A-T™.
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Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daf nach 2.6.2 und 2.6.3 die dreieckigen
und viereckigen Teile des Diagramms kommutativ sind. Also ist das Gesamtdia-
gramm kommutativ. a

Wer diesen Beweis als Hokuspokus ansieht, moge die Formel B = SAT ! di-
rekt durch Multiplikation der drei Matrizen nachrechnen (Viel Spafl mit den In-
dizes!). Dabei wird sich zeigen, daB nur Rechnungen wiederholt und ineinander
eingesetzt werden, die vorher schon einmal ausgefiihrt worden waren. Der Trick
besteht also darin, sich dieses zu ersparen.

Fiir den Spezialfall eines Endomorphismus ergibt sich mit der Notation aus
2.4.4 das

Korollar. Sind in V zwei Basen A und B sowie ein Endomorphismus F gegeben,
S0 ist
Mg(F) = T3 - My(F) - T,
oder anders ausgedriickt
B=5AS",
wenn A = M4(F), B = Mg(F) und S = T5". (=]
2.6.6. Nun endlich kénnen wir noch einmal (vgl. auch 1.5.8) die Gleichheit von

Zeilenrang und Spaltenrang beweisen, ohne uns die Finger mit Indizes zu be-
schmutzen.

Satz. Fiir jede Matrix A € M(m x n; K) gilt
Zeilenrang A = Spaltenrang A .

Diese Zahl ist nach 2.2.1 gleich rang A.

Beweis. Wir betrachten A: K" — K™ als lineare Abbildung und wihlen in K"
und K™ Basen .4 und B entsprechend 2.4.3, d.h. mit

E. 0
MZ(A) =B = ’
® 0 0
Fiir B ist offensichtlich

Zeilenrang B = r = Spaltenrang B .

Um zu zeigen, daB sich diese Gleichheit auf A iibertragt, wihlen wir entspre-
chend 2.6.5 invertierbare Matrizen S und T mit

B = SAT.

Es geniigt also der Beweis von folgendem
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Hilfssatz. Fiir A e M(m xn; K), S € GL(m; K)und T € GL (n; K) gilt
1) Spaltenrang SAT = Spaltenrang A,
2) Zeilenrang SAT = Zeilenrang A.

Beweis des Hilfssatzes. Zu den gegebenen Matrizen gehort ein kommutatives
Diagramm linearer Abbildungen

K" 4

Kﬂl’

T S

gr — AT pem

Da S und T Isomorphismen sind, haben die linearen Abbildungen A und SAT

gleichen Rang, d.h. es gilt 1). Daraus folgt 2) durch Transposition, denn
Zeilenrang A = Spaltenrang ‘A und '(SAT)='T-'A-'S.

Man beachte, dal bei Multiplikation von A von rechts sogar der Spaltenraum,

bei Multiplikation von links nur seine Dimension erhalten bleibt. o

Wie man die Matrizen S und T aus A berechnen kann, werden wir in 2.7.6 sehen.

2.6.7. Die Transformationsformel aus 2.6.5 ergibt in die Sprache der Matrizen
iibersetzt die folgende

Definition. Zwei Matrizen A, B € M(m x n; K) heiBlen dquivalent, wenn es
S e€GL(m; K)und T € GL (n; K) gibt mit

B = SAT™'.
Im Spezialfall m = n nennen wir A, B € M(m x m; K) dhnlich, wenn es ein
§ € GL (m; K) gibt mit

B=§AS™,

Aus 2.6.5 folgt sofort die

Bemerkung. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie beziiglich ver-
schiedener Paare von Basen die gleiche lineare Abbildung beschreiben.

Zwei quadratische Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie beziiglich ver-
schiedener Basen den gleichen Endomorphismus beschreiben. O

DaB dieser Begriff der Aquivalenz nichts Neues liefert, zeigt das



2.6 Koordinatentransformationen 161

Lemma. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie den gleichen
Rang haben. Insbesondere ist jede Matrix vom Rang r dquivalent zu

E, 0
00/
Diese speziellen Matrizen reprisentieren die Aquivalenzklassen und heifien
Normalformen.
Zum Beweis geniigt es, die Argumente aus 2.6.6 zu wiederholen. DaB dquivalente
Matrizen gleichen Rang haben, folgt aus dem dort bewiesenen Hilfssatz.
Ist A vom Rang r, so sieht man durch entsprechende Wahl von Basen in K™

und K", daB A #quivalent zu der obigen Normalform ist. Also ist A dquivalent
zu jeder anderen Matrix B vom Rang r (benutze Aufgabe 4). a

Viel schwieriger ist die Frage nach Normalformen fiir Klassen dhnlicher Matri-
zen. Das ist Thema von Kapitel 4.

Aufgaben zu 2.6

1. Gegeben sei ein endlichdimensionaler Vektorraum V mit Basen A, B und C. Beweisen
Sie die , Kiirzungsregel *
TH=TF TP
2. Im R seien die Basen
A=((1,-1,2),(2,3,7),(2,3,6)) und B = ((1,2,2),(-1,3,3),(-2,7,6))
gegeben.
a) Berechnen Sie die Transformationsmatrix TE‘
b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors
v=2-(1,-1,2)+9-(2,3,7—-8-(2,3,6)
beziiglich der Basis B.

3. V sei ein R-Vektorraum mit Basis A = (v, ..., vy), W sei ein E-Vektorraum mit
Basis B = (wy,...,ws). F: V — W sei die lineare Abbildung, die gegeben ist durch

3 1 =2 2
22 T -5
MZF)=| 4 0o 3 1
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SchlieBlich seien A" = (v}, ..., v}) mit v} = v + vp, v} = vz + v3, v} = v3 + va,
vy = vgund B = (w), ..., wg) mit w) = wy, wy = wy + wy, wy = —w; + w3,
wy = wy + wy, ws = w; + ws.

a) Zeigen Sie, dass A’ eine Basis von V und B’ eine Basis von W ist.
b) Berechnen Sie Mz' (F), M (F) und Mg (F).

¢) Bestimmen Sie F~!(span (w;, w2, w3)).

4. Zeigen Sie, dass durch

A~ B ¢ Aund B sind équivalent
(vgl. 2.6.7) tatsichlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge M(m x n; K) gegeben ist
und durch

A ~ B < A und B sind dhnlich

(vgl. 2.6.7) eine Aquiva!cnzre]ation auf Mim x m; K) erklirt ist.
5. Zeigen Sie, dass fiir A € M(n x n; R) gilt: rang A = rang (A -'A). Gilt dies auch,
falls A € M(n x n; C)?
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2.7 Elementarmatrizen und Matrizenumformungen

Die Bedeutung von Matrizenumformungen sieht man schon am Eliminationsverfahren
von GAUSS. Es gestattet die Losung durch wiederholte Anwendung elementarer Schrit-
te. Auf diese Weise kann man in der linearen Algebra viele Probleme losen. In die-
sem Abschnitt geben wir weitere Beispiele dafiir: die Inversion einer quadratischen Ma-
trix und die explizite Bestimmung der Transformationsmatrizen, die eine gegebene Ma-
trix auf Normalform bringen. Zur theoretischen Begriindung ist es dabei sehr hilfreich,
Matrizenumformungen zu interpretieren als Multiplikation mit speziellen invertierbaren
Matrizen, die ihrerseits die gesamte allgemeine lineare Gruppe erzeugen. Diese soge-
nannten ,Elementarmatrizen* kann man als die Heinzelminnchen der linearen Algebra
bezeichnen: sie erledigen gerduschlos und zuverlissig die kleinen Schmutzarbeiten.

2.7.1. Ist m eine beliebige natiirliche Zahl, 1 < i, j <m miti # jund A € K*,
so nennt man die quadratischen Matrizen

i-te j-te
Spalte  Spalte
1 y

'y |
—_— == = —=0= = — | «i-teZeile
I I
S:(A) = -
I L]
—— === —=1— — — | « j-teZeile
| |1
\ | I 1)
/1 | | \
'l |
- = —1=—=—1—— — | «—iteZeile
. I1 |
0= -
| 1]
— — —0= = —1—= — — | « j-te Zeile
l [ 1
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/1 | | \
| |
o il e e e o || e=ij-te Zeile
: |1 |
/() =
E 1]
—— —0= = —1— — — | « j-teZeile
| |1
\ | T
A T
|l |
—— —0—- = —=1—= — — | «i-teZeile
: )z |
P/ := %
I 1
—— 1= = —0— — — | « j-teZeile
| I1

\ | R,
aus M(m x m; K) Elementarmatrizen. Auler den eingetragenen oder durch
Punkte angedeuteten Komponenten sind dabei alle Komponenten gleich Null.

Sind E/ die in 1.5.1 definierten Matrizen und ist E die m-reihige Einheitsma-
trix, so ist

Q! =E+E', QMN=E+rE/ und S\ =E+(Q-1)E..
Weiter ist selbstverstindlich
Q! =0/(1) und P/ =P

Grundlegend ist der Zusammenhang mit den elementaren Umformungen von

Matrizen. Ist A € M(m x n; K) und A € K* gegeben, so hatten wir in 1.5.7
umgeformte Matrizen betrachtet, die wie folgt aus A entstanden waren:

Ay durch Multiplikation der /-ten Zeile mit A,
Ap durch Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
Am durch Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
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Ay durch Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile.

Wie man sofort sieht, gilt

Ai=S()-A,  An=0]-A,
Am=0/(0)-A, Ayv=PF-A.
Man sollte sich davon auch anhand von Beispielen iiberzeugen, um mehr Zutrau-
en zu den eigenartigen Elementarmatrizen zu gewinnen.
Ganz Entsprechendes gilt, wenn man anstatt Zeilen immer Spalten umformt.

Wir wollen es sicherheitshalber notieren. Ist A € M(m x n; K)und A € K*, so
betrachten wir wieder die wie folgt aus A entstandenen Matrizen:

A" durch Multiplikation der i-ten Spalte mit A,

A" durch Addition der i-ten Spalte zur j-ten Spalte,

A" durch Addition der A-fachen i-ten Spalte zur j-ten Spalte,
A" durch Vertauschen der j-ten und der i-ten Spalte.

Verwenden wir die entsprechenden n-reihigen Elementarmatrizen, so gilt

Al=A-50), A'=A.0,
A"=A.Q/}), AV=A4A.P.

Kurz ausgedriickt: Multiplikation von links mit Elementarmatrizen bewirkt Zei-
lenumformungen, und Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen be-
wirkt Spaltenumformungen. Man beachte dabei die Vertauschung von i und j
beim Ubergang von links nach rechts.

Bemerkung. Die Elementarmatrizen Qf (A) und P;j sind Produkte von Elemen-
tarmatrizen vom Typ S;(A) und Q). Genauer gilt

QlW=5;(})-0!-5;m, B =0j-0/(-1-0)-S-D.

Dies entspricht dem in 1.5.7 bemerkten Sachverhalt, da8 sich Matrizenumfor-
mungen vom Typ III und IV aus Umformungen vom Typ I und II kombinieren
lassen.

Der Beweis der Bemerkung ist ganz einfach, wenn man die Multiplikation als
Zeilen- oder Spaltenumformung interpretiert. Wir wollen dies dem Leser iiber-
lassen. m}
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2.7.2. Lemma. Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind
wieder Elementarmatrizen. Genauer gilt:

-\ —1 .
st =51, () =2,
i L i A i

(@iw) =ol-n. (F) =7
Zum Beweis geniigt es, die rechten Seiten der Gleichungen mit den linken zu
multiplizieren und festzustellen, daB die Einheitsmatrix herauskommt. O
2.7.3. Satz. Jede invertierbare Matrix A € M(n x n; K) ist (endliches) Produkt
von Elementarmatrizen.

Man sagt dafiir auch, daB die Gruppe GL (n; K) von den Elementarmatrizen
erzeugt wird.

Beweis. Nach 2.5.6 ist der Zeilenrang von A gleich n. Wie in 0.4.7 ausgefiihrt
ist, kann man A durch elementare Zeilenumformungen zu einer Matrix der Form

byy +-+ by,
B = :
0 bun
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen by, ... , b,, machen. Nach
2.7.1 gibt es Elementarmatrizen By, ... , B,, so dal
B=B, -...-B,-A.
Man kann nun B durch weitere Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix E, ma-
chen. Dazu beseitigt man zunichst by, ... , b,—; , mit Hilfe der letzten Zeile,
dann by -y, ..., by—2.,-1 mit Hilfe der vorletzten Zeile, usw. SchlieBlich nor-
miert man die Komponenten in der Diagonalen auf 1. Es gibt also nach 2.7.1
weitere Elementarmatrizen B, 4, ... , B, so daB

E,=B;-... B,y B=B;-...-B - A.
Daraus folgt
A'=PB,....-B, also A=B7'.-....B}!,
und die Behauptung folgt aus 2.7.2. 0

2.7.4. Der Beweis von Satz 2.7.3 gestattet nun, ein einfaches Rechenverfahren
fiir die Bestimmung der inversen Matrix anzugeben. Es hat die angenehme zu-
sitzliche Eigenschaft, dal man von der gegebenen quadratischen Matrix im vor-
aus gar nicht zu wissen braucht, ob sie invertierbar ist. Das stellt sich im Laufe
der Rechnung heraus.
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Sei also A € M(n x n; K) gegeben. Man schreibt die Matrizen A und E, ne-
beneinander. Alle Umformungen, die im folgenden an A vorgenommen werden,
fiihrt man parallel an E, durch.

Zuniichst bringt man A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform. Da-
bei stellt sich heraus, ob

Zeilenrang A =n ,

d.h. ob A invertierbar ist (vgl. 2.5.6). Ist der Zeilenrang von A kleiner als n, so
kann man aufhoren; die Umformungen mit E, waren dann umsonst. Ist der Zei-
lenrang von A gleich n, so filhrt man weitere Zeilenumformungen durch, bis aus
A die Matrix E, geworden ist. Schematisch sieht das so aus (die Umformungen
sind als Multiplikation mit Elementarmatrizen beschrieben):

A En
B - A B, - E,
B;-....B-A|B,-... B - E,

Ist nun links aus A die Einheitsmatrix E, entstanden, so hat sich rechts aus E,
die inverse Matrix A~' aufgebaut, denn aus
B;-....B-A=E,
folgt

B;-....By-E,=B,-...-B=A"".

Diese erste schone Anwendung wird den Leser hoffentlich schon vom Wert der
Elementarmatrizen iiberzeugen.

Vorsicht! Anstelle von Zeilenumformungen kann man auch ausschlieflich
Spaltenumformungen anwenden. Aber bei abwechselnder Anwendung von Zei-
len- und Spaltenumformungen funktioniert das Verfahren im allgemeinen nicht.
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2.7.5. Beispiele. a)

<
Il
=] - o —lo © = -lo @ =|e ol ....?4
[ =] (=T D= D e — (=T - D 144
| | |
L B o B l2|..1m- Sl = OO (= -] |l -
(=] - | - —-l—- O o O|lm © O|m= S| Q|l= o
noae = 2 = a & I
- | | | | e
e = = Py <
Q “ Q QS

Man berechne zur Kontrolle A - A~'!
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b)

{=]

O O D e S =

Qi(-1)

-1

—_ D e = D e | DD e

O ~lo o == o ~
- - olo - o|le ~ o
- o o|l~ o o~ o o

|
S - o=

(=)
=]
I

A ist nicht invertierbar, denn Zeilenrang A = 2.
2.7.6. Ist A € M(m x n; K) und
A: K"—> K™, xm— Ax,

die zugehorige lineare Abbildung, so gibt es nach 2.6.5 Transformationsmatrizen
§e€GL(m; K)und T € GL (n; K') mit

SAT ' = E. % .
0 0

wobei r = rang A. Wir leiten nun ein Rechenverfahren fiir die Bestimmung von
S und T ab. Dazu betrachten wir folgendes Schema:

f A
B, - E, B -A
By-...-By-E, By-...-B - A E,
Be-...-B-A-C E, - C
Bi vt By <AYE) v v G | By i G 6

Zunichst wird A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform gebracht.
Die Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation von links mit m-reihi-
gen Elementarmatrizen By, ... , B;. Diese Umformungen fiihrt man parallel an
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E,, durch. Da die Matrix
By-...-B - A
Zeilenstufenform hat, kann man sie durch Spaltenumformungen auf die Form

E, 0
0 0
mit » = rang A bringen. Dies entspricht Multiplikation von rechts mit n-reihigen

Elementarmatrizen C, ... , C;. Diese Spaltenumformungen fiihrt man parallel
an E, durch. Wegen

Bi+...-By-A-Ci-...-C = ( . 0)
0 0
sind durch
S=Bg'...-31:B;{'...'B|E,,, und T_IZCI'...'C;=E,,C|-“.-CJ
Transformationsmatrizen der gewiinschten Art gefunden.

Beispiel. Sei K =Rund A = L20 ’
212

1011 2 ©
0 1|2

[
>

10
S§=|-2 1[0 =2 1

—
28]
(=]

Q= Ol-= O O

—

|
i o N =]

SAT L= 0o 1 0

ot
o
<o
O O =0 O =0 0 =|0 O =
- 0 Q= O O|= O 0|0 = O
|
()

o]
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E, 0
D = "
00
so erhilt man auch Basen .4 und B von K" und K™, beziiglich derer A durch D
beschrieben wird. Dazu betrachten wir das Diagramm

Ist

Kk —L2— gn
T S
K R,

das wegen D = SAT ' kommutativ ist. A und B sind die Bilder der kanonischen
Basen K und K’ von K" und K™ unter den Isomorphismen 7' und S~'. Also
erhilt man .4 und B als Spaltenvektoren von 7! und $~'. Dazu muB man §

noch invertieren.
i 10
2 1

In unserem Beispiel ist
((1,0,0),(0,0,1),(-2,1,2)) und ((1,2),(0,1))
Basen der gesuchten Art. Zur Kontrolle priift man nach:
0

1 -2
1 0 0
A-) 0 | = , A-1]0|= und A - 1 | = i
2 1 0
0 1 4
2.7.7. Natiirlich kann man auch das GauBsche Eliminationsverfahren mit Hilfe
von Elementarmatrizen beschreiben. Sei das System
A-x=b
gegeben. Die elementaren Zeilenumformungen von A und (A, b) werden be-

wirkt durch Multiplikation von links mit Elementarmatrizen aus GL (m; K). Ihr
Produkt ergibt eine Matrix

SeGL(m;K) mit (A,b)=S5-(A,b)=(SA, Sh),
wobei (zi. 5} die auf Zeilenstufenform gebrachte erweiterte Koeffizientenmatrix
ist. Man beachte, daB § allein durch A bestimmt ist. Die Berechnung von § kann

also sind
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man wieder schematisch durchfiihren, indem man die Zeilenumformungen von

A parallel an E,, durchfiihrt.
Ep A
B, - E, B -A

B, BioEg | BosvasiByed

Ist nun aus A die Matrix A = B, -...- B, - A in Zeilenstufenform entstanden, so

hat sich links die Matrix
S=B,-...- B
aufgebaut. Damit kann man sofort entscheiden, ob fiir ein b € K™ Losungen von
Ax = b existieren. Man berechnet
i
Sb=b=| ."
r+l
\ bn J
= rang A (vgl.

= rang A

und sieht nach, ob b,,, = = b, = 0, wobei r

Aufgabe 5).

Aufgaben zu 2.7

1. Stellen Sie die folgende Matrix A als Produkt von Elementarmatrizen dar:

1
2
3

—
L
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2. Sind die folgenden Matrizen invertierbar? Wenn ja, dann geben die inverse Matrix an.

0001 6 3 45
0010 L2 21
e M4 x4 R), eM(4 x 4, ),
0100 2 4 3 2
1 000 33 4 2
1 20 1 20
1 1 1 |eM3x3R), 1 1 1 | eM(@3x3;E/3Z).
2 01 2 01

3. Zeigen Sie:
a b Lo .
A= d € M(2 x 2; K) ist invertierbar < ad — bc # 0.
c

Berechnen Sie in diesem Fall die Inverse von A.

4. Modifizieren Sie das Rechenverfahren aus 2.7.6 so, dass man statt § die inverse Matrix
5~ erhilt (benutzen Sie dabei die Inversen der Elementarmatrizen aus 2.7.2).

5. Finden Sie fiir die Gleichungssysteme Ax = b aus 0.3.5 sowie aus Aufgabe 2 in
9.4 jeweils eine Matrix §, so dass A = SA in Zeilenstufenform ist, und berechnen Sie
b= 5Sb.

6. Beweisen Sie:

a) Fir A e M(n x n; K) und m € N gilt:
m—1 m—1
Ey— A" = (E,— A)(Q_ A) = () ANE, - A).
i=0 i=0
(Dabei sei A? := E,.)

b) Ist A € M(n x n; K) eine Matrix, fiir die ein m € N existiert mit A" = 0, so ist
E, — A invertierbar. Wie sieht die inverse Matrix aus?
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