
Kapitel 4

Eigenwerte

In Abschnitt 2,2.4 hallen wir für eine lineare Abbildung F : V ..... W ein Paar von
Basen konstruiert, bezüglich derer F durch

mit r = rang F dargestellt wird. Die nötigen Transformation smatrizen sind ganz einfach
ex plizit zu berec hnen (vgl. 2.7.6).

Zur Beschreibung eines Endomorph ismus ben utzt man eine einzige Basis. und ihre
Anpassung an eine lineare Abbildung ist weil schwieriger als wenn man zwei Basen
variieren kann . In die Matrizenrechnung überse tz t bedeutet diese Frage. zu einer qua­
dratischen Matrix A eine möglichst einfache ähnliche Matrix

B = SAS- l

zu finde n (vg1.2.6.7), Insbe sondere wird sich zeigen. daß man hierzu stärkere Hilfsmittel
aus der Algebra. nämlich Polynome höheren Grades benötigt, obwohl in der linearen
Algebra zu nächst nur der Grad I interessiert. Die benutzten Tatsachen übe r Polynome
sind in Abschnitt I.J zusammengeste llt.

4.1 Beispiele und Definitionen
4.1.1. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, nämlich einem K·Vektorraum V
mit dimV = I. Ist F E End (V) und 0 ::F v E V, so gibt es ein eindeutig
besemmtes xE K mit

F (v ) = ).. · v ,

und dieses ), hängt nicht von der Wahl von v ab. Denn ist w = /.L v ein anderer
Vektor von V . so ist

F (w ) = F (/.Lv) = tÜV = ).. jtv = )..w ,

Die Abbildung F ist also durch die Zahl), festgelegt.
Auch in höherdimensionalen Räumen darf man auf Vektoren hoffen, die bei

Anwendung von F nur mit einem Faktor multipliziert werden, weil dann die
Wirkung von F wenigstens in bestimmten Richtungen besonders einfach zu ver­
stehen ist. Das führt zu der

Definition. Sei F ein Endomorphismus des K -Vektorraums V. Ein ), E K heißt
Eigenwert von F, wenn es ein u E V mit v ::F 0 gibt, so daß gilt

F (v) = )..v .
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Jedes vorn Nullvektor verschiedene 11 E V mit F ( II) = All he ißt Eigenw'kwr von
F (zum Eigenwert A).

VOl"Sicht! Man beac hte, daß natür lic h 0 E K ein Eigenwert sein kann, de r Null­
vektor 0 E V jedoch nach Definition nie Eigenvekto r ist.

Das zentrale Problem dieses Kapitel s ist die Frage nach der Existenz und der
Viel falt von Eigenvektoren . Dazu zunächst dre i

Beispiele. a ) Es sei V = 1R2und F eine Drehung um den Winkel o , die beschrie­
ben wird durch die Matrix

F (c, }
r,

n
(\ "

(

' 0 ,"
A =

sin (l

-s s in c ) .

COS (l

Bild 4.1

Anschaulich ist klar, daß es mit Ausnahme der Fälle (l = 0 und (l = f( keinen
Eigenvek tor geben kann.

b) Wir variieren das erste Beispiel, indem wir die Rich tung von F (e2) umkehren.
Dann ist die besc hreibe nde Matrix

. (,muA =
sin (l

sin c )

- COS(l

Wenn man die Gerade mit dem Winkel ~ einzeichnet, erkennt man , daß die Ab­
bildun g F eine Spi egelung an dieser Geraden ist . Damit hat man zwei Eigenvek­
toren gefunden :

111 = (eos ~ , sin p
112 = (cos <riO', sin ~ ;.)

zum Eige nwert AI = I und

zum Eigenwert A2 = - I ,
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und diese beiden bilden eine Basis ß = (v" V2) von R1 mit

M f.j ( F ) = (I 0)o - I .

,.,
\,,,,,,

F (e , )

F (e. )

,,,,,,
\

- I', = F ( I',)

----c::o~""''--".L- e

Bild 4,2

c) Sei 1 C IR ein Intervall und V = DU :R) der unendlichdimensionale
g -vekton aum der auf I beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Ein Endo­
morphismus ist gegeben durch

F ; V _ V , '1'-'1" .

Dieses F hat jedes beliebige A € R als Eigenwert, denn

rp(x) := ce'"'

ist für jedes c ER' ein Eigenvektor zu A. Das ist ein erster Hinweis auf die
Bedeut ung der Eigenwerttheorie für Differentialg leichungen (vgl. auch Aufgabe
3).

4.1.2. Endomorphismen wie im obigen Beispiel b) erhalten einen eigenen Na­
men:

neftnluon. Ein Endomorphismus heißt diagonalisierbar,wenn es eine Basis aus
Bigenvektoren gib t.
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Dieser Name erklä rt sich aus der

Bemerkung. ist dimV = n < 00, so ist F E End (V ) genau dann diagonali­
sterba r; wenn es eine Basis B := (Vh . . . , v. ) von V gibt, so daß M B( F ) eine
Diagonalmatrix ist, d.h.

Das folgl unmittel bar aus der Definition der darstell enden Matrix. o
Insbesondere nennt man eine Matrix A E M(n x tr ; K) diagonaiisierbar,wenn
der durch A beschriebene Endomorph ismus von K n diagonalisierbar ist. Nach
2.6.7 ist das gjeichwenig mit der Existenz einer Matrix S E GL(n ; K ) mit

«
0' ,0.).SAS-

1
:= "

d.h. A iSIähnl ich zu einer Diagona lmatrix.
Es sei daran erinnert. daß die Spalten von s-' eine Basis aus Eigenvektoren

von A sind. Das sieht man zum Beispiel durch MUltiplikation obiger Gleichung
von links mit S- I.

Vorsicht! Selbst wenn F diagonalisierbar ist, braucht nicht j ede r Vektor ungleich
Null aus V ein Eigenvektor zu sein. Man mache sich das an Beispielen klar (etwa
Beispiel b) oben oder Bild 4 .3)!

1'. =::: P(l', ) I' F ( l')

O~F( " ' ),
Bild 4.3

4,1,3. Bevor wir eine Methode angeben, Eigenwerte zu finden, beweisen wir den

Satz. Angenommen. F E End (V ) hat paarweise verschiedene Eigenwerte
AI , .. . , A•. wobei n =::: dim V. Dann ist F diagona lisie rbar.
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Da es zu jedem Eigenwert ).., mindestens einen Eigenvektor v, =I 0 gibt, folgt
der Satz sofort aus dem

Lemma, Gegeben seien F E End (V ) und Eigenvektoren VI , . " , V.. zu paar­
weise verschiedenen Eigenwerten Ä l , . . . , Ä... Dann sind V j , . • • , U.. linear un­
abhängig. Insbesondere ist m ~ dirnV .

Beweis. Wir füh ren Induktion über m. Der Fall m = I ist wegen V I =I 0 klar.
Sei m ~ 2. und sei die Aussage für m - I bereits bewiesen . Wir betrachten die
Bedin gung

(. )

Darauf können wir einersei ts F anwenden, andererseits mit ).. l multiplizieren und
die Ergebni sse voneinand er subtrahieren. Das ergib t

a l).. lvl + ( 2)..2vl + , . . + a .. Ä.. v.. = 0 ,
a l).. lv l +a2Älv2+ ... + a .. ).. IV.. = 0

a l()..2 - Äl )V2 + ...+ a .. (Ä.. - )..Jl v.. = O.

Nach Induktionsannahme sind V2' .. • , v'" linear unabhängig, also ist

a 2( )..2 - Äl ) = .. , = a .. (Ä.. - )..1) = 0 ,

und da die Eigenwerte verschieden sind, folgt

a2= . . . = a", = 0 .

Setz t man das in (*) ein, so folgt a lVl = 0 und wegen VI =I 0 auch a l = O. D

4.1.4. Wie wir gesehen haben , gibt es höch stens n = dimV Eigenwert e, da­
gegen im allgemeinen sehr vie l mehr Eigenvektoren. Daher ist es nützlich. alle
Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert zusammenzufassen .

Definit ion, Ist Fein Endemorphismus von V und Ä E K , so nennen wir

Eig ( F; ).. ) := [u E V : F (v ) = Ävl

den Eigenraum von F bezüglich Ä.

Bemerkung,

a) Eig ( F ;Ä) C V ist ein Untervektorraum.

b) ).. ist Eigenwert von F <:? Eig (F ;Ä) =I [Ü].

c) Eig ( F; Ä) " {Ol ist die Menge der zu ).. gehörigen Eigenvektoren von F.
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d) Eig (F : 1.. ) = Ker ( F - Aidv).

1.') Sind AI. 1..2 E K verschieden, so ÜI E ig (F ;AI) n Eig (F; ).. 2) = [Ü].

Beweis. a) bis d) ist ganz klar, c) fo lgt aus dem Lemma in 4. lJ.

Aufgaben zu 4.1
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o

I. Zeigen Sie: Ein nilpotenter En<.!omnrphismus hat null als einzigen Eigenwen.

2. Gegeben sei die lineare Abbildung F: V( / ; ;I:) -+ DU : R.) , 1/1 ...... vi', wobei I C Iil

ein Intervall ist.

a) Bestimmen Sie die reellen Eigenwenc von f ' ,

b) Bestimmen Sie eine Basis von Eig(F, - I ) ,

3. Sei I C iR e in offenes Intervall . Durch eine Matrix A E M(" x ,, ; IR) ist das homogene
lineare Differentialgleichungssystem

y'= A· y

bestimmt; nach Aufgabe 1I zu 3.2 hat der zugehörige Lösungsraum

Lu= (rpE VU : JIi"): rp' = A · rpl c VU: R" )
d ie Dimension 11. Um Lösungen zu erhalten, kann man den Ansatz

rp(n = e" . v

benutzen. wobei AE JR und vER" . Zeigen Sie:

a) !p(I ) = 1.';" • V ist eine Lösung # 0 von:1 = A ' y gcnau dann, wenn v Eigenvektor
von Azurn Eigenwen Aist.

b) Lösungen 1jI(lI(n = 1.';." • VI • . • . • !p(kl(r) = 1.';'" • Vk sind linear unabhängig genau
dann. wenn Vi • • • , , VJ: linear unabhängig sind.

Insbesondere erbält man mit diesem Ansatz e ine Basis des Lösungsraums. falls A dia­
gcnalisierbar ist.

4, Sei V e in K-vekrorraum und F : V -+ V linear. Zeigen Sie: Ha! F + f' den Eigen­
wen _ I, so hat F J den Eigenwert I.

5, Gegeben sei ein K -VektoITaum V und F , G E End(V), Beweisen Sie:

a) ISI v E V Eigenvektor von F o G zum Eigenwen A E K , und ist G (v ) '" 0, so ist
G ( v) Eigenvektor von G oF zum Eigenwen A.

b) ISI V e ndlic hdimensional. so haben F oG und G o F dieselben Eigenwerte.
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4.2 Das cha ra kter istische Polynom
In diesem Abschnitt entwickeln wir eine systematische Methode zur Suche von Eigen­
werten und zur Bestimmung der l ugehörigen Eigen raume. Ent~he i dend dafür ist die
Determinante eines zndomo rptnsmus. von der wir in 3.4. 1 gesehen hauen. daß sie wohl­
definiert ist. wennder zugrundeliegende Vektorraum endlichdimensional ist. Das muß in
diesem ganzen Absehnin stillschweigend vorausgesetzt werden.

4.2.1. Grundlegend ist die folgende einfache

Bemerkung. Fiir F E End (V ) und }. E K sind folgende Bedingungen gleich ­
....ertig:

i) }. ist Eigen....r rt von F.

ii) det(F - }.idlo') =:: O.

Be....eis. Für festes }. E K ist die Existenz eines u "" 0 mit F (v) =:: }.v gleichbe­
deutend mit

F (v ) -}. v =O

<0> (F - }.idlo')(v) = 0

<0> Ker (F - }.idv) "" {O}

<0> Im (F - Aidv) "" V

<0> rang (F - }.idv) < dirnV

{:} det (F - }'id v) =:: 0

wegen der Lineari tät,

nach der Definition des Kerns,

nach der Dimen sionsfonnel aus 2.2.4.

nach Definition des Ranges.

nach 3.4.1 . o

4.2.2. Durch die obige Bemerkung ist die Suche nach Eigenwerten zuruckge­
führt auf die Suche nach Nullst elIen der Abbi ldung

Pr : K _ K . A....... det(F - }.idv) .

Diese nennen wir die charakteris tische Funktion von F. Wir zeigen. daß sie
durch ein Polynom beschrieben wird.

Sei dazu A eine Basis von V und A =:: MA(F ). lxt r eine Unbest immte, so
definieren wir

""
PII(t ) := det(A - f • E. ) = ""

""

an - I

""

""

Die Definition dieser Determinante ist etwas problematisch, weil in der Matrix
die Unbestimmte t vorkommt . Man hat mehre re Möglichkeiten, dami t umzuge­
hen:
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Dabei ist

I ) Man kann für , beliebige Ä E K einsetzen und damit rechnen. Für unendli ­
ches K ist das nach Korollar 2 aus 1.3.8 keine Einschränkung.

2) Man kann die De terminante form al nach der Fonnel von LElBNtZ aus 3.2.5
ausrec hnen. Eine Rechtfert igung dafür wurde in 3.2.8 gegeben.

3) Man kann die Einträge von A - ,. E. als Elemente des Körpe rs K(t) der
rationalen Funkti onen ansehen [vgl. Aufgabe 10 in 1.3).

Das Ergebnis der Rechnung ist

PA(t) = (a ll - tl · ... . (a"" - 1) + Q ,

wobe i der erste Summand zur identischen Permutation gehört und Q die res t­
liche Summe über S. " l id l ist. Da in einem Summanden von Q als Faktoren
höchstens n - 2 Diagonalkompon enten auftreten können , ist Q ein Polynom
vom Grad höch stens n - 2. Nun ist

(a ll - I ) .. . .. (a." - ,) = ( - Ir,· + (- l r - l (a ll + .. . + a. " ) l n- 1+ Q I ,

wobei Q I ein Polynom vom Grad höch stens 11 -2 ist. Also ist PAtt ) ein Polynom
vom Grad 11 mit Koeffizienten aus K. d.h. es gibt 0'0, . . . , 0'. E K . so daß

PA(I ) = a . l n + 0'. _1,"- 1 + ... + 0'1' + 0'0.

an = (- I )· ,

an_l = (- I)n- l(a ll+ .. . + a•• ) und

0'0 = detA .

Man nennt (a l l +...+ a"n) auch die Spur von A . Die Koeffiz ien ten U I , ' " ,Un_2
sind nicht so leich t aufzuschreiben, sie haben auch keine speziellen Namen.

Diese Überl egung zeigt. daß PAtt) ein Element des Polynomrings K II] ist
(siehe 1.3.6 ). Man nennt

PA(t) = de t(A - , . E. ) E K II]

das charakteristische Polynom der (n x n )-Matrix A .
Setzt man für die Unbekannte 1 ein Ä E K ein. so erhä lt man eine Abbildung

PA : K _K , Ä ...... PA(Ä) .

Nun zurück zu F . Für jedes Ä E K ist

M.4(F - Ä · id y ) = A - Ä · E• .

Also ist

det (F - Ä · id y ) = det(A - Ä · E. ) = PA(Ä) ,

d.h . die charakteristische Funktion von F ist beschrieben durch das charakteris­
tische Polynom von A.
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Ist nun Beine weitere Basis von V , so ist B :,=" M /.'l ( F ) zu A ähnlich.

Lemma. iJ.'hnlicheMarrizen hohen das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis. Sei B = SAS - l mit S e GL (n ; K ). Eine formale Rechnung mit der
Unbestimmten t (d .h. genauer eine Rechnung im Ring M(n xn ; KrI ll ,vgl. 3.2.8)
ergibt

S·/· E"· S- I = 1 · E" ,

Also ist

B - t · E" = SAS- 1 - S - /. E" · S- I = S (A - I· E" )S - I .

Anwendung de r Determinante ergibt

de t(B - I · E,,) = dcI S· dcl(A -c r . E" )· (det S) - 1 = dct(A -t· E" )

und somit Ps(l ) = PA ( /) . 0

4.2.3. Damit ist gezeigt, daß das charakteristische Polynom der darstellenden
Matrix nicht von der Wahl de r Basis abhängt. Also iSI folg ende Definition sinn­
voll :

Sei F ein Endomorphismus und A eine Basis von V . Ist A = MA(F ), so nennen
wir

PF(l ) := P,., (, )

das charakteristische Polynom von F.

Insgesamt haben wir folgendes bewiesen:

Salz. Sei V ein K ·Vektorraum der Dimension n -c 00 und F ein Endomorphis·
mus I'on V . Dann hat das charakteristische Polynom Pd ' ) E K( t ]die folg enden
Eigenschaften :

I ) deg I', = n.

2) 1', beschreibt die Abbildung K -+ K, A H det (F - Aidy ) .

3) Die Nullstellen von PF sind die Eigenwerte von F.

4 ) Ist A eine Matrix, die F da rstel lt, IO i.lt I'F(t) = det(A - 1 ' E~ ). 0

Damit ist das geometrische Problem, d ie Eigenwerte eines Endomorphismus zu
finden. auf das algebraische Problem de r Bestimmung der Nullstellen eines Po­
lynoms zurückgeführt.

4.2.4. Hat man einen Eigenwert gefunden . so ist die Bestimmung des Eigenrau­
mes gan z einfach. Wir können uns dabei auf den Fall V = Kn beschränken. Aus
4 .1.4 fo lgt sofort die
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Bemerkung. Ist ein Endamorphismus A: K~ -+ K~ durch die Matrix
A E M (n x 11 ; K ) gegeben. so ist der Eigenraum Eig (A ; A) f ür jedes A E K
der Lösungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems

(A -AE.)x= O.

Nach der vielen Theorie ist es höchste Zeit für einige

Beispiele. a ) Ist

n

A = ( :~~ : - :~:: )

die Matrix einer Drehung im R1 (vgl. 2.1.1). so ist

p.... (t) = t 2 - 2/cos a + I .

Dieses quadrati sche Polynom hat nach 1.3.9 genau dann eine ree lle Wurzel.
wenn

4 cos2a -4 ~O . d.h. cos 2 a= 1

gilt . Das ist nur für a = 0 und a = 7T der Fall . Diese beiden Drehungen sind
trivialerweise diagona lisierbar. alle anderen Drehungen besitzen keine Eigenv ek­
toren. Dami t ist noch einmal durch die allgemeine Theorie bes tätig t. was wir in
4.1.1 anschaulich gese hen hatten.

b) Für e ine Spiegelung

A = ( :~: : _s~::a )
ist p.... (t ) = / 2 _ I = (t + IHr - 1) . Also ist A nach 4.1. 3 diagonalisierbar, was
wir in 4.1.1 schon direkt bewiesen hatt en.

c) Für

A ~ ( - ' 6)
- I 4

ist p.... (t) = /2- 3t + 2 = (/ -1 )( / - 2). Setzen wir Al = A - E1•A2 = A -2E2•
so haben wir die linearen Gleichungssysteme

( 3, )A I , x =O und A2' X =O mit Lösungen

das sind also Eigenvektoren zu den Eige nwerten I und 2. Zur Kontrolle bere chnet
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man

SH'= ( I - 2 ) (- 1 6W2)=C0)
- 1 3 - I 4 I I 0 2

d) Ist

( ~3
- I i). -, - I I

A -2 so ist PA '= - 3 - 2- 1 3

-2 -2 -2 -2 3- '

-, [- 2- 1 3
[+ 3 [=; I

[- 2[
- I I

= -2 3- , 3 - ' - 2 - 1 3

= _ 1(12 _ I ) + 3(t - 1) - 2(1 - 1) = - t) +,2+ I - 1

= - (r _ 1)2(1+ 1) .

Darauf kommen wir in 4.3.4 zurück.

Es darf nicht verschwiegen werden, daß die Beispiele c) und d) sehr künstlich
sind, weil man die Nullstellen der charakteristischen Polynome mehr ode r weni­
ge r schnell erkennen kann. Ist das nicht der Fall, so muß man die Methoden der
Numerik verwenden, um die Nullstellen näherungsweise zu berechnen. Wie man
ebenfalls in der Numerik lernt, gibt es Verfahren , Eigenwerte und Eigenvektoren
in einem Aufwasch gemei nsam zu approximieren . Das hier angegebene Verfah ­
ren. zuers t die Eigenwerte und ansc hließend die Eigenvektoren zu suchen, hilft
nur für die Theorie und in besonderen Glücksfällen, die bei den hier behande lten
Beispielen insze niert wurden , Den noch haben derart ige Beispiele einen Sinn:
man kann erst einmal ohne Ablenkung durch größeren Rechenaufwand einen
Lösungsweg deutlich erkennen.

Aufgaben zu 4.2

1. Berechnen Sie das charakteristische Polynom. die Eigenwerte lind Eigenvektoren von

(
: :: ) und ( - : : _ : )

2 - 2 I - 4 0 6

2. Beweisen Sie: Ist A E M(2 x 2; R) symmetrisch. so hat A reelle Eigenwerte.
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3. Sei V ein endlicbdimen,ionaler Vektorraum und F E End( V). Zeigen Sie, dass
PF(O) t- 0 genau dann, wenn F ein lsomorpbi~mu ~ ist.

4. Zeigen Sie, dass die Matrix

0 0 - 0,
1 0 0 -' ,

A= 0

0

0 - 0'0 - 1

das charakteristische Polynom P..,(I) = (- Ir<rn+0'0 _ 11" - 1+...+ 0'11 +0'0 ) besitzt.

S. Sei A E M(/1 x /1 ; K ) und <1> : M(/1 x 11 ; K ) ..... M(II X /1 ; K ) der Endomorphismus.
der durch die Linksmultiplikation mit A gegeben ist. das heißt <1>(8) = AB .Zeigen Sie,
dass für die charakteristischen Polynome von A und <1> gilt: P~ = (p..,>n.
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4.3 Diagonalisierung
4.3.1. Zunächst hallen wir als Ergebni s der vorhergehenden Abschnitte folgen­
des fest:

Sa tz. Sei F ein Endemorphismus von V mit n = dirnV. Dann gill:

I) Ist F diagonalisierbar, so ist Pr = ±(I - Al)· ... · (I - A. ), d.h. das charak­
teristische Polynom zeifällt in Linearfaktoren.

2) Ist Pr = ±(t - AI) · . • • · (I - .l...) mit paarweise verschiedenen AI•. " • "'. ,
so ist F diagonat isierbar:

Beweis. 1) ist klar , weil man das charakteristische Polynom mit Hilfe einer Basis
aus Eigenvektoren berechnen kann , und

o

2) folgt aus 4.1.3 und 4.2.3.

)
~ (A,- <)· .

A. - I

. · (Ä. -t) .

o

4.3.2. Nach 4.3.1 bleibt also zu klären, wann F im Falle mehrfacher Nullstel­
Jen des charakteristischen Polynoms noch diagonalisiertar ist. Zu diesem Zweck
fassen wir in Pf gleiche Linearfaktoren zusammen, d.h . wir schreiben

wobei die AI, .. . , At paarweise verschiede n sind. 1 ~ r .. ~ n für i = 1. . . . , Ic
und 'I + ...+ ' t = n . Der Exponent ' j ist die vielfachheit der Null stelle A, von
PF. in der Notation von 1.3.8 ist ' .. = j.t( PF; A; ). Andererseits gehört zu A; der
Eigenraum Eig ( F ; A; ).

Lemma. lst AEigen.....en von F. so gilt 1 ~ dimEig (F ; Al ~ j.t (P f ; Al.

Beweis. Sei VI, ... • u, eine Basis von Eig(F; A). Die Ungleichung I ~ s ist
klar. da AEigenwert ist. Zum Bewei s der zweiten Ungle ichung ergänzen wir die
Basis von Eig (F ; Al zu einer Basis
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von V. Dann ist

o

•
o

o A'

also PF = (t - Ay ' PA' nach D8 und D9 in 3. 1.3, und damit

dimEig (F ; ,1. ) = s .:: ~(PF ; ,1. ).

235

o

4.3.3. Nun können wir zeigen, daß die obigen Ung leichungen ein leicht nach­
prüfbares Kriterium für die Diagonalisierbarkeit ergeben. Um den Beweis kürze r
und die Aussage klarer zu machen, benutzen wir die in 1.6.4 berei tgestellten Tat­
sachen über direkte Summen,

Theorem, Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und F E End (V ).
Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

iJ Fist diagonalisierbar.

iiJ a) Das charakterisrische Polynom PF zerfällt in Linearfaktoren und

b) dirnEig (F ; ,1. ) = ~(PF ; ,1.) f ür alle Eigenwerte ,1. von F.

iii j Sind Al , . " . At die paarwe ise verschiedenen Eigenwerte von F, so ist

V = Eig (F ; AI) EIl .. . $ Eig (F ;At) .

Beweis. i) => ii). Ist F diagona lisierbar, so ord nen wir die Basis von V aus Ei­
genvektore n entsprechend den versc hiedenen Eigenwerten Al• . .. , At. d.h . für
i = I , . . . , k bet rachten wir eine Basis

(vi;>,.."v ;:» von Eig(F;A;).

Setzen wir r, := /l ( PF, ,1.; ) , so gilt

SI + . .. + Sl = n, r l + , .. + rk =n und S; ':: r j .

Das geht nur, wenn s, = r, für alle i, das ist Bedingung ii) b).

ii) => iii ). Sei W := Eig (F ; ,1. .) +...+Eig (F ; ,1..1). Nach Lemma 4.1.3 und der
Definition der direkten Summe in 1.6.4 gilt

W = Eig (F; AI) e .. ,e Eig ( F ; ,1..1) .
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Aus ii) und Bedingung iii) in Satz 1.6.4 folgt dirnW = ' 1+ ...+ 'k = n , also ist
w s. v.
iii) => i). Für jedes i € 11, ... , k } sei Bi = (v;o,.. . ,v~: )) eine Basis von

Eig (F; Al) ' Nach 1.6.4 ist

ß := (V;H,... , 1J~ ,l), ... ,V:kl,... ,v:: ))
eine Basis von V, und da sie nach Definition aus Eigenvek toren besteht . ist F
diagonali sierbar. Insbesondere ist s, = r, für alle i und

" I,,-rn,'
" 0

M8 (F ) =

0 '.
1,·-m'L'. 0

4.3.4. Mit Hilfe der gerade abgeschlossenen theoretischen Überlegungen kann
man ein praktisches Verfahren für die Diagonalisierung eines Endomorph ismus
F von einem endlichdimensionalen K·Vektorraum V angeben:

I. Schritt: Mit Hilfe einer Basis A von V und der Matrix A = MA, (F ) berechne
man das charakte ristische Polynom . Wenn man eine Zerlegung in Linearfakto­
ren angeben kann. ist das erste und für die Rechnung entscheidende Hindernis
überwunden.

2. Sch ritt: Für jeden Eigenwert A von F bestimme man durch Lösung eines
linearen Gleichungssystems eine Basis von Eig (F ; A), Damit kann man kontrol­
lieren , ob

dirn Eig (F ; A) = ji (P, ; A)

gilt. Genau dann. wenn dies für alle Ader Fall ist. ist F diagonalisierbar. Ent­
sprechend 4.3.3 bilden dann die Basen der Eigenräume zusammen eine Basis ß
von V.

Beisp iel. Sei F : RJ -+ R1gegeben durch

F(x , y , z ) := (- y + a, -3x - 2y + 3z. - 2x - 2y + 3z) ,
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Für

Bezeichnet lC die kanonische Basis von RJ
, so ist

A := MdF) = ( -~ =~ 3

3

' )

- 2 - 2

und Pr = - I) + /2+ / - I = - (t - 1)2(t + I ). Also sind )'1 = I und ,1.2=-1
die beiden einzigen Eigenwerte von F . Eig ( F; I ) ist der Lösungsraum von

(=: -;~ 1 : ) . ( : : ) = ( ~ )
- 2 - 2 3 - I x ) 0

umgefonn t - X l - X 2 + X ) = 0. Es ist also p.. ( Pr ; I ) = 2 = dimEig ( F; I ), und
«(1 , 0, I) , (0 , I, 1)) ist eine Basis von Eig ( F; 1).

Ebenso ist Eig (F ; - 1) der Lösungsraum von

(
-: -;~ 1 : ) . ( : : ) = ( ~)
- 2 - 2 3+ I X J 0

umgefonn t

XI - X2+ X)= 0 , - 4X2 + 6x) = 0 .

Es ist also p..(Pr ; - I) = I = dim Eig (F; - I ), und (I , 3, 2) ist eine Basis von
Eig ( F ; - I) . Somit ist

B = « 1,0. I) , (0, I , 1) , (I , 3, 2»

eine Basis von R\ bestehend aus Eigenvektoren von F . Für die Transfermari­
onsmatrix S = Ti gilt

S -, = ( ~ 0 : ) , 1<0 S = ~ ( _: . : : )
I 2 I I - I

D .= ( ~ ~ ~ )
o ° - I

muß somit D = SAS- l gelten, was man zur Kontrolle der Rechnung benutzen
kann.
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4.3.5. Ist eine Masse an einer Feder aufgehängt und zur Zeit I = 0 in senkrech­
ter Richtung in die Position y(O) = a mit Geschwindigkeit y(O) = ß ausge­
lenkt, so ist die weitere Bewegung bestimmt durch die Differentialgleichung der
gedämpften Schwingung

j + 2~Y+ llh= o . y(O) =a , y(O)= ß ·

, (tl ---­
'-==..J

8 ild4.4

Dabei sind w. /l e R... Konstanten, w ist durch die Feder und J1 durch die Rei­
bung bestimmt. Wie üblich mach t man daraus mit Yo = Yund y, = ydas lineare
Sys tem erster Ordnung

Yo = YI . Yo(O)= a.

)'1 = - w2Yo - 2J.lYI . Yl(O)= ß ·

Das führt auf die Matrix mit VOll t unabhängigen Einträge n

A = ( _~ -~/l )'
Einer Diagonalisierung von A entspricht eine Entkoppelung des Systems (*).
und wenn A zu einer oberen Dreiecksmatrix gemacht werden kann. ist das Sy­
stem von unten nach oben explizit lösbar (vgl. [Fo2J. §14). Daher betrachten wir
das charakteristische Polynom

PAP.) =Ä1+2J1.Ä+w1 , also Ä=-J1.± JJ1.1 - w'l .
Entscheidend für die Art der Bewegung ist die Diskriminante iJ. 2 - w1• Es sind
drei Fälle möglich.

I ) 0 :: iJ. < co, d.h. iJ. Z - wZ <: 0, (schwache Dämpfung)



(aperi odisc her Grenzfall )

(starke Dämpfung)

2) It = w, d.h . Jl.2 - w2 = 0,

3) Jl. > w,d.h.jt2 _ w2 > 0

Im Fall 3) gibt es zwei verschiedene negative Eigenwerte

Al = - jt + Jj.t 2 _ w2 , A2 = - jJ. - J/l 2 _ w2 ,

also ist A diagonalivierbar.
Im Fall 2) ist A = - !J. = - w ein 2-facher Eigenw ert , die Matrix

A- AE2=( W I )
- w' - w
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hat den Rang I, also ist dirn Eig (A : - rv ) = I. und A ist nicht diagonalisi crbar.
In 4.4 werden wir sehen, daß A trigon alisierbar ist.

Im Fall I) gibt es keine reellen Eigenwerte, da für aber zwei verschiedene kom­
plexe. Also ist A komplex diagonalisie rbar , man kann also zunäc hst komple xe
und daraus reelle Lösungen berechnen. Die explizite Durchführung der Lösung
von (*) überlasse n wir dem Leser (Aufgabe 4 und Aufgabe 4 zu 4.4 ).

4.3.6. Gelegentlich tritt das Problem auf, daß man zwei oder mehrere Endo­
morp hismcn mit einer gemein samen Basis diagonalisieren will (man nennt das
simultane Diagonalüierung) . Daß dies nicht immer gehe n kann, sieht man am
schnellsten mit Matrizen: Gibt es zu A . B E M (n x 11 ; K ) e in S E GL (n ; K )

mit
SAS- I = D und SB S~ I = b,

wobei fJ und nDiagonalmatrizen bezeichn en , so folgt aus D · iJ = iJ .D, daß

B · A = S- IÖS . S- ' DS = S-I OS · s-lns = A · B .

Erfreuliche rweise ist die Ven auschb arkei t auch hin reichend . Es gilt also :

Sa lz, Zwei diagonalisierbare Endomorphismen F ,G E End /((V )sind genau dann
simul tan diagonalisierbar: 11'1'1111 F o G = G o F.

Beweis. Nach Vora ussetzung hat man die Ze rlegun gen in Eigen räume

V = Eig (F ;AI) e $ Eig (1' ; Al )

= Eig (G ; tt d ffi $ Eig (G ; JlI).

wobei 1.. , bzw, ttJ die Eigenw erte von F bzw, G bezeichnen. Wir halten ein A
fest und be trachten

W := Eig(/-" ; 1..) .

Ist W E W, so ist F (G(w )) = G (F (w» = G (l..w) = AG(W), also ist W auch
G · invariant (vg l. 4.4. 1). Wir definieren

Wj := W nEig (G; /-L j ) für j = I, . . . ,I ,
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o

und es genügt zu zeige n. daß W = W\$ . . .EIlW" da dies dann für alle Eigen werte
von F gilt. Wegen Lemma 4.1.3 ist nur zu zeigen . daß

W =W1+ · · · +W/ .

Zu W E W gibt es !.Vi E Eig (G ; !J. j) . so daß W= WI + ...+ !.VI _Daraus folgt

F (w ) = F {wd +...+ F (wd

= .l.w = AWI + . • •+}..w/ .

daher ist wegen der Eindeutigkeit in der direkten Summe

F (wi ) = )"W j' also w i E W und som it W j E Wj •

Aufga ben zu 4.3

1. Beweisen Sie Teil 2) von Salz 4.3.1 mit Hilfe von Theorem 4.3. 3.

Z.Sind die folgenden Matrizen diagonalisierbar?

( ~ ~ i;)C::-:) (-;-:-D
3. Für welche a . b E R ist d ie Matrix

(~ : ~ )
10 0 2

diagona lisierbar?

4. Wir betrac hten das Differentialgleichungssystem mit Anfangswertbedingung

y= A·y. Yo(O)= a, YI (O)= ß (* )

für die gedämpfte Schwingu ng (siehe 4 ,3.5), wobei

A = (_:2_~~ ) .

a) Im Fall /1 > w ist A Ireellj diagonalisierbar. Bestimmen Sie eine Bas is des Ii aus
Eigenvektoren von A und geben Sie eine Basis des Lösungsraums von y = A . y an
(vgl. Aufgabe 3 zu 4 .1). Wie sieht die Lösung von (..) aus?

b) Im Fall jI. < W i ~t A E M(2 )( 2: C) komp lex diago ealisie rbar. Bestimme n Sie d ie
Eigenwerte von A und geben Sie e ine Basis des cJ aus Eigenvektoren von A an. Ist
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). e C Eigenwert von A zum Eigenvl'k tor v E c' , so ist re e" .v, im el.r . v eine Bas is
des Lös ungsraums von y := A . Y ([Fo21, §13). Bestimmen Sie auch in diesem Fall
die Lösung von ( *).

S. Diagonalisieren Sie die Matrizen

( - 5
6

\: ) (-:
0 - \ -:)- I ~ 2 \2 \ 3

A ~ B ~

\ 0 - 2 2 0 - \ - 2
-, 0 , 6 0 - I - 3

aus M(4 x4: IR ) simultan. d. h. besti mmen Sie eine Matrix S e GL(4: R), so dass SAS- t

und SBS- t Diagonalmalrizen sind.

6. Seien A , B e M(n x n: K ) mit AB := BA und alle Eigenwerte von A und B se ien
einfach. Dann gilt : A und B haben die gleichen Eigenvektoren.

7, Zeigen Sie, dass es für ). E K und natürliche Zahlen Jl. n mit 1 .:<: Jl :::. n stets eine
Matrix A e M(n x n:K ) gibt mit Jl(P... : A) := /.I. und dirn Eig (A : Al := 1.

8. Es sei K ein Körper mit char K t:- 2. Zeigen Sie. dass die Lösun gen der Gleichung
Al = E2 in M(2 x 2: K ) geneu von der folgenden Gesta lt sind:

A :=El . A := -EloderA :=SDs~tmiID := ( \ 0)und S eGL(2:K) .
o - I

9. Sei Fein diagonal isierbarer Endemorphismus eines endlichdime nsionalen R-Vektor­
raums, für den gilt: Sind v und w Eigenvekloren von F, so ist u+ w ein Eigenvektor von
F oder u + W := O. Zeigen Sie , dass es e in). e R gibt mit F := ). . id .

10. Seien A, B e M(3 x 3: R) zwei Matrizen mit den charakteristischen Polynomen
p... (1) := - I ) + 212 - 1 und PB{/) := - I) + 712 - 91+ 3. Zeigen Sie. dass der Kern von
AB die Dimension 1 hat.
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4.4 Trigonalisierung*
Wie wir in 4.3.3 gesehen haUen, gibt es zwei Bedingungen für die Diagonalisierbarkeil
eines Endomorphismus:

a} Das charaklerislische Polynommuß in Linearfaktoren l.erfallen, und

b) die Dimensionen der Eigenräume müssen gleich den Vielfachhcitcn der Eigen­
werte sein.

In diesem Abschnittzeigen wir. daß ein Endemorphismus. der nur Bedingung a) erfüllt,
wenigstens durch eine obere Dreicch malrix beschrieben werden kann.

4.4.1. Um die geometrischen Eigenschaften kumpliz.icrter Endornorphismen
besser verstehen zu können, sind ein paar neue Begriffe nützlich .

Definition. Sei F : V _ V ein Endemorphismus und W C V ein Untervektor­
raum. W heißt F-invarianr. wenn F(W ) C W .

Es gibt stets die trivialen. aber nutzlosen Beispiele W = [U] und W = V . Je
mehr weiter e invariante Unterräume exis tieren. desto übersichtlicher ist ein En­
domorp hismus. Ist etwa 1" diegon alis icrbar und (Vi•.. , • vn ) eine Basis aus Ei­
genvcktorcn. so ist

V =Wl ffi .. . ffi W. mir W, =K · v;

eine Ze rlegung in eindimensionale invariante Unterräume. Im Falle mehrfacher
Eigenwerte (4.3.3) hat man eine weitere Zerlegung

V = Eig (F ; AI) \Il ... ffi Eig ( F: A.J

in invariante Unterräume der Dimensionen r l. ". .. r•.
Die Beziehung zwischen invarianten Unterräumenund charakteristischem Po­

lynom isl in einer Richtu ng ganz klar.

Bemerkung. h l W C V ein Fvinvarianter Unter raum. so i.\'1 PF 1W ein Teiler \'011

PF·

Beweis,Wir ergänzen eine Basis B' von W zu einer Basis B von V. Dann ist

M I,(1" ) = ( M1d : 1W) : ),

also PF = PF 11I, • p... nach D9 in 3, 1.3.
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Beispiel. InGltJhat das Polynom I" - 2 für n ~ 2 keinen Teiler kleineren Grades
(Aufgabe 1). Also hat der durch

beschriebene Endomorphismus des Q" nur die trivialen invarianten Unterräume.

" .4.2. Sei A E M(n X/I ; K ) cineobere Dreiecksmat rix. d.h. a ,j = 0 für i > j.
Untcr dem Endomorphismus Ades K" sind die Untervektorrä ume

W, ;= span(e l•.. . , 1.', )

für I :: r :: n invariant. Das motiviert die

Definition . Unter einer Fahne (Y,) in einem n-d imensionalen Vekturraum V ver­
steht man eine Kelle

(Ol = YoC YIC ... C Y. = V

von Untervektorräumen mit dimY, = r . Ist F e End (V), so heißt die Fahne
F-invarill.nt, wenn

F( V, ) CY. für aller e {G. . . . . » } .

Man kann sich Vo als Befestigungspunkt . VI als Stange und Vl als Tuch der
Fahne vorstellen.

Bild 4.5

Mit Hilfe jeder Basis eines Vektorraumes kann man viele Fahnen konstruie­
ren, aber aus der Existenz einer F -invarianten Fahne folgt insbesondere wegen
F(VI ) C VI, daß es eine n Eigenvektor geben muß.
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Bemerkung. Für F E End (V) sindfolgende Bedingungen gleichwertig:

i) Es gib teine F -inl'l/r ianle Fahne in V.

ii) Es gibt eine Basü ß von V, .w daß MN(F) obe re Dreiecksmatrix ist,

Ist das der Fall , so heiß t F trigonaiisierbar,

Bewe is. Die Beziehung zwischen Fahne ( V,) lind Basis ß = ( V i • • • . , IIn) ist
gerege lt durch

v, = span (v J, . . . , v, ) für alle r . o

Überserzt in den Matrizenkalkül ergiht das die

Deänntcn. A E M (n x n: K ) hciBl lr igmw lisierbar,wenn es ein 5 E GL (11 : K )
gibt, so daß SA S - l obere Dreiecksmatrix ist.

" .4.3. Ergebni s dieses Abschnitte s ist der

Tri~onali sierun l':ssatz. Für einen Endomorphamus F eines n-dimensionaten
K -Ve/aorraum/'s sindfolgende Bedin gungen äquivalent:

i) F ist Irigonalisierba r.

ii) Das charakte ristische Polynom P f zerfällt in Linear fakto ren. d.h.

P,. ==±(t -.l..d · . .. · {t - An) mit AI • . .. , An E K.

Mit Hil fe des Fundamentalsatzes der Algebra (1.3.9) folgt das

Korollar. Jeder Endamorphismus eines endlich -dimensionaien komplexen Vl'k4
torraumes ist trigo nalisie rbar: 0

Eine weitere wicht ige Anwendung betrifft die Lösung linea rer Systeme von Dif­
feren tia lgleichun gen ([Fo21. ~ 1 4 ) .

Beweis des Sacrs. i) :} ii) ist klar, denn ist A == (a;j) = M~ ( F) eine obere
Dreiecksmatrix. so folgt aus D8 in 3. 1.3, daß

P,- = (a ll - I) ... . . (a"n - I).

ii) :} i) wird durch Induktion über 11 == dimV bewiesen, Für 11 == O. I ist nichts
L U zeigen. Ist 11 :: 2. so wähle man einen Eigenvektor 1)1 zu AI und ergä nze ihn
zu einer Basis B = (1)1 . Ull . '" ,wn ) von V . Dann ist

V = VI $ W mit VI := span (vl) und W :=span(wl, ' " ,wn ) .
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[
~D" ...a,.

M 8 ( F ) = "
: B

o
VI ist F -invariant, W im allgeme inen nicht ; das Hindernis dagegen sind die Ein­
träge GI ., " "" , G I ." Der Ausweg ist folgender: Durch

H (W j )= Gl jV I und G(W j )=Gl jW2 + • • • +Gwj Wn

sind lineare Abbildungen H : W -+ VI und G ; W -+ W erklärt mit

F (w ) = H (w ) + G (w ) für alle W E W .

V,
F (W)

'W

ßild 4.6

Für die charakteristischen Polynome gilt

PF = P' I - t) ·PG• also PG = ().z - t ) · ... · (A. - t) .

Die Induktionsvoraussetz ung angewandt auf W ergibt eine G -invaria nte Fahne

{Ol = Wo C ... C W. _ I = W ,
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und wir behaupten. daß durc h V, :== VI +W, _l eine F -invarian te Fahne gegeben
ist. Das folgt aus

F(/l VI + w) = ÄI/l V I + H (w ) + G (w)

wegen H (w ) € VI und G(w) e W, _ I für w e W, _l. o

4.4.4. Obwohl obiger Satz sehr nützlich ist. muß man doch bemerken, daß die
Beweismethode nicht genügend sorgfältig auf die Geometrie der Abbildung
achte t.

Beispiel. Ist F e End (R2
) gegeben durch die Diagonalmatrix

D = ( ~ ~ ) .
so kann man mit VI = el und Ä 1 = 1 beginnen . Die Ergänzung durch Wz ist
beliebig: wäh lt man etwa Wz = (- I. 1) , so wird

A = MB(F ) = ( ~ ~ ) .

und damit ist die schöne Diagonalmatrix versaut. Auch vom algebraischen
Standpu nkt hat A eine unangenehme Eigenschaft. Es ist

A=D+N mit N = (~ ~ ) .
Dabei ist N nilpo ten t (vgl. 4.5.7) mit N Z = O. aber D .N #; N . D.

In 4.6 wird gezeigt, wie man den nilpotenten Anteil N auf eine der Abb ildung
ange paßte Normalform bringen kann.

4.4.5. Wir gebe n nun ein Rechenverjahren zur Trigonalisierung eines Endamor­
phismus an. Es genügt dazu, eine Matrix A E M(n x n: K) zu betrachten, für
die

PA= ±(t - All· . .. · (t - Awl mit AI, .. . ,Aw E K .

Gesucht ist eine Matrix 5 E GL (n; K I, so daß

D := 5 · A · 5 - 1

eine obere Dreiecksmatrix ist. Der Beweis des Trigonalisierungssatzes 4.4.3 er­
gibt das folgende Iterationsverfahren.
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I. Schritt: Wir betrachten WI = K" mit der Basis BI = K und dem Endomor­
phismus AI = A. Zu}'l berechnet man einen Eigenvektor VI € K", Nach dem
Austauschlemma 1.5.4 bestimmt man ein i , E {I, ...• 11l, so daß

B~ ;=( V I , e l . . . . .eil' · · · .e.)
wieder eine Basis von K" ist. Das Zeichen - bedeutet dabei. daß e io ausgelassen
wird. Wir betrachten die Transformationsmatrix

S- I ._ T B,
I . - 6 ,

mit der Basis B~ als Spalten. Dann ist

2. Schritt: Wir benachtenW2mit der Basis B; = (e i... . .ei,' . .. , e. ) und dem
EndomorphismusA;.Es ist

Pot; = ± (r - Ä2) · • . .• (r - Ä.l .

Zu Ä2 berechnet man einen Eigenvektor V2 E W 2, und man wählt ein h #: h . so
d,ß

ß; = (V2. e l.. " .ei, . ....eh" " . e" )
eine Basis von W2•also

5 l = (VI. V2. f'l . . .. •eil'· · · •eh •. . . •e. )

eine Basis von K" ist. Mir der Transformationsmatrix S;I = r%,' erhält man

<, • •
0 <, • •

A J = S2 • A . Si l = 0

A',
0 0

Bei der Berechnung von S2kann man benutzen. daß

[ ~d' " 0d T " -un 8 , -: r B',
, "'o
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Spätestens im (11 - 1l oten Schritt erhält man eine obere Dreiecksmatrix A. , denn
A:ist eine (1 x Ij-Matrix. Also ist

D := A. = 5. _1 • A . S~ I

eine obere Dreiecksmatrix.

Vorsicht! Die im ersten Schrill berechnete erste Zeile von Al kann sich in jedem
der folgenden Schritte wieder ändern, analog für die anderen Zeilen. Das ist nicht
ange nehm.

Beispiel. Sei K = R. n = 3 und

A = ( - : : - :)

Dann ist PA = _ (l - 2)3, al5O ),. 1 = Al = ),.) = 2. Wegenrang (A - 2E,l = 2
ist

dimEig(A;2) = t <3 = /L( PA;2),

also ist A nicht diagonalisierbar. Die Iteration läuft wie folg t:

I . Schritt: VI ::: (I , - I , 1), h = I , B2 = ( VI> 1.'2 . t' J) ,

s;' = ( _: ~ ~ ) S, = ( : ~ ~ )
I 0 1 - I 0 I

(
' 43)

A2 =SI · A ,Si 1= Of42

01-2 0

Also ist S = S2'
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Aufgaben zu 4.4

249

I. Zeigen Sie. dass das Polynom (' - 2 E Q[t ] für n == 2 keinen Teiler P E 0 [1] mit
I .::: deg P .::: n - I besitzt.

2. Trigonallsie ren Sie mit dem Verfahren aus 4.4 .5 die Mat rizen

(.: : -:) (=: -: -; )
2 I 0 - 2 - 5

3. Zeigen Sie mit Induktion nach" = dimv: Ist V ein endlichdimensionaler K -vektotra um
und F : V -> V ein nilpotenter Endomorphismus. soexistiert eine Basis ß von V mit

(00 0' ).M/:l (F l =

und es gilt PI' (t) = ±tR •

4. (Fol1setzung von Aufgabe 4 in 4.3.l Ze igen Sie, das s d ie Matrix

A = (_:z _~# )
im Fall # = w mg onahsierbar ist. und bestimmen Sie eine Matrix S E GL(2; Kl. so

da ss 8 = SA S- 1obere Dreiecksmatrix ist. Das Systemj = A . j- geht somit durch d ie

Substituti on z = Sy über in Z = 8 . t . und es reicht. da s (einfachere) System i = 8 . t
zu lösen. Bes timme n Sie auf diese Weise eine Basis des Lösungsraums von y = A . Y
und lösen (..) in 4.3.5 auch im aperiodischen Grenzfall .



250 4 Eigenwerte

4.5 Potenzen eines Endomorphlsmus'
Zur geneuen Besch reibung eines Endemorphismus - insbesondere bei der Suche nach
invarianten Unterräumen - muß man systematisch das Ergebnis de r wiederholten An­
wendun g der Abbildung betrachten. Das legt die Weiterentwicklung der a lgebraiseIlen
Hilfsmittel nahe. Das wich tigste Ergebnis jSI der Satz von CAYLEy-HAMtlTON.

4.5.1. Die Eigenwertbedingu ng F (v) = AV kann man auch komplizierter aus­
drucken: in dem linearen Polynom

L (I)= /- ).

setzt man F sran r und idv statt I, das ergibt

L( F ) := F - Aidv •

und es ist Eig (F ; Al = Ker L ( F ) . Was hat man damit gewonnen? Ist

P (I ) = a," + ... + a ll + 0:0 E K [I ]

ein beliebiges Polynom. so kann man analog

P(F ) := a, F' + .. .+ lX]F +aoidv E End ( V )

setzen. 1st 0 #- v E Ker P(F ). so gilt

Cf,F' (V) + ... + CfIF { v ) + CfOV = 0 ,

d.h. die Vektoren u, F( v ) . . . • , F ' ( v ) sind linear abhängig, wenn P ::F O. Ist
Cf, ::F 0, so folgt, daß

W = span (v, F ( v ) , . . . , F'-l ( vl)

ein F-invarianter Unterraum von V mit I :::: dimW :::: r ist. Ist P { F ) = 0, so
kann man diese Konstruktion mit jedem beliebigen u starten.

Beispiel. Sei F diagonalisierbar mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten

.1>1 ' '' ' , Al und

Q {t ) = (I -All' . .. . (I - All .

Jedes v E V hat nach 4.3.3 eine Darstellung u = VI + ... + " I mit Vi E
Eig (F; A,). Benutzt man, daß für A #- J.l und 0 ::F v E Eig ( F ; A)

0 ::F ( F - pidv)( v) = (A - /J. )v E Eig (F ; A).

so folgt sofort Q (F ) = 0 und Q '(F ) ::F 0 für jeden echten Teiler Q' von Q.
Weiter folgt PF(F ) = 0, wenn

PF = ( t - AI)" · ... · ( t - Ad"

das charakteristische Polynom bezeichnet.
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4.5.2 . Das Einsetzen eines Endemorphismus in Polynome ist beschrieben durch
die Abbildung

Dies ist ein Homomorphismus von Ringen und auch von K -vektorräurnen. Das
Bild

K [F) = l P (F): P(I ) E K i r ]} C End V

ist e in kommutativer Unterring des (nicht kommutativen ) Ringes End V . und der
Kern

T,. := {P{t) E K II] : P{F ) = 01c K [rJ

heißt /deal VOl l F . Wegen dimK [I] = 00 und dimEnd (V ) < 00 gibt es in TI'
ein normiertes Polynom vom Grad :S /12 (vgl. Aufgabe 3). Ist F diagonalisierbar,
so hatten wir in 4.5.1 sogar ein Polynom Q E TI' vom Grad k :s n angegeben.

4.5.3. Wir zeigen nun. daß sich die Schranke der Grade in T,. für alle Endomor­
phismen Faul' /1 = dirnV verbesse rn läßt. Es gilt soga r noch mehr:

Satz von CAYI.Ey· HAMtI.TON. Sei V ein end lichdimensionaler K -Vektor­
raum. F E End{ V) und P,. E K II ] sei" charakteristisches Polynom. Dann
ist

PrCF) =O EEnd (V) .

Insbesondere gilt für jede Matrix A E M(" X II ; K )

PA (A j = O e M(l1 x lI: K ) .

Vorskht! Es ist entscheidend. daß die Null ein Endemorph ismus oder eine Ma­
trix. nicht die Null in K ist. Daher ist der naheliegende •.Beweis"

PA(A ) = det (A - A · E" ) = det{A - Al = del(O) = 0

nicht richt ig. Am Ende steht die 0 E K, der Fehler steht schon in der ersten
Gleichung, weil ganz naiv bei einem Eintrag der Determinante t = A gesellt
wurde. dann aber mit Einträgen aus K weitergerechnet wird.

Mit einem Trick von SERGE LANG [L] kann man diesen falschen Beweis zu
einem richtigen aufmöbeln. Das Problem dabei ist folgendes: die Einträge einer
Determinante müssen aus einem kommutativen Ring stammen (3.2.8). die Ringe
quadratischer Matrizen sind La. nicht kommutativ. Der Ausweg ist, daß man sich
auf den kommutativen Unterr ing (4.5.2)

K [A ] C M (" x n ; K )

beschränken kann. Nach diesen Vorbemerkungen zum
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Beweis. Man kann den Endemorphismus F von V mit Hilfe einer Basis du rch
eine Matrix A E M (n x 11 ; K ) beschreiben . Also genüg t es . den Satz dafür zu
bewe isen.

Für 11 = 1 ist die Aussage trivial , für 11 = 2 kann man sie noch durch direk te
Rechnu ng mit Matrizen beweisen. Im allgemeinen Fall benutzen wir, wie obe n
erläutert , Matrizen mit Eintr ägen aus den kommutativen Ringen Ki l l und K [A ].
Zun ächst sei

B(f) := ' (A - t E. ) E M (n x 11; K II ]) .

Die Einträge von B(t) auße rhalb de r Diagonalen sind Elemente von K , und in
der Diagonalen stehen lineare Polynome. es ist

der B (I) = p... (tl E K Il l . (*)

Nun wird die Unbes timmte I du rch die Matrix A und jeder Eintrag Q i i durch
Il jj E. ersetzt. Das ergibt

(

GII E. - A all E• . .

B(A l = :

ul.E. al. E.

a n l E. )
E M (n X II , K IAJ) .

a•• E. - A

Diese Matrix kann mit einer Spa lte mu ltipliziert werde n, deren Einträge Spalten ­
vektoren des K" sind. Insbesondere ist

8 (A ) ( ' ,' ) ~ ( a,:" -M,+"','" + .. + "." . ) ~ ( 00: ) (..)
en "I " l! I + tl2.1!2 + ...+ CI" . e. - A I! .

Nun se i R: (1) E M (n x n ; K Ir ]) die in 3.3. 1 erkl ärte, zu R(f) komp lementäre
Matrix. Ihre Einträ ge sind entsprec hend der Delinilio n Polynome vom Grad
~ n - I, und es gilt wegen (.)

R ;(I ) . R ( f) = p... (!) . En •

Setzt man auf beiden Seiten A für I ein, so folgt mit Hilfe von (**)

(P,:Al P,:J (n~(::::::J ~ (: )
Da P... (A ) auf einer Basis die w erte OE K" hat. ist p... <Al ==:0 als Matr ix. 0

Dieser Beweis ist extrem kurz und elegant, aber fiir einen Geometer
mag er wie alge braischer Hokuspoku s aussehen . Daher noch ein anderer
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Bewe is. bei dem man vie lleicht besser ein Gefühl dafür bekommen kann ,
warum die Kombination Pr(F) von Potenzen von F all es in V zu Null mach t.

Zunäc hst betrachten wir den Spezialfall K = C. Nach 4.4.3 iSI F trigonali­
ste rbar . d.h. es gibt eine F -invariante Fahne

{O} = VoC VI C ... C V. = V .

IM ß = (Vi•...• v. ) eine Basis von V mit V; = span (V., . . .• v;) fü r
i = 1. .... n .soist

( '0' :. ) .M8( F ) = "-

wobe i AIo'" . A. E C die Eigenwerte von F sind. Da

PI' = (AI - 1) .. .. . (A. - t ).

kann man Pd F ) schrittweise aufbauen; Ist

G, := (Alidv - F) O(A1idy - F) o ... o (A, id v - F ) E End (V)

für i = l• ... . 1/. so iSI G. = Pf (F ). Es genügt also durch Induktion zu zeigen.
daß

G;(\I, ) = {OI füri =l • . . .. n ,

Dcr Fall i = I ist klar , da F (vd =A1VI .Sei nun ; ::: zund u e V;. Dann gibt es
ein w E \1; _1 und ein IJ E C. so daß v = w + IJV; . Da

A,W - F (w ) E \1; _1 und A,V; - F (v,) E V;_ I .

ist nach Induktion svoraussetzung

G,(w ) = (G,_1 0 (A,id ~· - F )) (w ) =G,_I (A,W- F (w » = °
""d

G , (Vi ) = (G,_I 0 (A, id y - F )) ( 11,) = G,_I (A,Vi - F ( lIi » = O.

Also istG, (v) = G,(w) + pG,(v;) = O.
Der Leser möchte sich überlegen. wie viel einfacher de r Beweis wird. wenn F

diagonalisierbar iSI. d.h. wenn F ( v;) = A,V; (vgl. Aufgabe 5) .
Den f all K = R kann man durch Kmnplexijiä enmg auf den obigen Fall

zurückführe n. obwoh l F nicht reell trigonalisierbar sein muß. Am ein fachsten
geht das mit Hilfe einer Matrix

A = M8( F ) .

wobei ß irgend eine Basis von V ist (die "professione lle" Methode der Kc r uple­
xifizierung iSI in 6.3.4 b) ausge führt). A beschreibt einen Endemorphismus

A: C· _C·.
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also isr PA( A j = 0 E Ende n, Nach 2.6.4 ist

Mt« Pr ( F) = Pf (M!,(P )) = 1',, (A j ,

also auch P,.( F) = Oe End V .
Diese Meth ode ist nicht au f R. und C beschränkt, denn 1.U jedem Körper K und

jedem Polynom f E K [t l gibt es einen Oberkörper K' ::J K, so daß j e K'[t )
in Linearfaktoren zerfall t: etwa den Zafällullgskörper von f oder den algebrai­
schen Abschluß von K (s iehe 1..B. IF-SJ).

4,5.4. Als Beispiel für eine Anwendung des Satzes VOll CAYLEy-HAMJLTOr-;
woll en wir in Analogie zu Korollar 4.4.3 zeigen. daß sichjeder Endomorphismus
eines ree llen Vektorraumes beina he trigonalisiercn läßt.

Th eorem . 1.11 F Endamorp hismu s eines reelle n vetaorraumes V• .WJ gibr ".1 eine
Basis ß dann , daß

•

mit AI. . . . . A, E R wut B,

o

( 0\ --'h',) mi/b" c; E IR und b~ - 4c, < 0

f iir i= l , .. . , m.

Lemma . Jede r Endamorphismus F eines reellen Veklorrauma V mil
dimV ::: I hat einen invarianten Unte rraum W mil 1 ~ dim W ~ 2.

Beweis des Lemmas. Nach 1.3.10 gibt es eine Zer legeng

Pr =:= ± (I - Ad· ... . (I - Ar )' Q I(r)· ... . Q", (I )

mit Q j(t ) =:= t 2+ b,1+ Cj und b,2_4c; < O. Ist r ::: 1, so gibt es einen Eigenvek tor
VI zu A lo und W =:= IR . VI ist invariant.

Im f all r =:= 0 starten wir mit einem bel iebigen 0 # tI E V . Nach CAYLEY­

HAMILTON ist

I' dF)(v) =:= ( Q I( f') 0 ... 0 Q .. {F» (lI) =:=O .

Also gibt es ein eindeutig bestimmtes i E Il . . . . •m} mit

w:=:= (Q,+ I( F ) o . . . o Q.. ( f"» )(v) # O und Q; (F )( w ) = 0.
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wobe i w := v gese tz t wird. falls i = m, d.h. Q.. (F)(v) = O. Wir setzen

W ;= spart(w , F (w» .
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Aus Q,(F)(w ) = 0 folgt

F (F (w » + b,F(w) + CiW = 0 ,

also ist F (W ) C W. Da F keinen Eigenwert hat. ist B = (w . F(w» eine Basis
von W, und es gilt

also PF1"" = Q,U ). o
Den Beweis des Theorems führt man schri ttwe ise nach dem Muster des Induk ­
uon sbcwelses von Satz 4.4 .3. In der ers ten Etappe baut man die Eigenr äume ab.
in der zweiten die zwei dimensionalen invarianten Unterraume. Das ergibt ein e
Folge von Zer legungen

V = Vo (11 W1 = VI (11 W1 = V2 (11 W, = . . . = V, (11 W'+1

= V, +2 (11 W,+J = V' +4 (11 W,+, = ... = V,+2mGI W, +2..+1•

wobei WI = V . W,+2m+1 = {O} und

[01 = Vo e VI e ... e V, C V,+2 c .. . e V, +2m = V

mit dimVj = j und F(Vj ) e Vj ' Dazu verw endet man die eindeuti ge Zer legung
' 00

F IWi ; W; -+V = V;_I GlW; in F IWi ; H, +F; mit

H, : W; -+Vi_ 1 und Fi ; W, -.W, .

Die Einzelheiten seie n getro st dem Lese r übe rlassen . o

4.5.5. Nun wollen wir das in 4.5. 2 begonnen e und du rch den Salz von CAYLEY­

H AM ILTON unterbrochene Spiel mit den Polynomen noch etwa s weiter treiben.

Definition. Eine Teilmenge 1 eines kommutativen Ringes R heißt Ideal, wenn
gilt

1 I P, Q E 1 ::::} P - Q E 1 .

12 P E I, Q E R::::} Q . P E z.
Ein Beispiel dafür ist unser Ideal I F e K [I ).
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Satz.. Zu jedem [deal I c K [t]mit I i- {O} gibt es ein eindeutiges Polynom M
mit j oigentien Eigenschaften:

1) M ist normiert, d.h.M = t;d + .... wobei d = dcgM .

2) Für jedes P E I gibt es ein Q E Klt]mit P = Q . M.

o
R =P -Q .M E I

im Widerspruch zur Minimalität von d. Die Eindeutigkeit ist klar .

M beißtMinimalpolynom von I , im Fall I = I~· Minimaipolynom von F.

Beweis. Sei d ;"" min {r : es gibteinP E I mitP f- Ounclr= clegP} E N.
Wir nehmen ein nonniertes M E I mit deg M = d. Ein beliebiges P E I
dividiere n wir entsprechend 1.3.7 mit Rest durch M :

P =Q· M + R ,

wobei R = 0 ode r deg R < d. Es genügt, den Fall R i- Oauszuschließen . Dann
wäre

4.5 .6. Es ist in der Geometrie eines Endomorphismus begründet. wie weit sich
das Minimalpolynom vom charakteristischen Polynom un terscheidet.

Beisp iel. Sei
o 1

. " 0
1

A ~

o

o
...
-. 0

o

E M{n x nj K ) ,

wobei d - 1 mit 1 :5 d :5 n die Anzahl der Einsen in der Nebendiagonalen
bezeichnet. Das bedeutet

A(ed =O , A(e2) = el , ' " , A(ed) = ed_l und A(",,) = O sonst.

Für die Pote nzen Al mit 1 :5 I :5 d gilt Al(ed) = Cd-I> also ist Ad = O. aber
Ad- 1 i- Q.Daraus folgt

PA = ± t", MA= r.
Im Extremfall d = 1 ist A = 0 und PA = ±MÄ.

Allgemein gil t folgende Beziehung zwischen charakteristi schem Polynom PF

und Minimalpolynom M~· :
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Sa tz. Sei V ein n -dimensiona ler K -Vektorraum, F E End (V ). Dann gilt:

1} MF ,eiltPF.

2J PF teilt M'f.

Beweis. I) folgt sofort aus dem Satz von CAYLEY-HAMILTON . Zum Beweis von
2) wollen wir voraussetzen, daß K Unterkörper von C ist. Im allgemeinen Fall
kann man einen algeb raischen Abschluß K verwenden, aber so weit wollen wir
nicht in die Algebra ausschweifen (vgl. [F-SI).

Wir können F ersetzen durch A E M(n x n; K ). Die Polynome MA. und PA.
zerfallen über C in Linearfaktoren (vgl. 1.3.9). Zunächst betrachten wir

PA. = ±(f - Al)" . . . . . (r - A.Y' ,

wobei Al. . . . , Al E C paarweise verschieden sind. Aus Teil I ) folgt

MA. = (I - AI)" · .. . · (t - A. )'· mit O ~ s; ~" für i = I , . .. . k .

d.h. M A. hat keine weiteren Linearfaktoren. Wir zeigen. daß keiner fehlt, d .h. daß
Si ::: 1 ist für alle i . Angenommen s, = 0 für ein i . Dann nehmen wir einen
Eigenvektor u, E V zu A; und wenden MA. (A) darauf an. Mit der gleichen
Rechnung wie im Beispiel 4.5.1 folgt

MA. (A )(v, ) =F 0

im Widerspruch zu MA. (A) == O. Nun definieren wir
Q := (r - Alr" -" . . .. . (I - A.t"-.. E C1rl .

Nach Definition von Q gilt M~ = ±Q . PA. , und da M~ , PA. E K [t ) folgt
Q E K ir] (Aufgabe 5 zu 1.3). 0

4,5.7. Manchmal kann das Minimalpolynom helfen, Beweise etwas abstrakter
und kürzer zu machen. Dafür geben wir ein naheliegendes Beispiel.

Deünluon. Man nennt F E End K(V) ni/potent,wenn F" = 0 für ein k ::: I.

Sa tz. tst F E End d V) und n = dimV, so sindfolgende Aussagen äquivalent:

iJ Fist mtpotent.

iiJ F d = 0 fii r ein d mit [ :: d :: n.

iii J PF = ±r".

ivJ Es gibl eine Basis ß 1'0 /1 V , so daß

(00 0' )M fj (F ) =
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He lt'd~. i) bcdc utct r E I f • Also ist Mf = ,J mit I .::: d .::: 11 und 1',. = ±/".
Das zeigt i ) ~ ii ) und iii). Der Tn gonalisicrun gssatz 4.4.3 enthält i ii) =} IV).
Schließlich felgt IV) ~ i) nach Aufgabe 2 zu 2.5. 0

Aufgabe 3 7.U 4.4 zeigt. daß es auch ohne Minimalpolynom geht.

Aufgaben zu 4.5

I. Sei F : V ..... V linear und P E K II]. Zeigen Sie: Ist A E K ein Eigenwert von F. so
ist 1'(1..) ein Eigenwen von 1' ( 1-').

2. lsIF : v ..... V lincarund l'. Q € K[l l. so ist

('(F) 0 Q (Fl = Q(F) 0 P{F) = ( I' . QHF) .

.l. Se i F : V ..... V cin Endomorphtsmus des K·ve ktortaums V. Darm gilt:

a) Die Ahhi ldung <1>F : K II] ..... End( V). P i l ) ...... I' (F) i,te in Homomurphismus von
Ringen und von K~Vckl"rräumen .

b) K I F ) = lP(F ) : P € K i r )] iSI ci n kommutativer Unterring von End(V ).

cl 1' 1dimV = 11 < 00, so existiert ein normiertes Polynom I' E Kl r l vom Grad ~ 'r
mil P(F) = O. (Hinweis: Betrachten Sie id. F. F2, ,. " F"'.,

4. Bewe isen Sie den Satz von CAYLEY·HAMI[.TOS durch direkle Rechnung für Matri­
zen
A E M(2 x 2; K }.

5. Beweisen Sie den SaU vun CAYlEY- HAMllTO~ für einen diagunal ierbarcn Endo­
morphismus.

6. Gebe n Sie noch einen anderen Beweis des Satzes von CAYl Ey-HAMllTON durch
Induk tion mich 11 = dim V mil der folge nden Methode :

a) Zeigen Sie . dass F (W ) C W und berechne n Sie Pe(l ) für G := F IW (siehe Aufga­
be 4 in 4.2).

b) Ze igenSie PG(G }=O eEnd (Wj ,

ej Fo lgern Sie da raus im Fall k < 11 mir der Bemerkung aus 4.4.4 und de r Induktions­
armahme . dass PF(F ) = O.

7. Seien AI. . . . . 1., e K die paarweise verschiedenen Eigenwerte eines diagunalisicr­

baren Endummphismus F über einem endlichdimcnsinnalcn VeklOITaum. Ze igen Sie .

dass (I - All . . ... (I - Ar) E K [t I das Minimalpolynom \'nn F ist.
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Gegen stand dieses Abschnittes sind Endomorphisrn en. deren cbarakreristlsc hes Poly ­
nom in Linearfaktoren zerfallt Bedingungen für die Diagon~li si erb~rke it sind in 4.1.3
und 4 .3.3 angegeben. Sind sie nicht erfüllt, so kann man entsprechend 4.4 .3 wenigstens
trigonalisiere n. Unbefriedigend dabei ist, daß man gar nichts von den Einträgen über der
Diagonale weiß. Das wird nun nachgeholt

Wir benutzen dabei nur elementare Methoden der linearen Algebra und verzichten
darauf, das Minimalpolynom und die Teilbarkeitsaheone im Polynomring einzusetzen.
Damit geht manches etwas eleganter. aber insgesamt nicht kürzer (vgl. etwa (8 21).

4,6,1. Im folgenden sei stets K ein belieb iger Körper und V ein K -vektorraum
mitdimV ::: L ist F E End (V ) und

PT' = ± (t - AI)" . ", . (t - Al )" mit AI, .. . , A.l E K paarweise verschieden,

so ist V nach 4.3.3 genau dann dire kte Summe der F -invariante n Eigen räume
Eig (F ; A,), wenn

dimEig ( F;Ai) = Jl( PF; Ai) = ri .

Ist die Dimension des Eigenraumes zu klei n, so kann man ihn mit folgendem
Trick passend vergrößern. Für einen Eigenwert Ade r Vielfacbheit r ::: I ist

Eig (F ; A) = Ker (F - Aidl' ) C Ker ( F - Aidv)' = ; Hau (F; A) ,

Man nennt Hau ( F ; A) den Hauptraum (oder verallgemeinerten Eigenraumi
von F zum Eigenwert A. Damit kann rnan schon das Ergebnis der ersten Etappe
formulie ren:

Satz über d ie Hauptraumzerlegung. Sei F E End K (V ) und

PF = ± (t - Aj)" ' " . ' (I - Akl"

mit paa rweise verschiedenen AI, .. . , Al E K . Es sei V; := Hau (F ;A;) C V fii r
je des Ai der Hauptraum. DWIII gitt:

/) F{V;) C V;muidimVi = rijüri = I , .. , , k,

2) V = VI ffi . . . $ V• .

3) F hat eine Zerlegeng F = FD+ FNmit

a) FD diagona tisie rbar;

b) FN nilpotent.

c) Fv oFN =FNoFo.

Übe rsetzt man das in die Sprache der Matrizen , und verwendet man noch, daß
jede nilpotente Matrix in eine obere Dreiecksmatrix transformiert werden kann
(4.5 .7) , so erhält man das



260 4 Eigenwerte

Korollar. Sei A E M{n x n; K l, so daß p... = ±(t - Al)" . . • • • (t - Ak )" . Dann
gibt es eine invertierbareMatrix S E GL (n; K ) derart. daß

I>"" +N'I 0

=:A.

o

wobeifa r i = I .. .. , k

(
>0' : , )A;E" +N; = .... e M (r, x rj; K).

Insbesondere ist A= D + N . wobei D Diagonalmatrix. N nilpotent ist, und es
gil l

D ·N=N ·D . o

Folgerungen aus der letzt en Eigen schaft sind in Aufgabe 4 und Aufgabe 5 ent­
halten.

4,6.2. Zur Vorbereitung der Hauptraumzerlegung be trachten wir einen Eigen.
wert .I. von F und Potenzen von

G := F - .l.. idv •

Das könn en wir auch für ein ganz beliebiges G E End V tun. Offensichtlich hat
man die Kett en

(O) C Ker G C Ker G2 C C KerG' ,

v o ImG ::> ImGz :J :> ImG/ .

und für jedes I ist dirn Ker C I +dim Im G I = dimV nach 2.2.4. Im allgeme inen
ist jedoc h

Ker ä nlmCI "" {Ol .
man hat also keine direkte Summe (vgL Bei spiel 45 .6), Da V endlichdimensio­
nal ist, können die beiden Ketten nicht endlos auf- bzw. absteig en. Das ist der
Schlüssel zum entscheiden den
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Lemma von F IT TI NG. Zu einem G e End K(V ) betrachten wir die beiden Zah­

l"

d :=min(/ e N : KerG' = Ker GI+11 und r :=/L(PG;O) ,

wobei G" := id ,.. Danngilt:

J ) d = minl/: Im G' = Im G'+1J.

2) KerOd+; = Ker Gd• Im Od+; = Im Gdf ür alle i E N.

3) Die Räume U := Ker Gd lind W := Im Gd sind Gsmvariant.

4 ) (G IUjd = OUlldG IW :W _ W istein Isomorphismus.

5) Für das Minima/polynom ~'on GIU gi/I M c1u = I d.

6 ) V = U $ W, d imU = r ~ d. d i mW = II - r.

Insbesondere gibl es eine Basis B VOll V , SO daß

MB(G ) = (~~ ) mit Nd=O und Ce GL(n - r ; K) .

Beweis. Wir betrachte n das Diagramm

oKer GI C V _ Im G'
n u

Ker G'+1 C V~ ImGH I .

Unter Benutzung der Dimensionsrormel z.z.a für G' und G'+
1 folgt

Im G'+1 = lm G' {} dim lmGH I = dim lmG'
<:} dim KerG'+1 = dirn KerG'
<:} Ker GI+1= KerGI.

Dies ist weiter gleichwertig damit , daß G llm GI: Im G' -+ Im G'+
1 ein Isomor­

phismu s iSI. Daraus folgt sofort 1) und GIW Isomorphismus, also auch 2). Der
Rest von 3) und 4) iSI klar. Zu 5) genügt es zu zeigen, daß aus (GIU)d -' = 0
folgen würde, daß

KerGd = U C Ker Gd
- l .

Ist v E U n W, so isl Gd(V) = Ound v = Gd(w ) für ein w e V . Daraus folgt
G Zd( w) = 0, also

we Ker G Zd = KerGd
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nach 2). und somit 0 = GJ(w) = u. Damit hat man V = U<1' W. und es bleibt
die Berechnung der Dimension von U . Nach Definition von U ist dimU ::: d .
Wegen

I ' . Q = Pa = FalU . PG1W mit Q(O) '" 0
und P0 1U = ±, '" mit m = dimU folgt /Il = r , denn für den Isomorphismus G IW
ist Po11dO ) #- O. 0

Insbesondere folgt aus den obigen Argumenten die

Bemt'rkung. /sl AEigenwert \'0/1 Fund G ::= F - .l. id v. so ist d = 1 gle ichbe­
deutend mit

Eig ( F : Al = Hau (F; A) . o

4.6.3. Nun beweisen wir den Sm: iiberdie Hauptraumserlegung durch Induk­
tion übe r die Zah l k ::: I der versc hiedenen Eigenwe rte. ZU"I definieren wir
G := F - AI . idv_Dann ist

Pa (t - Ad = Pr(l ) , also j.t( Pa : 0) = jJ.(PF : )...) = '1 .

Nach Lemma 4.6.2 ist V = Hau ( F ; Al) $ W , und die beiden Summanden sind
wegen F = G + Ä1 idv auch F -invarianl. Weiter gilt

P' IIfi = ±(I - A2)"· . . . · (I - AI)" ,

also können wir auf F IW die Induktionsannahme anwenden, daraus folgen I )

und 2).
Die Zerlegung 3) zeig t man am einfachsten mit Matrizen . die Bezeichnungen

se ien wie im Korollar gewähl t. Die Existenz erhält man mit

D ~ (~ ~) und N~ (~ ~)
eine einfache Rechnung zeigt

D . N _ (~ 0 ) = N . D.

o lAINIl 0

Zusa tz, Die Zerlegung F = Fo + FN iSI sogar eindeutig, wenn mana). b) und
c) verlangt.

Der Beweis benu tzt 4.3.6 und etwas Teilbarkei tstheorie von Polynomen (v gl. et­
wa [B21. §l l l.
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4.6.4. Aus den obigen Beweisen kann man ein Rechenverfahren ableiten. wir
geben dafür ein

Beispiel. Gegeben sei die Matrix

A ~ ( -~: -~: - : ~ )
- 4 ~6 - I

mit Pli = _ l l + 5/2 - 71+ 3 = - (1 - 1)1 . (t - 3). ln der Notation von 4.6.3 ist
k = 2, AI = I , r l = 2, Al = 3, r: = I . Wir betrachten die Matrizen

BI= A - AlE) = ( - ~: -~~ - :~ ) . B2= A - A2E) = ( -~~ - ~~ - :~ ).
- 4 - 6 - 2 - 4 - 6 - 4

sowie

B;' = B; = ( _~: _~: _~~ ), B;' =B2.
- 4 - 4 - 8

Es iSIrang B l = 2 > 1 = rang B~ . Daraus folgt

Eig (A : Al) = KerBI~ Ker B~ = Hau (A ; At) .

und somit ist A nicht diago nalisierbar, Indem man die zu B: und B2gehörenden
homogenen Gleichungssysteme löst. erhäl t man Basen

(' (2. O. - I). '(0, 2. -1)) von Hau (A: AI)

'( - 7.4. 1) von Hau (A;A2) = Eig(A;A2).

Trägt man die erhaltenen Basisvektoren als Spalten in eine Matrix ein, so erhält
man

S- ' = ( ~ ~ - : )
- I - I I

sowie

S AS -' = ( ~~ - :~nund

(
-6-7-14 )

undS =~ 458

- 2 - 2 - 4

(
16 25 ) = E2+ N miIN2 =0.
- 9 - 14



264 4 Eigenwerte

Nun muß man noch die Basis von Hau (A: Al) so transformie ren, daß ein Basis­
vektor v Eige nvektor zu AI wi rd (vgl. 4.4.5). Er hat die Form

IJ = Cl" '( 2. 0. - I )+ ß · ' (0, 2. - I).

Die Bedingung A I! = v ergibt 30' + 5ß = O.also kann man v = ' (5, - 3. - I)
wählen. Aus der neuen Basis von IRJ erhä lt man die Transform ation smatrix

r -' ~ ( _: ~ - ; ) T ~ ~ ( - ; -~ =:)
- I - 1 1 - 3 - 3 - 6

sowie

4.6.5. Auf der zweiten Etappe des Weges zur JORDANsehen Nonnalfonn wird
zu einem nilpotenten Endomorphismus eine Basis maßgeschneidert. Um das Er­
gebnis einfach formulieren zu könne n, definie ren wir die Jordanmatrix

J, ,' -- [ 0° 0°1 ) E M(k x k; K ) ,

für die J: = 0 gilt. und k die minimale Potenz mit dieser Eigenschaft ist. Man
beachte. daß J1 = (0) .

Th eorem. Sei G ein nilpotenter Endamorphism us eines K -Vektorraumes V und
d := min(l : G ' = 01. D W lIl gibt es eindeutig bestimmte Zahlen S I • . . .• SJ € N
mit

d ' sJ + (d - I)SJ _I + ••. + S l = r = dimV

und eine Basis ß 1.'011 V. so daß
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J,

o

o

J ,

J ,

} sJ·mal

} sJ_rmal .

Beweis. Wir definieren V, := Ker GI und betrachten die Kette

{Ol = Vo C VI C .. . C VJ _ I C VJ = V.

Da d min imal ist. sind alle Inklusionen echt. Wir verme rken zwe i weitere Eigen­
schaften:

(I ) Für I s I s d ist G - 1(U/-l ) = VI. insbesonde re G(VI ) C V,-I­

Das ist klar, denn

v E G - I(V/-l ) {} G(v) E V/-l {} 0 = G' - I (G (v» = GI(v ) {} v E VI .

Durch Anwendung von G auf die erste Gleichung folgt

G(V,) = G (G - I (U/-l ) ) C VI _I '

Daß hier keine Gleichhei t mehr gelte n muß, sieht man etwa an der durch

G(f'l) = G (e2) = O . G (eJ) = ez

gegebenen Abbi ldung des X l mitd = 2.

(2) Ist W C V ein Unte rvektorra um mit W n VI = {Ol für irgend ein I >0. so
ist G IW injektiv.

Denn da KerG = VI C VI. gilt sogar W n Ker G = [O].

Dam it konstruieren wir nun schrittweise eine direkte Summenzerlegung von V.
Zunächst wäh len wir WJ C V mit

V = V J = Ud_l EIl Wd·

Aus (I) folgt G (Wd) C Ud_l und G(WJ ) n Ud_2 = [U]. Also gibt es eine zerre­
gung
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Die Iteration dieses Verfahrens kann man sehernarisch dars tellen. wobei die
Pfeile die Wirkung von G zeigen:

V,
I

U J _I '" W,

I I
U J _l '"

W
J
_ 1 '" W,

I I I

V, '" W, '" W, '" '" w,
I I I I
V. '" W, '" W, '" '" W"_l '" W,

Jede Zei le ist dabei eine Zer tegung von V , wegen Uo = 0 ist insbesondere

V = W1 GlW2 ltl .. . mWJ .

Da nach (2) alt die Beschränkungen von G in der Kelle

WJ --j. WJ _ 1 _ . . . ...... W1

injektiv sind. können wir nun be i WJ beginnend durch schrillweise Ergänzung
Basen aller W/ und damit insgesamt eine Basis von V nach folgendem Schema
erhalten :

'"wl , . .

G(w\J' ,. . .
'". . ,w...

. . .G (w1~ ' ) . 1.1-11"', 1.1 -11.... . . ws. _,

Dabei ist die ers te Zeile eine Basis von W,j. die zwei te von WJ _ 1• und schließlich
die letzte von

Die Matri x Mu(G ) har die versprochene Form . wenn man 8 in folgender Weise
anordnet: Man läuft in jeder Spalte von unten nach oben und Best die Spalten
von links nach rechts.
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-30)
2 0

o 4

Um zu zeigen, daß die Zahlen SI, . . . , SJ allein durch G bes timmt sind. benut ­
zen wir die Exi stenz von Zerlegungen

V, = V' _I EI' W, = V,_l EI' G(W'+I) EI' W,
fü r I = 1. . . • , d mit WJ +I = O. Danach ist

SI = dimW, = dimV, - dimV
'
_1 - dimW'+I '

also sind diese Zahlen rekur siv aus den Dimensionen der Kerne von GI bere ­
chenbar (vg l. Aufgabe 6). 0

4.6.6. Wir berechnen ein einfaches

Beisp iel. Gegeben sei die Matrix

B ~U~nmit B' =U~nund B ' = 0

Es ist d = 3. und für VI := Ker 8 ' gilt

{ül = VI)C VI = span er C V2 = span (e l,e2) C V l = aJ
.

Aus der Bedingung

RJ = V2$ WJ

folgt . daß wir WJ = span er wählen können. Somit ist SJ = 1. Aus

RJ = V I Efl W2$ WJ

folgt dim W2 = 1, also S2 = 0 , und 8 . e j = ' (3 . 2, 0) ist der richti ge Basisvektor
von W2. Schließlich ist

RJ = Vo$ Wl $ Wz$ WJ .

Der gesuchte Basisvektor von Wl ist 8
2, el = 8 -' (3. 2, 0) = 21' 10 somit ist auch

SI = O. Trägt man die gefundene n Basisvektoren in der richtigen Reihenfolge
als Spalten in eine Matrix ein , so erhält man

r -' = ( ~ ~ ~ ) , und daraus

00 1

Das Ergebnis ist die Jordanmatrix

TBT -' =0~n
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4.6.7. Durch Kombination der Hauptraumzerlegung aus 4.6.1 und der Normal­
form nilpote nter Endomorphismen aus 4 .6.5 erhält man schließlich die

J ORDANsche Normalform . Sei F € End .dV ) derart. daß das charakterisu­
sehe Polynom in Linearfaktoren zeifällt, also

PT' = ± (t - AI)"· . . . . (1 - )"d "

mit paa rweise verschiedenen )'1 • •. .• Al E K. Dann gibt es eine 8os ;s ß von V.
so daß

o

M s(Fj =

o

wobei N, fü r i = I, ... , k in der Normalform von 4.6.5 ISI. Ausgeschrieben
bedeutet das

'.
1
Ai 0

"AjE" + Ni =
1
Ai 0

o

"Diese Teilmatrix zum Eigenwert Aj enthält außer Nullen nur Jordanmatrizen ent-
lang der Diagonale. Ein Block der Gestalt

"

'.
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mit dEinträgen Ä; und d - I Einsen heißt Jordanblock der Länge d zu Ä, . Der
oberste und größte Jordanblock in Ä,E.,+ N, hat die Größe d, mit

1 :;; d, = min {/ : N: =o}:::: r"
das ist die Vielfachheit der Nullstelle Äi im Minimalpolynom von F (Aufgabe
8) .

Für I s j :;; d, seien s)' )~ 0 die Anzahlen der Jordanblöcke der Größe j zu

Äi in Ä, E., + N,. Es ist J~~) ~ I. und durch Abzahlung der Längen folgt

l'l (i) (;1
d;sd, +(d, - I)Sd,_I + ... +J I < r,

Die Elemente Ä; € K und r. , d" J)'IE N sind allein durch den Endomorphismus

F bestimmt (für die Jyl folgt das aus Aufgabe 6). Sie heißen daher Invarianten
von F . Die Eigenwerte Ä; kann man im Fall K = R oder C kont inuierli che
Invarianten nennen . Die anderen sind disk ret und durch die oben angegebe nen
Bezeichnungen, sowie

r l + " ' + ' I = n

aneinander gekoppelt. Alle Invarianten zusammen beschreiben in komprimierter
Form die "Geometrie von F" . Umgekehrt bedeutet dies, daß es so viele Möglich­
keiten gibt, wesentlich verschiedene Endemorphismen zu konstruieren, wie man
,,Sätze" von solchen Invarianten zusammenstellen kann. Nur die Reihenfolge der
Jordanblöcke ist unwesentlich, sie kann durch eine passende Permutation der Ba­
sisvektoren beliebig verändert werden. Das ist die Aussage dieses wohl schwie­
rigsten Theorems der eleme ntaren linearen Algehra.

Das Verfahren, die Nonna lfonn zu berechnen, hat prakti sche Anwendungen,
etwa bei der Lösung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit kon­
stanten Koeffizienten. An sich genügt es, die Systeme nach verschiedenenen Ei­
genwerten zu entkoppel n (das geht mit der Hauptraumzerlegung) und in jedem
Hauptraum zu trigonalisicre n (dann kann man die Teilsysteme von unten nach
oben lösen, vgl. [Fo 2J, §14). Aber der Rechenaufwand für die verbesserte Tri­
gonalisierung mit der JORDAN-Methode ist kaum größer als bei der Methode aus
4.4 .5.

Nach all den schon ge leisteten Vorbereitungen ist der BeweiJ nunmehr ganz
kurz: Für i = I, . . . . k setzen wir

V, := Hau (F ; Ä;) und c. := (F- Ä;idv)JV; .

Anwendung von 4 .6.5 auf G ; ergibt eine Basis B, von \1; , und aus BI • . . .• BI
baut man sieh das gesuchte B auf (vgl. 1.6.4) . 0



270 4 Eigenwene

o

Für die Minimalpolynome von G, und F gilt (Aufgabe 8)

MG, = ,J, und MF= (1 _ AI)d, • . . .• (1 _ )...)J" .

Ist speziell d l = . . . = d j = 1, so gibt es keine Einsen neben der Diagonale. und
es folgt zusammen mit 4.6.1 und 4 .6.7 das

Korollar. Für ein F E End K (V ) sintifolgende Bedingungen gleichwertig:

i) F ist dlagonalisierbar.

ii) MF = (1- Al)· • • • · (t - AI). woneiAI>• • . • AI die verschiedenen Eigenwerte
\'011 F bezeichnen.

iii) Es gibl paarweise verschiedene AI, . . . , Am E K. so daß
(F - A1idv) 0 . . . o ( F - Amidvl = 0 E End K(V) .

4.6.8. Für die praktische Berechnung der lordansehen Nonna lform verwenden
wir wieder das

Beispiel.

A=(-: ~ -:)
I 2 3

mit dem charakteris tischen Polynom P~ = - (I - 2») (vgl. 4.4 .5). Wir betrachten

8:=A -2El=(-: _: _ ~ ) mit B2 = (~ _~ _~ )
1 2 1 0 2 2

und B·I = O. Dann ist

V, := KerB = span ' (I , -1.1)

VI := KerB2 = span (' {l , - I. I ), '(O.- I . I) .
Entsprechend 4.6.5 haben wir die Zerlegungen

RJ = ~ $ ~ = V, $ ~ $ ~= ~ $ WI$ ~ $ ~,

das ergibt die Basisvektoren

eJ E WJ • B · t' l = ' (3, -I ,I) EWz und 8 I · eJ = ' (2, - 2, 2) E WI .

In der richtigen Reihenfolge als Spalten in eine Matrix einget ragen erhält man

T-' = ( _ : _: ~ ) nut T = ~ ( - : - : ~ )
2 I I 0 4 4
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und als Ergeb nis

271

Das kann man vergleichen mit den Ergebnissen der Trigonalis ierung in 4.4 .5

( ~2 ~I 232 )SAr i = D ::= mit S =

und der Transfonnation der nilpotenten Matrix D - 2E.1 zu

TIV - 2E,IT- ' = 1, mit T = ~ ( ~ -~ ~ ) .

Es ist T . S = T , also kann man T auch durch Kombination der vorher durch­
geführten Rechnungen erhalten. Man beachte, daß dabei nicht notwendig die­
selbe Transformationsmatrix entstehen muß, weil sie nicht eindeut ig bestimmt
ist.

Hat A mehr als einen Eigenwert , so muß man zunächst die Zerlegung in Haupt­
räume berechnen. Dann kann man in jedem Hauptraum wie oben verfahren. Da
der gesamte Raum nach 4.6.1 direkte Summe der Haupträume ist, ergeben die
unabhängig voneinander konstruierten Basen der Haupträume zusammen eine
Basis der gewünschten Art des gesamte n Raumes.

Aufgabe n zu 4.6

I. Bestimmen Sie die Haupträume der folgenden Matrizen:

(i
2 3 3 I 8

4 2

-:) 0 2 7 2 8
2

0 0 2 s 4
0 - 3

0 0 0 - \ - 4
0 0 - \

0 0 0 0 - \



272 4 Eigenwerte

2. Bestimmen Sie Basen. bezüglich deno. r die folgenden nilpoten ten Mat rizen Jordansehe
Normalfonn haben. und geben Sie jeweil s das Minimalpolynom an:

1 - 2

1 - 3

o 2

1 0

o - I

o - I 2

- I 0 3

I - I - 3

o - I - 2

o 0 2

J. Best immen Sie Basen . bezüglich derer die folgenden Matrizen Jordansehe Normal­
form haben , und geben Sie jeweils das charak teristische und das MinimallX'lynom an:

2 0 - 2

(-:
4

-D
1 0 -I

0 0 2 0 - I

2 0 2 - 2

0 0 0

4. Mi! Hilfe des Salzes über die Jordansehe Normalform kann man recht e infach hohe
Potenzen von Matrize n berechnen. Zeigen Sie:

a) Ist A E M(n x n: K l, S E GL(n; K ) und m e N, 50 gilt (SAS- I)", = SA"'S - l .

b) Sind A. B E M(" x n ; K ) miIAB = BAundm E N, so gilt

{ A + B )'" = i: (")AkS "' - k .
k_ O Ir.

c) Bestimmen Sie für die Matrix

A = ( _: : _ : )

1 2 3

eine Matrix 5 e GL(3; R), so dass A = S(D + N)S- l , wobei D Diagonafmatri x,
N nilpotent und DN = N D ist. Berechnen Sie mit Hilfe von a) und b) (und otme
Computer ) ASO.

5. Betrachten Sie die Verallgemeinerung der Exponentialfunktion für Matrizen; für jed e
Matrix A E M(1l x 11; R ) ex istiert

• 1
expl A) ;= lim L _ Ak .

" 00 *..0 k !

a ) Best immen Sie exp (D ) für eine Diagonalmatrix D.
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b) Ist A E M(n x n; it ) und S E GL{,, ; R), so folgt exp(SAS- I ) == 5 . exp(A) . 5 - 1.

c) Sind A, B E M(n x 11 ; R) mit AB == BA . so gilt exp(A+ B ) == exp(Alex p(B).

d) Bestimmen Sie für die Matrix

A ~ (
3 0 -n- 2 0

2 I

eine Matrix 5 E GL(3; R), sodass A == 5(0 +N)!) I. wobei D Diagonalmatrix, N
nilpotent und DN = ND ist, und berechnen Sie exp(A).

6. Zeigen Sie, dass für die Zahlen SI , . •. , Sd in 4.6.5 gilt:

s/ == dim(UI/U' _I ) - dim(U'+11Ud .

7. Gegeben sei ein endlichdimensionaler C.vektorraum V , Zwei Endemorphismen F
und G von V !leiBen alm/ich , wenn es einen Isomorphismus H von V gibt mit
G =H oF oH - I .

a) Zeigen Sie. dass dadurch eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Endomorphis·
men von V gegeben ist.

b) Für F,G E End(V) sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) F und G sind ähnl ich.

ii) Für jede Basis B von V sind MI,(F ) und M I,(G ) ähnlich.

iii) Die Jordansehen Normalformen von F und G haben (bis auf die Reihenfolge)
die gleichen Invarianten,

8. Sei F E EndK(V) ein Endomorphismus. dessen charakteristisches Polynom in Line­
arfaktoren zerfallt. Beweisen Sie. dass man das Minimalpolynom MF aus den Invarian­
ten von F berechnen kann: Mit den Bezeichnungen von 4.6.7 gilt

M F (I) = ( I _ ), !ld, .... (I _ ),k )d, .

9. Sei V ein 6-dimensionaler R-Vektorraum und F ein Endemorphismus von V mit
PF( II = (I - 1)(1 + 2).5 , M F(t ) = (I - l)(l + 2)1, Bestimmen Sie alle möglichen
Jordanseben Normalformen von F .

10. Sei V ein endlichdimensionaler R-vektorraum und F ein Endemorphismus von V
mit Fl = F. Zeigen Sie, dass F diagonalisierbar ist.
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