Kapitel 4
Eigenwerte

In Abschnitt 2.2.4 hatten wir fiir eine lineare Abbildung F: V — W ein Paar von
Basen konstruiert, beziiglich derer F durch

(%)

mit r = rang F dargestellt wird. Die nitigen Transformationsmatrizen sind ganz einfach
explizit zu berechnen (vgl. 2.7.6).

Zur Beschreibung eines Endomorphismus benutzt man eine einzige Basis, und ihre
Anpassung an eine lineare Abbildung ist weit schwieriger als wenn man zwei Basen
variieren kann. In die Matrizenrechnung iibersetzt bedeutet diese Frage, zu einer qua-
dratischen Matrix A eine méglichst einfache dhnliche Matrix

B =5AS™!

zu finden (vgl. 2.6.7). Insbesondere wird sich zeigen, daB man hierzu stirkere Hilfsmittel
aus der Algebra, nimlich Polynome hoheren Grades benétigt, obwohl in der linearen
Algebra zunichst nur der Grad 1 interessiert. Die benutzten Tatsachen iiber Polynome
sind in Abschnitt 1.3 zusammengestellt.

4.1 Beispiele und Definitionen

4.1.1. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, ndmlich einem K -Vektorraum V
mit dimV = 1. Ist F € End(V) und 0 # v € V, so gibt es ein eindeutig
bestimmtes A € K mit
Fv)y=»x-v,

und dieses A hingt nicht von der Wahl von v ab. Denn ist w = pv ein anderer
Vektor von V, so ist

F(w) = F(uv) = phv = Apv = Aw .
Die Abbildung F ist also durch die Zahl X festgelegt.

Auch in hoherdimensionalen Rdumen darf man auf Vektoren hoffen, die bei
Anwendung von F nur mit einem Faktor multipliziert werden, weil dann die
Wirkung von F wenigstens in bestimmten Richtungen besonders einfach zu ver-
stehen ist. Das fiihrt zu der

Definition. Sei F ein Endomorphismus des K -Vektorraums V. Ein A € K heil3t
Eigenwert von F, wenn es ein v € V mit v % 0 gibt, so daB gilt

F(v) = Av.
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Jedes vom Nullvektor verschiedene v € V mit F(v) = Av heilit Eigenvektor von
F (zum Eigenwert 1).

Vorsicht! Man beachte, daf natiirlich 0 € K ein Eigenwert sein kann, der Null-
vektor 0 € V jedoch nach Definition nie Eigenvektor ist.

Das zentrale Problem dieses Kapitels ist die Frage nach der Existenz und der
Vielfalt von Eigenvektoren. Dazu zunichst drei

Beispiele. a) Es sei V = R? und F eine Drehung um den Winkel e, die beschrie-
ben wird durch die Matrix

cosa —sina
A= " k
sine  cosa

Bild 4.1
Anschaulich ist klar, daB es mit Ausnahme der Fille @ = 0 und @ = 7 keinen

Eigenvektor geben kann.

b) Wir variieren das erste Beispiel, indem wir die Richtung von F (e;) umkehren.
Dann ist die beschreibende Matrix

A cosa  sing
sind  — cosa
Wenn man die Gerade mit dem Winkel % einzeichnet, erkennt man, dal} die Ab-

bildung F eine Spiegelung an dieser Geraden ist. Damit hat man zwei Eigenvek-
toren gefunden:

v, = (cos%,sinj) zum Eigenwert 4| = 1 und

v; = (cos®3* sin®™) zum Eigenwert A, = —1,
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und diese beiden bilden eine Basis B = (v,, v,) von R? mit

1 0
Mg(F) = ;
5(F) (0 _])

[ 3 Fle,)

'y = F(v,)
Bild 4.2

¢) Sei I C R ein Intervall und V = D(/; R) der unendlichdimensionale
R-Vektorraum der auf [ beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Ein Endo-
morphismus ist gegeben durch

F: V=V, ¢o—¢.

Dieses F hat jedes beliebige A € R als Eigenwert, denn
@(x) := ce™
ist fiir jedes ¢ € R" ein Eigenvektor zu A. Das ist ein erster Hinweis auf die

Bedeutung der Eigenwerttheorie fiir Differentialgleichungen (vgl. auch Aufgabe
3).

4.1.2. Endomorphismen wie im obigen Beispiel b) erhalten einen eigenen Na-
men:

Definition. Ein Endomorphismus heiBt diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt.
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Dieser Name erklirt sich aus der

Bemerkung. Ist dimV = n < oo, se ist F € End (V) genau dann diagonali-
sierbar, wenn es eine Basis B = (vy, ... ,v,) von V gibt, so dafi Mg(F) eine
Diagonalmatrix ist, d.h.

A 0
Mgp(F) =
0 An
Das folgt unmittelbar aus der Definition der darstellenden Matrix. o

Insbesondere nennt man eine Matrix A € M(n x n; K) diagonalisierbar, wenn
der durch A beschriebene Endomorphismus von K" diagonalisierbar ist. Nach
2.6.7 ist das gleichwertig mit der Existenz einer Matrix § € GL (n; K) mit

Ay 0
SAS™' = i
0 An

d.h. A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

Es sei daran erinnert, daB die Spalten von S~' eine Basis aus Eigenvektoren
von A sind. Das sieht man zum Beispiel durch Multiplikation obiger Gleichung
von links mit §~'.

Vorsicht! Selbst wenn F diagonalisierbar ist, braucht nicht jeder Vektor ungleich
Null aus V ein Eigenvektor zu sein. Man mache sich das an Beispielen klar (etwa
Beispiel b) oben oder Bild 4.3)!

v, = F'(v,) v F(v)

0! il E (1"| )
Bild 4.3

4.1.3. Bevor wir eine Methode angeben, Eigenwerte zu finden, beweisen wir den

Satz. Angenommen, F € End (V) hat paarweise verschiedene Eigenwerte
Aty ooy Ay, wobein = dimV. Dann ist F diagonalisierbar.
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Da es zu jedem Eigenwert A; mindestens einen Eigenvektor v; # 0 gibt, folgt
der Satz sofort aus dem

Lemma. Gegeben seien F € End (V') und Eigenvektoren vy, ... , v, zu paar-
weise verschiedenen Eigenwerten X\, ... , Ay, Dann sind vy, ... , v, linear un-
abhiingig. Insbesondere istm < dimV.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber m. Der Fall m = 1 ist wegen v; # 0 klar.
Seim > 2, und sei die Aussage fiir m — 1 bereits bewiesen. Wir betrachten die
Bedingung

av F ... Fauu, =0. (%)

Darauf konnen wir einerseits F anwenden, andererseits mit A; multiplizieren und
die Ergebnisse voneinander subtrahieren. Das ergibt

oAUy vy + . QAU = 0,
oA vy Fadjva+ . oMy, = 0
und
aa(hy — A+ .o (A — Av, =0.
Nach Induktionsannahme sind vy, . .. , v, linear unabhéngig, also ist

ada—A) =...=dn(An—A) =0,
und da die Eigenwerte verschieden sind, folgt
ar=...=a,=0.

Setzt man das in (%) ein, so folgt @;v; = 0 und wegen v; # OQaucho;, =0. O

4.1.4. Wie wir gesehen haben, gibt es hichstens n = dimV Eigenwerte, da-
gegen im allgemeinen sehr viel mehr Eigenvektoren. Daher ist es niitzlich, alle
Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert zusammenzufassen.

Definition. Ist F ein Endomorphismus von V und A € K, so nennen wir
Eig(F;1) ={veV: F(v) =iv}

den Eigenraum von F beziiglich A.

Bemerkung.

a) Eig (F; L) C V ist ein Untervektorraum.

b) A ist Eigenwert von F < Eig (F; A) # {0}.

c) Eig (F; A) ~ {0} ist die Menge der zu A gehdrigen Eigenvektoren von F.
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d) Eig(F; 1) = Ker (F — Aidy).
e) Sind ky, Ay € K verschieden, so ist Eig (F; A1) N Eig (F; A1) = {0}

Beweis. a) bis d) ist ganz klar, ¢) folgt aus dem Lemma in 4.1.3. O

Aufgaben zu 4.1

1. Zeigen Sie: Ein nilpotenter Endomorphismus hat null als einzigen Eigenwert.

2. Gegeben sei die lineare Abbildung F: D(I; R) — D(I; R), ¢ > ¢', wobei ] C R
ein Intervall ist.

a) Bestimmen Sie die reellen Eigenwerte von F.

b) Bestimmen Sie eine Basis von Eig(F, —1).

3. Sei I C R ein offenes Intervall. Durch eine Matrix A € M(n x n; ) ist das homogene
lineare Differentialgleichungssystem
y=A4-y
bestimmt; nach Aufgabe 11 zu 3.2 hat der zugehorige Losungsraum
Lo={geD,R"): ¢ =A @) CDU;R")
die Dimension n. Um Losungen zu erhalten, kann man den Ansatz
o) =" v
benutzen, wobei A € R und v € R". Zeigen Sie:
a) @(z) = e - v ist eine Lésung # 0 von y = A . v genau dann, wenn v Eigenvektor
von A zum Eigenwert X ist.
b) Losungen g (t) = eM’ - vy, ..., @®(r) = e*' . v sind linear unabhingig genau
dann, wenn vy, ... , v; linear unabhingig sind.
Insbesondere erhilt man mit diesem Ansatz eine Basis des Losungsraums, falls A dia-
gonalisierbar ist,

4. Sei V ein K-Vektorraum und F: V — V linear. Zeigen Sie: Hat F> 4+ F den Eigen-
wert —1, so hat F3 den Eigenwert 1.

5. Gegeben sei ein K-Vektorraum V und F, G € End(V). Beweisen Sie:

a) Ist v € V Eigenvektor von F o G zum Eigenwert A € K, und ist G(v) # 0, so ist
G (v) Eigenvektor von G o F zum Eigenwert A.

b) Ist V endlichdimensional, so haben F o G und G o F dieselben Eigenwerte.
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4.2 Das charakteristische Polynom

In diesem Abschnitt entwickeln wir eine systematische Methode zur Suche von Eigen-
werten und zur Bestimmung der zugehorigen Eigenriume. Entscheidend dafiir ist die
Determinante eines Endomorphismus, von der wir in 3.4.1 gesehen hatten, daf sie wohl-
definiert ist, wenn der zugrundeliegende Vektorraum endlichdimensional ist. Das muf in
diesem ganzen Abschnitt stillschweigend vorausgesetzt werden.

4.2.1. Grundlegend ist die folgende einfache

Bemerkung. Fiir F € End(V) und & € K sind folgende Bedingungen gleich-
wertig:

i) A ist Eigenwert von F.
ii) det(F — Aidy) = 0.

Beweis. Fiir festes A € K ist die Existenz eines v # 0 mit F(v) = Av gleichbe-
deutend mit

Fv)—Av=0
& (F —Aidy)(v) =0 wegen der Linearitit,
& Ker(F — Aidy) # {0} nach der Definition des Kerns,
& Im(F - Aidy) #V nach der Dimensionsformel aus 2.2.4,
< rang (F — Aidy) < dimV  nach Definition des Ranges,
& det(F — Aidy) =0 nach 3.4.1. =

4.2.2. Durch die obige Bemerkung ist die Suche nach Eigenwerten zuriickge-
fiihrt auf die Suche nach Nullstellen der Abbildung
Pp: K — K, A det(F — Aidy).
Diese nennen wir die charakteristische Funktion von F. Wir zeigen, daf} sie
durch ein Polynom beschrieben wird.
Sei dazu A eine Basis von V und A = M 4(F). Ist t eine Unbestimmte, so
definieren wir

apy—1t an e Qg

ap, an—1f < axy
Py(t) i=det(A —1- E,)) =

iy y2 ser gy — I

Die Definition dieser Determinante ist etwas problematisch, weil in der Matrix
die Unbestimmte ¢ vorkommt. Man hat mehrere Moglichkeiten, damit umzuge-
hen:
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1) Man kann fiir ¢ beliebige A € K einsetzen und damit rechnen. Fiir unendli-
ches K ist das nach Korollar 2 aus 1.3.8 keine Einschrinkung.

2) Man kann die Determinante formal nach der Formel von LEIBNIZ aus 3.2.5
ausrechnen. Eine Rechtfertigung dafiir wurde in 3.2.8 gegeben.

3) Man kann die Eintriige von A — t - E,, als Elemente des Korpers K (t) der
rationalen Funktionen ansehen (vgl. Aufgabe 10 in 1.3).

Das Ergebnis der Rechnung ist
Piy=(an—1t)-...- (@ —0+Q,
wobei der erste Summand zur identischen Permutation gehort und Q die rest-
liche Summe iiber S, ~ {id} ist. Da in einem Summanden von Q als Faktoren
héchstens n — 2 Diagonalkomponenten auftreten konnen, ist Q ein Polynom
vom Grad hichstens n — 2. Nun ist
@i =1 @n=1) = =D""+ (D" an +... +amt"™" + 01,
wobei @ ein Polynom vom Grad hochstens n — 2 ist. Alsoist P4(¢) ein Polynom
vom Grad n mit Koeffizienten aus K, d.h. es gibt @y, ... , @, € K, so dafl
Pilt) =ast" + oty t" ' ..ot + o

Dabei ist i o=
¥y = (=1)"Yay+...4+a,) und
oy = detA.
Man nennt (a,;+. . .+ad,,) auch die Spur von A. Die Koeffizienten vy, ... , &, -2

sind nicht so leicht aufzuschreiben, sie haben auch keine speziellen Namen.
Diese Uberlegung zeigt, daB P, (t) ein Element des Polynomrings K[f] ist
(siehe 1.3.6). Man nennt

Pu(t) =det(A —t- E,) € K[t]
das charakteristische Polynom der (n x n)-Matrix A.
Setzt man fiir die Unbekannte ¢ ein A € K ein, so erhilt man eine Abbildung
Bi: K> K, Ar Py(\).
Nun zuriick zu F. Fiir jedes A € K ist
Ma(F—X-idv)=A—-A-E,.
Also ist
det(F — A -idy) =det(A — A - E;) = Pa(A),
d.h. die charakteristische Funktion von F ist beschrieben durch das charakteris-
tische Polynom von A.
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Ist nun B eine weitere Basis von V', so ist B := Mz(F) zu A dhnlich.
Lemma. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.
Beweis. Sei B = SAS™! mit § € GL (n; K). Eine formale Rechnung mit der
Unbestimmten ¢ (d.h. genauer eine Rechnung im Ring M(n xn; K[t]), vgl. 3.2.8)
ergibt
§t-E, -S§'=t.E,.

Also ist

B—t-E,=SAS'—S.-1-E,-S'=8A—-1-E)S".
Anwendung der Determinante ergibt

det(B—1-E,) =detS -det(A —r-E,)-(detS)™' =det(A —t-E,)

und somit Pg(t) = Pu(1). a
4.2.3. Damit ist gezeigt, dall das charakteristische Polynom der darstellenden

Matrix nicht von der Wahl der Basis abhangt. Also ist folgende Definition sinn-
voll:

Sei F ein Endomorphismus und .4 eine Basis von V. Ist A = M 4(F), so nennen
wir
Pr(r) := Pa(2)
das charakteristische Polynom von F.
Insgesamt haben wir folgendes bewiesen:

Satz. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n < oo und F ein Endomorphis-
mus von V. Dann hat das charakteristische Polynom P (t) € K[t] die folgenden
Eigenschaften:

1) deg Pr = n.

2) Pr beschreibt die Abbildung K — K, A > det(F — Aidy).

3) Die Nullstellen von Pg sind die Eigenwerte von F.

4) Ist A eine Matrix, die F darstellt, so ist Pr(1) = det(A —t - E,,). o
Damit ist das geometrische Problem, die Eigenwerte eines Endomorphismus zu

finden, auf das algebraische Problem der Bestimmung der Nullstellen eines Po-
lynoms zuriickgefiihrt.

4.2.4. Hat man einen Eigenwert gefunden, so ist die Bestimmung des Eigenrau-
mes ganz einfach. Wir konnen uns dabei auf den Fall V = K" beschrinken. Aus
4.1.4 folgt sofort die
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Bemerkung. Ist ein Endomorphismus A: K" — K" durch die Matrix
A € M(n x n; K) gegeben, so ist der Eigenraum Eig (A; 1) fiir jedes A € K
der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems

(A—XE,)x=0. a

Nach der vielen Theorie ist es hochste Zeit fiir einige

A cosa —sina

sina cos o

die Matrix einer Drehung im R? (vgl. 2.1.1), so ist
Pi(t) =1* —2tcosa + 1.

Beispiele. a) Ist

Dieses quadratische Polynom hat nach 1.3.9 genau dann eine reelle Wurzel,
wenn

d4cos’er —4>0, dh cosPa=1

gilt. Das ist nur fiir « = 0 und @ = 7 der Fall. Diese beiden Drehungen sind
trivialerweise diagonalisierbar, alle anderen Drehungen besitzen keine Eigenvek-
toren. Damit ist noch einmal durch die allgemeine Theorie bestitigt, was wir in
4.1.1 anschaulich gesehen hatten.

= cosa  sina
"\ sina —cosa
ist Pa(r) = 1> — 1= (1 + 1)(r — 1). Also ist A nach 4.1.3 diagonalisierbar, was
wir in 4.1.1 schon direkt bewiesen hatten.

¢) Fiir
25 -1 6
-1 4

ist Pa(t) =12 =3t+2=(r—1)(t—2).Setzen wir A} = A— E5, Ay = A—2E,,
so haben wir die linearen Gleichungssysteme

b) Fiir eine Spiegelung

1 1

das sind also Eigenvektoren zu den Eigenwerten 1 und 2. Zur Kontrolle berechnet

3 2
Aj-x=0 und A;.-x=0 mitLoésungen ( ) und ( )
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man
1 -2 -1 6 3 2 1 0
S-A-§'= = ,
-1 3 -1 4 [l 0 2
d) Ist
0 -11 —t -1 1
A = —3 =2 3|, soist Py=|-3 =2—¢ 3
-2 -2 3 -2 =2 33—
—-2—1 3 -1 1 -1 1
= =t S R e
-2 3—1t -2 3—1t —2—-1r 3

=t =03 =1D—=-20= D=—="F1*41~1

= —(t=1D*+1).
Darauf kommen wir in 4.3.4 zuriick.

Es darf nicht verschwiegen werden, dal die Beispiele c) und d) sehr kiinstlich
sind, weil man die Nullstellen der charakteristischen Polynome mehr oder weni-
ger schnell erkennen kann. Ist das nicht der Fall, so mufl man die Methoden der
Numerik verwenden, um die Nullstellen nidherungsweise zu berechnen. Wie man
ebenfalls in der Numerik lernt, gibt es Verfahren, Eigenwerte und Eigenvektoren
in einem Aufwasch gemeinsam zu approximieren. Das hier angegebene Verfah-
ren, zuerst die Eigenwerte und anschlieBend die Eigenvektoren zu suchen, hilft
nur fiir die Theorie und in besonderen Gliicksfallen, die bei den hier behandelten
Beispielen inszeniert wurden. Dennoch haben derartige Beispiele einen Sinn:
man kann erst einmal ohne Ablenkung durch groBeren Rechenaufwand einen
Losungsweg deutlich erkennen.

Aufgaben zu 4.2

1. Berechnen Sie das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und Eigenvektoren von
2 2 3 -5 0 7
1 2 1 | und 6 2 -6
2 =21 -4 0 6

2. Beweisen Sie: Ist A € M(2 x 2; R) symmetrisch, so hat A reelle Eigenwerte.
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3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V). Zeigen Sie, dass
Pr(0) # 0 genau dann, wenn F ein Isomorphismus ist.

4. Zeigen Sie, dass die Matrix

0 0 —ap
10 0 —a
A= 1 0
0
0 I —ay

das charakteristische Polynom Py(t) = (—=1)"(t" + au1t" ' + ... + a1t + @) besitzt.

5.5ei A € M(n x n; K) und ®: M(n x n; K) — M(n x n; K) der Endomorphismus,
der durch die Linksmultiplikation mit A gegeben ist, das heiBt ®(B) = AB. Zeigen Sie,
dass fiir die charakteristischen Polynome von A und & gilt: By, = (P4)".
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4.3 Diagonalisierung

4.3.1. Zunichst halten wir als Ergebnis der vorhergehenden Abschnitte folgen-
des fest:

Satz. Sei F ein Endomorphismus von V mit n = dimV. Dann gilt:

1) Ist F diagonalisierbar, so ist Pp = £(t —A)-...-(t — A,), d.h. das charak-
teristische Polynom zerfallt in Linearfaktoren.

2) Ist Pp = &(t — X)) ...~ (t — A,) mit paarweise verschiedenen Xy, ... , Ay,

so ist F diagonalisierbar.

Beweis. 1) ist klar, weil man das charakteristische Polynom mit Hilfe einer Basis
aus Eigenvektoren berechnen kann, und

A —1t 0
Pr = det ==t (Ay=1).
0 Ap—1
2) folgt aus 4.1.3 und 4.2.3. m]

4.3.2. Nach 4.3.1 bleibt also zu kldren, wann F im Falle mehrfacher Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms noch diagonalisierbar ist. Zu diesem Zweck
fassen wir in P gleiche Linearfaktoren zusammen, d.h. wir schreiben

Per=d(t—x)"-...- ¢ =)™,

wobei die Ay, ... , A, paarweise verschiedensind, | <, <nfiri =1,... k
und ry + ... 4 ry = n. Der Exponent r; ist die Vielfachheit der Nullstelle A; von
Ppg, in der Notation von 1.3.8 ist r; = u(Pg; A;). Andererseits gehort zu A; der
Eigenraum Eig (F; A;).

Lemma. Ist A Eigenwert von F, so gilt 1 < dimEig (F; 1) < pu(Pr; A).

Beweis. Sei vy, ..., v; eine Basis von Eig (F; ). Die Ungleichung 1 < s ist
klar, da A Eigenwert ist. Zum Beweis der zweiten Ungleichung erginzen wir die
Basis von Eig (F; 1) zu einer Basis

A= (vy,... + Vss Uspdsooie 5 Un)
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von V. Dann ist

A= Mu(F) =

0 Al ,

\ )

also Pr = (t — A)* - Py nach D8 und D9 in 3.1.3, und damit
dimEig (F; A) =5 < u(Pp; A). 0

4.3.3. Nun konnen wir zeigen, daB} die obigen Ungleichungen ein leicht nach-
priifbares Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit ergeben. Um den Beweis kiirzer
und die Aussage klarer zu machen, benutzen wir die in 1.6.4 bereitgestellten Tat-
sachen iiber direkte Summen.

Theorem. Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und F € End (V).
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

i) F istdiagonalisierbar.

ii) a) Das charakteristische Polynom Pg zerfillt in Linearfaktoren und
b) dimEig (F; A) = p(Pg; A) fiir alle Eigenwerte A von F.

iii) Sind Ay, ... , Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F, so ist
V =Eig(F; ,) @ ... ®Eig(F; ).

Beweis. 1) = ii). Ist F diagonalisierbar, so ordnen wir die Basis von V aus Ei-

genvektoren entsprechend den verschiedenen Eigenwerten A, ... , A4, d.h. fiir
i =1,...,k betrachten wir eine Basis
(uf”,...,ui_”) von Eig(F: ).

Setzen wir r; := p(Pr, X;), so gilt
Si+...+s=n, rn+...4+rn=n und 5 <r.
Das geht nur, wenn s; = r; fiir alle i, das ist Bedingung ii) b).
ii) = iii). Sei W := Eig (F; A;) +...+ Eig (F; A). Nach Lemma 4.1.3 und der
Definition der direkten Summe in 1.6.4 gilt
W =Eig(F;,)®... BEig(F; ).
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Aus ii) und Bedingung iii) in Satz 1.6.4 folgt dimW = r; + ... +r;, = n, also ist
W=V.

i) = i). Fir jedes i € {1,... k) sei B; = (v{",...,v{?) eine Basis von
Eig (F; A;). Nach 1.6.4 ist
B:= (v:”, WK T R .v:(f’)

eine Basis von V, und da sie nach Definition aus Eigenvektoren besteht, ist F
diagonalisierbar. Insbesondere ist s; = r; fiir alle i und
Ay

+ ri-mal
Ay 0
Mp(F) =

ri-mal.

\ A ) O

4.3.4. Mit Hilfe der gerade abgeschlossenen theoretischen Uberlegungen kann
man ein praktisches Verfahren fiir die Diagonalisierung eines Endomorphismus
F von einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V angeben:

1. Schritt: Mit Hilfe einer Basis A von V und der Matrix A = M 4(F) berechne
man das charakteristische Polynom. Wenn man eine Zerlegung in Linearfakto-
ren angeben kann, ist das erste und fiir die Rechnung entscheidende Hindernis
iiberwunden.

2. Schritt: Fiir jeden Eigenwert A von F bestimme man durch Lésung eines
linearen Gleichungssystems eine Basis von Eig (F; A). Damit kann man kontrol-
lieren, ob

dimEig (F; 1) = uw(Pr; A)

gilt. Genau dann, wenn dies fiir alle A der Fall ist, ist F diagonalisierbar. Ent-
sprechend 4.3.3 bilden dann die Basen der Eigenriiume zusammen eine Basis B
von V.

Beispiel. Sei F: R® — R? gegeben durch
F(x,y,z2)i=(—y+z,-3x—2y+3z,-2x — 2y 4+ 3z).
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Bezeichnet K die kanonische Basis von R?, so ist

0 =i 1
A=Mc(F)=| -3 -2 3
=2 =2 3

und P = =>4+ 24+t —1=—=( = 1)*(t + 1). Alsosind A, = 1 und A, = —1
die beiden einzigen Eigenwerte von F. Eig (F; 1) ist der Losungsraum von

-1 -1 1 X 0
-3 -2-1 3 lx |=]10].
-2 =2 3-1 X3 0

umgeformt —x; — x2 + x3 = 0. Es ist also pt(Pr; 1) = 2 = dimEig (F; 1), und
((1,0, 1), (0, 1, 1)) ist eine Basis von Eig (F; 1).
Ebenso ist Eig (F; —1) der Losungsraum von

1 = 1 X 0
-3 241 3 A xl=]o0].
2 =2 3% X3 0

umgeformt
x1—xX3+x3=0, —dx;+6x;=0.
Es ist also u(Pp; —1) = 1 = dimEig (F; —1), und (1, 3, 2) ist eine Basis von
Eig (F; —1). Somit ist
B=((1,0,1),(0,1,1),(1,3,2))
eine Basis von R?, bestehend aus Eigenvektoren von F. Fiir die Transformati-
onsmatrix § = T} gilt

1 01 1 —1 1
S'=1013], aso S5==] =3 -1 3
1 1 2 1 1 =1
Fiir
10 0
D:i=101 0
00 -1

muB somit D = SAS~! gelten, was man zur Kontrolle der Rechnung benutzen
kann.
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4.3.5. Ist eine Masse an einer Feder aufgehiingt und zur Zeit r = 0 in senkrech-
ter Richtung in die Position y(0) = « mit Geschwindigkeit y(0) = p ausge-
lenkt, so ist die weitere Bewegung bestimmt durch die Differentialgleichung der
geddmpften Schwingung

Jt2wmy+e’y=0, yO0) =a, 30 =85.

Y A A S A

y(t)

Bild 4.4

Dabei sind w, . € R, Konstanten, @ ist durch die Feder und x durch die Rei-
bung bestimmt. Wie iiblich macht man daraus mit yo = y und y; = y das lineare

System erster Ordnung
Yo = yi, »0) =«a,
o= —oyo—2uy, y0) =§. .

Das fiihrt auf die Matrix mit von ¢ unabhiingigen Eintrigen

0 1
A= 3
( —t =2u )

Einer Diagonalisierung von A entspricht eine Entkoppelung des Systems (x),
und wenn A zu einer oberen Dreiecksmatrix gemacht werden kann, ist das Sy-
stem von unten nach oben explizit l6sbar (vgl. [Fo2], §14). Daher betrachten wir
das charakteristische Polynom

PaAM) =AM +2ur+e®, also A=—pt/u?—o?.
Entscheidend fiir die Art der Bewegung ist die Diskriminante u? — @?. Es sind
drei Fille moglich.

DO0<p<eodhp’—aw? <0, (schwache Dampfung)
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2) p=w,dh g’ —aw’=0, (aperiodischer Grenzfall)
) p>wdh - >0 (starke Dampfung)
Im Fall 3) gibt es zwei verschiedene negative Eigenwerte
M=—pt+Vw—e?, h=-p-J2-o?,
also ist A diagonalisierbar.
Im Fall 2) ist A = —u = —w ein 2-facher Eigenwert, die Matrix

w 1
A~kEg=( 5 )
—w* —w

hat den Rang 1, also ist dimEig (A; —@) = 1, und A ist nicht diagonalisierbar.
In 4.4 werden wir sehen, dal} A trigonalisierbar ist.

Im Fall 1) gibt es keine reellen Eigenwerte, dafiir aber zwei verschiedene kom-
plexe. Also ist A komplex diagonalisierbar, man kann also zuniichst komplexe
und daraus reelle Losungen berechnen. Die explizite Durchfiihrung der Losung
von (*) tiberlassen wir dem Leser (Aufgabe 4 und Aufgabe 4 zu 4.4).

4.3.6. Gelegentlich tritt das Problem auf, daBl man zwei oder mehrere Endo-
morphismen mit einer gemeinsamen Basis diagonalisieren will (man nennt das
simultane Diagonalisierung). Dal dies nicht immer gehen kann, sieht man am
schnellsten mit Matrizen: Gibtes zu A, B € M(n x n; K)ein § € GL(n; K)
mit
SAS'=D und SBS' =D,
wobei D und D Diagonalmatrizen bezeichnen, so folgt aus D - D =D.D,daB
B-A=5"'DS-S'DS=5"'DS-S"'DS=A-B.
Erfreulicherweise ist die Vertauschbarkeit auch hinreichend. Es gilt also:
Satz. Zwei diagonalisierbare Endomorphismen F, G € End g (V) sind genau dann
simultan diagonalisierbar, wenn F o G = G o F.
Beweis. Nach Voraussetzung hat man die Zerlegungen in Eigenriume
V = Eig(F;A)®...®Eig(F; )
= Eig(G; i))®...® Eig(G; w),
wobei A; bzw. u; die Eigenwerte von F bzw. G bezeichnen. Wir halten ein A
fest und betrachten
W = Eig (F; A).
Istw € W,soist F(G(w)) = G(F(w)) = G(Aw) = AG(w), also ist W auch
G-invariant (vgl. 4.4.1). Wir definieren
W;:=WnEig(G;, ;) firj=1,....1,
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und es geniigt zu zeigen, da W = W, @. . .@&W,, da dies dann fiir alle Eigenwerte
von F gilt. Wegen Lemma 4.1.3 ist nur zu zeigen, daB

W=W+4+...+W.
Zuw € W gibtes w; € Eig (G; p;), sodaB w = w; + ... + w;. Daraus folgt

Flw) = F(w) +...+ F(w)

= Aw = Aw +...+ Awy,
daher ist wegen der Eindeutigkeit in der direkten Summe
F(w;) = Aw;, alsow; € Wundsomitw; € W;. O

Aufgaben zu 4.3

1. Beweisen Sie Teil 2) von Satz 4.3.1 mit Hilfe von Theorem 4.3.3.

2. Sind die folgenden Matrizen diagonalisierbar?

1 2 0 4
-5 0 7 2 1 2
02 31
6 2 -6 1, -2 -2 -6
00 3
-4 0 6 1 2 5
000
3. Fiir welche a, b € R ist die Matrix
-3 00
2a b a
10 0 2

diagonalisierbar?

4. Wir betrachten das Differentialgleichungssystem mit Anfangswertbedingung
yv=A-y, wll)=a 0 =4 (%)

fiir die gedampfte Schwingung (siche 4.3.5), wobei

(0
= & a )

a) Im Fall u > w ist A (reell) diagonalisierbar. Bestimmen Sie eine Basis des ® aus
Eigenvektoren von A und geben Sie eine Basis des Losungsraums von y = A - y an
(vgl. Aufgabe 3 zu 4.1). Wie sieht die Losung von () aus?

b) ImFall u < wist A € M(2 x 2; C) komplex diagonalisierbar. Bestimmen Sie die
Eigenwerte von A und geben Sie eine Basis des €* aus Eigenvektoren von A an, Ist
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A € C Eigenwert von A zum Eigenvektor v € €2, so istre €*' - v, im e’ - v eine Basis
des Losungsraums von y = A - y ([Fo2], §13). Bestimmen Sie auch in diesem Fall
die Losung von (%).

5. Diagonalisieren Sie die Matrizen

-5 1 6 6 2 0 -1 —4
-12 2 12 12 -3 1 3 0
A= ) B =
11 0 =2 2 0 =1 =2
-4 0 4 6 1 0 -1 -3

aus M(4 x4; R) simultan, d. h. bestimmen Sie eine Matrix § € GL(4; ), so dass SAS™!
und SBS~! Diagonalmatrizen sind.

6. Seien A, B € M(n x n; K) mit AB = BA und alle Eigenwerte von A und B seien
einfach. Dann gilt: A und B haben die gleichen Eigenvektoren.

7. Zeigen Sie, dass es fiir A € K und natiirliche Zahlen g, n mit 1 < p < n stets eine
Matrix A € M(n x n; K) gibt mit #£(Ps; A) = p und dim Eig(A; A) = 1.

8. Es sei K ein Korper mit char K # 2. Zeigen Sie, dass die Losungen der Gleichung
A2=E>inM(2 x 2; K) genau von der folgenden Gestalt sind:

1 0
A=E2.A=—E20derA=SDS_'mitD=(D )undSEGL{Z:KJ,
-1

9. Sei F ein diagonalisierbarer Endomorphismus eines endlichdimensionalen R-Vektor-
raums, fiir den gilt: Sind v und w Eigenvektoren von F, so ist v+ w ein Eigenvektor von
F oder v + w = 0. Zeigen Sie, dassesein A € R gibt mit F = A - id.

10. Seien A, B € M(3 x 3; ) zwei Matrizen mit den charakteristischen Polynomen
Pa(r) = =17 + 21> —rund Pg(r) = —13 + 712 — 9t + 3. Zeigen Sie, dass der Kern von
AB die Dimension 1 hat.
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4.4 Trigonalisierung*

Wie wir in 4.3.3 geschen hatten, gibt es zwei Bedingungen fiir die Diagonalisierbarkeit

eines Endomorphismus:

a) Das charakteristische Polynom muf in Linearfaktoren zerfallen, und

b) die Dimensionen der Eigenriume miissen gleich den Vielfachheiten der Eigen-
werte sein.

In diesem Abschnitt zeigen wir, daB ein Endomorphismus, der nur Bedingung a) erfiillt,

wenigstens durch eine obere Dreiecksmatrix beschrieben werden kann.

4.4.1. Um die geometrischen Eigenschaften komplizierter Endomorphismen
besser verstehen zu konnen, sind ein paar neue Begriffe niitzlich.

Definition. Sei F: V — V ein Endomorphismus und W C V ein Untervektor-
raum. W heiit F-invariant, wenn F(W) C W,
Es gibt stets die trivialen, aber nutzlosen Beispiele W = {0} und W = V. Je
mehr weitere invariante Unterrdume existieren, desto iibersichtlicher ist ein En-
domorphismus. Ist etwa F diagonalisierbar und (v, ... , v,) eine Basis aus Ei-
genvektoren, so ist
V=Wae..aW, mt W, =K.y
eine Zerlegung in eindimensionale invariante Unterrdume. Im Falle mehrfacher
Eigenwerte (4.3.3) hat man eine weitere Zerlegung
V =Eig(F: X)) & ... D Eig (F; &)

in invariante Unterrdume der Dimensionen ry, ... , I.

Die Beziehung zwischen invarianten Unterrdumen und charakteristischem Po-
lynom ist in einer Richtung ganz klar.

Bemerkung. /st W C V ein F-invarianter Unterraum, so ist Py ein Teiler von
P;.',

Beweis. Wir ergiinzen eine Basis B’ von W zu einer Basis B von V. Dann ist

Mg(F) = (7Mﬁr(F|W)"l) .
0 A

also Py = Pgjw - Py nach D9 in 3.1.3. O
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Beispiel. In QQ[¢] hat das Polynom ¢" —2 fiir n > 2 keinen Teiler kleineren Grades
(Aufgabe 1). Also hat der durch

S
Il

0 1 0

beschriebene Endomorphismus des @" nur die trivialen invarianten Unterriume.

4.4.2. Sei A € M(n x n; K) cine obere Dreiecksmatrix, d.h. a;; = O fiiri > j.
Unter dem Endomorphismus A des K" sind die Untervektorrdume

W, :=span(e,,... ,e)
fiir 1 < » < n invariant. Das motiviert die

Definition. Unter einer Fahne (V,) in einem n-dimensionalen Vektorraum V ver-
steht man eine Kette

Ol=VWWcwvc..cV,=V
von Untervektorrdumen mit dimV, = r. Ist F € End (V), so heiBt die Fahne
F-invariant, wenn

FV,)ycyV, firallere{0,...,n}.

Man kann sich V; als Befestigungspunkt, V, als Stange und V, als Tuch der
Fahne vorstellen.

Vi

Vo
Bild 4.5
Mit Hilfe jeder Basis eines Vektorraumes kann man viele Fahnen konstruie-
ren, aber aus der Existenz einer F-invarianten Fahne folgt insbesondere wegen
F(V|) C V,, daB es einen Eigenvektor geben muf.
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Bemerkung. Fiir F' € End (V) sind folgende Bedingungen gleichwertig:
i) Es gibt eine F-invariante Fahne in V.

it) Es gibt eine Basis B von V, so dafi Mp(F) obere Dreiecksmatrix ist.

Ist das der Fall, so heillt F rrigonalisierbar.

Beweis. Die Beziehung zwischen Fahne (V,) und Basis B = (v, ..., v,) ist
geregelt durch

V., =span(vy,...,v,) fiiraller. O

Ubersetzt in den Matrizenkalkiil ergibt das die

Definition. A € M(n x n; K) heibt trigonalisierbar, wenn es ein S € GL (n; K)
gibt, so daB SAS~! obere Dreiecksmatrix ist.

4.4.3. Ergebnis dieses Abschnittes ist der
Trigonalisierungssatz. Fiir einen Endomorphismus F eines n-dimensionalen
K-Vektorraumes sind folgende Bedingungen dquivalent:

{) F ist trigonalisierbar.

it) Das charakteristische Polynom P zerfdllt in Linearfaktoren, d.h.
Pr=%(—A) ...t =h,) mithy,... A, eK.

Mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra (1.3.9) folgt das

Korollar. Jeder Endomorphismus eines endlich-dimensionalen komplexen Vek-
torraumes ist trigonalisierbar. O

Eine weitere wichtige Anwendung betrifft die Losung linearer Systeme von Dif-
ferentialgleichungen ([Fo2], §14).
Beweis des Satzes. i) = ii) ist klar, denn ist A = (a;;) = Mg(F) eine obere
Dreiecksmatrix, so folgt aus D8 in 3.1.3, daf}

PF: (all _I)""'(aml _")‘
i) = 1) wird durch Induktion iiber n = dimV bewiesen. Fiir n = 0, 1 ist nichts

zu zeigen. Ist n > 2, so wihle man einen Eigenvektor v zu A, und erginze ihn
zu einer Basis B = (v;, wy, ..., w,) von V. Dann ist

V=V,@&W mitV, :=span(v;)und W := span (w,, ..., w,).
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und
Ay ap -+ ay,

Ms(F) =

0
V) ist F-invariant, W im allgemeinen nicht; das Hindernis dagegen sind die Ein-
trige ay, ... , aj,. Der Ausweg ist folgender: Durch
H(w;) =ajjv; und G(w;) =ajws+ ...+ ayjw,
sind lineare Abbildungen H: W — V,und G: W — W erklért mit
F(w) = H(w) + G(w) firallewe W.

W

Bild 4.6

Fiir die charakteristischen Polynome gilt
Pr=(X—1t)- Pz, also Pg=(Q—1)-...- (X, —1).
Die Induktionsvoraussetzung angewandt auf W ergibt eine G-invariante Fahne
{0} = Wuc R W,._| = W,
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und wir behaupten, da durch V, := V|, + W,_, eine F-invariante Fahne gegeben
ist. Das folgt aus

F(pv, +w) = Auv; + H(w) + G(w)
wegen H(w) € Vyund G(w) € W,_, fiirw € W,_,. O

4.4.4. Obwohl obiger Satz sehr niitzlich ist, muBl man doch bemerken, daB die
Beweismethode nicht geniigend sorgfiltig auf die Geometrie der Abbildung
achtet.

Beispiel. Ist F € End (R?) gegeben durch die Diagonalmatrix

o=(43).

so kann man mit v; = ¢; und A; = 1 beginnen. Die Erginzung durch w, ist
beliebig: withlt man etwa w, = (-1, 1), so wird

1 1
A= Mg(F) = 5
s(F) (02)

und damit ist die schone Diagonalmatrix versaut. Auch vom algebraischen
Standpunkt hat A eine unangenehme Eigenschaft. Es ist

01
A=D+N mit N= -
00

Dabei ist N nilpotent (vgl. 4.5.7) mit N> = 0,aber D - N # N - D.

In 4.6 wird gezeigt, wie man den nilpotenten Anteil N auf eine der Abbildung
angepalte Normalform bringen kann.

4.4.5. Wir geben nun ein Rechenverfahren zur Trigonalisierung eines Endomor-
phismus an. Es geniigt dazu, eine Matrix A € M(n x n; K) zu betrachten, fiir
die

Pi=x@—2A)-...-(t—=A;) mit A, ..., A, €K,
Gesucht ist eine Matrix S € GL (n; K), so da
D:=S-A.5"

eine obere Dreiecksmatrix ist. Der Beweis des Trigonalisierungssatzes 4.4.3 er-
gibt das folgende Iterationsverfahren.
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1. Schritt: Wir betrachten W, = K" mit der Basis B, = K und dem Endomor-
phismus A = A. Zu A, berechnet man einen Eigenvektor v, € K". Nach dem

Austauschlemma 1.5.4 bestimmt man ein j, € {1, ..., n}, sodaB
B'_!_ —_ (U],Eh... .?j:,... .6’,,)

wieder eine Basis von K" ist. Das Zeichen ™ bedeutet dabei, daB e ;, ausgelassen
wird. Wir betrachten die Transformationsmatrix

—1 ._ b2
Sy =T,
mit der Basis B, als Spalten. Dann ist

Ay % oo %

0
A2:=S;'A'S|_I =
A
0
2. Schritt: Wir betrachten W, mit der Basis B, = (ey,... ,¢},. ... , e,) und dem
Endomorphismus A5. Es ist
Pay=%(t —A2)-...-(t —A).

Zu A5 berechnet man einen Eigenvektor v; € W3, und man wihlt ein j, # jj, so
daf3

B; = (Uz,é’h“. ‘é}l‘ ‘é}l .t?,,)
eine Basis von W, also
33 = (U|, V2, €fy e ‘E}l‘ S ‘gjz' ,8,,)
eine Basis von K" ist. Mit der Transformationsmatrix S;' = T,;’T’ erhilt man
)"| * e e *
0 X * -+ %
A;=85-A-8'=]| : 0
¥ ¢ Al
0 0
Bei der Berechnung von S, kann man benutzen, dafl
10 --- 0
By 4 B By __
Tp'=Tg' - Ty und Ty' = 5
T,
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Spitestens im (n — 1)-ten Schritt erhilt man eine obere Dreiecksmatrix A,, denn
A, isteine (1 x 1)-Matrix. Also ist

Di=Ay=8-1-4-52
eine obere Dreiecksmatrix.

Vorsicht! Die im ersten Schritt berechnete erste Zeile von A; kann sich in jedem
der folgenden Schritte wieder éindern, analog fiir die anderen Zeilen. Das ist nicht
angenehm.

Beispiel. Sei K =R, n =3 und

34 3
A=| -1 0 -1
l'2 3

Dannist Py = —(r — 2)%, also Ay = A; = A3 = 2. Wegen rang (A — 2E;) =2
ist

dimEig(A;2) =1 <3 = u(Py; 2),
also ist A nicht diagonalisierbar. Die Iteration lauft wie folgt:

1. Schritt: v, = (1, —1, 1), j; = 1, By = (v}, €2, €3),

100 100
Sil=] =1 4 0]y 8= 1 10|,
101 -1 0 1

4 3

2
A=8-A-57'=]| 0| 4 2
0|-2 0

2. Schritt: W, = span (e2, €3), 12 = €; — €3, j» = 2,

1 00 213
st~ 10| A=|0 2 2 =D
1 -1 1 0 0(2

Alsoist § = S;.
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Aufgaben zu 4.4

1. Zeigen Sie, dass das Polynom ' — 2 € Q[t] fiir n = 2 keinen Teiler P € Q[r] mit
1 =deg P <n — | besitzt.

2. Trigonalisieren Sie mit dem Verfahren aus 4.4.5 die Matrizen

3.0 =2 =] =3 =4
=20 1 s -1 0 3
21 0 1 -2 -5

3. Zeigen Sie mit Induktion nach n = dimV: Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
und F: V — V ein nilpotenter Endomorphismus, so existiert eine Basis 13 von V mit

0 *
Mp(F) = :

und es gilt Pg(t) = £1".
4. (Fortsetzung von Aufgabe 4 in 4.3.) Zeigen Sie, dass die Matrix

0 1
A >
—-w® =2u

im Fall 4 = e trigonalisierbar ist, und bestimmen Sie eine Matrix § € GL(2; R), so
dass B = SAS™! obere Dreiecksmatrix ist. Das System y = A - y geht somit durch die
Substitution z = Sy iiber in Z = B - z, und es reicht, das (einfachere) Systemz = B - 2
zu losen. Bestimmen Sie auf diese Weise eine Basis des Losungsraums von y = A - y
und l6sen ()} in 4.3.5 auch im aperiodischen Grenzfall.
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4.5 Potenzen eines Endomorphismus*

Zur genauen Beschreibung eines Endomorphismus — insbesondere bei der Suche nach
invarianten Unterrdumen — mufl man systematisch das Ergebnis der wiederholten An-
wendung der Abbildung betrachten. Das legt die Weiterentwicklung der algebraischen
Hilfsmittel nahe. Das wichtigste Ergebnis ist der Satz von CAYLEY-HAMILTON.

4.5.1. Die Eigenwertbedingung F(v) = Av kann man auch komplizierter aus-
driicken: in dem linearen Polynom
Lit)=1t—2
setzt man F statt 1 und idy statt 1, das ergibt
L(F):=F — aidy ,

und es ist Eig (F; A) = Ker L(F). Was hat man damit gewonnen? Ist

Pt)=at"+...+ait +ag € K[r]
ein beliebiges Polynom, so kann man analog

P(Fy:=a,F 4+ ...+ F +aidy € End(V)

setzen. Ist 0 # v € Ker P(F), so gilt

o F (W) +...+a F(v)+av=0,

d.h. die Vektoren v, F(v),..., F"(v) sind linear abhidngig, wenn P # 0. Ist
a, # 0, so folgt, daf

W =span (v, F(v), ..., F"\(v))
ein F-invarianter Unterraum von V mit 1 < dimW < rist. Ist P(F) = 0, so
kann man diese Konstruktion mit jedem beliebigen v starten.

Beispiel. Sei F diagonalisierbar mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten
Apy oo yApund

Q)= —A) ... {1 —A).

Jedes v € V hat nach 4.3.3 eine Darstellung v = v, + ... + v mit v; €
Eig (F: A;). Benutzt man, daB fiir » # g und 0 # v € Eig (F; 4)

0 # (F — pidy)(v) = (A — p)v € Eig (F; 1),

so folgt sofort Q(F) = 0 und Q'(F) # 0 fiir jeden echten Teiler Q' von Q.
Weiter folgt Pr(F) = 0, wenn

Pe=(t—A)" vooin (t—2)*

das charakteristische Polynom bezeichnet.
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4.5.2. Das Einsetzen eines Endomorphismus in Polynome ist beschrieben durch
die Abbildung

$p: K[t] = End(V), P@t)— P(F).
Dies ist ein Homomorphismus von Ringen und auch von K-Vektorriumen. Das
Bild

K[F]1={P(F): P(t)e K[t]} CEndV
ist ein kommutativer Unterring des (nicht kommutativen) Ringes End V, und der
Kern

Iy :={P(t)e K[t]: P(F)=0}cC K[1]
heilt Ideal von F. Wegen dimK[t] = oo und dimEnd (V) < oo gibt es in Ip

ein normiertes Polynom vom Grad < n? (vgl. Aufgabe 3). Ist F diagonalisierbar,
so hatten wir in 4.5.1 sogar ein Polynom Q € Iy vom Grad k < n angegeben.

4.5.3. Wir zeigen nun, daB sich die Schranke der Grade in Zf fiir alle Endomor-
phismen F auf n = dimV verbessern laBt. Es gilt sogar noch mehr:

Satz von CAYLEY-HAMILTON. Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum, F € End(V) und Pr € K[t] sein charakteristisches Polynom. Dann
ist

Pr(F)=0¢€ End(V).

Insbesondere gilt fiir jede Matrix A € M(n x n; K)
Py(A)=0eM(n xn; K).

Vorsicht! Es ist entscheidend, daB die Null ein Endomorphismus oder eine Ma-
trix, nicht die Null in K ist. Daher ist der naheliegende ,.Beweis"

Py(A) =det(A - A- E,) =det(A — A) = det(0) =0
nicht richtig. Am Ende steht die 0 € K, der Fehler steht schon in der ersten
Gleichung, weil ganz naiv bei einem Eintrag der Determinante t = A gesetzt
wurde, dann aber mit Eintréigen aus K weitergerechnet wird.

Mit einem Trick von SERGE LANG [L] kann man diesen falschen Beweis zu
einem richtigen aufmdbeln. Das Problem dabei ist folgendes: die Eintriige einer
Determinante miissen aus einem kommutativen Ring stammen (3.2.8), die Ringe
quadratischer Matrizen sind i.a. nicht kommutativ. Der Ausweg ist, daB man sich
auf den kommutativen Unterring (4.5.2)

K[A] Cc M(n x n; K)

beschrinken kann. Nach diesen Vorbemerkungen zum
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Beweis. Man kann den Endomorphismus F von V mit Hilfe einer Basis durch
eine Matrix A € M(n x n; K) beschreiben. Also geniigt es, den Satz dafiir zu
beweisen.

Fiir n = 1 ist die Aussage trivial, fiir n = 2 kann man sie noch durch direkte
Rechnung mit Matrizen beweisen. Im allgemeinen Fall benutzen wir, wie oben
erldutert, Matrizen mit Eintrigen aus den kommutativen Ringen K[¢] und K[A].
Zunichst sei

B(t) :="(A—1tE,) e M(n x n; K[t]).
Die Eintrige von B(t) auBerhalb der Diagonalen sind Elemente von K, und in
der Diagonalen stehen lineare Polynome, es ist
det B(r) = Py(t) € K[t]. (%)

Nun wird die Unbestimmte ¢ durch die Matrix A und jeder Eintrag a;; durch
a;; E, ersetzt. Das ergibt

ank,—A ayE, --- an E,
B(A) = : : : € M(n x n; K[A]).
akE, anE, -+ anE,— A
Diese Matrix kann mit einer Spalte multipliziert werden, deren Eintrige Spalten-
vektoren des K" sind. Insbesondere ist
€ apey — Aey +anes + ...+ ay e, 0

B(A) : = (8)

Il

e, ay e, + aper + ...+ aye, — Ae, 0

Nun sei B%(1) € M(n x n; K[t]) die in 3.3.1 erkliirte, zu B(r) komplementiire
Matrix. lhre Eintrige sind entsprechend der Definition Polynome vom Grad
< n — 1,und es gilt wegen (x)

Bi(t)- B(t) = P4(1) - E, .

Setzt man auf beiden Seiten A fiir ¢ ein, so folgt mit Hilfe von (#%)

Pa(A) 0 e Pa(A)e, 0
0 Pi(A) e, Pi(Ae, 0
Da P4(A) auf einer Basis die Werte 0 € K" hat, ist P4(A) = 0 als Matrix. (m}

Dieser Beweis ist extrem kurz und elegant, aber fiir einen Geometer
mag er wie algebraischer Hokuspokus aussehen. Daher noch ein anderer
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Beweis, bei dem man vielleicht besser ein Gefiihl dafiir bekommen kann,
warum die Kombination Pg(F) von Potenzen von F alles in V' zu Null macht.
Zunichst betrachten wir den Spezialfall K = C. Nach 4.4.3 ist F trigonali-
sierbar, d.h. es gibt eine F-invariante Fahne
Ol=VoCcVicC...CcV,=V.

Ist B = (v,...,v,) eine Basis von V mit V; = span (vy,...,v;) fiir
i=1,...,n,50ist
Ay *
Mp(F) = ;
0 A,
wobei 44, ... , &, € C die Eigenwerte von F sind. Da
Pe=(A—=t)-...-(Ay—1),

kann man Py (F) schrittweise aufbauen: Ist

Gi' = (Aiidv — F] o (lzidv = F) 0...0 (l;idu — F) € El'll:l(V)
firi =1,...,n,s0ist G, = Pp(F). Es geniigt also durch Induktion zu zeigen,
daf

Gi(Va)=+{0} filri=1,....n-
Der Fall i = 1 ist klar, da F(v)) = A jv;. Seinuni = 2 und v € V;. Dann gibt es
einwe V,_jundeinpu € C,sodal v = w + pv;. Da
hw—Fw)eVi; und lv,— F(y) eV,

ist nach Induktionsvoraussetzung

Gi(w) = (Gi—y o (Aidy — F)) (w) =Gi— (hjw — F(w)) =0
und

Gi(v;) = G-y o (Midy — F)) (v) =Gy (Liv; — F(vy)) =0.
Also istGi(v) =G, (w) + uG;(v;) = 0.

Der Leser méchte sich iiberlegen, wie viel einfacher der Beweis wird, wenn F
diagonalisierbar ist, d.h. wenn F(v;) = A,v; (vgl. Aufgabe 5).

Den Fall K = R kann man durch Kemplexifizierung auf den obigen Fall
zuriickfiihren, obwohl F nicht reell trigonalisierbar sein mufi. Am einfachsten
geht das mit Hilfe einer Matrix

A= My(F),
wobei B irgend eine Basis von V ist (die ,professionelle” Methode der Komple-
xifizierung ist in 6.3.4 b) ausgefiihrt). A beschreibt einen Endomorphismus

A: C" > C",
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also ist P4(A) =0 € EndC". Nach 2.6.4 ist
Mp(Pr(F)) = Pr(Mg(F)) = P4(A),
also auch Pe(F)=0€ EndV.

Diese Methode ist nicht auf R und C beschriinkt, denn zu jedem Korper K und
jedem Polynom f € K|[r] gibt es einen Oberkorper K’ © K, so dall f € K'[t]
in Linearfaktoren zerfillt: etwa den Zerfallungskirper von f oder den algebrai-
schen Abschlufs von K (siche z.B. [F-S]).

4.5.4. Als Beispiel fiir eine Anwendung des Satzes von CAYLEY-HAMILTON
wollen wir in Analogie zu Korollar 4.4.3 zeigen, daf sich jeder Endomorphismus
cines reellen Vektorraumes beinahe trigonalisieren ldft.

Theorem. Ist F' Endomorphismus eines reellen Vektorraumes V, so gibt es eine
Basis B derart, daf8

Ay

*

Mg(F) &
o
0
8]/
0 —Cj
mit Ay,... A, € Rund B, = ( 1 ; ) mit by, c; € R und b? — 4¢; < 0

firi =100 m:
Lemma. Jeder Endomorphismus F eines reellen Vektorraumes V  mit
dimV = 1 hat einen invarianten Unterraum W mit 1 < dimW < 2.
Bewelis des Lemmas. Nach 1.3.10 gibt es eine Zerlegung
Pr=x(—A) ...-(0=2)- Q1) -...  Ou(t)

mit Q;(t) = >+ bt +¢; und b2 —4c; < 0.Istr > 1, so gibt es einen Eigenvektor
vy zu Ay, und W = R - v; ist invariant.

Im Fall » = 0 starten wir mit einem beliebigen 0 # v € V. Nach CAYLEY-
HAMILTON ist

Pe(F)() = (Q1(F)o...0 @,(F))(v) =0.
Also gibt es ein eindeutig bestimmtes i € {1, ..., m} mit

w:=(Qis(F)o...0Qu(F) () #0 und Q:(F)(w)=0,
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wobei w := v gesetzt wird, falls i = m, d.h. @,,(F)(v) = 0. Wir setzen
W := span (w, F(w)).
Aus Q;(F)(w) = 0 folgt
F(F(w))+ b F(w)+cqw=0,
also ist F(W) C W. Da F keinen Eigenwert hat, ist B = (w, F(w)) eine Basis

von W, und es gilt
0 —C
Mp(FIW) = :
1 —b;

also Prw = Q;(t). (m]

Den Beweis des Theorems fiihrt man schrittweise nach dem Muster des Induk-
tionsbeweises von Satz 4.4.3. In der ersten Etappe baut man die Eigenriume ab,
in der zweiten die zweidimensionalen invarianten Unterraume. Das ergibt eine
Folge von Zerlegungen

V = ieW,=VieW,=WheW,=...=V, & W,
= VipeWa=ViudWis=...= Vi ® W,
wobei W, =V, W, 5,41 = {0} und
M=%cVic..cVcVucC...C Vism=V

mit dimV; = j und F(V;) C V;. Dazu verwendet man die eindeutige Zerlegung
von

FIWi: W= V=V_ &W in F|W: H + F, mit
H: W,—=V_, und F: W, = W,.
Die Einzelheiten seien getrost dem Leser iiberlassen. a

4.5.5. Nun wollen wir das in 4.5.2 begonnene und durch den Satz von CAYLEY-
HAMILTON unterbrochene Spiel mit den Polynomen noch etwas weiter treiben.

Definition. Eine Teilmenge 7 eines kommutativen Ringes R heifit Ideal, wenn
gilt

Il P,QeI=P-Q¢€cd,

I2PeZ, Qe R=>0-Pel

Ein Beispiel dafiir ist unser Ideal Zr C K[t).
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Satz. Zu jedem Ideal T C K|[i]| mit T # {0} gibt es ein eindeutiges Polynom M
mit folgenden Eigenschaften:

1) M ist normiert, d.h. M =1 + . .., wobei d = deg M.

2) Fiir jedes P € T gibtes ein Q € K[t mit P=Q - M.

M heiBt Minimalpolynom von I, im Fall T = T Minimalpolynom von F'.

Beweis. Sei d := min {r: esgibtein P € T mit P # Oundr = deg P} € N.
Wir nehmen ein normiertes M € 7T mit deg M = d. Ein beliebiges P € T
dividieren wir entsprechend 1.3.7 mit Rest durch M:

P=Q-M+R,
wobei R = 0 oder deg R < d. Es geniigt, den Fall R # 0 auszuschlieBen. Dann

o R=P-Q-MeT

im Widerspruch zur Minimalitiit von d. Die Eindeutigkeit ist klar. o

4.5.6. Es ist in der Geometrie eines Endomorphismus begriindet, wie weit sich
das Minimalpolynom vom charakteristischen Polynom unterscheidet.

Beispiel. Sei
(01 \

A= % g eM(n xn; K),

\ /
wobei d — 1 mit 1 < d < n die Anzahl der Einsen in der Nebendiagonalen
bezeichnet. Das bedeutet

Ale1) =0, Aes)=e1,... ,Aleq) =es1 und Ae;) =0 sonst.
Fiir die Potenzen A! mit 1 < [ < d gilt A'(eg) = eqy, also ist A? = 0, aber
A4-1 £ 0. Daraus folgt

Py=+t", My=tt.

Im Extremfall d = 1ist A = 0 und Py = £ M}.
Allgemein gilt folgende Beziehung zwischen charakteristischem Polynom Pg
und Minimalpolynom Mg:
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Satz. Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum, F € End (V). Dann gilt:
1) Mg teilt Pr.
2) Pg teilt Mg.

Beweis. 1) folgt sofort aus dem Satz von CAYLEY-HAMILTON. Zum Beweis von
2) wollen wir voraussetzen, daB K Unterkorper von C ist. Im allgemeinen Fall
kann man einen algebraischen Abschlufi K verwenden, aber so weit wollen wir
nicht in die Algebra ausschweifen (vgl. [F-S]).

Wir konnen F ersetzen durch A € M(n x n; K). Die Polynome M, und P,
zerfallen iiber C in Linearfaktoren (vgl. 1.3.9). Zunichst betrachten wir

Py=x(—2)" ... (0 =A™,
wobei Ay, ... , Ay € C paarweise verschieden sind. Aus Teil 1) folgt
My=(@—=X)"-...-(0—A)" mit 0<s;,<r, firi=1,...,k,

d.h. M, hat keine weiteren Linearfaktoren. Wir zeigen, daB keiner fehlt, d.h. daB
s; = 1 ist fiir alle {. Angenommen s; = O fiir ein i. Dann nehmen wir einen
Eigenvektor v; € V zu A; und wenden M4(A) darauf an. Mit der gleichen
Rechnung wie im Beispiel 4.5.1 folgt

M4(A)(vi) # 0
im Widerspruch zu M,(A) = 0. Nun definieren wir

Q= (=A™ (= A)™ " e C[t].
Nach Definition von Q gilt Mj = +Q - P4, und da M}, P4 € K[t] folgt
Q € K[t] (Aufgabe 5 zu 1.3). O

4.5.7. Manchmal kann das Minimalpolynom helfen, Beweise etwas abstrakter
und kiirzer zu machen. Dafiir geben wir ein naheliegendes Beispiel.

Definition. Man nennt F € End ¢ (V) nilpotent, wenn F* = 0 fiir ein k > 1.

Satz. Ist F € End (V) und n = dimV, so sind folgende Aussagen dquivalent:
i) F ist nilpotent.

ii) F¢ =0 fiireind mit1 <d <n.

iii) Pr = +t"

iv) Es gibt eine Basis B von V, so daf$

Mgs(F) =
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Beweis. i) bedeutet t* € Tp. Alsoist Mp = 1Y mit1 < d < nund P = +¢".
Das zeigt i) = ii) und iii). Der Trigonalisierungssatz 4.4.3 enthilt iii) = iv).
SchlieBlich folgt iv) = i) nach Aufgabe 2 zu 2.5. O

Aufgabe 3 zu 4.4 zeigt, dal es auch ohne Minimalpolynom geht.
Aufgaben zu 4.5

1.Sei F: V — V linearund P € K[t]. Zeigen Sie: Ist A € K ein Eigenwert von F, so
ist P(X) ein Eigenwert von P(F).

2.Ist F: V — Vlinearund P, Q € K|[r], soist
P(F)o Q(F)= Q(F)o P(F)=(P-O)(F).
3.Sei F: V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Dann gilt:

a) Die Abbildung ®5: K[1] — End(V), P(t)+~ P(F) istein Homomorphismus von
Ringen und von K-Vektorrdumen.

b) K[F]={P(F): P € K[t]} ist ein kommutativer Unterring von End(V').

¢) IstdimV = n < oo, so existiert ein normiertes Polynom P‘E K[t] vom Grad < w
mit P(F) = 0. (Hinweis: Betrachten Sie id, F, F*,... , F".)

4. Beweisen Sie den Satz von CAYLEY-HAMILTON durch direkte Rechnung fiir Matri-
zen
AeM2x2K).

5. Beweisen Sie den Satz von CAYLEY-HAMILTON fiir einen diagonalierbaren Endo-

morphismus.

6. Geben Sie noch einen anderen Beweis des Satzes von CAYLEY-HAMILTON durch

Induktion nach n = dimV mit der folgenden Methode:

a) Zeigen Sie, dass F(W) © W und berechnen Sie Py (1) fiir G := F|W (siche Aufga-
be 4 in 4.2).

b) Zeigen Sie Pg(G) =0 € End (W).

¢) Folgern Sie daraus im Fall ¥ < n mit der Bemerkung aus 4.4.4 und der Induktions-
annahme, dass Pp(F) = 0.

7. Seien Aj,... , A, € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte eines diagonalisier-
baren Endomorphismus F iiber einem endlichdimensionalen Vektorraum. Zeigen Sie,
dass (¢t — Ay) - ... (r = X&) € K[t] das Minimalpolynom von F ist.
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4.6 Die Jordansche Normalform*

Gegenstand dieses Abschnittes sind Endomorphismen, deren charakteristisches Poly-
nom in Linearfaktoren zerfillt. Bedingungen fiir die Diagonalisierbarkeit sind in 4.1.3
und 4.3.3 angegeben. Sind sie nicht erfiillt, so kann man entsprechend 4.4.3 wenigstens
trigonalisieren. Unbefriedigend dabei ist, dal man gar nichts von den Eintrégen iiber der
Diagonale weil. Das wird nun nachgeholt.

Wir benutzen dabei nur elementare Methoden der linearen Algebra und verzichten
darauf, das Minimalpolynom und die Teilbarkeitstheorie im Polynomring einzusetzen.
Damit geht manches etwas eleganter, aber insgesamt nicht kiirzer (vgl. etwa [B2]).

4.6.1. Im folgenden sei stets K ein beliebiger Kérper und V ein K-Vektorraum
mitdimV > 1. Ist F € End (V) und
Pr=£(—A)" ... (t =X)" mith,....A € K paarweise verschieden,
so ist V nach 4.3.3 genau dann direkte Summe der F-invarianten Eigenrdume
Eig (F; 4;), wenn
dimEig (F; A;)) = w(Pr; M) =r; .
Ist die Dimension des Eigenraumes zu klein, so kann man ihn mit folgendem
Trick passend vergroBern. Fiir einen Eigenwert A der Vielfachheit r > 1 ist
Eig (F; A) = Ker (F — Aidy) C Ker (F — Aidy)" =: Hau (F; 1) .
Man nennt Hau (F; A) den Hauptraum (oder verallgemeinerten Eigenraum)
von F zum Eigenwert A. Damit kann man schon das Ergebnis der ersten Etappe
formulieren:
Satz iiber die Hauptraumzerlegung. Sei F € End x (V) und
Pr=2x(—A)" ... (t — )"

mit paarweise verschiedenen iy, ... , A, € K. Es sei V; :== Hau (F; A;) C V fiir
jedes X; der Hauptraum. Dann gilt:
1) F(Vi)CViunddimV; =r; fiiri =1,... k.
2) V= V| D...8B Vk-
3) F hat eine Zerlegung F = Fp + Fy mit

a) Fp diagonalisierbar,

b) Fy nilpotent,

c) FDDFN = FNOFD,
Ubersetzt man das in die Sprache der Matrizen, und verwendet man noch, daf§

jede nilpotente Matrix in eine obere Dreiecksmatrix transformiert werden kann
(4.5.7), so erhiilt man das
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Korollar. Sei A € M(n x n; K), sodaff Py = £(t —X)"-...-(t = )™ Dann
gibt es eine invertierbare Matrix § € GL (n; K) derart, dafs

( \

ME,+ N, 0
SAS™' = =4,
0 ME, + Ni
\
wobei fiiri = 1,... .k
l;‘ *
ME, +N;i= eM(ri xri; K).
0 A.,'

Insbesondere ist A = D + N, wobei D Diagonalmatrix, N nilpotent ist, und es
gilt
D-N=N-.D. m}

Folgerungen aus der letzten Eigenschaft sind in Aufgabe 4 und Aufgabe 5 ent-
halten.

4.6.2. Zur Vorbereitung der Hauptraumzerlegung betrachten wir einen Eigen-
wert A von F und Potenzen von
G:=F - Aidy.

Das konnen wir auch fiir ein ganz beliebiges G € End V tun. Offensichtlich hat
man die Ketten

[0} C KerG Cc KerG? € ... C KerG',

V 2 ImG D ImG? >...0 Im&,
und fiir jedes / ist dim Ker G' + dimIm G' = dimV nach 2.2.4. Im allgemeinen
ist jedoch

Ker G' NImG' # (0},

man hat also keine direkte Summe (vgl. Beispiel 4.5.6). Da V endlichdimensio-
nal ist, kénnen die beiden Ketten nicht endlos auf- bzw. absteigen. Das ist der
Schliissel zum entscheidenden
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Lemma von FITTING. Zu einem G € End (V) betrachten wir die beiden Zah-
len

d:=min{le N: KerG' =KerG™*'}) und r:= u(Pg;0),
wobei G' := id;. Dann gilt:
1) d =min{l : InG' =ImG'*H'}.
2) Ker G = Ker G, In G = Im G* fiiralle i € N.
3) Die Réiiume U := Ker GY und W := Im G¥ sind G-invariant.
4) (GIU)Y =0 und G|W : W— W ist ein Isomorphismus.
5) Fiir das Minimalpolynom von G|U gilt Mgy = t“.
6) V=U@dW, dmU =r>d dmW =n-—r.

Insbesondere gibt es eine Basis B von V, so daf8

N 0
MH(G)=(0 C) mit N'=0 und CeGL(®n—-r;K).

Beweis. Wir betrachten das Diagramm

J
KerG' c V-5 ImG
n I U
I+ 1
KerG*' c vV L ImG'*'.

Unter Benutzung der Dimensionsformel 2.2.4 fiir G' und G folgt
ImG"' =ImG' ¢ dimImG™*' =dimImG’

& dimKer G'*' = dim Ker G'

& KerG'*' =KerG'.
Dies ist weiter gleichwertig damit, da8 G[Im G': Im G’ — Im G'*! ein Isomor-
phismus ist. Daraus folgt sofort 1) und G|W Isomorphismus, also auch 2). Der
Rest von 3) und 4) ist klar. Zu 5) geniigt es zu zeigen, daB aus (G|U)*' =0
folgen wiirde, dafl

KerG! = U c KerG~'.

Istv € UNW,soist GY(v) = 0und v = G¥(w) fiir ein w € V. Daraus folgt
G*(w) = 0, also
w € Ker G = Ker G*
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nach 2), und somit 0 = G¥(w) = v. Damit hat man V = U @ W, und es bleibt
die Berechnung der Dimension von U. Nach Definition von U ist dimU = d.
Wegen

1 Q =Pe= PGlL-’ . PG]W mit Q(O) -',i‘—' 0
und Pgy = £1™ mitm = dimU folgt m = r, denn fiir den Isomorphismus G|W
ist Pgiw(o) ié 0. [

Insbesondere folgt aus den obigen Argumenten die

Bemerkung. Ist A Eigenwert von F und G := F — Xidy, so istd = 1 gleichbe-
deutend mit
Eig (F; A) = Hau (F; A). o

4.6.3. Nun beweisen wir den Saiz iiber die Hauptraumzerlegung durch Induk-
tion iiber die Zahl k = 1 der verschiedenen Eigenwerte. Zu A, definieren wir
G := F — A; -idy. Dann ist
Pg(t —A) = Pp(t), also p(Pg;0) = p(Prid) =n1.
Nach Lemma 4.6.2 ist V = Hau (F; A,) @ W, und die beiden Summanden sind
wegen F' = G + A,idy auch F-invariant. Weiter gilt
Prw==(t—2)" . .-t —2)",

also konnen wir auf F|W die Induktionsannahme anwenden, daraus folgen 1)
und 2).

Die Zerlegung 3) zeigt man am einfachsten mit Matrizen, die Bezeichnungen
seien wie im Korollar gewihlt. Die Existenz erhilt man mit

ME,| 0 0

D:= und N := :
0 [uE, 0
eine einfache Rechnung zeigt
AN, 0
D-N= =N-D.

0 0

Zusatz. Die Zerlegung F = Fp + Fy ist sogar eindeutig, wenn man a), b) und
¢) verlangt.

Der Beweis benutzt 4.3.6 und etwas Teilbarkeitstheorie von Polynomen (vgl. et-
wa [B2], §11).
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4.6.4. Aus den obigen Beweisen kann man ein Rechenverfahren ableiten, wir
geben dafiir ein

Beispiel. Gegeben sei die Matrix

25 34 18
A=| —14 =19 —10
-4 -6 -1
mit Py = —1>+ 51> =7t 4+3 = —(t — 1)*- (t — 3). In der Notation von 4.6.3 ist
k=2 A =1,r, =2,k =3, r» = 1. Wir betrachten die Matrizen
24 34 18 22 34 18
Bil=A-ME;=]-14-20-10 | , Bo=A—-E;=]| —-14 =22 —-10
wd i 4 —6 —4
sowie
28 28 56
B'=B}=| -16 -16 -32 |, B}=B5B,.
-4 -4 -8

Esistrang B, = 2 > | = rang B}. Daraus folgt

Eig(A; &) =Ker B, & KerBf =Hau (A; ),
und somit ist A nicht diagonalisierbar. Indem man die zu B? und B, gehdrenden
homogenen Gleichungssysteme lost, erhilt man Basen

('(2,0,=1), (0,2, —1)) von Hau (A; 1)

und

'(—=7,4,1) vonHau(A; ;) = Eig(A; A3).
Tridgt man die erhaltenen Basisvektoren als Spalten in eine Matrix ein, so erhilt
man

9 O~ 6 i 14
s'=| o 2 4| ud sS==| 4 5 s8],
=" B s

sowie
16 25 0 & %
SAS'=]| -9 —14 0 und
-9 —14

):E2+N mit N> = 0.
0 03
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Nun muf man noch die Basis von Hau (A; A,) so transformieren, daf3 ein Basis-
vektor v Eigenvektor zu A, wird (vgl. 4.4.5). Er hat die Form

v=a-'2,0,-D+8-'(0,2,-1).

Die Bedingung Av = v ergibt 3¢ + 58 = 0, also kann man v = (5, -3, —1)
wiihlen. Aus der neuen Basis von I&? erhilt man die Transformationsmatrix

5 2 =7 ] s f =g
T'=| -3 0o 4], 1r=5 1 2 =1
=F =k 1 -3 -3 -6
sowie
160
TAT'=| 01 0
00 3

4.6.5. Auf der zweiten Etappe des Weges zur JORDANschen Normalform wird
zu einem nilpotenten Endomorphismus eine Basis maBgeschneidert. Um das Er-
gebnis einfach formulieren zu konnen, definieren wir die Jordanmatrix

0 1 0
o R € M(k x k; K),
0 0

fiir die J& = 0 gilt, und k die minimale Potenz mit dieser Eigenschaft ist. Man
beachte, dalf J, = (0).

Theorem. Sei G ein nilpotenter Endomorphismus eines K -Vektorraumes V und
d :=min{l: G' = 0}. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen s, ... ,54 € N
mit

d-sg+(d—1)sg_y + ...+ 5 =r =dimV

und eine Basis B von V, so dafs
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Ja
= }sd—maf
J,
! -1 0
.. S4-—y-mal
Mg(G) = " ) - =
0 :
Ji
sy-mal
\ "y, ]

Beweis. Wir definieren U, := Ker G' und betrachten die Kette
{Ol=UsgcUyCc...CUsy,clUy=V.

Da d minimal ist, sind alle Inklusionen echt. Wir vermerken zwei weitere Eigen-
schaften:

(1) Fiirl <! < dist G™'(U,_,) = U,, insbesondere G(U;) C U,_,.
Das ist klar, denn
veG\WU) e G el < 0=6"Gw)=Cw) cvel,.
Durch Anwendung von G auf die erste Gleichung folgt
GWU) =G (G (Uy) C Uy,
DaB hier keine Gleichheit mehr gelten muf, sieht man etwa an der durch
Gle) =Glea) =0, Gles) =ez
gegebenen Abbildung des K* mitd = 2.
(2) Ist W C V ein Untervektorraum mit W N U, = {0} fiir irgend ein [ >0, so
ist G|W injektiv.
Denn da Ker G = U, C Uj, gilt sogar W N Ker G = {0}.

Damit konstruieren wir nun schrittweise eine direkte Summenzerlegung von V.
Zunichst wiihlen wir W; C V mit
V=Ui=Us 1@ W,.
Aus (1) folgt G(Wy) C Uy_y und G(Wy) N U,_» = {0). Also gibt es eine Zerle-
gung
Ui =Us® Wy mit G(Wy) C Wy,
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Die Iteration dieses Verfahrens kann man schematisch darstellen, wobei die
Pfeile die Wirkung von G zeigen:

Ua

il

Ui & Wy

1 il

Uir & Wiy & Wy

) ) }

v, @« W, @ W, @ ... & W,

l 1 1 b

Uy @ W, @ W, & ... & Wyoo & Wy

Jede Zeile ist dabei eine Zerlegung von V, wegen U, = 0 ist insbesondere
V=W, oW, d...0W,.

Da nach (2) all die Beschrinkungen von G in der Kette
W= Wy —...=> W

injektiv sind, konnen wir nun bei W, beginnend durch schrittweise Ergiinzung
Basen aller W; und damit insgesamt eine Basis von V nach folgendem Schema
erhalten:

d d
w§ ’.... .wﬁdJ
il d d—1) d—1)
G(w: ‘}.... .G(wL’ L wi .......... i wig,_,
7 d =5 d ) d—1 = d—1 1) I
e a7 PN ¢ i (7Lt W i o ORISR 1

Dabei ist die erste Zeile eine Basis von W,, die zweite von W,_,, und schlieBlich
die letzte von

W, =U,=KerG.
Die Matrix M (G) hat die versprochene Form, wenn man B in folgender Weise

anordnet: Man léduft in jeder Spalte von unten nach oben und liest die Spalten
von links nach rechts.
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Um zu zeigen, daf} die Zahlen s, . .. , 54 allein durch G bestimmt sind, benut-
zen wir die Existenz von Zerlegungen

U=U_®W=U_ &GWy)®W
firl =1,....d mit Wy, = 0. Danach ist
s = dimW, = dimU, — dimU;_, — dimW,.., ,

also sind diese Zahlen rekursiv aus den Dimensionen der Kerne von G' bere-
chenbar (vgl. Aufgabe 6). O

4.6.6. Wir berechnen ein einfaches

Beispiel. Gegeben sei die Matrix

013 00 2
B=|0o0 2 mit B2=| 00 0 und B*=0.
000

Es ist d = 3, und fiir U; := Ker B' gilt
{0} =Uy C Uy =spane; C U = span(e,e;) C Uy = R,
Aus der Bedingung
R*=U,® W,
folgt, daBl wir W5 = span e; wiihlen kénnen. Somit ist 53 = 1. Aus
R=U oW, oW
folgt dimW, = 1, also s; = 0, und B - e; = '(3, 2, 0) ist der richtige Basisvektor
von W,. SchlieBlich ist
R=UoW d&W, 0 W.
Der gesuchte Basisvektor von W, ist B2-e; = B-'(3, 2, 0) = 2¢;, somit ist auch
sy = 0. Trigt man die gefundenen Basisvektoren in der richtigen Reihenfolge
als Spalten in eine Matrix ein, so erhiilt man

230 (230
T'=]0 2 0|, unddaraus T=Z 0 20
00 I 0 04

Das Ergebnis ist die Jordanmatrix

TBT ' =

o o o
o O e
o = o
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4.6.7. Durch Kombination der Hauptraumzerlegung aus 4.6.1 und der Normal-
form nilpotenter Endomorphismen aus 4.6.5 erhilt man schlieBlich die

JORDANsche Normalform. Sei F € End x (V) derart, dafi das charakteristi-
sche Polynom in Linearfaktoren zerfillt, also

Pe=X(t—=A)" oo, (= 2)™

mit paarweise verschiedenen )y, ... , ., € K. Dann gibt es eine Basis Bvon V,
so daf}
( )
ME, + N 0
Mg(F) =
0 AEL + Ny
\ /
wobei N; fiiri = 1,... .,k in der Normalform von 4.6.5 ist. Ausgeschrieben
bedeutet das
( Ao 1
1
A O
Ao 1
Ai Er, + N =
1
A 0
e 10
\ X/

Diese Teilmatrix zum Eigenwert A; enthilt auBer Nullen nur Jordanmatrizen ent-
lang der Diagonale. Ein Block der Gestalt

A1

Ai
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mit d Eintriigen ; und d — 1 Einsen heiBt Jordanblock der Linge d zu A;. Der
oberste und grofite Jordanblock in A, E,, + N; hat die GroBe d; mit

1<d,=min{l: N =0} <r,
das ist die Vielfachheit der Nullstelle A; im Minimalpolynom von F (Aufgabe
8).
Fiir 1 < j < d; seien s}'} > ( die Anzahlen der Jordanbliécke der Grofie j zu
Apin A E. + Ni. Esist s;:-) > 1, und durch Abzihlung der Lingen folgt

disy) + (di — Dsf +...+s" =r.
Die Elemente A; € K und r;, d;, s}“ € N sind allein durch den Endomorphismus
F bestimmt (fiir die s:-" folgt das aus Aufgabe 6). Sie heiBen daher Invarianten
von F. Die Eigenwerte A; kann man im Fall K = R oder C kontinuierliche

Invarianten nennen. Die anderen sind diskret und durch die oben angegebenen
Bezeichnungen, sowie

ret .o+ =n

aneinander gekoppelt. Alle Invarianten zusammen beschreiben in komprimierter
Form die ,,Geometrie von F**. Umgekehrt bedeutet dies, daB es so viele Moglich-
keiten gibt, wesentlich verschiedene Endomorphismen zu konstruieren, wie man
»Sitze' von solchen Invarianten zusammenstellen kann. Nur die Reihenfolge der
Jordanblocke ist unwesentlich, sie kann durch eine passende Permutation der Ba-
sisvektoren beliebig verindert werden. Das ist die Aussage dieses wohl schwie-
rigsten Theorems der elementaren linearen Algebra.

Das Verfahren, die Normalform zu berechnen, hat praktische Anwendungen,
etwa bei der Losung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten. An sich geniigt es, die Systeme nach verschiedenenen Ei-
genwerten zu entkoppeln (das geht mit der Hauptraumzerlegung) und in jedem
Hauptraum zu trigonalisieren (dann kann man die Teilsysteme von unten nach
oben lisen, vgl. [Fo 2], §14). Aber der Rechenaufwand fiir die verbesserte Tri-
gonalisierung mit der JORDAN-Methode ist kaum grofier als bei der Methode aus
445,

Nach all den schon geleisteten Vorbereitungen ist der Beweis nunmehr ganz
kurz: Fiiri = 1, ..., k setzen wir

V,:=Hau(F; ) und G;:=(F — Aidy)|V;.

Anwendung von 4.6.5 auf G; ergibt eine Basis ; von V;, und aus By, ..., B
baut man sich das gesuchte B auf (vgl. 1.6.4). =]
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Fiir die Minimalpolynome von G; und F gilt (Aufgabe 8)

Mg =14 und Mp=(@—-A)% ... (1 —2)%.
Ist spezielld, = ... = d; = 1, so gibt es keine Einsen neben der Diagonale, und
es folgt zusammen mit 4.6.1 und 4.6.7 das

Korollar. Fiir ein F € End g (V) sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) F ist diagonalisierbar.

i) Mp=(t—Xx))-...-(1=A), wobei Ay, ..., A die verschiedenen Eigenwerte
von F bezeichnen.
iii) Es gibt paarweise verschiedene A\, ... , A, € K, so dafs
(F = Mjidy) 0...0 (F — A,idy) =0 € End x (V). o

4.6.8. Fiir die praktische Berechnung der Jordanschen Normalform verwenden
wir wieder das

Beispiel.
34 3
A=| -1 0 -1
1.2 3
mit dem charakteristischen Polynom P, = —(f —2)? (vgl. 4.4.5). Wir betrachten
L 4 3 0 2 2
B=A-2E;=]| -1 -2 -1 mt B’=|0 -2 -2
1 2 1 0o 2 2

und B? = 0. Dann ist
Uy := KerB=span'(l,—1,1)
U, = KerB®=span ('(1,—1,1),'(0,-1,1)) .
Entsprechend 4.6.5 haben wir die Zerlegungen
R=U,oW:=UWeW,=UoW oW, o W,
das ergibt die Basisvektoren
e; € Wy, B:e =‘(3, =1, ]) € W2 und Bz v e =‘(2, -'2,2) € W[ 5
In der richtigen Reihenfolge als Spalten in eine Matrix eingetragen erhilt man

23 30 { -1 -3 0
== | <4 = g mit T=Z 2 20l
2 | 0 4 4
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und als Ergebnis

221 0
TAT'=| 0 2. 1
00 2
Das kann man vergleichen mit den Ergebnissen der Trigonalisierung in 4.4.5
2L 3 1 00
SAST =Dz 02 2 mt S=| 110 |,
00 2 011
und der Transformation der nilpotenten Matrix D — 2E; zu
2 =30
T(D-2E)T ' =5 mit f:% 0 20
0 0 4

Esist T - § = T, also kann man T auch durch Kombination der vorher durch-
gefiihrten Rechnungen erhalten. Man beachte, daB dabei nicht notwendig die-
selbe Transformationsmatrix entstehen muf, weil sie nicht eindeutig bestimmt
ist.

Hat A mehr als einen Eigenwert, so mul man zuniichst die Zerlegung in Haupt-
raume berechnen. Dann kann man in jedem Hauptraum wie oben verfahren. Da
der gesamte Raum nach 4.6.1 direkte Summe der Hauptriume ist, ergeben die
unabhiingig voneinander konstruierten Basen der Hauptridume zusammen eine
Basis der gewiinschten Art des gesamten Raumes.

Aufgaben zu 4.6
1. Bestimmen Sie die Hauptriume der folgenden Matrizen:
2 Z 3 1 &
1 4 2 1
Z AT 2 R
01 2 -1
! 6002 5 4
001 -3
000 -1 —4
000 —1
000 0 -1
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2. Bestimmen Sie Basen, beziiglich derer die folgenden nilpotenten Matrizen Jordansche
Normalform haben, und geben Sie jeweils das Minimalpolynom an:

1 =2 ¢ -1 2
02 2 1 -3 -1 0 3
00 2 0 2 1 -1 -3
000 I 0 0 -1 -2
0 -1 0 0 2

3. Bestimmen Sie Basen, beziiglich derer die folgenden Matrizen Jordansche Normal-
form haben, und geben Sie jeweils das charakteristische und das Minimalpolynom an:

2110 =2

34 3 111 0 =1
=1 0 =1 1 02 0«1
12 3 1 01 2 =2
1010 0

4. Mit Hilfe des Satzes iiber die Jordansche Normalform kann man recht einfach hohe
Potenzen von Matrizen berechnen. Zeigen Sie:

a) Ist A e M(n xn; K), S € GL(n; K) und m € N, so gilt (SAS™1)" = SA™S~!,
b) Sind A, B € M(n x n; K) mit AB = BA und m € N, so gilt
2 (m
A+B)" = bpmet,
(A+B) g(k)a B
¢) Bestimmen Sie fiir die Matrix

34 3
A=] -1 0 -1
12 3

eine Matrix § € GL(3; R), so dass A = S(D + N)S~!, wobei D Diagonalmatrix,
N nilpotent und DN = N D ist. Berechnen Sie mit Hilfe von a) und b) (und ohne
Computer) A%,

5. Betrachten Sie die Verallgemeinerung der Exponentialfunktion fiir Matrizen; fiir jede
Matrix A € M(n x n; R) existiert

. m 1
exp(A) := Mll’ngo z FA* .
k=0 "~

a) Bestimmen Sie exp(D) fiir eine Diagonalmatrix D.
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b) Ist A € M(n x n; R) und § € GL(n; R), so folgt exp(SAS™') = § - exp(A) - 5~
c) Sind A, B € M(n x n; R) mit AB = BA, so gilt exp(A + B) = exp(A)exp(B).

d) Bestimmen Sie fiir die Matrix

30 =2
A=] -2 0 1
21 0

eine Matrix § € GL(3; R), so dass A = S(D + N)S~!, wobei D Diagonalmatrix, N
nilpotent und DN = N D ist, und berechnen Sie exp(A).

6. Zeigen Sie, dass fiir die Zahlen 5y, ... , 55 in 4.6.5 gilt:
s = dim(Uy/ Uj—y) — dim(Up4y / U)) .
7. Gegeben sei ein endlichdimensionaler C-Vektorraum V. Zwei Endomorphismen F

und G von V heiBen dhnlich, wenn es einen Isomorphismus H von V gibt mit
G=HoFoH™\

a) Zeigen Sie, dass dadurch eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Endomorphis-
men von V gegeben ist.

b) Fiir F, G € End(V) sind folgende Bedingungen gleichwertig:
i) F und G sind dhnlich.
ii) Fiir jede Basis B von V sind Mg(F) und Mg(G) dhnlich.
iii} Die Jordanschen Normalformen von F und G haben (bis auf die Reihenfolge)

die gleichen Invarianten.

8. Sei F € Endg (V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom in Line-
arfaktoren zerfillt. Beweisen Sie, dass man das Minimalpolynom M aus den Invarian-
ten von F berechnen kann: Mit den Bezeichnungen von 4.6.7 gilt

Me@t) = — A oo (0= A%
9. Sei V ein 6-dimensionaler R-Vektorraum und F ein Endomorphismus von V mit

Pe(t) = (t — 1)(t + 2)°, Mp(t) = (r — (¢ + 2)?. Bestimmen Sie alle moglichen
Jordanschen Normalformen von F.

10. Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und F ein Endomorphismus von V
mit F? = F. Zeigen Sie, dass F diagonalisierbar ist.
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