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Réduites aux théories générales, les
mathématiques deviendraient une belle
forme sans contenue, elles mourraient
rapidement.

Lebesgue



Vorwort

Der Stoff der Linearen Algebra besteht aus einem strengen axiomatisch-
algebraischen Begriffsgebdude. Der Anfinger hat meist nicht nur Schwierig-
keiten mit der allgemeinen Abstraktheit, sondern er sieht vor allem auch
selten, wozu er all dies lernen soll. Dem entgegenzuwirken, haben wir uns
in dem vorliegenden Buch bemiiht, die abstrakte Theorie schrittweise so-
weit wie moglich mit einer Fiille von interessanten Anwendungsbeispielen
aus verschiedenen Bereichen zu beleben. Dies dient nicht nur dem besse-
ren Verstehen der Theorie sondern auch der Motivation, sich mit dem Stoff
auseinanderzusetzen.

Im kurzen Kapitel 1 beschrinken wir uns auf einfache Aussagen iiber
Mengen und Abbildungen. Wir behandeln jedoch bereits in 1.3 Abzihl-
probleme. Dies entspricht einem gestiegenen Interesse an kombinatorischen
Fragen, nicht zuletzt durch die Informatik ausgelost.

Kapitel 2 beginnt mit der Einfithrung der algebraischen Strukturen Grup-
pe, Ring und Korper. Wir behandeln zunéchst nur die einfachsten Aussagen
iiber Gruppen, benutzen diese aber bereits hier, um Sétze der elementaren
Zahlentheorie zu beweisen. Diese finden in 2.3 Anwendung auf das RSA-
Verfahren der Kryptographie (das ist die Lehre der Sicherung von Daten
gegeniiber unerlaubten Zugriffen). In 2.4 fithren wir den Kérper C der kom-
plexen Zahlen ein. Anschlieend beweisen wir in 2.5 einfache Eigenschaf-
ten iiber endliche Koérper, die in 3.7 bei der Codierungstheorie (das ist die
Lehre der Sicherung von Daten gegen zufillige Storungen) Verwendung fin-
den. Nach der Behandlung zentraler Konzepte der linearen Algebra in 2.7,
néamlich Basen und Dimension von Vektorrdumen, wenden wir diese Begriffe
in 2.8 an, um lineare Rekursionsgleichungen zu 16sen. Einige der Ergebnisse
finden in 3.4 bei Beispielen von stochastischen Matrizen Verwendung.

Kapitel 3 enthélt die zentralen Aussagen iiber lineare Abbildungen und
Matrizen, einschliellich der Behandlung von linearen Gleichungssystemen
in 3.9. Bereits in 3.4 gehen wir auf eine interessante Anwendung ein, die Be-
handlung von stochastischen Prozessen mit Hilfe stochastischer Matrizen.
Fiir Prozesse mit absorbierenden Zustdnden gelangen wir schon hier zu recht
allgemeinen und abschliefenden Resultaten, welche bei Vererbungsproble-
men, Gliicksspielen und Irrfahrten Anwendung finden. Unter Ausnutzung
der Ergebnisse iiber endliche Korper entwickeln wir in 3.7 die Grundziige
der Codierungstheorie.



viii Vorwort

Im Kapitel 4 ergénzen wir zunéchst die Gruppentheorie um die Begriffe
Homomorphismus und Normalteiler. Dies liefert den natiirlichen Hinter-
grund fiir das Signum von Permutationen und die Determinante von linea-
ren Abbildungen bzw. Matrizen. In 4.4 finden Fragen tiber die Erzeugung
der linearen Gruppe ihren natiirlichen Platz. Wir beschliefen Kapitel 4 mit
einem Abschnitt iiber die Gramann-Algebra, welcher die Kraft universeller
Definitionen zeigt und den Zugang zu weiteren Sdtzen {iber Determinanten
liefert.

Im zentralen Kapitel 5 entwickeln wir zuerst Grundbegriffe der Ringtheo-
rie, wobei wir systematisch vom Idealbegriff Gebrauch machen. Wir behan-
deln in 5.3 die feinere Arithmetik von kommutativen Ringen, wobei wir den
elementaren Begriff des kleinsten gemeinsamen Vielfachen als Ausgangs-
punkt nehmen. Dies fithrt zur Arithmetik des Polynomrings, ausgedriickt
durch die Begriffe kleinstes gemeinsames Vielfaches, grofiter gemeinsamer
Teiler und Primfaktorzerlegung. Damit haben wir das entscheidende Hilfs-
mittel zur Hand, um subtilere Aussagen iiber lineare Abbildungen zu bewei-
sen, die von Eigenwerten, Diagonalisierbarkeit und Jordanscher Normalform
handeln.

Im Kapitel 6 fithren wir auf Vektorrdumen iiber R und C Normen ein,
was zu Normen fiir lineare Abbildungen und Matrizen fiihrt. Dies erlaubt die
Untersuchung der Konvergenz von Folgen von Matrizen. In 6.3 behandeln
wir die grundlegenden Satze von Perron und Frobenius {iber nichtnegative
Matrizen. Diese erlauben wichtige Anwendungen auf stochastische Matrizen
und Suchverfahren im Internet (Google). In 6.4 fithren wir die Exponential-
funktion von Matrizen ein, mit deren Hilfe wir Systeme von linearen Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 16sen. Die Natur der in den
Losungen auftretenden Funktionen (Exponentialfunktion, Polynome) wird
dabei durch die Jordansche Normalform geklért. Schliellich fiihren wir in 6.5
die Theorie der stochastischen Matrizen unter Verwendung der Eigenwerte
zu einem Abschluf und behandeln als Anwendung Mischprozesse (Karten-
mischen, Polya’s Urnenmodell).

Das Kapitel 7 beginnt mit Skalarprodukten auf Vektorrdumen iiber be-
liebigen Korpern. In 7.4 studieren wir damit den Dualen eines Codes, be-
weisen den grundlegenden Dualitétssatz von MacWilliams und untersuchen
optimale Codes. Anschliefend behandeln wir in 7.5 den Minkowskiraum und
seine Isometrien, die Lorentztransformationen. Dies gestattet in 7.6 einen
schnellen Zugang zur Kinematik der speziellen Relativitdtstheorie von Ein-
stein. Lorentzkontraktion, Einstein’s Zeitdilatation und Einstein’s Additi-
onsgesetz fiir Geschwindigkeiten finden hier ihre einfache Erklarung.



Vorwort 1X

Gegenstand von Kapitel 8 ist die klassische Theorie der Vektorrdume
iiber R oder C mit positiv definitem Skalarprodukt. Hier kommen Ergeb-
nisse aus den Kapiteln 6 und 7 zusammen. Das Spektralverhalten von nor-
malen, hermiteschen und unitdren Abbildungen steht im Vordergrund. Ein
kurzer Abstecher in Vektorrdume von unendlicher Dimension liefert die Hei-
senberg’sche Unschérferelation der Quantentheorie. In 8.5 verbinden wir die
Spektraltheorie der hermiteschen Matrizen mit den Ergebnissen iiber lineare
Differentialgleichungen aus 6.4, um mechanische Schwingungen zu behan-
deln. Hier wird die technische Bedeutung der Eigenwerte sichtbar.

Im abschlielenden Kapitel 9 sind wir mit positiv definitem Skalarpro-
dukt auf R-Vektorrdumen bei der klassischen euklidischen Geometrie an-
gekommen. Nach den orthogonalen Abbildungen betrachten wir in 9.2 die
Liealgebra zur orthogonalen Gruppe. In der Dimension drei fithrt dies auf
natiirliche Weise zum vektoriellen Produkt. In 9.3 fithren wir den Schiefkor-
per der Quaternionen ein und untersuchen mit seiner Hilfe die orthogonalen
Gruppen in den Dimensionen drei und vier. Der letzte Abschnitt 9.4 handelt
von den endlichen Drehgruppen in drei Dimensionen, die mit den platoni-
schen Korpern eng verbunden sind.

Wir waren bestrebt, so frith wie moglich Anwendungen der algebraischen
Theorie zu geben. Diese moglichst vielseitigen Anwendungen dienen einer-
seits der Einiibung von Rechentechniken, aber auch zur Erweiterung des
Blickfelds. Beim ersten Studium koénnen einige dieser Abschnitte {ibergan-
gen werden, aber wir glauben, daf sie fiir die Motivierung des Lesers eine
grofle Rolle spielen. Einige dieser Abschnitte konnten auch in Proseminaren
verwendet werden.

Unter der Uberschrift Ausblick geben wir gelegentlich Informationen an,
die der Leser an dieser Stelle zwar verstehen kann, deren Beweis mit den
vorliegenden Hilfsmitteln jedoch nicht moéglich ist. Mitunter handelt es sich
dabei um beriihmte Sédtze oder Vermutungen, z.B. iiber transzendente Zah-
len, endliche Gruppen oder projektive Ebenen.

Beim ersten Auftreten des Namens eines bedeutenden Mathematikers ge-
ben wir in einer Fufinote kurze Informationen iiber Lebenszeit, Wirkungsstét
ten und Beitridge zur Forschung an.

Die Aufgaben behandeln mitunter Aussagen, welche den Text ergénzen.
Im Anhang geben wir zu einigen die Lésung an.

Wir danken Frau Dipl.-Math. Christiane Behns fiir viele Hilfen bei der
Erstellung der Latex-Version des Manuskriptes und Herrn Dipl.-Wirtsch.-
Math. Ralph August fiir sein sorgfiltiges Korrekturlesen.

Limburgerhof, Bertram Huppert
Magdeburg, im Februar 2006 Wolfgang Willems
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Vorwort zur 2. Auflage

Fiir die 2. Auflage wurden zahlreiche Korrekturen und mehrere Erweiterun-
gen vorgenomien.

Giinter Pickert, ehemaliger Tiibinger Kollege des dlteren der beiden Au-
toren, hat die 1. Auflage in allen Teilen {iberaus griindlich gelesen und
zahlreiche Verbesserungen vorgeschlagen, fiir welche ihm die Verfasser zu
grofitem Dank verpflichtet sind. Neben vielen kleineren fithrte dies zu um-
fangreichen Anderungen und Verbesserungen in den Abschnitten 4.5, 5.3,
7.5 und 9.2. Karl Heinrich Hofmann verdanken wir Ratschldge zur Neufas-
sung von 6.1 und Aufgaben zu 9.1. Kleinere Anderungen erfuhren die Ab-
schnitte 3.4 und 6.5 {iber stochastische Matrizen. Der Abschnitt 4.3 wurde
vereinfacht. Schliefilich wurde im Abschnitt 7.4 ein codierungstheoretischer
Beweis eines Spezialfalles des Satzes von Bruck und Ryser aufgenommen,
den wir einem Vortrag von Assmus Jr. in Oberwolfach verdanken, und in
8.3 die Polarzerlegung linearer Abbildungen.

Erhebliche inhaltliche Erweiterungen wurden nur an zwei Stellen vorge-
nommen. In 7.3 wird nun der Satz von Witt iiber die Fortsetzbarkeit von
Isometrien in voller Allgemeinheit bewiesen. Dies erlaubt mehrere geome-
trische Folgerungen und gestattet eine natiirlichere Behandlung des Index.
Schliefllich behandelt der neue Abschnitt 8.6 lineare Schwingungen mit Rei-
bung. Dabei liefert die Jordansche Normalform entscheidende Informatio-
nen.

Anmerkungen von Ralph August, Christian Bey, Michael Kratzschmar
und Burkhard Kiilshammer zur ersten Auflage haben zu weiteren Verbesse-
rungen des Textes gefithrt. Ihnen allen sei an dieser Stelle herzlich gedankt.

Schliefllich danken wir Frau Ulrike Schmickler-Hirzebruch vom Vieweg
+Teubner Verlag fiir die angenehme Zusammenarbeit und manch guten
Hinweis bei der Erstellung der zweiten Auflage.

Limburgerhof, Bertram Huppert
Magdeburg, im Februar 2010 Wolfgang Willems



Vorwort xi

Hinweis fiir Vorlesungen

Der Stoffumfang des Buches geht iiber eine zweisemestrige vierstiindige Vor-
lesung zur Linearen Algebra hinaus. Je nach Studiengang und Aufbau des
Bacholor-Studiums lassen sich Teile des Buches verwenden.

Das Buch enthélt mehrere anwendungsorientierte Abschnitte. Diese ge-
horen nicht zum Standardstoff der Linearen Algebra. Zur Motivierung und
um Querverbindungen zu anderen Gebieten aufzuzeigen, bietet es sich je-
doch an, wahlweise einige dieser Abschnitte in eine Vorlesung aufzunehmen:

Kryptographie: 2.3, 2.8,
Codierungstheorie: 3.7, 7.4
Stochastische Prozesse: 3.4, 6.5
Mathematische Physik: 7.5, 7.6, 8.5, 8.6

Fiir das erste Semester sind die Kapitel 1 bis 5 geeignet. In den Kapiteln
2 bis 4 kann nur wenig eingespart werden, nur die Abschnitte 4.4 und 4.5
sind entbehrlich. Im zentralen Kapitel 5 sind der chinesische Restsatz 5.2.10
und die Arithmetik der Polynomringe in 5.3.17 grundlegend fiir die spéteren
Abschnitte. Auf 5.2.13 kann verzichtet werden. Die Jordansche Normalform
in 5.7 ist der zentrale Hauptsatz des ersten Teils der Linearen Algebra.

Fiir das zweite Semester kénnte folgendes Programm mit Konzentration
auf Vektorrdume mit definitem Skalarprodukt in Frage kommen: 6.1, 6.2
(und eventuell 6.4) mit der Topologie normierter Vektorrdume, 7.1 und 7.2
mit den benéGtigten Aussagen iiber Skalarprodukte, dann 8.1 bis 8.3 {iber
Hilbertrdume und hermitesche Abbildungen und schliellich 9.1 iiber eukli-
dische Vektorrdume. Als Anwendung kénnte man 8.5 und 8.6 iiber Schwin-
gungen anfiigen, falls vorher 6.4 behandelt wurde.

Ubrigens benétigt Kapitel 7 mit Anwendungen auf Codierungstheorie
(7.4) und Relativitéitstheorie (7.6) keine Resultate aus Kapitel 6.
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1 Mengen und Abbildungen

In diesem kurzen Kapitel fithren wir in die Sprache der Mengenlehre ein
und behandeln einige Grundbegriffe iiber Abbildungen und Mengen. Der
abschlieflende Abschnitt ist dem Abzdhlen gewidmet. Hier stehen Metho-
den (Inklusions-Exklusions-Prinzip, doppeltes Abzihlen) im Vordergrund,
die sich als sehr niitzlich erweisen werden und die der Anfianger frithzeitig
erlernen sollte.

1.1 Mengen

Georg Cantor! gab folgende Erklirung fiir den Begriff Menge:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu
einem Ganzen.

Dies ist keine mathematisch exakte Definition, da ja der zu definierende
Begriff Menge durch die nicht definierte Umschreibung Zusammenfassung

.. zu einem Ganzen erklart wird. In der Tat ist Cantors Vorgehen zu einer
sauberen Begriindung der Mengenlehre nicht ausreichend, wie schon frith
erkannt wurde. Es bedarf vielmehr einer viel genaueren Festlegung, was
man unter einer Menge verstehen soll und welche Operationen mit Men-
gen zuldssig sind. Unvorsichtiges Umgehen mit dem Mengenbegriff fithrt zu
Widerspriichen. Eine sachgeméfie Grundlegung der Mengenlehre erfordert
Betrachtungen, die in einem Lehrbuch fiir Anfinger fehl am Platze sind.
Stattdessen miissen wir uns mit einem naiven Standpunkt zufriedengeben.
In der Tat betreiben wir auch nicht wirklich Mengenlehre, sondern fithren
nur eine sehr zweckméfige Sprache ein.

Wir stellen uns im folgenden auf den naiven Standpunkt von Cantor, daf3
eine Menge definiert ist, wenn feststeht, welche Objekte ihr angehoéren. Die-
se bezeichnen wir als Elemente der Menge. Mengen werden oft (aber nicht
immer) mit grofien lateinischen Buchstaben bezeichnet. Ist a ein Element
der Menge M, so schreiben wir a € M und sagen a gehdrt zu M, a liegt
in M oder auch a ist aus M. Ist a kein Element von M, so schreiben wir

1Georg Cantor (1845-1918) Halle. Begriinder der Mengenlehre als mathematische Dis-
ziplin; Arbeiten iiber trigonometrische Reihen.



2 1 Mengen und Abbildungen

a ¢ M. Wir beschreiben die Menge M oft in der Form {a, b, ...} durch Auf-
listung ihrer Elemente a, b, ... oder durch M = {a | hat die Eigenschaft...}.

In den folgenden Beispielen legen wir weitere Bezeichnungen fest.

Beispiele 1.1.1 a) Mit N = {1,2,3,...} bezeichnen wir die natirlichen
Zahlen. Die 0 ist somit keine natiirliche Zahl. Wollen wir die 0 auch zulas-
sen, so schreiben wir Ng = {0,1,2,3,...}. Ferner sei Z = {0,1,-1,2,—-2,...}
die Menge der ganz-rationalen Zahlen. Schlieflich sei Q die Menge der ra-
tionalen und R die Menge der reellen Zahlen. (Wir bendtigen fiir lange
Zeit keine speziellen Kenntnisse iiber die reellen Zahlen; diese vermittelt die
Vorlesung Analysis.)

b) Sei F' die Menge der sogenannten Fermatschen® Primzahlen, also

F = {p| p ist eine Primzahl der Gestalt p = 2" + 1, wobei k € N}.

Man sieht leicht, dafl dann k& = 2" fiir ein n € Ny sein mufl (siche Auf-
gabe 1.1.1). Fiir n = 0,1,2,3,4 erhilt man die ersten fiinf Fermatschen
Primzahlen

3,5,17,257,65537.

Aber nicht jede Zahl der Gestalt 22" + 1 ist eine Primzahl. Fiir n = 5 fand
Euler® 1732 die Zerlegung

22° 11 = 6416700417 (siche 2.2.5)

Man weifl heute, dafl 22" £ 1 fiir 5 < n < 30 niemals eine Primzahl ist.
Auch aufwendigste Bemiihungen unter Einsatz von Computern haben keine
weitere Fermatsche Primzahl zutage geférdert. Man darf daher

F ={3,5,17,257, 65537}

vermuten. Unbekannt ist bis heute sogar, ob F' nur endlich viele Zahlen
enthélt.

Fiir jedes einzelne n 1i8t sich grundsitzlich entscheiden, ob 22" + 1 eine
Primzahl ist. Die praktische Entscheidung scheitert jedoch sehr schnell an
der Grofle der Zahl und der Leistungsfihigkeit der Computer. Trotzdem

2Pierre Fermat (1601-1665) Toulouse. Jurist und bedeutender Mathematiker; wichtige
Beitrédge zur Zahlentheorie.

3Leonhard Euler (1707-1783) Basel, Berlin, St. Petersburg. Der vielseitigste Mathema-
tiker des 18ten Jahrhunderts; Beitrdge zur Analysis, Algebra, Zahlentheorie, Mechanik,
Astronomie.
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stellen wir uns auf den Standpunkt, dafl die oben angegebene Definition
von F' eine Menge festlegt.

Die Fermatschen Primzahlen sind von geometrischem Interesse wegen
des folgenden Satzes von GauB* (1801):

Das regulire n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal alleine kon-
struierbar, wenn n die Gestalt

n=2"p...pk

hat, wober m € Ny beliebig und die p; paarweise verschiedene Fermatsche
Primzahlen sind. (Siehe [19], S. 147.)

Stimmt die obenstehende Vermutung, so ist & < 5. Das regelmiflige
5-Eck konnten schon die Griechen konstruieren. Neu war hingegen die Kon-
struktion des 17-Ecks, aber auch die Unmoglichkeit der Konstruktion eines
7- oder 9-Ecks. (Insbesondere kann man also den Winkel 2?” mit Zirkel und
Lineal nicht dritteln.)
¢) Ahnlich wie in b) betrachten wir nun die Menge

M = {p | p ist eine Primzahl der Gestalt p = 2" — 1 mit n € N}

der sogenannten Mersenneschen® Primzahlen. Eine Zahl 2™ —1 ist hochstens
dann eine Primzahl, wenn n eine Primzahl ist (Aufgabe 1.1.1). Fiir n =
2,3,5,7,13 ist 2" — 1 eine Primzahl, fiir n = 11 jedoch nicht. Bisher sind
46 Mersennesche Primzahlen bekannt. Unentschieden ist bis heute, ob es
unendlich viele gibt, aber einige Indizien sprechen dafiir. Die zur Zeit grofite
bekannte Mersennesche Primzahl ist

943112609 _ 1

Sie hat 12978189 Dezimalstellen und wurde im August 2008 gefunden.

Definition 1.1.2 Sei M eine Menge.

a) Wir nennen eine Menge N eine Untermenge, auch Teilmenge von M,
falls jedes Element von N in M liegt. Dann schreiben wir N C M. Ist
N C M und gibt es wenigstens ein m € M mit m ¢ N, so schreiben
wir N C M.

4Karl Friedrich Gauf (1777-1855) Géttingen. Die iiberragende Gestalt zu Beginn der
modernen Mathematik. Grundlegende Beitrige zur Algebra, Zahlentheorie, Differential-
geometrie, nichteuklidischen Geometrie stehen neben praktischen Arbeiten zur Astrono-
mie, Geodésie und Elektrizitéitslehre (mit Wilhelm Weber 1831 erster Telegraph).

5Marin Mersenne (1588-1648), als Minorit meist in Pariser Klostern; Arbeiten zur
Mathematik und Physik.
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Aus Griinden, deren ZweckméBigkeit in d) klar wird, fithren wir die
leere Menge () ein, die keine Elemente enthélt. Wir setzen im Einklang
mit a) fest, dafl die leere Menge () Untermenge einer jeden Menge ist.

Gilt N; € M fiir j = 1,2, so definieren wir die Vereinigung N1 U No
von N7 und Ny durch

Ny UNy ={m | m & Ny oder m € Na}.

Ist allgemeiner N; C M mit j aus einer Indexmenge J (nicht notwen-
dig endlich), so setzen wir

U N; = {m | m € N; fir mindestens ein j € J},
JjedJ

falls J # () und | =, falls J = 0. ist.

jGJ

Fiir N; mit j € J definieren wir analog zu c) den Durchschnitt der
Nj durch

(N, = {m | m € N; firr alle j € J}.

jeJ
Im Fall, dal J = () ist, setzen wir ﬂyeJ N; = M. (Man beachte, daf3
N7 N N5 erst nach Einfithrung der leeren Menge immer definiert ist.)

Mit P(M) bezeichnen wir die Menge aller Untermengen von M. Die-
se enthélt insbesondere () und M selbst. Die Menge P(M) heifit die
Potenzmenge von M.

Fiir das Rechnen mit Untermengen gelten einfache Regeln, deren trivia-
len Beweis wir dem Leser iiberlassen.

Lemma 1.1.3 Seien A, B,C,N; (j € J) Untermengen einer Menge M.
Dann gilt:

a) AUB=BUA und ANB=BnNA.

b) AU(BUC)=(AUB)UC und AN(BNC)=(ANB)NC

(Assoziativgesetze).

¢) AN (Ujes Ni) = Uje ,(ANN;) und AUy Nj) = e, (AUN;)

(Distributivgesetze).



1.1 Mengen )

d) Ist A C C, so folgt aus c) die sogenannte Dedekind S-Identitit, auch
modulares Gesetz genannt,

(AUB)YNC =AU (BNC).

Definition 1.1.4 Sei M eine Menge.

a) Seien N; # (0 (j € J) Untermengen von M. Wir sagen, dafl die N;
eine Partition von M bilden, falls

M = [ J Nj und N; N N =0
JjeJ

fiir alle j,k € J mit j # k gilt. Jedes Element von M liegt also in
genau einem der N; fiir j € J.

b) Ist N C M, so bezeichnen wir als Komplement von N in M die Menge
N={m|me&M,m¢gN}.
Offenbar ist N charakterisiert durch die Bedingungen
NUN =M und NNN =,

d.h. N und N bilden eine Partition von M. Beim Komplement von
N miissen wir also stets sagen, in welcher Obermenge M es zu bilden
ist.

c) Gilt N; C M fir j = 1,2, so setzen wir
Ny \N2 = {n1 | ny € Nl, ni Q/ N2}

Definition 1.1.5 Seien My, ..., M} irgendwelche Mengen. Wir betrachten

die geordneten k-Tupel (mq,...,mg) mit m; € M;. Dabei sei
(ma,...,mg) = (m},...,m})
genau dann, wenn m; = m; fir alle j =1, ...,k gilt. Die Menge

M1x...ka:{(ml,...,mk)|mj€Mj fﬁrj:1,...,k}

heifit das cartesische Produkt , auch Produkt von My, ..., M. Man beachte,
dafl fiir ) £ My # My # () die Mengen M7 x Ms und My x M verschieden
sind.

SRichard Dedekind (1831-1916) Braunschweig. Algebraische Zahlentheorie, Theorie
der reellen Zahlen.
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Definition 1.1.6 Sei M eine Menge.

a)

b)

Satz

b)

Eine Relation auf M ist eine Untermenge R von M x M. Fiir
m,m’ € M mit (m,m’) € R schreiben wir auch mRm/’.

Eine Relation R auf M heifit eine A quivalenzrelation, wenn gilt:

(1) Fiir jedes m € M gilt mRm. (Reflezivitt)
(2) Gilt mRm’, so auch m’ Rm. (Symmetrie)
(3) Gilt mRm’ und m/Rm” | so auch mRm”. ( Transitivitdt)

In diesem Fall schreiben wir fiir mRm’ auch m ~ m’ und nennen ~
eine Aquivalenzrelation.

1.1.7 Sei M eine Menge.
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir m € M setzen wir
m] ={m' |m' € M,m' ~m}

und nennen [m] die Aquivalenzklasse von m (beziiglich ~ ). Mit dieser
Bezeichnung gilt dann

Ferner ist

0 fiir m ot m
m] N [m'] =
] ={ |, 2 ,
Sind [m;,] mit j € J die verschiedenen Aquivalenzklassen, so ist
M = |J[my)
Jjed
eine Partition von M.

Sei M = UjeJ M; eine Partition von M mit M; # 0 fir alle j € J.
Setzen wir m ~ m’, falls m und m’ in derselben Menge M, liegen, so
definiert ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis. a) Wegen m ~ m gilt m € [m], also M = J,,cp[m]. Sei mg €
[m] N [m/], also mg ~ m und mgy ~ m’. Ferner sei my; € [m|. Dann gelten
my ~ m,m ~ mg (wegen der Symmetrie) und mgy ~ m’. Die Transitivitét
liefert m; ~ m/, also [m] C [m/]. Aus Symmetriegriinden gilt dann auch
'] € [m], also [m] = [m].

b) Dies ist trivial. O
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Beispiele 1.1.8 a) Die Parallelitdt von Geraden in der Ebene definiert
offenbar eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Geraden.
b) Sei m eine natiirliche Zahl. Wir definieren eine Relation = auf Z wie
folgt:
Es sei ny = ng (modm), falls m ein Teiler von ny — ng ist. Man priift leicht
nach, daB dies eine Aquivalenzrelation ist. Die Transitivitit folgt so:
Ist ny —ng = km und ng —n3 = lm mit k,1 € Z, so folgt n; —n3 = (k+1)m,
also nq = ng (modm).

Die Aquivalenzklassen sind die sogenannten Restklassen

{nineZ, n=r(modm)}=[r]={r+mk|keZ}=r+mZ

mit 0 <7r < m.

Aufgabe 1.1.1 Zeigen Sie:

a) Ist 2" — 1 eine Primzahl (n € N), so ist n selbst eine Primzahl.
Hinweis: Hat n eine echte Zerlegung, so ermittle man mit Hilfe der
Summenformel fiir endliche geometrische Reihen eine echte Zerlegung
fiir 2™ — 1.

b) Ist 2" + 1 eine Primzahl (n € N), so ist n eine Potenz von 2.
Hinweis: Hat n ungerade Primteiler, so gebe man eine echte Zerlegung
von 2" + 1 an.

Aufgabe 1.1.2 Sei M eine Menge und seien N; C M fiir j € J. Beweisen
Sie die sogenannten de Morgansche” Regeln

UN=NNwmi N =UN.

jed jeJ jeJ jeJ

Fiir die Giiltigkeit dieser Regel ist die Festsetzung [ jes Nj =M fiir J =10
notig.

7Augustus de Morgan (1806-1871) Cambridge und London; Algebra, Analysis und
Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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1.2 Abbildungen

Definition 1.2.1 Seien M und N nichtleere Mengen.

a) f heifit eine Abbildung von M in N, falls durch f jedem Element
m € M genau ein Element n € N zugeordnet wird. Wir schreiben
dann n = fm oder auch n = f(m).

(Dies ist nicht exakt, da wir zugeordnet nicht definiert haben. Exakt
wiére: Eine Abbildung von M in N ist eine Untermenge F von M x N
mit der Eigenschaft, daf} fiir jedes m € M genau ein n € N existiert,
so daf§ (m,n) € F ist. Dann kénnen wir f definieren durch n = fm.)
Zwei Abbildungen f und g von M in N heiflen gleich, falls fm = gm
fiir alle m € M ist.

Mit Ab(M, N) bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von M in
N. Fiir f € Ab(M, N) schreiben wir manchmal auch f: M — N.

b) Die identische Abbildung idy; von M ist definiert durch idy m = m
fir alle m € M.

c) Seien M; fiir j = 1,2,3 Mengen. Sei f € Ab(M;, M>) und weiter-
hin g € Ab(Mjy, M3). Dann wird eine Abbildung gf € Ab(M;y, M3)
definiert durch

(gf)m1 = g(fmq) fiir alle mq € M.

f g
M1—> M2—> M3

my — fm1 — g(fml)

Die Abbildung gf heifit auch das Kompositum von f und g.
Satz 1.2.2
a) Ist f € Ab(My, Ms),g € Ab(Ms, M3) und h € Ab(Ms, My), so gilt
h(gf) = (hg)f (Assoziativgesetz).
b) Fir f € Ab(M,N) ist f =idy f = fidy.
Beweis. a) Ist my € My, so gilt

(h(gf))m1 = h((gf)m1) = h(g(fmi1))

und
((hg) f)mr = (hg)(fm1) = h(g(fma)).
b) Dies ist offensichtlich richtig. O
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Definition 1.2.3 Seien M und N nichtleere Mengen und sei f € Ab(M, N).
a) Ist U C M, so setzen wir

fU={fulueU}

und nennen fU das Bild von U unter f. Insbesondere ist f0) = ().
b) Ist V C N, so sei

fVv={m|meM, fmeV}.

Wir nennen f~V das Urbild von V unter f. Weiterhin schreiben wir
fir f~{n} kurz f~n.

(Man beachte, daf8 f~ keine Abbildung von N in M ist, denn f~n
kann sowohl leer sein als auch mehr als ein Element enthalten; jedoch
ist f~ eine Abbildung von P(N) in P(M).)

c) Die Abbildung f heiit surjektiv, falls fM = N ist; d.h. zu jedem
n € N existiert ein m € M mit fm =n.

d) Die Abbildung f heifit injektiv, falls aus fm; = fmo mit mq,mg € M
stets m1 = mo folgt. Dies besagt gerade, daf fiir jedes n € N die
Menge f~n hochstens ein Element enthélt.

d) Ist f injektiv und surjektiv, so heifit f bijektiv.

Satz 1.2.4 Seien M und N nichtleere Mengen und sei f € Ab(M,N).

a) Genau dann ist [ injektiv, wenn es eine Abbildung g € Ab(N, M) gibt
mit gf = idyy.

b) Genau dann ist f surjektiv, wenn es eine Abbildung h € Ab(N, M)
gibt mit fh = idy.

¢) Genau dann ist f bijektiv, wenn es eine Abbildung g € Ab(N, M) gibt
mit gf = tdpy und fg = idn. Dadurch ist g eindeutig festgelegt und g
ist ebenfalls bijektiv.

Beweis. a) Sei zunéchst gf = idys. Ist fmq = fmge mit m; € M, so folgt
m1 = idy my = (gf)ma = g(fma) = g(fme) = (9f)ma2 = idy ma = mo.

Also ist f injektiv.
Sei umgekehrt f injektiv. Dann definieren wir g € Ab(N, M) durch

nolm fallsn = fme fM
IV = my fallsn & fM,
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wobei mg irgendein Element aus M ist.
(Die erste Vorschrift legt m eindeutig fest, da f injektiv ist.)
Fiir m € M gilt dann

(gf)m = g(fm) = m = idy m.

Somit ist gf = idy;.

(Ist fM C N, so gibt es wegen der freien Wahl von m( mehrere solche
Abbildungen g, sofern M nicht gerade aus einem Element besteht.)

b) Sei zuerst fh = idy. Fiir alle n € N gilt dann

n=1idyn= (fh)n= f(hn) € fM.

Also ist f surjektiv.
Sei umgekehrt f surjektiv. Fiir jedes n € N existiert dann ein m,, € M
mit fm, = n. Wir definieren h € Ab(N, M) durch hn = m,,. Es folgt nun

fh(n) = fm, =n=1idyn

fiir alle n € N, also fh = idy.
(Ist f nicht injektiv, so gibt es verschiedene Wahlen fiir m,,, welches zu
verschiedenen Abbildungen h fiihrt. Weiterhin sollten wir hier auf folgen-
des aufmerksam machen: Um h definieren zu kénnen, miissen wir Elemente
my € f7n € P(M) auswihlen. Dies wird durch den sogenannten Auswahl-
satz der Mengenlehre gesichert (siehe 5.6.6).)
¢) Sei zunéchst g € Ab(N, M) mit

gf =idy und fg =idy.

Wegen Teil a) und b) des Satzes ist f injektiv und surjektiv, also bijektiv.
Sei umgekehrt f bijektiv. Mittels a) und b) erhalten wir Abbildungen
g,h € Ab(N, M), so dafl

gf =idy und fh =idy .
Mit 1.2.2 folgt nun
9= gidy = g(fh) = (¢f)h = idrr h = h.
Ist g1f = gof = idp mit g; € Ab(IN, M), so erhalten wir
g1 =gridy = g1(fh) = (g1f)h = (92/)h = g2(fh) = g2 idn = go.

Also gibt es nur ein g € Ab(N, M) mit gf = idy; und fg = idy. Offenbar
ist auch g bijektiv. a
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Definition 1.2.5 Sei f € Ab(M, N) und f bijektiv. Die nach 1.2.4 ¢) durch
gf = idy und fg = idy eindeutig festgelegte Abbildung g € Ab(N, M)
nennen wir die Inverse von f und bezeichnen sie mit ¢ = f~!. In diesem
Fall heifit f auch invertierbar. Wegen 1.2.4 c) gilt (f~1)~! = f.

Satz 1.2.6 Sei f € Ab(My, Ms) und g € Ab(Ma, Ms). Sind f und g bijek-
tiv, so ist auch gf bijektiv, und es gilt (gf)~t = f~tg~ L.

Beweis. Wegen der Assoziativitit des Kompositums (siehe 1.2.2) erhalten
wir

N =g(f(frg™) =g((ff g™ ) = glida, g71) =

= g9~ =idw,
und #hnlich (f~1g71)(gf) = idps,. Nach 1.2.4 ¢) ist daher gf bijektiv, und
es gilt (¢f)~' = f~'g™" 0

Ausblick 1.2.7 Schon Cantor definierte, dafl zwei Mengen M und N gleich-
mdchtig heiflen, wenn es eine Bijektion von M auf N gibt. Wir schreiben
dann |M| = |N|. Eine Menge M heifit endlich, falls M = () oder es eine
Bijektion von M auf die Menge {1,...,n} fiir ein geeignetes n € N gibt.
In diesem Fall 148t sich nun zeigen, dafl n durch M eindeutig festgelegt ist.
Somit ist |M| = n wohldefiniert. Ferner setzen wir |§| = 0. Ist N C M und
|M| = |[N| = n, so ist also M = N. Fiir unendliche, d.h. nicht-endliche
Mengen ist die Situation komplizierter. Es gilt zum Beispiel N C Z C Q,
aber |N| = |Z| = |Q|, wie man zeigen kann. Mengen M mit |M| = |N| heiflen
abzdhlbar. Es 148t sich zeigen, dafl die Menge R nicht abzdhlbar ist.

Sofort taucht die folgende Frage auf:

Sei M eine nicht-endliche Untermenge von R. Gilt dann notwendig
|M| = |N| oder |M| = |R|?

Dies ist die berithmte Kontinuumshypothese, die Hilbert® als erstes Pro-
blem in seiner Liste von zentralen Fragen der Mathematik aufnahm (1900).
Die Antwort wurde erst 1963 von P. Cohen gegeben; sie ist iiberraschend.
Mit den iiblichen Axiomen der Mengenlehre (welche wir nie hingeschrieben
haben) 1&8t sich die Kontinuumshypothese weder herleiten noch widerlegen.
(Es ist dhnlich wie in den Grundlagen der Geometrie; man kann das eukli-
dische® Parallelenaxiom aus den anderen Axiomen nicht herleiten, welches
dazu fithrt, daf es euklidische und nicht-euklidische Geometrien gibt.)

8David Hilbert (1862-1943) Gottingen; wohl der bedeutendste und vielseitigste Ma-
thematiker seiner Generation; Zahlentheorie, Integralgleichungen, Variationsrechnung,
Grundlagen der Geometrie, mathematische Logik, mathematische Physik.

9Fuklid (~325-~265 v.Chr.) Alexandria; Begriinder der mathematischen Schule von
Alexandria, Verfasser der 'Elemente’.
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Aufgabe 1.2.1 Fiir die folgenden Abbildungen f entscheide man, ob sie
injektiv beziehungsweise surjektiv sind:

a) Die Abbildung f € Ab(R,R) sei gegeben durch
fr=2*+ar+b (a,beR).
b) Fir M ={r|r € R, r >0} sei f € Ab(M, M) definiert durch
fr=x>4ax+b (a>0, b>0).

Aufgabe 1.2.2 Sei M eine (nicht notwendig endliche) Menge. Zeigen Sie,
daf es keine Bijektion von M auf ihre Potenzmenge P(M) gibt.

Hinweis: Angenommen, f sei eine Bijektion von M auf P(M). Man betrach-
te dann die Menge X = {m |m € M,m & fm}.

Aufgabe 1.2.3 Folgern Sie aus Aufgabe 1.2.2, daf} die Menge

F:{(al,ag,...)|ai6{0,1}}

aller 0,1 Folgen nicht abzdhlbar ist.

Hinweis: Man konstruiere eine Bijektion von F' auf P(N).
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1.3 Binomialkoeffizienten; elementare Abzihlungen
Definition 1.3.1 Fiir eine endliche Menge M mit |M| = m > 0 bezeichnen

wir mit (7;) die Anzahl der Untermengen von M mit genau k& Elementen.
Da wir die leere Menge () und die Gesamtmenge M stets als Untermengen

von M zéhlen, ist
(m) - <m) —1 fiirm=0,1,2,. ..
0 m

Die natiirlichen Zahlen (7;;‘) heilen Binomialkoeffizienten.
Die Berechnung von (7:) liefert der folgende Satz.

Satz 1.3.2
a) Firk > 1 gilt

m+1 m m
(") =0+ (")
b) Setzen wir ' =1 und k! =1-2---k firk € N, so gilt

<m> m-(m—1)-(m—k+1) m!

1k Kl (m — k)]

L) =

firm >k > 1. Den Ausdruck k! nennt man k-Fakultit.

¢) Stets ist (Z) - <m”z k)

Beweis. a) Sei M eine Menge mit |[M| = m + 1, sei @ € M und M’ =
M\ {a}}. Weiterhin sei K C M mit |K| = k. Dann ist

K=KnM=Kn (M uU{a})=(KNnM)U(Kn{a}).

Nun gibt es zwei Moglichkeiten:

Fall 1: Sei a ¢ K, also K = KN M’ C M’. Die Anzahl der Untermengen K
von M’ mit |[K| =k ist (7).

Fall 2: Sei a € K. Dann ist |[K N M’'| = k — 1. Nun ist

K=(KnM')uU/{a}
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eindeutig bstimmt durch die Vorgabe von K N M’, und es gibt hierfiir (le)
Moglichkeiten. Somit ist

m+1\ (m " m
k) \k k—1)
b) Offenbar ist ('}) = m. Die Formel in b) erhalten wir fiir & > 1 durch
Induktion nach m aus

(") = () + (1) (nach a))
m(m—1)---(m—k+1) + m(m—1)---(m—k+2)
12k 12 (k—1)
m(mfll)é-(r’?karQ) . (m k414 k)
_ (mA)m--(mt1— k+1)
1-2---k

c) Dies folgt rechnerisch aus b). Eleganter ist das folgende Argument: Sei
M eine Menge mit m Elementen. Dann liefert die Abbildung K — M \ K
eine Bijektion von der Menge der k-elementigen Teilmengen K von M auf
die Menge der (m — k)-elementigen Teilmengen von M. O

Als Anwendung von 1.3.2 erhalten wir den binomischen Lehrsatz.

Satz 1.3.3 Scien a,b € R und m € N. Dann gilt
(a+b)™ = kzo (ZL> akpm=k,

Beweis. Wir setzen M = {1,...,m}. Aus Assoziativgesetz und Distributiv-
gesetzen folgt

(a+b)™ Z al KIpI MK — Z <7Z>akbm_k.

KCM k=0

O

Offenbar ist der Beweis von 1.3.3 auch giiltig, sofern fiir die Addition
und Multiplikation von a und b dieselben Rechenregeln wie in R gelten.
Satz 1.3.4 Ist M eine endliche Menge mit |M| =m > 1, so gilt:

a) M besitzt genau 2™ Untermengen (einschlieflich ) und M ),
also | P(M)| = 2™.
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b) M hat genau 2™~1 Untermengen mit gerader beziehungsweise unge-
rader Elementeanzahl, d.h.

2m = () + (5) + (7)

Beweis. a) Mit 1.3.3 folgt

| P(M))| Zi (2”) = (14+1)™ =2,

7=0

b) Neben

> ()=

gilt nach 1.3.3 auch
> (M) =a-yr-o
i=0 N

Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

(5)+(2) 0 () ) -
()4 6+ () )

Hier stellt sich die Frage: Was ist die Anzahl der Untermengen von M
mit durch 3 teilbarer Elementeanzahl, also

(5)+ (5)+ () -

Es kann nicht % sein, da dies keine ganze Zahl ist. In 2.4.9 ¢) werden wir
mit Hilfe der komplexen Zahlen darauf eine Antwort geben.

O

Satz 1.3.5 Seien M; (j =1,...,k) endliche Mengen. Ferner seien M und
N Mengen mit |M| =m und |[N| =n. Dann gilt:
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a) | My % ... x My| = | My||Ma]. .. |My].
b) | Ab(M, N)| = n™.

¢) Es gibt genau n(n—1)--- (n —m+ 1) injektive Abbildungen von M in
N. (Diese Zahl ist 0, falls m > n ist.)

Beweis. a) ist klar.
b) Sei M = {a1,...,an}. Wir definieren eine Abbildung o von Ab(M, N)
in N x...x N durch

—_——

m—mal
af = (fai,..., fay) fir f € Ab(M,N).
Offenbar ist « bijektiv. Mit Teil a) erhalten wir

|Ab(M,N)| = | N x...x N| = [N|™ = n™.
~—_———

m—mal

c) Sei wieder M = {a1,...,an} und f € Ab(M,N). Ist f injektiv, so
erhalten wir folgende Moglichkeiten:

ap — fa; €N n Moglichkeiten

ay — fas € N, & {fa1} n — 1 Moglichkeiten

apm — fam € NyE{fay,..., fam—1} n — (m — 1) Moglichkeiten.
Insgesamt sind dies also n(n —1)...(n —m + 1) Moglichkeiten fiir f. O

Die Antwort auf die Frage nach der Anzahl der surjektiven Abbildungen
von M auf N gestaltet sich schwieriger. Wir miissen dazu die Elemente in
der Vereinigung von endlich vielen endlichen Mengen abzéhlen. Dies kénnen
wir mit Hilfe des sogenannten Inklusions-Fxklusions-Prinzips, welches wir
fiir zwei Mengen anschaulich im folgenden klarmachen.

C M, <M1 N J\@ M2>

Hier gilt offensichtlich |M; U Ms| = |My| + |Ma| — | My N Ma|.
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Wie man leicht sieht, gilt ebenfalls

|My U My U M;| = | M|+ | Ma| + | Ms| — |My N Ma| — |My 0 Ms| — |Ma N M|
+ |My N My N Ms).

Allgemein erhalten wir

Satz 1.3.6 Scien My, ..., M, endliche Untermengen einer nicht notwendig
endlichen Menge M. Dann gilt

My U...UM,| = Z?Zl | M|
=D <ign [ MGy N M, |
+Zj1<j2<j3 |Mj1 N MJé N Mjs’

+(=1)" My N ... M,
= 22:1(_1)k_1 Zl§j1<...<jk.§n |Mj1 n...Nn Mjk"

(In der inneren Summe der letzten Zeile wird dabei ber alle k-Tupel (41, - .., jk)
mit 1 < ji; <...<jr <n summiert.)

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Fir n =1
ist nichts zu zeigen. Fiir n = 2 haben wir uns die Formel bereits am obigen
Bild klargemacht. Sei also n > 3 und die Behauptung gelte bereits fiir n — 1.
Unter Beachtung von
|(MiU...UM,_1)UM,|=

=|MyU...UMy_1|+ |My| = |(MyU...UM,_1)NM,| (Fall n = 2)

=|MyU...UM,_ 1|+ |Mp| — [(MiNM,)U...U(My_10 M,

erhalten wir mit Hilfe der Induktionsannahme

IMiU...UM,|=
-1 _
= Z:l (_1)k ! ZlSj1<.,.<jk§n71 |Mj1 n...n Mjk‘ + |Mn’

n—1 _
B Zk:l (_1)k ! Zl§j1<...<jk§n—1 |(Mj1 N Mn) n...N (Mjk N Mn)|
n—1 _
= k:l(_l)k 121§j1<‘..<jk§n—1 |Mjl m"‘mMjk‘ + |Mn’

n—1
+ Zk:1 (‘Dk Zl§j1<...<jk§n—1 ’MJ& n...n Mjk N Mn|-
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Die erste Summe erfafit die Durchschnitte M;, N ... N M;, mit j, < n, die
zweite alle Durchschnitte M;, N...N M;, N M, an denen M, (auBer M,
selbst) beteiligt ist. Somit folgt

n

My UL UM =) (D) > |Mj, N ...0 Mj,|.
k=1 1<j1<...<Jr<n

O

Im Fall M; N M; = fiir i # j erhalten wir mit 1.3.6 die offensichtliche
Aussage

My UL UM, =) M.
1

Satz 1.3.7 Seien M und N endliche Mengen mit |M| = m und |N| = n.
Die Anzahl der surjektiven Abbildungen von M auf N ist dann

Die Zahlen s(n,m) werden Stirling'®-Zahlen genannt.
Beweis. Sei N = {by,...,b,}. Wir setzen F' = Ab(M, N) und
Fy={f|feF fMCN\{b}}

fir y = 1,...,n. Dann ist F} U...U F,, die Menge aller nicht-surjektiven
Abbildungen von M in N. Mit 1.3.5 b) und 1.3.6 folgt

s(myn) = |F|—|FLU...UF,|
=nm =30 (-1)k! di<jicncinan Fin N NE L
Fiir j; < ... < jy ist

Fy 0. N Fy = {f1feF, fMgN\{bjl7"'7bjl~c}}
= Ab(M,N\ {bj,,...,bj. })-

Mit 1.3.5 b) erhalten wir daher

|Fjlﬂ...ﬁij]:(n—k)m.

10 James Stirling (1692-1770) Schottland und Venedig. Differenzenrechnung, unendliche
Reihen und Produkte, Gamma-Funktion und hypergeometrische Reihe, Gravitation und
Gestalt der Erde.
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Da es in N genau (Z) Untermengen {bj,,...,b; } aus k Elementen gibt,
folgt
n n n—1 n
_am k m o __ k m
s(m,n) =n +Z(—1) <k>(n—k) —Z(—l) <k>(n—k¢) .
k=1 k=0
a

Es gilt s(m, 2) = 2™ —1. Ferner ist n! = s(n,n) = Z;Ol(—l)k(Z) (n—k)"™
und s(m,n) = 0 fiir m < n, welches man den Formeln nicht direkt ansieht.

Zum Ende dieses Paragraphen vermerken wir noch eine einfache, aber
iiberaus niitzliche Tatsache.

Satz 1.3.8 Seien M und N endliche Mengen mit |M| = |N|. Dann sind
fiir f € Ab(M, N) die folgenden Aussagen gleichwertig.

a) f ist injektiv.

b) f ist bijektiv.

c) f ist surjektiv.

Beweis. a) = b) Da f injektiv ist, gilt |fM| = |M|= |N|. Wegen fM C N
folgt fM = N. Somit ist f surjektiv, also bijektiv.

b) = c) Dies ist trivial.

c) = a) Offensichtlich ist M = U,enf~n eine Partition der Menge M
(also f~ny N fny = O fiir ny # ny). Da f surjektiv ist, hat jedes n € N
mindestens ein Urbild in M, also |f~n| > 1 fiir alle n € N. Es folgt

M| =" [fnl>> 1=|N|=|M|

neN neN

Dies impliziert |f~n| =1 fiir alle n € N und f ist injektiv. O

Aufgabe 1.3.1 Zeigen sie:

N
> 3
N——
A
/?\
N——
=5
=
)
IN
o
A
IN
|3

und
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Zur Verwendung bei den folgenden Aufgaben formulieren wir das Prin-
zip der doppelten Abzdihlung.

Seien M und N Mengen und F eine endliche Untermenge von M x N.
Wir bilden fiir m € M die Menge

Fp,={(m,n)|n €N und (m,n) € F}
und fiirn € N die Menge

Gn ={(m,n) | m e M und (m,n) € F}.
Dann gilt offenbar

[Fl= > |Fal =) |Gal.

meM neN

Aufgabe 1.3.2 Fiir 1 < k < m beweise man
m—1 m
m(ior) =+(%)

b) durch doppelte Abzihlung der Untermenge

a) rechnerisch,

{(a,K)|ae K C M, |K| =k}
von M x P(M), wobei M eine Menge mit m Elementen ist.

Aufgabe 1.3.3 Fiir m > 1 beweise man
Zj("?> = m2",
=0 7

a) durch Rechnung,
b) durch Abzihlen von {(a,K) |a € K C M} mit |M| = m.



2 Vektorraume

Der Vektorraum ist einer der zentralen Begriffe der Linearen Algebra.
Da wir viele Anwendungen, insbesondere aus der Diskreten Mathematik,
im Auge haben, betrachten wir nicht nur reelle Vektorraume, sondern sol-
che iiber beliebigen Korpern. Dies erfordert, dafl wir ndher auf algebraische
Grundstrukturen eingehen. Wir beginnen mit dem Gruppenbegriff. In erster
Linie fithren wir dabei eine Sprache ein, die spéter prignante Formulierun-
gen erlaubt. Es folgt der Ring- und Korperbegriff. Als Anwendung des Rings
der ganz rationalen Zahlen modulo n besprechen wir das RSA-Verfahren aus
der Kryptographie, das eine Dateniibertragung gegen unerlaubten Zugriff
seitens Dritter sichert. Den reellen Zahlkorper setzen wir im folgenden stets
als bekannt voraus. Seine feineren Eigenschaften, die in der Analysis behan-
delt werden, spielen zunéchst keine Rolle. Eingehend behandeln wir jedoch
den komplexen Zahlkorper und beweisen einfachste Eigenschaften von end-
lichen Korpern. Neben Anwendungen in der Zahlentheorie spielen endliche
Korper in der Codierungstheorie eine wichtige Rolle. Schliefllich finden auch
die Rechenoperationen in Computern in Koérpern mit zwei Elementen statt.
Wir entwickeln dann die Grundziige der Theorie der Vektorrdume zunéchst
ohne Dimensionsbeschrinkung, konzentrieren uns jedoch sehr schnell auf
die endlich dimensionalen Vektorrdume, die der zentrale Gegenstand der
Linearen Algebra sind. Als erste Anwendung behandeln wir Rekursionsglei-
chungen, auf die wir an spéateren Stellen zuriickgreifen werden, etwa bei den
stochastischen Matrizen. Das Kapitel schliefit mit dem Faktorraum, einer
recht abstrakten Konstruktion, deren Nutzen sich im Laufe der Zeit erweisen
wird.

2.1 Gruppen

Um héufig auftretende Sachverhalte pragnant beschreiben zu kénnen, fithren
wir den Gruppenbegriff ein.

Definition 2.1.1 Sei G eine nichtleere Menge.

a) Wir nennen G eine Gruppe, falls folgende Forderungen erfiillt sind:
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(1) Jedem geordneten Paar (a,b) € G x G ist (vermdge einer Abbil-
dung aus Ab(G x G, 3)) eindeutig ein Element ¢ € G zugeordnet.
Wir schreiben dann ¢ = a o b.

2) Fiir alle a,b, c € G gilt das Assoziativgesetz (aob)oc = ao(boc).
3) Es gibt ein e € G mit eoa = a fiir alle a € G.
4) Zu jedem a € G gibt es ein b € G mit boa = e.

(
(
(
b) Gilt neben (1) - (4) auch noch das Kommutativgesetz
(

5) aob = boa fiir alle a,b € G, so heiit G eine abelsche!, auch
kommutative Gruppe.

¢) Werden nur (1) und (2) gefordert, so nennen wir G eine Halbgruppe.
G heifit eine endliche Halbgruppe bzw. endliche Gruppe, falls G nur
endlich viele Elemente enthélt. Wir schreiben dann |G| < oo ist.

Beispiele 2.1.2 a) Die Menge Z der ganzen rationalen Zahlen ist beziiglich
der Operation + eine abelsche Gruppe.

b) Sei M eine nichtleere Menge. Dann bildet die Menge aller bijektiven
Abbildungen von M auf sich bez. der Kompositumsbildung eine Gruppe
(siehe 1.2.6). Diese ist nur dann abelsch, wenn M hochstens zwei Elemente
enthélt.

c) Sei 0 < n € Z. Fiir a € Z setzen wir wie in 1.1.8

[al| =a+nZ={a+nc|cel}.
Ferner definieren wir
[a] ® [b] = [a + b].

Dann ist @ wohldefiniert: Ist ' = a + s und ¥’ = b+t mit s,t € nZ, so gilt
niamlich a’ +b = a+ b+ s+t mit s +t € nZ. Da die Gruppenaxiome fiir
+ in Z gelten, gelten sie auch fiir & in der Menge

L =Z)nZ = {[a] = a+nZ | a € Z}.

Somit ist Z,, eine abelsche Gruppe mit |Z,, | = n. Im folgenden werden wir
statt @ auch + schreiben.

d) Sei M eine nichtleere Menge. Dann bildet die Menge P(M) der Unter-
mengen von M eine Halbgruppe beziiglich jeder der Operationen U und N,
denn fiir M; € P(M) (j =1,2,3) gelten

(M, U Ms) U Ms = M U(MyU Ms)

I Niels Henrik Abel (1802-1829) Christiana (Norwegen), Berlin, Paris. Auflésung alge-
braischer Gleichungen, elliptische Funktionen, unendliche Reihen.
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und
(M, N Ms) N Mz = My N (My N Ms).

In Zukunft schreiben wir in Gruppen kurz ab statt a ob. Wir ziehen nun
aus den Gruppenaxiomen einfache Folgerungen.

Satz 2.1.3 Sei G eine Gruppe.
a) Gilt ea = a fiir alle a € G, so gilt auch ae = a fiir alle a € G.

b) Seie € G mit ea = a fir alle a € G. Sind a,b € G mit ba = e, so gilt
auch ab = e.

c¢) Es gibt genau ein e € G mit ea = a fir alle a € G. Wir nennen e das
neutrale Element von G.

d) Zu jedem a € G gibt es genau ein b € G mit ba = e. Wir nennen dann

b das Inverse von a und schreiben b =a " '.

e) Fiir alle a,b € G gelten aa™! =a"ta=¢, (a7 ') = a und (ab)™! =
b=taL.

Beweis. a) und b) Wegen Axiom (4) in 2.1.1 gibt es zu jedem a € G Ele-
mente b, c € G mit ba = e und cb = e. Damit folgt

ce = c(ba) = (cb)a (Axiom (2))
= ea = a (Axiom (3)).

Somit ist
a = ce = c(ee) (Axiom (3))
= (ce)e = ae,

welches a) beweist. Ferner folgt a = ce = ¢, also e = c¢b = ab.

c) Sei €’ € G mit a = €'a fiir alle a € G. Speziell fiir a = e erhalten wir mit
der Aussage in a) dann e = e'e = ¢€'.

d) Seien b,b’ € G mit ba = b’'a = e. Nach b) gilt ab = e. Also folgt

b = be = b(ab) = (ba)b = (b'a)b=1b"(ab) =be=1V".

e) Aus ala = e erhalten wir wegen b) auch aa=! = e. Nach d) bedeutet
dies (a=!)™! = a. Ferner gilt

(b ta")(ab) = b (a7 (ab)) = b ((a ta)b) = b (eb) = b b =e.

Wegen d) heiit dies b=1a=! = (ab)~!.
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Der letzte Beweisschritt legt die Frage nach einem allgemeinen Assozia-
tivgesetz nahe. Dazu ist der Begriff sinnvolle Beklammerung festzulegen.

Satz 2.1.4 Sei G eine Halbgruppe und seien ai,...,a, € G(r > 1). Wir
definieren fir k < r die Menge Pi(a1,...,ar) der sinnvoll beklammerten
Produkte von a1, ..., ar rekursiv durch

Pi(ar) = {a1}
Pa(ar,az) = {araz}
P3(ai, az,a3) = {(a1a2)az} = {a1(azas3)},

und allgemein durch

Prlar,...,ax) = {zy | € Pm(ar,...,am), Y € Pu(@miis-- s Gmin)
mitm—+n==Fkm>1n>1}.

Fir alle k < r gilt dann
Pk;(al, e ,ak) = {al(ag(. .. (ak_lak) .. )}

Beweis. Fiir k < 3 gilt offenbar die Behauptung. Wir beweisen sie fiir k£ > 4
durch Induktion nach k. Sei also k = m+mn > 4 mit m > 0 und n > 0. Nach
Induktionsannahme gilt

Pr(@ms1y-- s @min) = {am+1(@maa(c . (@mtn—10min) ---)}

Ist m =1, so folgt

xy = ay(az(. .. (ag—1ag)...).

Ist m > 1, so gilt nach Induktionsannahme
Pml(ar,...,am) ={a1(az(... (@am—1am)...)},
also x = a1z mit z = as(. .. (@m—-1am) ...). Es folgt
zy = (a12)y = a1(zy)
mit zy € Pr_1(ag,...,ar). Gemé der Induktionsannahme ist
Pr—1(az,...,ar) ={az(...(ag—1ax)...)}

und daher zy = aj(az(... (ag—1ak)...). O
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Das allgemeine Assoziativgesetz gilt also auch fiir die Operationen U und
N. In Zukunft werden wir bei Uberlegungen in Halbgruppen die Klammern
meist weglassen oder sie allenfalls aus Griinden der Ubersicht setzen.

Die Anzahl der verschiedenen Klammersetzungen bei einem Produkt von
n + 1 Elementen mit n > 2 ist eine héchst interessante Zahl, nédmlich die
n-te Catalanzahl®

1 2
Cy, = ——l ( :) (siehe Aufgabe 5.1.4).

Fir n = 3 haben wir

ai(az(azas)), (ar1az)(asas), ((a1az)as)as, ar((azas)as), (a1(azas))ay,

also C3 = 5. Die Catalanzahlen treten in mehr als 70 bekannten Abzahl-
problemen auf. Siehe dazu [18].

Satz 2.1.5 (Kiirzungsregel) Sei G eine Gruppe und seien a,b,c € G.
Gilt ab = ac oder ba = ca, so ist b= c.

Beweis. Wir haben
b=eb=(a"ta)b=a"t(ab) =a '(ac) = (a ta)c=ec=c.
Ahnlich folgt die zweite Behauptung. O

Satz 2.1.6 Se: G eine endliche Halbgruppe, in welcher beide Kiirzungsre-
geln gelten. Dann ist G eine Gruppe.

Beweis. Die Kiirzungsregeln besagen, dafl fiir a,b € G die Abbildungen
fas g € Ab(G, G) mit

far = ax und gyz = xb (x € G)

injektiv sind. Da G endlich ist, sind f, und g, nach 1.3.8 auch surjektiv. Zu
festem b € G gibt es daher ein e, € G mit

b= gp€p = 6bb.
Da f, surjektiv ist, gibt es zu jedem a € G ein ¢, € G mit

a = fpcq = beg.

2Eugene Charles Catalan (1814-1894) Liittich. Kettenbriiche, Zahlentheorie.
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Damit folgt fiir alle a € G
epa = ep(bey) = (epb)cq = be, = a.
Dies ist Axiom (3) aus 2.1.1. Da g, surjektiv ist, gibt es schlieflich ein d € G
mit
ey = god = da.
Das ist Axiom (4). O

In Gruppen gelten die allgemeinen Potenzgesetze.

Satz 2.1.7 Sei G eine Gruppe und g € G. Wir definieren die Potenzen
" (k € Z) gemdf 2.1.4 durch ¢° = e und fir k > 0 die Potenz g* durch
Pr(g,...,9) = {g*} und g=% durch Pr(g~t,...,g7 ") = {(¢g7V)F = g7 F}.
Dann gelten o o o N
9" =g'¢’ und (¢')) = g"

fiir alle i,j € 7. Insbesondere ist (¢g*)~! = (¢g71)" = g~ fiir alle i € Z.

Beweis. Fiir i,j € N liefert 2.1.4 unmittelbar

9'9" € Pirj(g,---,9) ={g"}, B
(9")? € Pi(g",...,q") C Pij(g,...,9) ={g"}

und »
9797 €Piyilg g ) ={g
Die restlichen Aussagen des Satzes bestétigt man nun leicht. ad

Definition 2.1.8 Sei GG eine Gruppe und U eine nichtleere Teilmenge von
G mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(1) Fiir uy,us € U gelte stets ujus € U.
(2) Fiir u € U ist auch u™! € U.

Ist u € U, so folgt e = u='u € U. Also ist U selbst eine Gruppe mit dem
neutralen Element e. ( Ist |U] < oo und gilt (1), so ist U eine Halbgruppe
mit Kiirzungsregel, also nach 2.1.6 bereits eine Gruppe.) Wir nennen U eine
Untergruppe von G und schreiben U < G oder auch U < G, falls U C G
gesichert ist.

Satz 2.1.9 Sei G eine Gruppe und U < G.

a) Durch g1 ~ g2, falls g;lgl € U, wird eine Aquivalenzrelation ~ auf G
definiert.
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b) Die Aquivalenzklassen von ~ sind die sogenannten Nebenklassen gU =
{gu |u e U} von U. Also erhalten wir mit 1.1.7 eine disjunkte Zerle-

gung
G = U ng.
=
Ist J endlich, so nennen wir |J| den Index von U in G und schreiben
|J| = |G : U|. Also ist |G : U| die Anzahl der Nebenklassen von U in
G.

Beweis. a) Wegen g~ 1g =e € U gilt g ~ g. Ist g1 ~ go, also gz_lgl e U, so
folgt g7 'g2 = (95 '91) ' € U, also ga ~ g1. Ist g1 ~ g» und ga ~ g3, so gilt
gz_lgl € U und gg_lgg € U. Dann ist auch gglgl = gg_lgg -gglgl € U, also
g1 ~ g3. Somit ist ~ eine Aquivalenzrelation.

b) Die Aquivalenzklasse von g € G ist

{h|h~gt={h|g'heU}t={h|hegU}=gqU.
0

Satz 2.1.10 (Lagrange®) Sei G eine endliche Gruppe und U < G. Dann
gilt
|G| =|U||G : U]|.

Insbesondere ist |U| ein Teiler von |G|.

Beweis. Nach 2.1.9 gilt G = Uj¢ 7g;U mit paarweise disjunkten g;U. Da die
Abbildung u — gju eine Bijektion von U auf g;U ist, folgt |g;U| = |U| und
somit |G| = |J||U| = |G : U||U|. O

Die volle Umkehrung des Satzes von Lagrange gilt nicht. Es gibt zum
Beispiel eine Gruppe G mit |G| = 12, die keine Untergruppe U mit |U| = 6
enthélt. Jedoch gilt folgender fiir die Theorie der endlichen Gruppen grund-
legende Satz von Sylow* (siehe Huppert [10], S. 33 ff):

Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Ist p™ ein Teiler von
|G|, so gibt es ein U < G mit |U| = p™.

Ein niitzlicher Spezialfall dieser Aussage 143t sich ganz einfach beweisen.

3 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) Turin, Berlin, Paris. Grundlegende Arbeiten zur
Variationsrechnung, Zahlentheorie und Differentialrechnung. Begriinder der analytischen
Mechanik.

4Peter Ludwig Mejdell Sylow (1837-1918) Christiania (Norwegen). Wirkte als Lehrer
bis 1898, danach Professor an der Universitdt von Christiania. Elliptische Funktionen
und Gruppentheorie.
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Lemma 2.1.11 Sei G eine endliche Gruppe gerader Ordnung |G| = 2m.
Dann gibt es ein g € G mit g*> = e # g. (Solche Elemente nennt man auch
Involutionen.)

Beweis. Wir zerlegen G in paarweise disjunkte Untermengen der Gestalt
{g,971}. Fiir k solcher Mengen sei g = g~ 1, fiir n Paare sei g # g~!. Dann
ist

2m = |G| =k + 2n.
Wegen e = e~ ! ist sicher k > 0, also k > 2. Daher gibt es ein g € G mit
etg=g ' alsog’=e#g. O

Wir setzen im folgenden elementare Aussagen iiber Teilbarkeit bei natiirli-
chen Zahlen als bekannt voraus. Insbesondere benutzen wir die eindeutige
Primfaktorzerlegung. Zu jeder natiirlichen Zahl m gibt es ndmlich eine Zer-

legung
m =[] »",
i

wobei die p; paarweise verschiedene Primzahlen sind und die a; € Ny, aber
nur endlich viele ungleich 0. Dabei sind die p;* > 1 durch m eindeutig
bestimmt. Ist n =[], p eine weitere natiirliche Zahl, so ist 7 genau dann
ein Teiler von m, wenn b; < a; fiir alle ¢ gilt. Wir schreiben n | m. Ist n kein
Teiler von m, so driicken wir dies durch n f m aus. Der grofite gemeinsame
Teiler von m und n ist daher d = [[, p;* mit ¢; = min{a;, b; }. Wir schreiben
dann d = ggT(m,n). Ist ggT(n, m) = 1, so nennen wir m und n teilerfremd.

Aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung folgt sofort folgende Aussage:

Teilt eine Primzahl p ein Produkt ab von natirlichen Zahlen a und b, so
teilt p mindestens eine der Zahlen a,b.

Wir behandeln diesen Problemkreis fiir eine grofiere Klasse von Ringen,
die Z enthélt, im Abschnitt 5.3 systematisch.

Definition 2.1.12 Fiir natiirliche Zahlen n ist die FEulersche Funktion
©(n) definiert durch

o(n) =Nk |keZ1<k<n,ggT(k,n) =1}

Also gilt ¢(1) = 1 und ¢(p) = p — 1 fir Primzahlen p. Ferner ist offenbar
p(n) > 1 fiir alle n € N.
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Definition 2.1.13 Sei G eine Gruppe.
a) Ist M eine nichtleere Teilmenge von G, so setzen wir
Mt ={m™|me M}
und
(M)y={g1...gr|gj e MUM k=1,2,...}.

Offenbar ist dann (M) eine Untergruppe von G. Wir nennen (M)
das Erzeugnis von M oder sagen auch, dafl M die Gruppe H = (M)
erzeugt.

b) Fiir g € G ist insbesondere (g) = {¢’ | j € Z} eine Untergruppe von
G. Wir nennen (g) eine zyklische Gruppe. Ist |(g)| < oo, so nennen
wir |(g)| die Ordnung von g und schreiben |(g)| = Ord g.

Satz 2.1.14 Sei G = (g) eine endliche zyklische Gruppe mit |G| = n.

a) Dann ist G={e=¢g,...,9" '} und g" = e.

b) Ist d = ggT(n, k) fir k € N, so hat g* die Ordnung 7. Insbesondere
gilt G = (g*) genau dann, wenn ggT(n,k) =1 ist. Es gibt also genau
¢(n) Elemente g* mit G = (g*).

c) Zu jedem Teiler d von n gibt es genau eine Untergruppe U von G mit
|U| = d, namlich die zyklische Untergruppe U = (g4 ).

Beweis. a) Wegen |G| = n gibt es Zahlen &k, mit 0 < k < [ < n, so da8
g = g% ist. Dann ist e = ¢! ¥ mit 0 < | — k < n. Wir setzen nun [ — k = m.
Ist j = sm 4+ r mit 0 < r < m, so folgt

9 ="’y =g"

Dies zeigt m = n, also ¢" = e und G = {e = 7%, 9,... ,g”fl}.
b) Mit d = ggT(n, k) folgt

e

(g")4 = (g")
also Ord gk < o Ist (g%)7 = e, so gilt n | kj, also % | j. Insgesamt zeigt dies
Ord g* = T
c¢) Offenbar ist U = (gd) zyklisch von der Ordnung d. Sei V' < G mit
|V| = d und g* € V. Wegen (g*) < V folgt mit 2.1.10 und s = ggT(n, k),
daB [(g*)] = 2 ein Teiler von d ist. Aus %¢ = d mit ¢ € N erhalten wir

s = %t. Also ist % ein Teiler von s und somit von k.
Dies zeigt g* € (g4 ). Somit gilt V = (g4). O

:e7
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Satz 2.1.14 enthilt folgende zahlentheoretische Aussagen.

Lemma 2.1.15 Sein € N. Dann gilt:

a) n= Zd,d|n o(d).
b) Ist k € N und ggT(k,n) =1, so ezistiert ein m € N, so dafs

mk =1 (modn).

Beweis. Sei G = (g) eine zyklische Gruppe mit |G| = n. Eine solche Gruppe
existiert; man nehme etwa Z/nZ = (1 4+ nZ) (siche 2.1.2).

a) Sei d ein Teiler von n. Die Elemente A € G mit Ord h = d sind dann gerade
die Erzeuger von (gd), und nach 2.1.14 b) gibt es ¢(d) solcher Elemente.

Dies zeigt
n= Z o(d).
d,d|n

b) Wegen 2.1.14 b) gilt (g*) = (g). Somit gibt es nach 2.1.14 a) ein m € N,
so daB (gF)™ = gF™ = g ist. Es folgt ¢*™ ! =¢, alson=0rdg | km — 10O

Satz 2.1.16 Sei G eine endliche Gruppe. Fir jedes g € G ist dann Ordg
ein Teiler von |G|. Insbesondere gilt /¢! = e.

Beweis. Wegen 2.1.14 gilt g©*49 = e. Aus 2.1.10 folgt, da8 |{g)| = Ord g ein
Teiler von |G| ist. Daher gilt ¢/¢! = e. O

Satz 2.1.17 Sei G eine (nicht notwendig abelsche) Gruppe mit |G| = n.
Fiir jeden Teiler d von n gebe es hichstens eine Untergruppe U von G mit
|U| = d. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Die Voraussetzung iibertriagt sich offenbar auf Untergruppen von
G. GeméB einer Induktion nach |G| diirfen wir daher annehmen, daf§ jede
echte Untergruppe U < G zyklisch ist. Sei ¢(d) die Anzahl der Elemente
der Ordnung d in G. Dann gilt ¢(d) = 0, falls es in G keine Untergruppe
der Ordnung d gibt, und ¥ (d) = ¢(d), falls es genau ein U < G gibt mit
|U| =d < |G|. Mit 2.1.15 a) folgt

n=Y Y@< Y @d)+dn)=n—en)+in).

d,d|n d<n,d|n

Dies zeigt 0 < p(n) < 1(n). Somit gibt es ein ¢ € G mit Ordg = n, also
G =(g). O
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Satz 2.1.18 Seien G1 = (a) und Gy = (b) zyklische Gruppen der Ordnun-
gen n; (j = 1,2). Offenbar ist

G1xGy={(a V)| 0<i<n;,0<j<mny}
beziiglich komponentenweiser Multiplikation eine Gruppe der Ordnung nins.
Seien weiterhin ny und no teilerfremd.

a) Genau dann gilt Ord(a®, /) = ning, wenn ggT(ny,i) = ggT(ng, j) =
1 ist. Insbesondere ist G1 x G = ((a, b)) zyklisch.

b) Es gilt p(nin2) = @(n1)e(na) (beachte ny,ns teilerfremd).

c) Ist ggT(ny,i) = ggT(ne,j) =1, so gibt es zu jedem Paar s,t € Z ein
r €7 mit
ir = s modny und jr =t modns.

(Fiir i = j = 1 ist dies ein Spezialfall des sogenannten Chinesischen
Restsatzes, auf den wir in 5.2.10 zuriickkommen.)

Beweis. a) Es gilt e = (a',07)F = (a'*,b%) genau dann, wenn k teil-
bar ist durch Orda® und Ordb’. Wegen ggT(ni,n2) = 1 erzwingt dies
Orda’ Ord b’ | k. Da andererseits (a’, /)™ = e fiir m = Orda’ Ord b’ gilt,
folgt Ord(a’,b’) = Orda® Ord b’.

b) Die Anzahl der (a’,b’) mit G; x Go = ((a%,b?)) ist einerseits nach Satz
2.1.14 b) gleich p(ning), nach a) aber auch gleich p(ny)p(ns).

c) Wegen a) gilt G; x G = {(a’,’)). Daher gibt es ein r € Z mit

(a®,b") = (a',07)" = (a"",0").
Dies heifit ir = s modn; und jr =t mod ns. O

Aufgabe 2.1.1
a) Man beweise, dal die Menge aller f,; € Ab(R,R) von der Gestalt

fapr =azx+b (a,b,x,e R;a#0)

eine nichtabelsche Gruppe G bildet.
b) Man finde alle f € G mit Ord f < oc.
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Aufgabe 2.1.2

a) Sei G eine Gruppe, M eine nichtleere Menge und « eine bijektive
Abbildung von M auf G. Fiir my1, mao € M setzen wir

my omg = a” ((amy)(amsy)).

Dann bildet M beziiglich o eine Gruppe.

b) Sei M ={r|r €R, —¢c <r < ¢} mit 0 < ¢ € R. Durch @ mit ar =
gf—: wird dann eine Bijektion von M auf G = {r |r € R, 0 < r < oo}

definiert. Beziiglich der Multiplikation ist G eine Gruppe. Gemif} a)
wird dann M eine Gruppe durch die Festsetzung

1+ T2
1+m

c2

T 0Ty =

fir r1,79 € M. (Ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit, so ist dies das Ein-
steinsche® Additionsgesetz fiir gleichgerichtete Geschwindigkeiten; sie-
he 7.6.4.)
Aufgabe 2.1.3 Sei G eine Gruppe.
a) Gilt g2 = e fiir alle g € G, so ist G abelsch.
b) Ist |G| eine Primzahl, so ist G zyklisch.
c) Ist |G| <5, so ist G abelsch.

Aufgabe 2.1.4

a) Sei G eine Gruppe und U < G. Ist G = Ujc;g;U eine disjunkte
Zerlegung, so ist auch G = UjeJUgj_l disjunkt.

b) Sei V < U < G und seien G = U,cgrU und U = UzecgsV disjunkte
Zerlegungen. Dann ist auch G' = U,¢R, scsrsV disjunkt.

c) Gilt |G:U| <oound |U:V|<oo,s0ist |G:V|=|G:U|U:V]|
Aufgabe 2.1.5 Sei GG eine Gruppe und seien Uy, Uy Untergruppen von G.

Wir setzen
U,U; = {u1u2 | u; € UJ}

5Albert Einstein (1879-1955) Patentamt Bern, danach Prof. in Ziirich, Prag, Berlin,
Princeton. Physiker. Brownsche Molekularbewegung, Photoelektrischer Effekt (Nobel-
preis 1921), Spezielle Relativitédtstheorie, Allgemeine Relativitédtstheorie, Feldtheorie.
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a) Genau dann ist U;U; eine Untergruppe von G, wenn Ui Uy = UsUy
ist.
b) Sind U; und Uj endlich, so gilt

|U1||Ua]

U Uy| = 1220
Uiz U, N U

(Man zédhle die gUs C U1Us.)
c¢) Sind |G : U;| (i = 1,2) endlich, so gilt |G : U1 NUs| < |G : U1]|G : Usl.
d) Sei G endlich. Genau dann gilt
|G . U1 N UQ‘ = |G . U1||G . U2|,

wenn G = U U, ist.

e) Ist G endlich und sind |G : U;| und |G : Us| teilerfremd, so gilt
G =U,U,.
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2.2 Ringe und Korper

Wir fithren nun algebraische Strukturen mit zwei Verkniipfungen ein.

Definition 2.2.1
a) Eine Menge R heifit ein Ring, falls gilt:

(1) R ist beziiglich einer Operation + eine abelsche Gruppe R*. Das
neutrale Element von RT bezeichnen wir mit 0, das zu a € R™
inverse Element mit —a.

(2) R ist beziiglich einer weiteren Operation, die wir als Multiplika-
tion schreiben, eine Halbgruppe. Insbesondere gilt also das As-
soziativgesetz (ab)c = a(bc) fiir alle a,b, ¢ € R. Ferner verlangen
wir:

(2a) Es gibt ein Element 1 € R mit la = al = a fiir alle a € R. Dabei
sei 1 # 0.

(2b) Fiir alle a,b,c € R gelten die Distributivgesetze

(a+b)c = ac+ be und a(b+ ¢) = ab + ac.
Gilt zusétzlich ab = ba fiir alle a,b € R, so nennen wir R einen kom-
mutativen Ring.

b) Sei R ein Ring und
R* ={a € R| es existiert ein b € R mit ab = ba = 1}.

Die Elemente von R* nennen wir die Einheiten von R. Offenbar ist
R* eine Gruppe beziiglich der Multiplikation. Zu jedem a € R* gibt
es somit genau ein b = a~! € R* mit ab = ba = 1.

c) Ein Ring R heifit ein Schiefkdrper, falls R* = R\ {0}.
d) Ein kommutativer Schiefkérper heifit ein Kdrper.

Lemma 2.2.2 Sei R ein Ring.
a) Fir alle a € R ist a0 = 0a = 0.
b) Fiir alle a,b € R gilt (—a)b = —(ab) = a(—b).

c) Ist R ein Schiefkirper, so folgt aus ab = 0 mit a,b € R stets a = 0
oder b = 0.
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Beweis. a) Es gilt
a0+ a0 = a(0 4 0) = a0 = a0 + 0.

Mit der Kiirzungsregel 2.1.5 in R folgt a0 = 0. Ahnlich zeigt man Oa = 0.
b) Wegen a) gilt

ab+ (—a)b = (a+ (—a))b=0b=0.

Also ist (—a)b = —(ab). Ahnlich folgt a(—b) = —(ab).
¢) Angenommen ab = 0 mit a # 0. Dann erhalten wir

0=a'0=a""(ab) = (a ta)b=1b=b.

O

Beispiele 2.2.3 a) Die Menge Z ist ein Ring beziiglich der Addition und
der Multiplikation; die Mengen Q der rationalen Zahlen und R der reellen
Zahlen sind Korper. Den Korper C der komplexen Zahlen werden wir im
Paragraphen 2.4 einfiihren.

b) Sei K = {0,1}. Dann wird K ein Kérper durch die Festsetzungen

0+0=0=1+1,041=140=1,00=10=01=0, 11=1,

wie man leicht nachpriift. (Dies ist ein Spezialfall von 2.2.4 ¢).)

c) Beispiele von Ringen mit nichtkommutativer Multiplikation werden wir
in Kapitel 3 bei der Behandlung von Matrizen und linearen Abbildungen
sehen. Ein nichtkommutativer Schiefkorper, die Quaternionen, wird uns erst
spater begegnen ( siehe Aufgabe 3.3.9 b)). Erwidhnung verdient der folgende
Satz von Wedderburn®:

Ist R ein endlicher Schiefkdrper, so ist die Multiplikation in R kommu-
tativ, also R ein Kdrper.

Es gibt mehrere Beweise dieses Satzes; ein schoner und elementarer
stammt von E. Witt” (siehe [2], S. 27-31).

Wir fithren nun den Ring 7Z, der ganzen rationalen Zahlen modulo n
ein. Dieser spielt eine wichtige Rolle in der Mathematik, insbesondere in der
Zahlentheorie. Wir benotigen ihn zur Konstruktion von endlichen Koérpern
und beim RSA-Verfahren der Kryptographie, welches wir im n#chsten Pa-
ragraphen vorstellen.

6 Joseph Wedderburn (1882-1948) Princeton. Analysis und Algebra.
"Ernst Witt (1911-1991) Hamburg. Quadratische Formen, Witt-Vektoren, Mathieu-
Gruppen.
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Satz 2.2.4 Sei 1l < n € Z und seien
rl=r+nZ={r+nk|keZ}

die Restklassen modulo n (siche 1.1.8). Die Menge Z,, dieser Restklassen
bildet nach 2.1.2 eine Gruppe vermdge der Festsetzung

M)+ [r2] = (r1 +nZ)+ (ro+nZ)=r1 +ro+nZ=ry +ra.
Wir definieren nun eine Multiplikation auf Z,, durch
[rillre] = (r1 +nZ)(ro + nZ) = rirg + nZ = [rirsa].

Man kontrolliert leicht, dafl diese Operation wohldefiniert ist.

a) Durch die obige Addition und Multiplikation wird Z,, ein kommutativer
Ring mit dem Nullelement [0] = nZ und dem FEinselement
1] =1+nZ.

b) Es gilt Z,, = {[r] | 1 <r <n und ggT(r,n) = 1}. Insbesondere ist Z,
eine Gruppe mit | Z; | = o(n).

c) Genau dann ist Z,, ein Kéorper, wenn n = p eine Primzahl ist.

Beweis. a) Die Ringaxiome in Z haben zur Folge, daf diese auch in 7Z,
gelten.
b) Sei zunichst [a] € Z), also [1] = [a][b] = [ab] fir ein b € Z. Dies besagt,
dafl ab =1+ kn fiir ein k € Z ist, also ggT(a,n) = 1.

Sei umgekehrt ggT(a,n) = 1. Wegen 2.1.15 existiert ein b € N mit
ab =1 (modn). Es folgt [a][b] = [b][a] = [1] und [a] liegt in Z.
¢) Genau dann ist Z,, ein Kérper, wenn Z) = Z, \{0} = {[r] | 1 < r < n}
ist. Wegen b) ist dies genau dann der Fall, wenn n = p eine Primzahl ist.O

Das folgende Beispiel zeigt, daBl das Rechnen mit Restklassen niitzlich
ist.

Beispiel 2.2.5 Wir zeigen, daf3 641 ein Teiler von 22° 41 ist. Also ist 22" +1
keine Fermatsche Primzahl (sieche 1.1.1 b)):

Man bestitigt durch direkte Rechnung 641 = 5-27 +1 = 5* 4 2% In
Z641 heif3t dies

Damit folgt

Dies heiBit 641 | 22° + 1.
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Aus 2.2.4 ziehen wir nun bemerkenswerte zahlentheoretische Folgerun-
gen.

Satz 2.2.6 (Euler) Sein € N und a € Z eine zu n teilerfremde Zahl. Dann
gilt
a?™ =1 (modn).

Beweis. Wegen 2.2.4 gilt [a] € Z,, und | Z
[a]#(™) = [1]. Dies besagt gerade a¥(™) =

| = ¢(n). Mit 2.1.16 erhalten wir
(modn). O

1

Der kleine Fermatsche Satz ist ein Spezialfall des Eulerschen Satzes.

Satz 2.2.7 (Fermat) Sei p eine Primzahl und a € Z mit p t a. Dann ist
a?~! =1 (modp).

Beweis. Fiir Primzahlen p gilt ¢(p) =p — 1. O

In vielen spéteren Betrachtungen spielt die Charakteristik eines Korpers
eine wichtige Rolle. Sie ist wie folgt definiert.

Definition 2.2.8 Sei K ein Korper. Wir setzen
ml=1+...+1.
—_——
m—mal

Gilt ml =# 0 fiir alle m € N, so sagen wir, da3l K die Charakteristik 0 hat.
Gibt es ein m € N mit m1 = 0, so nennen wir die kleinste Zahl mit dieser
Eigenschaft die Charakteristik von K und bezeichnen sie mit Char K.
Satz 2.2.9

a) Die Charakteristik eines Korpers ist 0 oder eine Primzahl.

b) Ist K ein Korper der Charakteristik p, so ist
Ky={0,1,...,p—1}

ewn Unterkorper von K, d.h. eine Teilmenge von K, die beziiglich der
in K gegebenen Addition und Multiplikation selbst ein Korper ist. Wir
nennen dann Ky den Primkorper von K.
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Beweis. a) Angenommen, Char K' = niny mit n; € N und 1 < n;. Dann
gilt

14+...4+1#0

—_——

n;—mal

fiir j = 1,2, wegen des Distributivgesetzes jedoch

O=1+...41=0+...+ 1)1 +...+1).

-~

nlng—mal nl—mal ng—ma.l

Dies ist ein Widerspruch zu 2.2.2 c). Also ist Char K gleich 0 oder eine
Primzahl.

b) Sei Char K = p eine Primzahl. Dann ist Ky = {0,1,...,p — 1} eine
Untergruppe von K. Wegen des Distributivgesetzes ist Ky sogar ein Ring.
In Ko \ {0} gilt die Kiirzungsregel, da sie in K \ {0} gilt. Wegen |Ky| < 0o
ist Ko \ {0} nach 2.1.6 beziiglich der Multiplikation eine Gruppe. Also ist
Ky ein Korper. O

Beispiele 2.2.10 Die Korper Q und R sind offenbar von Charakteristik 0.
Die Kérper Z,,, p eine Primzahl, haben die Charakteristik p wegen

1]+ ...+ [1] =[0].
p—mal

In einem Korper der Charakteristik p reduziert sich der binomische Lehr-
satz 1.3.3 fiir p-te Potenzen zu einer einfachen Formel.
Satz 2.2.11 Sei K ein Korper der Charakteristik p. Dann gilt:

a) pa=a+...+a=0 fir allea € K.
———

p—mal

b) (a+b)P =aP + b fir alle a,b € K.

Beweis. a) Esgilt pa =a+...+a=(14+...4+1)a=0a = 0.

p—mal p—‘rglal
b) Der binomische Lehrsatz liefert (a + )P = 3-F_ (¥)a’b?~7. Da p ein
T)eiler von (5’) = J,(np—'_]), fir j =1,...,p— 1 ist, folgt die Behauptung mit
a). a
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Definition 2.2.12 Seien K und L Korper. Eine Abbildung o von K in L
heilt ein Isomorphismus von K in L, falls « injektiv ist und

ala+b) = aa+ ab, a(ab) = (ca)(ab)

fiir alle a,b € K gelten. Ist K = L und « eine bijektive Abbildung mit den
obigen Eigenschaften, so heifit « ein Automorphismus von K.

Aufgabe 2.2.1 Ist « ein Automorhpismus von R, so gilt ar = r fiir alle
r e R.
(Man zeige, daf} fiir 0 < a € R auch 0 < aa gilt.)

Aufgabe 2.2.2 Sein =561 =3-11-17. Ist a € Z und teilerfremd zu n, so
gilt
() a""' =1 mod n.

Insbesondere gilt also die Umkehrung des kleinen Fermatschen Satzes (siehe
2.2.7) nicht. Zusammengesetzte natiirliche Zahlen n, fiir welche (x) stets
gilt, heiflen Carmichael-Zahlen. (Ein tiefliegendes Resultat besagt, daf es
unendlich viele solcher Zahlen gibt.)

8Robert Daniel Carmichael (1879-1967) Urbana-Champaign. Schrieb Lehrbiicher iiber
Relativitatstheorie, Zahlentheorie, Gruppentheorie, diophantische Analysis, Calculus.
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2.3 Das RSA-Verfahren in der Kryptographie

Die Kryptographie beschiftigt sich mit Verfahren, Nachrichten bei der Uber-
tragung gegen unerlaubten Zugriff zu sichern. Man denke etwa an Pay-
TV, an Homebanking oder eine digitale Unterschrift unter ein Dokument.
Infolge zunehmender Ausweitung der Computernetze wird die Sicherung
von Daten immer aktueller. Wir stellen hier das RS A-Verfahren vor, welches
auf Rivest, Shamir und Adleman aus dem Jahr 1978 zuriickgeht. Es gehort
zu den sogenannten Public-KeyVerfahren, in denen jede Person einen ihr
eigenen Schliissel — wie etwa eine Telefonnummer — bekannt gibt, mittels
dessen an die Person Nachrichten verschliisselt, man sagt auch chiffriert,
gesendet werden konnen. Der Schliissel soll dabei so gebaut sein, daf§ nur
die Person, die den Schliissel ausgegeben hat, entschliisseln (dechiffrieren)
kann.

Das RSA-Verfahren 2.3.1 Bob wiahlt zwei grofle Primzahlen p # ¢. Er
berechnet n = pg und wihlt eine zu ¢(n) = p(p)p(q) = (p—1)(g—1) (siehe
2.1.18 b)) teilerfremde Zahl 1 < e < ¢(n). Er bestimmt weiterhin ein d € N
mit

ed =1 (mod p(n)).

Dies geht wegen 2.1.15. Bob macht den Schliissel (n, e) éffentlich bekannt,
hilt aber d geheim. Alice kann nun an Bob eine Nachricht, die aus einem
oder mehreren Elementen aus Z,, besteht, mittels der Chiffrierfunktion

e:Zp— Ly, [x]+— [z]°
senden. Bob kann diese verschliisselte Nachricht dann mittels der Dechiff-
rierfunktion

d:Zn—Zy, Y+ [?/]d

entschliisseln. Dafl d wirklich die Umkehrfunktion von e ist, zeigt der
folgende Satz, der auf einer Anwendung des Satzes von Euler beruht.

Satz 2.3.2 Es gilt de = idy,, .

Beweis. Wir haben [z]°? = [z] fiir alle [z] € Z,, also 2°¢ = 2 modn zu

zeigen. Fiir [z] = 0 ist dies klar. Sei also n { x. Wir betrachten zunéchst den
Fall ptx und gt z. Wegen ed = 1 + zp(n) mit z € N erhalten wir

xed — xl—i—zap(n) — x(mtp(n))z'
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Wegen 2.2.6 gilt 2¥(™ = 1 mod n. Somit folgt
2% = z(2¥™)? = £ modn.

Sei nun p | z, aber g { . (Der Fall ¢ | z, p { « folgt dann aus Symmetrie-
griinden.) Wegen ¢(n) = ¢(p)¢(q) erhalten wir nun

ped — pltze(n) — x(l«w(n))z - x(xw(p)w(q))z - x(zw(q))w(p)z‘
Nochmalige Anwendung von 2.2.6 liefert 2#(?) = 1 mod ¢ und es folgt
z¢4 = £ modg.

Wegen p | = gilt p | 2°¢ — 2. Insgesamt haben wir somit n = pq | 2¢¢ — z,
also ¢ = z mod n. O

Zum Entschliisseln benétigt ein Fremder, der nur den 6ffentlichen Schliissel
(n,e) kennt, die Zahl d. Diese berechnet sich leicht aus de = 1 mod ¢(n).
Hierbei muss man allerdings ¢(n) kennen, welches mit der Kenntnis der
Faktorisierung von n in die Primfaktoren p und ¢ dquivalent ist, denn:

e Kennt man n = pq, so auch p(n) = (p—1)(¢ — 1).

o Ist umgekehrt ¢(n) bekannt, so lassen sich die Primfaktoren p und ¢
als die Losungen der quadratischen Gleichung

?—(n+1—pn)t+n==t"—(p+qt+ps=(t—p)t—q)
bestimmen.

Mit etwas mehr Aufwand kann man zeigen, daf3 sich aus der Kenntnis von d
die Primfaktoren p und ¢ von n stets mit hoher Wahrscheinlichkeit berech-
nen lassen. Die Bestimmung von d ist somit etwa vom gleichen Schwierig-
keitsgrad wie die Faktorisierung von n. Die Stérke des RS A-Verfahrens liegt
nun darin, daff man i.a. grofle Zahlen nicht faktorisieren kann. Sind p und ¢
etwa gleichgrofle Primzahlen mit ungefihr 130 Stellen und ohne spezielle Ei-
genschaften (wie etwa p — 1 ist ein Produkt von lauter kleinen Primzahlen),
so kénnen die heute bekannten Faktorisierungsalgorithmen mit der derzei-
tigen Rechenleistung der Computer die Primfaktoren p und g von n = pq
nicht in vertretbarer Zeit bestimmen.

Um e und d in 2.3.1 bestimmen zu kénnen, benttigt man ein effizientes
Verfahren, mittels dessen man den ggT zweier Zahlen und das Inverse einer
Zahl modulo m berechnen kann. Dies leistet der Euklidische Algorithmus,
der fortlaufend Divisionen mit Rest durchfiihrt.
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Euklidischer Algorithmus 2.3.3 Seien a,b € N und b < a. Entweder ist
b | a oder ggT(a,b) ergibt sich als letzter nichtverschwindender Rest r,, des
folgenden Schemas von Divisionen mit Rest:

a=qb+mnr wobei q1,m1 €N, 0<r1 <b
b= qor1+ 12 wobei  qo, 10 EN, 0 <19 <1
r1 = q3ry + 73 wobei q3,r3 €N, 0 <r3 <1y

Tneo = qnTn_1 + Tn wobei qn,7n €N, 0 <1, <rp_1
Tn-1 = qnt1Tn wober  qny1 € N.

Beweis. Da die r; strikt fallend sind, gilt ¢; # 0 und der Algorithmus bricht
nach endlich vielen Schritten ab. Ist x € N ein Teiler von a und b, so auch
von r1, dann auch von ro und schliellich von r,. Ist umgekehrt x ein Teiler
von 7, dann auch von 7,_1, also auch von r,,_s und schliellich von b und
a. Dies zeigt bereits r,, = ggT(a,b). O

Satz 2.3.4 Seien a,b € N. Dann existieren x,y € Z mit
ggT(a,b) = xa + yb.

Beweis. Sei b < a. Ist b | a, so folgt ggT(a,b) = 0a + 1b. Sei also b { a. Wir
lesen nun den Euklidischen Algorithmus von hinten und erhalten

ggT(aab) = Tn
=Tpn—2 —GnTn—-1
= Tpn—2 — Qn(rn—3 - Qn—lrn—2)
= (1 + ann—l)rn—2 —G4nTn-3

= xa+ yb

mit geeigneten x,y € Z. Die so berechneten x,y nennt man héufig auch
Bézout’-Koeffizienten von a und b. ad

Im RSA-Verfahren wihlt man e mit 1 < e < @(n) zufillig und be-
rechnet ggT'(e, p(n)) mittels des Euklidischen Algorithmus. Auf diese Weise
findet man leicht ein e mit ggT(e,o(n)) = 1. Um d zu bestimmen benutzt
man die Bézout-Koeffizienten aus 2.3.4. Wegen ze + yp(n) = 1 ist offen-
bar ze = 1 mod ¢(n), und man kann d als die kleinste natiirliche Zahl mit
d = z (mod p(n)) wihlen.

9Etienne Bézout (1730-1783) Paris. Lehrte Mathematik fiir Offiziersschiiler der Marine
und Artillerie. Algebraische Geometrie.
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2.4 Der komplexe Zahlkorper
Definition 2.4.1 Auf der Menge
R xR ={(a,b) | a,b € R}
definieren wir eine Addition und eine Multiplikation durch
(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + az, by + b2)

und
(a1,b1)(az,b2) = (araz — biba, arby + azby).
Die entstehende Struktur nennen wir den komplexen Zahlkérper und be-
zeichnen ihn mit C. Die Elemente aus C heiflen komplexe Zahlen.
Satz 2.4.2 FEs gilt:
a) C ist ein Korper.

b) Die Untermenge R' = {(a,0) | a € R} von C ist ein zu R isomorpher
Korper. Jedes (a,b) € C hat die Gestalt

(a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1),
wobez (0,1)2 = —(1,0) ist. Identifizieren wir R’ mit R und setzen

=(0,1), so gzlt
C={a+bi|a,beR}.

Dabei ist i* = —1 und
(CL1 + bli)(az + bQZ) = (a1a2 — blbg) + (a1b2 + agbl)i.

Beweis. a) Die erforderlichen Assoziativ- und Distributivgesetze rechnet
man leicht nach. Die Existenz des Inversen von (a,b) # (0,0) wird gelie-

fert durch ;
a
((J,, b) <a2 - > - (1,0)

+027 a?+b?
b) Diese Aussagen sind klar. O

Bemerkung 2.4.3 Wir haben soeben den komplexen Zahlkérper C kon-
struiert, indem wir — salopp gesagt — zu R ein Element i mit i? = —1
adjungiert haben. Ahnliche Kérperkonstruktionen kann man auch in ande-
ren Féllen durchfiihren (siehe 2.5.6). Unsere Konstruktion bewirkt, dafi C
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eine Losung von 22 = —1 enthilt. Wir erhalten damit sogar die Losung von

vielen Gleichungen. Der zuerst von Gaufl bewiesene sogenannte Fundamen-
talsatz der Algebra besagt ndamlich:

Seien ag,a1,...,a,_1 € C. Dann gibt es ein ¢ € C mit
"+ a1+ +ag=0.

Definition 2.4.4 Seic=a+ bi € C mit a,b € R.

a) Die durch ¢ eindeutig bestimmten reellen Zahlen a und b nennen wir
den Real- bzw. Imagindrteil von c und schreiben a = Rec bzw. b =
Ime.

b) Wir setzen |c| = va? + b? (nichtnegative Quadratwurzel) und nennen
lc| den Absolutbetrag, auch die Norm von c. Offenbar ist |¢| > 0 und
|| = 0, genau fiir ¢ = 0.

c) ¢ = a — bi heifit die zu ¢ = a + bi konjugiert komplexe Zahl.

Satz 2.4.5 Seien cq,co,c € C. Dann gilt:
a) Re(c1 + ¢2) = Recy + Recs, Rec= 3(c+7¢)

Im(c; + ¢2) =Imey +Imey, Ime =

b) ci +co=¢1+7¢, Cica =Ci¢2, C=c.
Also ist a mit ac = ¢ ein Automorphismus von C mit a® = idc.

c) |c|? = [¢]* = ce = (Rec)? + (Imc)?.

d) |ercz| = lerl]eal.

e) |Rec| <|c| und |Ime| < |c].

f) len + 2| <lei| 4+ |ca|  (Dreiecksungleichung, siehe 2.4.7).

Dabei gilt |c1 +ca| = |c1|+|c2]| fiir crca # 0 genau dann, wenn co = req
mit 0 < r € R ist.

Beweis. Die Behauptungen a) bis c) ergeben sich durch einfache Rechnung.
d) Wegen b) und c) gilt

lc1c2]? = (cr62)(c1e2) = cr09C1 €3 = erTicaCz = |ea]?[ea.

Also ist |c1ea| = |er]|ea].

e) Ist ¢ = a+bi mit a,b € R, so gilt lc|?> = a® +b* > a? = | Rec|?. Dies zeigt
lc| > |Rec|. Ahnlich folgt |c¢| > |Imc]|.
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f) Es gilt
le1 + e2]? = (c1 + c2)(er + 62) (siehe b), ¢))
= €1C1 + ¢1C2 + o€ + coCo
= |c1]?* + 2Recicz + |ea|*  (siehe a))
< ei]® + 2Jenl[ea] + |e2|®  (siehe e))
= (lex] + le2])?.
Also ist

ler 4+ co| <lep] + ezl

Gleichheit gilt dabei fiir ¢;co # 0 genau dann, wenn
Recic; = |e163] = |ei]|ea].

Wegen |c1%3]? = (Rec162)? + (Im ¢123)? heifit dies Imc;é; = 0, also
c1¢z = Recycz = |a1]|eal-

Dac; = 62_1|62]2 ist, folgt 0102_1 = % € R und 6162_1 > 0. O

Ausblick 2.4.6 Schreibt man die Gleichung aus 2.4.5 d) fiir die Elemente
¢; = a; +bji mit a;,b; € R(j = 1,2) explizit aus, so erhélt man

(a1a2 — b1b2)2 + (a1b2 + a2b1)2 = (a% + b%)(a% + b%)

Durch formale Rechnung bestétigt man, dafl diese Gleichung fiir alle a;, b;
(j = 1,2) aus einem beliebigen kommutativen Ring gilt. Nach Hurwitz'°
existieren analoge Formeln der Gestalt

n

(S =D

j=1

mit beziiglich der a; bez. b; jeweils linearen c; nur fiir n = 2,4,8. So wie
die obige Formel fiir n = 2 mit den komplexen Zahlen zusammenhéngt,
nédmlich der Norm in C, so hat die Formel fiir n = 4 mit dem Schiefkérper
der Quaternionen (siehe 9.3.2) und fiir n = 8 mit dem nichtassoziativen
Ring der Cayleyschen'! Oktaven zu tun.

L0 Adolf Hurwitz (1859-1919) Konigsberg, Ziirich. Riemannsche Flichen, Funktionen-
theorie.

1 Arthur Cayley (1821-1895) Arbeitete viele Jahre als Anwalt, ab 1863 Prof. fiir Reine
Mathematik in Cambridge. Matrizenalgebra, Gruppentheorie, Geometrie.
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Die Beschreibung der komplexen Zahlen als Paare von reellen Zahlen
legt eine geometrische Deutung in der euklidischen Ebene nahe.

Geometrische Deutung 2.4.7 Jeder komplexen Zahl ¢ = a+bi mit a,b €
R ordnen wir in der Ebene beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems
den Punkt (a,b) zu.

bi c=a+b
0 a
—bi c=a—W

Nach dem Satz von Pythagoras ist |c| = v/a? + b2 die Liange der Strecke
von (0,0) nach (a,b). Die Addition der komplexen Zahlen lauft offenbar
auf die elementare Vektoraddition hinaus. Nun gestattet die Dreiecksun-
gleichung aus 2.4.5 f) die einfache geometrische Interpretation: In jedem
Dreieck ist eine Seite hichstens so lang wie die Summe der Léngen der bei-
den anderen Seiten; Gleichheit tritt genau dann ein, wenn das Dreieck zu

einer Strecke entartet. ¢ e+ ¢

L7

Was bedeutet geometrisch die Multiplikation von komplexen Zahlen?
Seien dazu ¢y, ¢y € C. Setzen wir |¢j| = rj, so gilt ¢; = r;(cos o + isinay)
mit dem in der Zeichnung angegebenen Winkel a; (0 < a; < 2m).

ir; sin

&
_/

Tj COS Oéj

Ist ¢; # 0, so ist «; eindeutig bestimmt und wir setzen a; = arcc;.
Fiir ¢; = 0 ist jedoch arcc; nicht definiert. Mit den Additionstheoremen fiir
Cosinus und Sinus folgt

c1co = rire(cos ag + isin aq)(cos ag + isin ag)
= r172{(cos ay cos ag — sin vy sin ag) + i(cos o sin g + sin ay cos an) }
= ryro{cos(ar + az2) +isin(aq + ag)}.
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Somit ist |cica| = rire = |c1]]c2| (dies steht bereits in 2.4.5 d)) und
arccicy = aq + (g = arccy + arcca,

wobel a7 + a9 fir oy + as > 27 durch a3 + as — 27 zu ersetzen ist. Bei
der Multiplikation von komplexen Zahlen werden also Winkel modulo 27
addiert und Langen multipliziert.

Satz 2.4.8 Fiirn € N setzen wir C,, = {a | a € C, a™ = 1}. Die Elemente
in C,, heiflen komplexe n-te Einheitswurzeln.

a) C,, ist beziiglich der Multiplikation eine zyklische Gruppe der Ordnung
n.

b) Ists = cos 2% —|—@sm2—“, so gilt e" =1 und

Co={Le e 1} = (e).

c)FurO<k<nzstZ ]k—O
Insbesondere gilt Z o cos —J = Z

n—1
Osm—j—O

Beweis. a)und b) Ist a = r(cos a+isina) € C, mit |a| = rund 0 < o < 2,
so folgt mit 2.4.7, daf

1=a"

= r"(cosna + isinna).
Dies liefert r = 1,cosna = 1 und sinna = 0. Wegen 0 < a < 27 erhalten
wir a = “k mit 0 < k < n. Setzen wir € = cos 2% +1sm2— so folgt a = £*.
Also ist C,, ={l,g,...,e" 1} = ().

c¢) Fiir 0 < k < nist ¥ 75 1 und daher Z i L gik = sk 1 = 0. Die Zerlegung
in Real- und Imaginéarteil liefert fiir £k = 1 die restliche Aussage.

O

Fiir einen beliebigen Korper K sei wieder K,, die Gruppe der n-ten Ein-
heitswurzeln. Wir werden spéter zeigen, dafl K, stets eine zyklische Gruppe
ist, deren Ordnung n teilt. Diese kann jedoch trivial sein, also nur aus dem
Einselement bestehen. Zum Beispiel hat ein Korper der Charakteristik p
keine nichttrivialen p-ten Einheitswurzeln, denn aus 0 =a? — 1 = (a — 1)?
mit a € K folgt a = 1 (siehe 2.2.11).

Die komplexen Zahlen sind mitunter ein Hilfsmittel, um rein reelle Aus-
sagen elegant zu beweisen.
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Beispiele 2.4.9 a) Wir betrachten die Figur

1 1414 2+1 3+t

- e

aus drei Quadraten mit den eingezeichneten Diagonalen und den Winkeln
a; = arc(j +1) fur j = 1,2,3. Dann ist

a1+ as +az = arc (1 +4) (2 +4)(3 + ) = arc 10i = g

b) Mit 2.4.7 folgt fiir alle ¢ die Relation

m

cosmey +isinmy = (cosp + isinp)” = Z (m) i7 (cos )™ (sin )7
- J
7=0

Wegen i% = (—1)/ und %71 = (—1)7i folgen die Moivreschen'? Formeln
cosmyp = Z " (—1)%(sin ¢)?* (cos )™ 2k
2k
0<2k<m

und

sinmp = 3 (") (CDF i) os A,

0<2k+1<m 2k+1
¢) Wie nach 1.3.4 angekiindigt, berechnen wir nun
i) = o 5 6 e
3|3
Dazu setzen wir € = cos %” + 4 sin %” Wegen 2.4.8 gilt dann €2 = 1 und

0 falls 317

J 2j
Lreite _{Bfalls?>|j.

12 Abraham de Moivre (1667-1754) Privatlehrer in England. Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Wir erhalten dann

i (DY = 1+ = (—e)".
Die Addition dieser Formeln liefert
2"+ (—e)" + (—&*)" = <n> (14¢& +e%) = SZ <n>
—\J <\ j
Jj= 3|j
Dabei ist
2" 4 (—&)" + (=) = 2" + (=1)"(e™ + &2M)
2+ (=1)"-2 falls3|n
T2+ (-1t falls 34 n.

Insgesamt zeigt dies
2" +2 falls n =0 (mod6)

?’Z 2" —2 falls n = 3 (mod 6)
2" +1 fallsn=1,5(mod6)
3l 2" — 1 falls n = 2,4 (mod6).
In jedem Fall gilt also
n 2n 2
_ 1<z
‘Z <J> 3773
3lJ

Aufgabe 2.4.1
a) Man beweise

42( >—2” (144)" (1—2’)”:2”—1—(\/5)”-2-(308%.

4|7

b) Durch Auswertung von cos 4 zeige man

2" + 25+ falls n = 0 (mod 8)
M+ 2" fallsn=1,7 (mod 8)
( > 2" falls n = 2,6 (mod 8)
2" — 2" falls n = 3,5 (mod 8)
2" — 25+ falls n = 4 (mod 8).

>

4|7

Aufgabe 2.4.2 Man berechne >’ (’;) und > (?)
j=1 (mod 3) Jj=2 (mod 3)
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2.5 Endliche Ko6rper

Lange waren endliche Korper nur ein Hilfsmittel der Algebra und Zahlen-
theorie. Neuerdings haben sie eine wichtige Anwendung in der Codierungs-
theorie gefunden. Da wir auf Fragen dieser Theorie in 3.7 eingehen werden,
ist eine Einfithrung in endliche Korper hier angebracht.

Aus 2.2.4 kennen wir bereits die endlichen Kérper Z,, der Charakteristik
p (p eine Primzahl). Wir werden in diesem Paragraphen weitere endliche
Korper konstruieren.

Lemma 2.5.1 Sei K ein endlicher Korper mit |K| = q.

a) Ist Char K = p, also p eine Primzahl, so gilt p| q.
b) Ist 2| q, so gilt Char K = 2.

Beweis. a) Ist Char K = p, so ist Ko = {0,1,...,p — 1} eine Untergruppe
von KT. Nach dem Satz von Lagrange (siehe 2.1.10) ist daher |Ky| = p ein
Teiler von |K| = q.

b) Die Anwendung von 2.1.11 auf K liefert ein Element 0 # a € K mit

O=a+a=a(l+1).
Wegen a # 0 folgt 1 +1 =0, also Char K = 2. O

Satz 2.5.2 Sei K ein endlicher Korper mit |K| = q. Fir 0 # a € K gilt
stets a9t = 1. Also ist a? = a fiir alle a € K.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus 2.1.16. O

Satz 2.5.3 Sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p. Dann ist die
Abbildung o mit ak = kP ein Automorphismus von K. Man nennt o den
Frobenius'3-Automorphismus von K.

Beweis. Seien a,b € K mit a? = bP. Wegen Char K = p und 2.2.11 ist dann
0=aP —b” = (a—b)P,

also @ = b. Somit ist a mit ak = kP eine injektive Abbildung von K in K.
Da K endlich ist, ist o sogar bijektiv. Nochmalige Anwendung von 2.2.11
liefert

Oé(k‘l + k‘g) = (k‘l + k‘g)p = klf + kg = aky + aks.

13Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) Ziirich, Berlin. Gruppentheorie, Begriinder
der Charakter- und Darstellungstheorie, Matrizentheorie.
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Da ferner trivialerweise a(kiks) = (k1k2)? = (akyi)(aks) gilt, ist « ein
Automorphismus von K. O

Satz 2.5.4 Sei K ein endlicher Korper mit |K| = q.
a) Ist Char K =2, so gilt |{k* +k | k€ K}| = £.
b) Ist Char K # 2, so gilt |{k? | k € K}| = L.
c) Seien a,b,c € K mit ab# 0. Dann gibt es x,y € K mit c = ax? + by>.

Beweis. a) Wir betrachten die Abbildung 8 von K in K mit Sk = k2 + k.
Ist a® + a = b? + b, so folgt

0=a*-b*+a—-b=(a—b?+(a—b)=(a—b)(a—b+1).
Daher ist b = a oder b = a 4 1. Dies zeigt
|{k2+k|keK}\:%.
b) Wegen Char K # 2 ist 1 # —1, also a # —a fir 0 #a € K. Ist 0 =
a? —b* = (a—b)(a+b), soist b=a oder b = —a. Damit folgt

qg—1 q+1
]{kQ\keK}]:1+T:T.

c) Setzen wir My = {c—az? |z € K} und My = {by? | y € K}, so erhalten
wir mit 2.5.3

2L falls Char K # 2

(M| = M| = { g falls Char K = 2.

Wegen
q=|K|>|MiUM;s| = M|+ M| = |MiNMs| >qg+1—|M;inNMsy|

folgt M1 N My # (). Also gibt es x,y € K mit ¢ — az? = by? € M; N M-.0

Lemma 2.5.5 Sei K ein endlicher Kéorper mit |K| = q und 2 1 q. Wegen
(x +1)(x — 1) = 22 — 1 ist —1 das einzige Element der Ordnung 2 in K*.
Genau dann ist —1 € K*?, wenn q = 1 (mod 4) ist.

Beweis. Wegen 2.5.4 b) gilt |K*?| = %1. Ist ¢ = 3(mod4), so ist |K*?|
ungerade, also —1 ¢ K*?. Ist hingegen ¢ = 1 (mod4), so ist |K*?| gerade.
Mit 2.1.11 erhalten wir —1 € K*2. O
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Die Konstruktion, die in 2.4.2 zu den komplexen Zahlen fiihrte, 148t sich
auch in anderen Fillen benutzen.

Satz 2.5.6 Sei K ein Korper.
a) Seien a,b € K und sei f die Abbildung von K in K mit
fle)=c+ac+b fir ce K.

Angenommen, f(c) # 0 fir allec € K. Auf L = K x K definieren wir
eine Addition und eine Multiplikation durch

(w1,91) + (22,92) = (1 + 22,51 + ¥2)

und

($1>y1)(5€2’y2) = (551902 — by1y2, T1y2 + T2y1 — aylyz)-

Dann ist L ein Korper und K' = {(x,0) | x € K} ein zu K isomorpher
Unterkérper von L. Ist c = (0,1), so gilt ¢® + (a,0)c + (b,0) = (0,0).

b) Ist |[K| = q, so gibt es einen Korper L mit |L| = ¢°. Insbesondere
gibt es zu jeder Primzahl p und jedem n € N einen Kiorper K mit
K| =p*".

Beweis. a) Das einfache Nachrechnen der Assoziativ- und Distributivgesetze
iiberlassen wir dem Leser. Ist (0,0) # (z1,y1) € L, so gilt

(w1,91) (21 + ay1, —y1) = (5,0)

mit s = 22 + azx1y; + by?. Ist y; = 0, so ist s = 22 # 0. Ist y; # 0, so gilt

2
s =12 ((ﬂ) +ﬂa+b> — 2 f(2L) #0.
a% N Y1

Somit existiert (s,0)71 = (s71,0), und es gilt

($1,y1)(331 +ay1a _yl)(‘Sil?O) = (170)'

Daher ist L ein Korper.

b) Man wende a) an fiir Char K # 2 mit f(z) =22 —bund b ¢ {k? | k € K}
(siehe 2.5.4 b)) beziehungsweise fiir Char K = 2 mit f(x) = 22 + x + b und
b {k?+k | ke K} (siehe 2.5.4 a)). Fiir die letzte Aussage starte man
mit dem Korper Z, und wende a) wiederholt an. O
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Bemerkung 2.5.7 Die bisherigen Ergebnisse iiber endliche Kérper enthal-
ten nicht annéhernd die volle Wahrheit, denn es gilt:

a) Ist K ein endlicher Kérper der Charakteristik p, so ist | K| eine Potenz
von p. (Wir beweisen dies in 2.7.15.)

b) Zu jeder Potenz p™ einer Primzahl p gibt es bis auf Isomorphie genau
einen Korper K mit |[K| = p™.

¢) Die multiplikative Gruppe eines endlichen Kdérpers ist stets zyklisch.
(Dies wird in 5.1.12 gezeigt.)
Aufgabe 2.5.1 Sei K ein endlicher Koérper mit |K| = g.
a) Stets gilt >, ., a =0, falls ¢ > 2 ist.
b) Sei m € N. Gibt es ein b € K* mit b™ # 1, so gilt >, a™ = 0.
Gilt hingegen a™ =1 fiir alle a € K™, so ist
Z am”=q—1=-1.
aceK

(Verwendet man die bislang noch nicht bewiesene Aussage, dafl K*
zyklisch ist, so erh&lt man

Z m Ofallsq—lj(m)
R falls g — 1 | m.
acEK
Aufgabe 2.5.2 Sei K ein endlicher Korper.

a) Bsgilt [],cx-a=—1.

b) (Wilson'?) Fiir jede Primzahl p ist
(p—1!'=—1(modp).

c¢) Ist p eine ungerade Primzahl, so gilt

((1%1» (~1)"F (modp).

il = —b2d (mod p) fir j =1,2,...,p—2.

Hinweis: Man benutze

Aufgabe 2.5.3 Ist K = {0,1,a,b} ein Kérper mit |K| = 4, so gelten b =
a®>=a+1lunda=0b>=>b+1.

14John Wilson (1741-1793). Nur wenige Jahre am Peterhouse College in Cambridge
tatig; danach hauptberuflich Jurist. Algebra.
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2.6 Vektorriume und Unterrdume

Definition 2.6.1 Sei K ein Korper. Eine Menge V' heif3t ein K - Vektorraum,
falls gilt:

(1) V ist beziiglich einer Operation + eine abelsche Gruppe. Das neutrale
Element bezeichnen wir mit 0.

(2) Fiir jedes k € K und jedes v € V ist kv € V definiert. Dabei soll
gelten:

(2a) Ist 1 das Einselement von K, so ist 1v = v fiir alle v € V.

(2b) (k1 + k2)v = k1v + kov und (k1ks)v = kq(kgv) fir alle k1, ko € K und
allev e V.

(2¢) k(v1 + va) = kvy + kvs fiir alle k € K und alle v,vy € V.
Die Elemente in V nennen wir Vektoren; 0 € V' heifit der Nullvektor.

Ist K ein (nicht notwendig kommutativer) Ring und gelten die Regeln
aus 2.6.1, so nennt man V einen K-Linksmodul. Auf derartige Strukturen
werden wir hier noch nicht eingehen.

Beispiele 2.6.2 Sei K ein Korper.

a) Die abelsche Gruppe V = {0} wird ein K-Vektorraum durch die Festset-
zung k0 = 0 fiir alle k € K.

b) Ist K ein Unterkorper des Korpers L, so ist L ein K-Vektorraum vermoge
der auf L definierten Operationen. Insbesondere ist R ein Q-Vektorraum und
C ein R-Vektorraum.

c¢) Sei M eine nichtleere Menge und Ab(M, K') die Menge aller Abbildungen
von M in K. Fiir f1, fo € Ab(M, K) und k € K definieren wir

(fi + f2)(m) = fi(m) + fa(m),
(kfi)(m) = kfi(m)  (me M).

Dadurch wird Ab(M, K) ein K-Vektorraum.
d) Wir erhalten Spezialfélle von c), wenn wir M = {1,2,...,n} oder aber
M ={1,2,...} wihlen. Fiir f € Ab(M, K) schreiben wir dann auch

So erhalten wir die K-Vektorrdume

K'=Kx..xK={(k,....,kn) | k; € K}
—_——

n—mal
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und den Folgenraum
F = {(kl,k’g,...) | k‘j S K}
Dabei gilt
(kj) + (kj) = (k; + kj) und k(k;) = (kk;).
e) Ein fiir die Analysis wichtiger R-Vektorraum ist
C(0,1) = {f | f ist stetige Abbildung von [0,1] in R}.
Lemma 2.6.3 Sei V' ein K-Vektorraum. Firv €V und k € K gelten die

folgenden Aussagen:

a) 0v = 0 und k0 = 0. (Das Nullelement von K ist dabei vom Nullele-
ment, dem Nullvektor, aus V' zu unterscheiden, obwohl wir fiir beide
dasselbe Zeichen verwenden.)

b) (—k)v =k(—v) = —kv.

c) Aus kv =0 folgt k =0 oder v =0.
Beweis. a) Wegen Ov+0v = (0+0)v = Ov = 0v +0 folgt mit der Kiirzungs-
regel 2.1.5 sofort Ov = 0. Ahnlich erh&lt man k0 = 0.

b) Aus
kv+ (=k)v=(k+ (=k))v=00=0

und
kv+k(—v) =k(v+ (—v)) =k0=0

folgt (—k)v = —kv = k(—v).
c) Sei kv = 0 und k # 0. Dann existiert k! € K, und wir erhalten
0=k (ko) = (k" 'k)v =1v=.
O

Definition 2.6.4 Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U # () von V
heifit ein Unterraum von V, falls gilt:

(1) U ist eine Untergruppe von V beziiglich +.
Fiir uy,us € U gelten also u; +us € U und —uy € U.

(2) Firue U und k € K gilt ku e U.

Offenbar ist dann U ein K-Vektorraum. Wir schreiben U <V und U < V,
falls U C V. Stets ist {0} ein Unterraum von V', den wir mit 0 bezeichnen
und den Nullraum nennen.
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Wir behandeln nun einige fiir die Praxis interessante Unterrdume des
K™

Beispiele 2.6.5 a) Sei K ein Korper und

n+1
U= {(kl,...,kn,an) e K ‘ S ki = 0} C K",
=1

U ist offenbar ein Unterraum von K™™', Wir wihlen nun K = Zy = {0, 1}
und mochten digitale Nachrichten der Lénge n, d.h. a = (k1,...,k,) € K"
iiber einen Kanal senden. Zur Ubermittlung von a senden wir

CL/ = (kla oo ->kn7kn+1)a

wobei k, 11 so gewihlt ist, dafl Z?Ill k; = 0 gilt. Das gesendete Wort a’ ist

also ein Element in U. Passiert bei der Ubertragung ein Fehler, d.h. wird
an einer Stelle in o’ ein Bit gedndert, so erhélt der Empfinger das Wort

CLN = (k‘l, ce 7ki—1a%i7ki+1; .. -7kn+1) mit ];31 75 k’z fiir ein 7.

Da die Summe der Eintrige in a” gleich 1 ist, stellt der Empfinger fest,
daB bei der Ubertragung Fehler aufgetreten sind. Der Unterraum U heifit
Parititscheck-Code. Ist nur ein Fehler aufgetreten, so kann der Empfanger
dies erkennen.

b) Sei nun K der Kérper K = Z1; = {0,1,...,10}, wobei wir [¢] mit ¢ fiir
1 =0,...,10 identifizieren. Wir setzen nun

10
U= {(kl,...,klo) e K10 ] S ik = 0} C K,
=i

Man bestitigt leicht, dal U ein Unteraum des K ist. Er ist der Coderaum
der International Standard Book Numbers (ISBN). Dabei wird die 10 mit
X bezeichnet. Das Buch Codierungstheorie von W. Willems, deGruyter, hat
die ISBN

3 — 11 — 015874 — 4
Sprachregion Verlag individuelle Kontrollziffer
3 = deutsch Buchnummer

0 = englisch

A first course in coding theory von R. Hill hat die ISBN 0-387-96617-X.
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(i) U kann einen Fehler erkennen:

Sei a = (kl, ceey kl()) € U und d = (kl, coo kg, k‘;, kit1,... ,klo) e U.
Da U < K1 folgt a —a’ = (0,...,0,k; — k!,0,...,0) € U. Folglich ist
i(ki — k) = 0. Wegen i # 0 in Z;; folgt mit 2.2.2 ¢), daB k; = k..

(ii) U kann die Vertauschung zweier beliebiger Ziffern feststellen:
Angenommen, a = (k1,...,ki,...,kj,..., ki) € U und

a = (ki,...,kj,...,ki,..., ko) € U. Wir erhalten wiederum a — a’ € U,
also i(k; — k;) + j(kj — ki) = 0. Somit gilt (i — j)(k; —k;) =0. Dai—j #0
in le iSt, fOlgt k‘l = k‘j.

Die folgenden Aussagen sind unmittelbar klar.

Satz 2.6.6 Sei V ein K-Vektorraum.

a) SindU; (j € J) Unterrdume von V', so ist auch Njc ;U; ein Unterraum
von V.

b) Fiir Teilmengen M, ..., My von V setzen wir
My+...+My={mi+...+my | m; € M}

Gilt Uy <V (j=1,...,k), soist auch Uy + ...+ Uy ein Unterraum
von V.

Satz 2.6.7 (Dedekind-Identitét; vgl. 1.1.3.) Sei V' ein K-Vektorraum und
U; <V (j=1,2,3). Gilt Uy C Us, soist (Uy +Usz)NUs=U + (UzNUs).

Beweis. Sei uz = uy +us € (U +Usz) NUs mit u; € Uj (j = 1,2,3). Wegen
U, CUs gilt ug = ug —uy € Us NU3. Also ist

U3 = U1 + Uz € Ul—l—(UgﬂUg).
Dies zeigt (U1 + U2) N U3 g U1 + (U2 N Ug)
Sei umgekehrt u; +v € Uy + (U2 NUsz) mit uy € Uy und v € Us N Us.
Dann gilt u; +v € Uy + Us und wegen U; C Us auch u; +v € Us. Dies zeigt
U+ (Uz2nUs) C (U +Usz)NUs3,

insgesamt also Uy + (Us NUs) = (Uy + Us) N Us. O

Fiir Teilmengen M; (j = 1,2, 3) einer Menge M gilt nach 1.1.3 c)

(M, U M) N M = (M; N M;) U (Ma N Ms).
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Fiir Unterrdume Uj (j = 1,2, 3) eines K-Vektorraums V' gilt zwar offenbar
(U1 +Ux)NUs 2 (U NUs) + (UyNUs),
aber das Gleichheitszeichen gilt i.a. nicht: Sei dazu V = K? und

U= {(k,0) | k€ K}, Us = {(0,k) | k€ K}, Us = {(k, k) | k € K}.

Us
Us

Ux

Dann gelten U; < V und Uy NUz = Uy NUs = U NUs = 0. Ferner ist
U1+U2:U1+U3:U2+U3:V. Dabei fOlgt U1+U3:Vaus

(k1,k2) = (k1 — k2,0) + (ka, ko) € Uy + Us
fir alle k; € K.

Der Unterschied zwischen dem Kalkiil fiir Teilmengen und Unterrdumen
ist betréchtlich. Den gemeinsamen Oberbegriff liefert die Verbandstheorie,
auf die wir nicht eingehen.

Satz 2.6.8 Sei V ein K-Vektorraum.

a) SeiU; <V (j=1,...,m). Ist | K| >m, so gilt Uy U...UU, CV.

b) SeiU; <V (j=1,2). Genau dann ist Uy UUs ein Unterraum von V,
wenn Uy C Uy oder Uy C Uj.

Beweis. a) Angenommen, es wére doch V. = Uy U...U U,,. Indem wir
notigenfalls einige der U; weglassen, also m eventuell verkleinern, kénnen
wir annehmen, dafl m > 2 und

V=UuU...uU,
gilt, aber
U,u...uU, CcV ud U, UUsU...UU, CV.
Somit gibt es v; € V (j = 1,2) mit

n €UsU...UU,, alsov; € Uy
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und
02€U1UU3U...UUm, also vy € Us.

Wir betrachten nun die Vektoren kv; + vo mit k € K. Ware kv, + vy € Uy
fiir irgendein k € K, so wire ve € Up, was nicht zutrifft. Also liegt jeder
Vektor kvi + v in einem der Unterrdume Us, ..., U,,. Wegen |K| > m — 1
gibt es ein U; (2 < j < m), in welchem zwei der kv, + vy liegen, etwa

kivy +vg € Uj und kovy +vg € Uj
mit k; # ko (sogenanntes Schubfachprinzip). Es folgt
(kl — kz)’Ul = (k‘ﬂ)l + ’1)2) — (k21)1 + 122) € Uj,

also v1 € Uj fiir ein 7 mit 2 < j < m. Dies widerspricht jedoch der Feststel-
lung v1 € U U...UU,,.

b) Angenommen, U; U U; = W sei ein Unteraum von V. Wegen a) folgt
dannW:UlgUzoderW:UQQUl. O

Aufgabe 2.6.1 Sei F' = {(z;) | z; € R} der Folgenraum aus 2.6.2 d)
Welche der folgenden Teilmengen U sind Unterrdume von F'?

a) Zu jedem (z;) € U gibt es ein M mit |z;| < M fiir alle j.

b) U = {(z;) | imj_o x; existiert }.

c) U={(z;) | z; # 0 nur fir endlich viele j}.

d) U={(zj) | zjy1 =z +afirj=1,2,...} wobeia€R.
e) U={(zj) | xjpro =2+ x4 fiir j =1,2,...}.

Aufgabe 2.6.2 Sei K ein endlicher Kérper mit |K| = g und V = K™ mit
n > 2. Fir a € K sei

Ua = {(k]_,. . .,knf]_,a/kn,l) | k] [ K}

und
U = {(kl" "akn72707kn) | k] S K}

Man zeige, dal U, <V, Uy, < V und V = Ugze g U, U Uy (Insbesondere ist
die Aussage in 2.6.8 a) bestmoglich.)
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2.7 Lineare Abhingigkeit, Basen, Dimension

Definition 2.7.1 Sei V ein K-Vektorraum.
a) Fir () # M C V setzen wir

j=1

Offenbar ist (M) der kleinste Unterraum von V', der M enthilt. Wir
nennen (M) das Erzeugnis von M. Wir setzen (()) = {0}. Statt
({v,w,...}) schreiben wir (v, w,...).

b) Ist M CV und (M) =V, so heifit M ein Erzeugendensystem von V.

c) Existiert eine endliche Menge M C V mit (M) =V, so heifit V' endlich
erzeugbar.

Definition 2.7.2 Sei V ein K-Vektorraum.

a) Ein System in V ist eine (nicht notwendig injektive) Abbildung s
von [ in V. Ist s(i) = v;, so schreiben wir S = [v; | ¢ € I]. Statt
[v; | 7€ {1,...,n}] schreiben wir auch [vy,...,v,].

(Also sind die Systeme [v1,v2] und [ve,v1] fiir v1 # vo zu unterschei-
den. Ebenfalls ist [v,v] von der Menge {v} zu unterscheiden.)

b) Sei S = [v; | i € I] ein System in V. Wir nennen S linear unabhdngig,
falls

v € (vi | k#£iel)

fiir alle k € I gilt. Ist S nicht linear unabhéngig, so nennen wir S
linear abhdngig.

c) Eine Menge {v; | i € I} C V heift linear unabhingig, falls

v & (v | k#ie€l)

fiir alle k € I gilt, ansonsten linear abhdngig. Wir sagen dann auch,
dafl die Vektoren v; linear unabhingig (bzw. linear abhingig) sind.
(Ist 0 # v € V, so ist {v} linear unabhéngig, das System [v,v] jedoch
nicht.)

Bemerkungen 2.7.3 Sei S = [v; | i € I] ein System im K-Vektorraum V.
a) Ist v; = 0 fiir ein j € I, so ist S linear abhéngig, denn wir haben
UJ:O€<Q)Z|]7£’LEI>
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b) Gilt v; = v, mit j,k € I und j # k, so ist S linear abhéngig wegen
v =v, € (v; | j#i €.

c) Ist S linear unabhéngig und J C I, so ist auch das System [v; | j € J]
linear unabhéngig.

Lemma 2.7.4 Sei V ein K-Vektorraum und S = [v; | i € I| ein System in
V. Dann sind gleichwertig:
a) S ist linear abhdngig.

b) Es gibt ein i € I und eine endliche Teilmenge J von I miti & J, so
daf$ v; = ZjeJ kjv; mit geeigneten k; € K gilt.

¢) Es gibt eine endliche Teilmenge J' von I und k; € K fir j € J mit
> jey kjvj =0, wobei nicht alle k; gleich 0 sind.

Beweis. a) = b) Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € I mit
Ui€<’Uj ’l?éj61>

Dies bedeutet v; = > jed kjv; mit geeigneten k; € K und einer endlichen
Teilmenge J von I mit i & J.
b) = c¢) Wir schreiben die Relation in b) in der Gestalt

1- v; + Z(—kzj)vj =0
JEJ

und setzen J' = J U {i}.
¢) = a) Sei >, 5 kjv; =0 mit k; # 0 und ¢ € J'. Dann gilt

vi=— Y ki'kjuy € (v |i#jeT)C (v litjeT).
i#£jeJ’
Also ist S linear abhéngig. O

Die Negation von 2.7.4 liefert unmittelbar
Lemma 2.7.5 Sei V' ein K-Vektorraum und S = [v; | i € I] ein System in
V. Dann sind gleichwertig:

a) S ist linear unabhdngig.

b) Ist ) .c;kjv; = 0 mit k; € K und einer endlichen Teilmenge J von
I, so gilt kj =0 fiir alle j € J.
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Beispiele 2.7.6 a) Sei V = K" und weiterhin e; = (0,...,0,1,0,...,0)
fir j =1,...,n, wobei die 1 an der j-ten Stelle steht.
Wegen (ki,...,k,) = Z?:l kje; gilt dann V = (ey, ..., e,). Ist nun
Z;;l kje; =0, so folgt k1 = ... = k,, = 0. Also ist [ej,...,e,] nach 2.7.5
linear unabhéngig.
b) Sei C(R) der R-Vektorraum aller stetigen Abbildungen von R in sich. Sei
S = [e™ | r € R]. Dann ist S linear unabhéingig:
Anderenfalls gibe es nach 2.7.4 eine Relation der Gestalt
(1) ijerjx =0 fiir allez € R
j=1
mit k; € R, nicht alle k; = 0, und paarweise verschiedenen r; € R. Unter
allen solchen Relationen wéhlen wir eine mit méglichst kleinem n. Dann
sind alle k; # 0. Wegen €"7% # 0 fiir alle x € R ist n > 1. Die Ableitung
nach x liefert fiir alle x € R dann

d = riT - riT
(2) 0= &(Z kje J ) = Zk‘jrje I
pust =1

Eine Kombination von (1) und (2) ergibt

_ n LT n m TSI
0=ry, Z]’:l kje"s Zj:l kjr;e"s

= Z;L;ll kj(rn —rj)ei®.
Wegen der Minimalitdt von n folgt
k‘j(?”n—rj):o fﬁrjzl,...,n—l,

also k1 = ... = k,_1 = 0. Das widerspricht der Feststellung n > 1. Also ist
S linear unabhéngig.
c) Sei V = K™. Fiir a € K bilden wir den Vektor

vp(a) = (1,a,...,a"h).
Sind ay,...,a, € K paarweise verschieden, so ist [v,(a1),...,v,(ay)] linear
unabhéngig:

Wir beweisen dies durch eine Induktion nach n. Im Fall n = 1 haben
wir v1(aq1) = (1) # 0. Somit ist die Aussage richtig. Sei nun n > 1 und

ijvn(aj) =0 mit kj e K.
j=1
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Das heifit

kja: =0 firi=0,1,...,n—1.

n
J
=1

J

Fir 1 <7 <n -1 erhalten wir
0 = Y0 kjal — (L7 kjai an
= Y kjlay —an)a)!
= Y01 kilay — an)ay .
Dies heif3t
0= Z ki(a; — an)vn—1(a;).

Geméf der Induktionsvoraussetzung folgt
kj(a; —a,) =0 firj=1,...,n—1,

also ki = ... =k, —1 = 0. Dann ist auch k,, = 0.

Dieses Beispiel wird mehrfach eine Rolle spielen, insbesondere bei der
Konstruktion der Reed-Solomon-Codes (siehe 3.7.13).
d) Wir betrachten R als Vektorraum iiber Q. Sind py,...,p, paarweise
verschiedene Primzahlen, so ist [log py,...,log p,] linear unabhéingig:

Sei dazu

n
Zaj logp; =0 mit a; € Q.
j=1

Indem wir mit einem gemeinsamen Nenner der a; multiplizieren, kénnen
wir a; € Z annehmen. Die bekannten Regeln fiir den Logarithmus liefern
0 =log H?Zl p?j, also H;.Lzl p?j = 1. Dies zeigt

1 #5 = 11 ;™

a;>0 a;<0

Die eindeutige Primfaktorzerlegung in Z liefert danna; = 0fiir j = 1,...,n.
Somit ist [logpi,...,logp,] linear unabhingig iiber Q. (Man kann auch
zeigen, daB [\/p1, ..., /Pn] tiber Q linear unabhéngig ist; aber das erfordert
mehr Aufwand.)
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Ausblick 2.7.7 Wir betrachten C als Q-Vektorraum. Sei a € C. Ist nun
[1,a,a?,...] linear abhiingig, so gibt es ¢; € Q (j =1,...,n — 1) mit

n—1
(%) a” + Z gja’ = 0.
7j=1

Dann nennen wir a eine algebraische Zahl. Ist hingegen [1,a,a?,...] line-
ar unabhéngig, so gibt es keine Gleichung der Gestalt (*). In diesem Fall
heifit a transzendent. Die Menge aller algebraischen Zahlen bildet einen Un-
terkorper von C, der nach Cantor abzahlbar ist. Da R nicht abzéhlbar ist,
beweist dies die Existenz von transzendenten Zahlen, ohne daf eine einzi-
ge explizit angegeben wiire. Im Jahr 1851 gab Liouville'® erstmals explizit
transzendente Zahlen an. Die Eulersche Zahl e (Hermite!®, 1873) und =
(Lindemann'”, 1882) sind transzendent. Recht kurze Beweise dafiir findet
man in [9]. Aus der Transzendenz von 7 folgt tibrigens, dafi die Quadratur
des Kreises, ndmlich die Konstruktion eines zum Einheitskreis flichenglei-
chen Quadrates, mit Zirkel und Lineal allein nicht moglich ist.

Die Theorie der transzendenten Zahlen ist reich an tiefen Resultaten
und ungeldsten Problemen. So ist bekannt, da a® transzendent ist, falls a
und b algebraisch sind, 0 # a # 1 und b ¢ Q (Gelfond'®, Schneider'® 1934).
Unbekannt ist, ob sich e schreiben 188t als e = =7 ¢;7/ mit ¢; € Q. Auch
weifl man nicht, ob 2¢ 27 7¢ transzendent, algebraisch oder gar rational
sind.

Wir kommen nun zum zweiten zentralen Begriff dieses Paragraphen.

Definition 2.7.8 Sei V' ein K-Vektorraum. Ein System B = [v; | i € I]
heifit eine Basis von V, falls B linear unabhéngig ist und ganz V erzeugt,
also V' = (v; | i € I) gilt. Dies bedeutet folgendes:

(1) Fiir jedes v € V' gibt es eine endliche Teilmenge J von I, so daf}
U:Zk‘jvj (kjEK).

JjeJ

15 Joseph Liouville (1809-1882) Paris. Arbeiten von der Mathematischen Physik iiber
die Astronomie bis zur Reinen Mathematik; insbesondere Differentialgleichungen, alge-
braische Funktionen, Zahlentheorie, Konforme Abbildungen.

16 Charles Hermite (1822-1901) Paris. Zahlentheorie, elliptische Funktionenen, Algebra,
Differentialgleichungen.

17Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852-1939) Konigsberg, Miinchen. Geometrie
und Analysis.

18 Alexander Ossipowitsch Gelfond (1906-1968) Moskau. Zahlentheorie, Funktionen-
theorie.

9Theodor Schneider (1911-1988) Géttingen, Erlangen, Freiburg. Transzendente Zahlen
und diophantische Approximation
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(2) (Prinzip des Koeffizientenvergleichs) Ist
Z ki’Ui = Z k’,’ﬂ)i
i€l iel
mit k;, k; € K und nur endlich viele k;, k} # 0, so gilt k; = k] fiir alle
1€ 1.

Nun folgt leicht die Existenz von Basen in endlich erzeugten Vektorréu-
men.

Hauptsatz 2.7.9 Sei V = (wy,...,wy,) ein endlich erzeugter K-Vektor-
raum.

a) Sei [wi,...,wg] linear unabhingig, wobei 0 < k < m ist. Dann exi-
stiert eine Basis [v1,...,v,] von V mit

{wy,...,wr} SH{vr,... 00} SHwy, ..., wn )

(Man kann also das linear unabhéngige System [wq,...,wy]| durch
Hinzunahme geeigneter Vektoren aus {w, ..., wy,} zu einer Basis von
V ergénzen.)

b) SeiU <V. Dann gibt es ein W <V mitV=U~4+W und UNW = 0.
Wir nennen W ein Komplement von U in V.

Beweis. a) Sei bei geeigneter Numerierung

{wy,...,wg} CS{wy,...,w,} S{wy,...,wn,}
mit £ < n < m und maximal linear unabhéngigem System [wq, ..., w,]. Ist
J >m, s0ist [wy,...,wy, w;| linear abhingig. Daher gibt es eine Relation

i kiwi + k’jwj =0

=1

mit k; € K (i = 1,...,n,j) und nicht alle k; = 0. Da [wy,...,w,] linear
unabhéngig ist, gilt k; # 0. Dies zeigt

n
wj = — Yk tkaw; € (wy,. .., w,).
=1

Es folgt V = (wy, ..., wp) = (w1, ..., w,). Somit ist [wy, ..., w,] eine Basis
von V.
b) Sei [wy, ..., w] eine Basis von U und nach a) sei [wy,...,w,] eine Basis

von V. Setzen wir W = (Wg41,...,wp),s0gilt V=U4+W und UNW = (.0
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Ist N eine Teilmenge der Menge M, so ist das Komplement N von N in
M eindeutig festgelegt als N = {m | m € M, m € N}. Zu einem Unterraum
0 < U < V eines endlich erzeugbaren K-Vektorraums V gibt es jedoch stets
mehrere Komplemente. Ist [vy, ..., v] eine Basis von U und [vy, ..., v,] eine
Basis von V, so ist fiir jedes a € K der Unterraum

Wo = (Vk41, -+ Un—1,0n + avy)

ein Komplement von U in V:
Offenbar gilt U + W, = V. Ist

n—1 k
Z kjvj + ky(vn + avi) = Zkﬂ/i ceUNW,,
j=k+1 1=1
soist ki =...=k,=0,alsoUNW, =0.

Man sieht leicht, dafl verschiedene a € K auch verschiedene Komple-
mente W, von U liefern. Ist K unendlich, so gibt es daher sogar unendlich
viele Komplemente von U in V.

Lemma 2.7.10 Sei V ein K-Vektorraum und [v1,...,v,] eine Basis von
V. Istv=>" a;v; €V mita; € K und a; # 0, so ist auch [v,vz, ..., vy
eine Basis von V.

Beweis. Wegen
n
vy =a; (v — Zaivi) € (v,v9,...Up)
i=2

gilt (v, va,...v,) = (v1,v2,...v,) = V. Es bleibt zu zeigen, daf [v,va, . .., v,]
linear unabhéingig ist. Sei dazu kv+ Y., kiv; = 0 mit k, k; € K. Dies heifit

kaivi + Z(kZ + ka;)v; = 0.
=2

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von [vy,...,v,] folgt
kalzki—l—kai:() (222,,77,)

Da a; # 0 ist, zeigt dies k = ks = ... =k, = 0. O

Satz 2.7.11 (Steinitzscher?® Austauschsatz) Sei[v1,...,v,] eine Basis des

K-Vektorraums V und [wy, ..., wy] ein linear unabhdingiges System in V.

Dann gilt m < n, und [w1, ..., Wn, Vmi1,--..,0,] ist bei geeigneter Nume-

rierung der v; eine Basis von V.

20Ernst Steinitz (1871-1928) Breslau, Kiel. Korpertheorie, konvexe Polyeder.
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Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion nach m. Sei zunichst m = 1.
Wegen wy # 0 gilt wy = Z?:l kiv;, etwa mit k; # 0. Nach 2.7.10 ist daher
[w1,ve,...,v,] eine Basis von V.

Sei nun 1 < m < n. Da [wy,...,w,_1] linear unabhéngig ist, gibt es
nach der Induktionsannahme (bei geeigneter Numerierung der v;) eine Basis
von V der Gestalt [wi, ..., Wm—1,Vm, ..., 0. Sei

m—1 n
W =Y kjw;+ Y divi (kj,d; € K).
j=1

i=m
Da [wy, ..., wy,] linear unabhéingig ist, gilt (bei geeigneter Numerierung der
Umy -« -+, Up) DU dyy,, # 0. Nach 2.7.10 kénnen wir dann v,,, durch wy,, ersetzen
und erhalten eine Basis der Gestalt [wq, ..., Wy, Umt1, ..., V). Soweit fiir
m < n. Wire m > n, so liefert die bisherige Uberlegung, daf§ [wi, ..., wy]
eine Basis von V ist. Dann folgt jedoch wy,+1 € (w1, ..., w,), entgegen der
linearen Unabhingigkeit von [w1, ..., w,q1]. O

Hauptsatz 2.7.12 Sei V' ein endlich erzeugbarer K - Vektorraum. Dann hat
V' eine Basis [v1,...,v,], und jede Basis von V enthdlt genau n Vektoren.

Beweis. Nach 2.7.9 existiert eine Basis [v1,...,v,] von V. Sei [w; | i € I]
eine weitere Basis von V. Hétte I wenigstens n+ 1 Elemente, so géibe es ein
linear unabhéngiges System [w1, ..., wy4+1] in V, entgegen 2.7.11. Also gilt
|7| < n. Indem man nun die Rolle der beiden Basen vertauscht, erhélt man
auch n < |I]. Also gilt n = |I. O

Definition 2.7.13 Sei V ein endlich erzeugbarer K-Vektorraum.

Ist V' = {0}, so setzen wir dimg V = 0. Ist V' # {0}, so sei dimg V die
Anzahl der Elemente in einer (also jeder) Basis von V. Wir nennen dimg V/
die Dimension von V.

Statt V' ist endlich erzeugbar schreiben wir im folgenden auch dimg V < oo.
Ist V' nicht endlich erzeugbar, so driicken wir dies durch dimg V' = co aus.
Liegt K fest, so benutzen wir haufig dim V' statt dimg V.

Die Beispiele in 2.7.6 liefern dimg K™ = n und dimg R = oo.

Bemerkung 2.7.14 Mit Hilfe des Zornschen®' Lemmas (siehe 5.6.4) kann
man die Existenz von Basen in nicht notwendig endlich erzeugbaren K-
Vektorrdumen beweisen. Der Beweis der Existenz einer Basis ist freilich

21Max Zorn (1906-1993) Halle, Yale, Bloomington. Mengenlehre, Gruppentheorie, Al-
gebra; aber auch reelle und komplexe Analysis.
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nicht konstruktiv. Sind B; = [v; | 4 € I;] (j = 1,2) Basen eines Vektor-
raums V', so kann man mit etwas Mengenlehre zeigen, dafl es eine bijektive
Abbildung von I auf I gibt.

Wir kénnen nun die Aussage in 2.5.7 a) beweisen.

Satz 2.7.15 Sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p. Dann ist | K|
eine Potenz von p.

Beweis. Nach 2.2.9 ist Ko = {0,1...,p — 1} ein Unterkorper von K. Ist

dimg, K = n und [v1,...,v,] eine Basis von K iiber Ky, so hat jedes
v € V eine eindeutige Darstellung v = Y"1 | k;v; mit k; € Ko. Somit ist
[ K| = [Ko[" = p™. O

Satz 2.7.16 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV < oo und U < V.
a) Stets ist dimU < dim V.
b) Genau dann gilt dimU = dim 'V, wenn U =V ist.

Beweis. Nach 2.7.9 gibt es eine Basis [vy, ..., v,]| des Vektorraums V' derart,
daB [v1,...,vn] eine Basis von U ist. Dies zeigt dimU = m < n = dim V.
Ist n = m, so folgt V = (vy,...,v,) =U. O

Als duflerst niitzlich wird sich das folgende Resultat erweisen.

Satz 2.7.17 Sei V' ein K-Vektorraum und U; <V mit dimU; < oo fiir
j=1,2. Dann gilt

d1m(U1 + UQ) =dimU; +dimUs — d1m(U1 N U2)
Beweis. Sei dimU; = n; (j = 1,2) und dim(U; N Uz) = d. Ferner sei

[u1,...,uq] eine Basis von U; N Us. Nach 2.7.9 gibt es dann Basen
(U1, ... Up, ] von Uy und [ug, ..., uq, ug ..., Uy,,] von Us. Somit ist
!/ /
Ui +Us = (U1, ooy Unyy Ugyqs e Uy )

Wir zeigen nun, daf [uy,...,Un,, Uy .., U,,] linear unabhéngig ist. Sei
dazu

ni no

/ p—
E a;ju; + E bjuj =0
j=1 j=d+1

mit a;,b; € K. Dies liefert

ni nz
Zajuj:— Z b]u; e U; NUs.
j=1 j=d+1
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Da [uq,...,uq] eine Basis von Uy N Uz und [uq,... » Ud, Uy 1y- -5 Up,] eine
. ; .

von Us ist, folgt bgi1 = ... = by, = 0. Also bleibt ijl aju; = 0, welches

ay = ... = an, = 0 erzwingt. Daher ist [uy,..., un,,uyq,...,u,,] eine

Basis von U; + U,. Dies zeigt

dim(U1 + Ug) =ny+ng —d=dimU; +dimUs — dim(U1 N U2)

Die Formel in 2.7.17 entspricht der Formel
‘Ml UMQ’ = ’M1’ + ‘Mg‘ — |M1 N MQ’

aus 1.3.6 fir Mengen. Die allgemeinere Formel fiir |M; U. ..U My| hat jedoch
kein Gegenstiick fiir dim(U; + ...+ Uyg). Dies liegt daran, daf§ fir Mengen

(My U Ms) N M3 = (M N Ms) U (My N Ms)
gilt, fiir Unterrdume i.a. jedoch nur
(U +Ux)NUs > (U NU3) 4 (Uy N U3)

(siche die Bemerkung nach 2.6.7 und Aufgabe 2.7.6).

Beispiel 2.7.18 Projektive Ebenen
Sei K ein beliebiger Korper und V' ein K-Vektorraum mit dimV = 3. Wir
definieren eine Inzidenzstruktur P(K) wie folgt:

(1) Punkte von P(K) seien die 1-dimensionalen Unterrdume von V.
(2) Geraden von P(K) seien die 2-dimensionalen Unterrdume von V.

(3) Wir sagen, dal der Punkt (v) mit 0 # v € V auf der Geraden G liegt,
falls v € G ist.

Ist (v1) # (v2) , so sind v; und ve linear unabhéngig. Somit ist G =
(v1,v2) die einzige Gerade auf der die Punkte (v1) und (v9) liegen. Es gibt
also eine eindeutige Verbindungsgerade zwischen zwei verschiedenen Punk-
ten.

Sind G1 # G2 Geraden in P(K), so folgt mit 2.7.17

3=dimV Z dim(Gl + Gg)
= dim Gy +dim Gy — dim G1 N Gy
=4 - d1mG1 N GQ.



70 2 Vektorrdume

Daher ist dim G1NG2 > 1 und wegen G # G4 erhalten wir dim G1NGo = 1.
Somit ist G1 N Gy der eindeutige Schnittpunkt der Geraden G # Go.

Ist v1 = (1,0,0),v2 = (0,1,0),v3 = (0,0,1), so gilt v; & (va,v3). Also
liegen die Punkte (v;) (j = 1,2,3) nicht auf einer Geraden.

P(K) heifit die projektive Ebene iiber K. (In ihr gibt es also keine par-
allelen Geraden.)

Ist | K| = g, so hat P(K) genau q3—11 = ¢*+ ¢+ 1 Punkte und ¢®> + ¢ +1

s
Geraden (siehe Aufgabe 2.7.9). Fiir ¢ = 2 enthélt die projektive Ebene
P(K) somit 7 Punkte und 7 Geraden. Sie 148t sich veranschaulichen durch

(0,0,1)

(1,0,1) (0,1,1)

(1,1,1)

(1,0,0) (1,1,0) (0,1,0)

Aufgabe 2.7.1 Sind p und ¢ verschiedene Primzahlen, so sind 1,,/p,/q
linear unabhéngig iiber Q.

Aufgabe 2.7.2 Sei V = K" mit n > 3. Ferner sei fiir ¢ = 1, ..., n weiterhin
v; =(1,...,1,0,1,...,1), wobei die 0 an der Stelle ¢ steht. Man bestimme
dim(vy, ..., v,).

(Vorsicht, die Antwort hiangt von Char K ab.)

Aufgabe 2.7.3 Sei V der R-Vektorraum aller auf (—oo,00) stetigen und
reellwertigen Funktionen.

Man beweise, dafl das System [cos jz,sinjz | j = 1,2,...] {iber R linear
unabhingig ist.

Aufgabe 2.7.4 Sei V = K™ mit n > 3. Dann sind

Up={(k;) | kj € K, k; =0} und U = {(k;) | k; = k € K}
j=1
offenbar Unterdume von V.

Man bestimme dim Uy, dim(U; NUs) und dim(U; + Uy).
(Vorsicht, die Antwort hingt wieder von Char K ab.)
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Aufgabe 2.7.5 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n.
a) Sei W <V und U < V mit dimU = n — 1. Dann ist

dimWnU >dimW — 1.
b) Seien U; <V (j =1,...,k) mit dimU; = n — 1. Dann gilt
d1m(U1ﬂﬂUk)2n—k

c) Ist W <V mit dimW = k, so existieren n — k Unterrdume U; in V
mit dimU; =n—1,sodaB Uy N...NU,_ = W.

Aufgabe 2.7.6 Sei dimV <oound U; <V.
a) Es gilt

—dim (Ul N U2) — dim (Ul N Ug) — dim (U2 N Ug)
+ dim (Ul +Us + Ug).

Genau dann gilt Gleichheit, wenn

(U +Ux) NUs = (U NU3) + (U NU3)
gilt. Gilt dies, so ist auch

(U +Us)NUs = (U NU) + (Us NU3)

und
(Ug + Ug) NU; = (U1 N Uz) + (U1 N Ug)

b) In V = K3 gebe man Unterrdume U, (j = 1,2,3,4) an mit dimU; =
2,V =3, Uj, dim (U;nU;) =1 fiir i # j und U; N U; N U, = 0 fiir
paarweise verschiedene ¢, 7, k. Dann ist

4
dim (Uy + Uy + Us + Uy) > > dimU; = > dim (U; N Uy).
j=1 j<k

Aufgabe 2.7.7 Sei V ein K-Vektorraum. Sei weiterhin dimV = n und
Ui <V =1,...,m) mit dimU; = k < n. Ist || > m, so gibt es ein
gemeinsames Komplement zu allen Uj, also ein W <V mit U; + W =V
und U;NW =0firj=1,...,m.

Hinweis: Sei w € V mit w ¢ UJL,U;. Gemé$ einer Induktion nach n — k
haben die U; 4 (w) ein gemeinsames Komplement W’'. Dann ist W' + (w)
ein gemeinsames Komplement der U;.
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Aufgabe 2.7.8 Sei L ein Unterkorper von K und [k ..., ky,] eine Basis
von K als L-Vektorraum. Sei V' ein K-Vektorraum und [v1,...,v,] eine K-
Basis von V. Dann ist [kjv; |i=1,...,m, j =1,...,n] eine L-Basis von
V. Insbesondere gilt dimy V = dimy K dimg V.

Aufgabe 2.7.9 Sei |K| = g und sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.
a) Ist N(n,m) die Anzahl der U <V mit dimU = m, so ist

(" =" —q)...(¢" = ¢ ")

Nmm) = o D gm —q) (g™ — g )

b) Es gilt N(n,m) = N(n,n —m).

¢) Ist U < V und dim U = m, so hat U genau ¢™(»~™) Komplemente
in V.

Aufgabe 2.7.10 Sei F' der R-Vektorraum der ganzen rationalen Funktio-
nen auf R. Sei ferner

g

fix)=> aja® (7=0,1,...)

k=0

mit aj; € R und a;,, # 0. Dabei sei 0 <ng <n; <ng <....
Man zeige:

a) [f;|7=0,1,...] ist linear unabhéngig.

b) Genau dann ist [f; | 7 = 0,1,...] eine Basis von F, wenn n; = j fiir
7=0,1,... gilt.
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2.8 Rekursionsgleichungen

Zahlreiche Fragen fithren auf folgendes Problem.
Problem 2.8.1 Sei K ein Koérper und
F ={(zj) = (zo,21,...) | z; € K fiir alle j € Np}

der K-Vektorrraum aller Folgen aus K. Vorgegeben seien nun Elemente

ag,ai,...,an—1 € K. Gesucht sind dann alle Losungen (z;) € F' der Rekur-
stonsgleichung
(R) Thtn = ATk + A1 Tpq1 + ..+ A1 Thpn—1

fir alle kK > 0.

Mit den bisher bereitgestellten Hilfsmitteln konnen wir folgendes fiir die
Anwendungen niitzliche Resultat beweisen.

Satz 2.8.2

a) Die Lisungen von (R) bilden einen Unterraum L von F der Dimensi-
on n. Zu gegebenen Anfangswerten (xo,...,x,—1) gibt es genau eine
Lésung in L.

b) Sei f die ganz-rationale Funktion

f(l') =" — apg— a1 —...— an,lxnfl,
Ist b € K mit f(b) =0, so ist (x;) mit x; = b (j =0,1,...) eine
Lésung von (R).

c) Sind b; € K (i = 1,...,m) paarweise verschieden mit f(b;) = 0, so
sind die Folgen v; = (b} | j = 0,1,...) linear unabhingige Elemente
von L. Hat insbesondere f sogar n verschiedene Nullstellen by, ..., by,
so bilden die (b]) (i = 1,...,n) eine Basis von L. Dann hat jedes
(x;) € L also die Gestalt

rp=Y bl (j=0,1,..)

mit geeigneten c; € K.
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d) Wir definieren (in Analogie zur Analysis) fiir einen beliebigen Korper
K die Ableitung f' von f aus b) durch

f'(x) =nz" ' —a; — 2a0x — ... — (n— 1)ay_12" 2.

Ist b e K mit f(b) = f'(b) =0, so ist auch (x;) mit z; = jbI~! eine
von (b7) linear unabhingige Lisung von (R).

(Fir K = R bedeutet f(b) = f'(b) = 0 bekanntlich, daff b eine mehr-
fache Nullstelle von f ist.)

e) Sein = 2, also f(z) = 2% — ayx — ag. Ist f(b
2b = ay, so bilden vi = (1,b,b%,...) und vy = (
Basis von L.

) = f'(b) = 0, also
0,1,2b,3b%,...) eine

Beweis. a) Geben wir den Anfangsabschnitt (zo,...,z,—1) vor, so liefert
(R) genau eine Folge (z;) in L mit diesem Anfangsabschnitt. Insbesondere
gibtesv; € L(i=0,1,...,n— 1) mit

v =(0,...,1,0,...,0,%,%,...),

wobeil die 1 an der Stelle 7 steht und die letzte 0 an der Stelle n — 1. Diese
v; sind offenbar linear unabhéngig. Ist (z;) € L, so gilt

vaz— 0,...,0,%,...) €L

mit der letzten 0 an der Stelle n — 1. Vermdge (R) folgt nun

n—1
= E T;U;.
=0

Somit ist [vg,...,v,—1] eine Basis von L, also dimg L = n.
b) Ist z; = b mit 0 = f(b) = b" —ag — a1b — ... — a,—1b" 1, so gilt fiir
k>0

0Tk + A1Tjg1 + - - - F An1Thgm—1 = b (ag +arb+ ... 4+ ap_1b" 1)
= bk+n = Tk+n-

Also ist (b7) € L.

c) Nach 2.7.6 c) sind die Vektoren (1,b;,..., b;”_l) fiir paarweise verschie-
dene b; (i = 1,...,m) linear unabhéngig. Erst recht sind dann die Folgen
(1,b;,b2,...) linear unabhingig.

1y Y



2.8 Rekursionsgleichungen 75

d) Sei nun
0= f(b) =b" — apg — alb — ... an,lbn_l
und
0=f'(b)=nb""' —a; —2a3b— ... — (n— 1)a,_1b" 2.
Fiir z; = jb/~! folgt dann

aoTr +a1Tg41 + ..o F On—1Thn—1 =

= kb Y(ag +aib+ ...+ an_1b" 1) +b¥(ay + 2a2b+ ... + (n — 1)a,_1b"3?)
= kb* 1" + bEnpnl

= (k+n)b"tn =l =z,

Also gilt (7~ 1) € L.
e) Dies folgt sofort aus d). 0

Wir betrachten mehrere Beispiele, die zum Teil spéiter Verwendung fin-
den werden.

Beispiele 2.8.3 a) Das élteste Beispiel einer Rekursionsgleichung fiir den
reellen Zahlkoérper K = R ist vermutlich

(R)  zjpe =25+ 2501

Diese Gleichung wurde von Leonardo Fibonacci?? um 1200 bei der Un-
tersuchung zur Fortpflanzung von Kaninchenpaaren entdeckt. Da f(x) =
22 —z — 1 in R die beiden verschiedenen Nullstellen 1+2\/g und 1_2‘/5 hat,

erhalten wir mit 2.8.2 ¢) die allgemeine Losung

1+v5) 1- 5\’
e el

Wahlt man speziell als Anfangswerte zg = 21 = 1, so erhélt man direkt aus
(R) die Folge (F;) der sogenannten Fibonacci-Zahlen

1,1,2,3,5,8,13,21,....
Ausl=c1+cound 1 =¢; 1+2\/g + ¢y 1*2\@ ermittelt man leicht

_1+45 1-+56
Cl——2\/5 2\/3.

und ¢y =
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Allgemein ist also

F_l 1+\/gj+1 1_\/5j+1
=Bz ) T T

Dafl diese Zahlen in Z liegen, sieht man dieser Formel nicht sofort an. Sie

o 9 . m . 14++/5 jt+l
zeigt andererseits deutlich, daf F; etwa so schnell wichst wie | =5~ .

Dieses Wachstum tritt bei der Laufzeitabschétzung des Euklidischen Algo-
rithmus auf (siche Aufgabe 2.8.4).

b) Uber R betrachten wir die Rekursionsgleichung
1
R) @t = 5(%’ + zj11).

Da nun f(z) = 2? — £ — 1 die Nullstellen 1 und —3 hat, folgt mit 2.8.2 ¢)

1 J
:cj—c+d<—§> .

Dabei ist 2o = ¢+ d und z1 = ¢ — 2. Dies liefert ¢ = 2 (z¢ + 221). Daher ist

1
lim z; = g(wo + 2x1).

J—>OO

Eine etwas tiefere Einsicht fiithrt zu einem bemerkenswerten Ergebnis von
A.A. Markoff?3. Ist

1
Tjtn = (25 + Tjp1 + o+ Tjrn-1),

so gilt

li -
b 1 nn+1)

(Siehe [11], Seite 290, und Aufgabe 2.8.2.)

c) Bei der Behandlung von Gambler’s Ruin in 3.4.13 benétigen wir die

Losung der Rekursionsgleichung

(SUO +2x1 + 30+ ... —I—nxn_l).

(R) PTjt2 = Tjt1 — qT;

23 Andrei Andreyevitch Markoff (1856-1922) Sankt Petersburg. Wahrscheinlichkeits-
theorie.
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in Rmit 0 < p < 1und ¢ = 1— p. Dann hat f(z) = pz? — 2 + ¢ die
Nullstellen 1 und % in R. Ist p # %, also p # g, so erhalten wir wieder mit

2.8.2 ¢)
q J
Tj = c+ d <—>
p

Bemerkungen 2.8.4 a) Oft wird die ganz-rationale Funktion f aus Satz
2.8.2 b) keine Nullstelle in K haben. Man kann jedoch immer einen Korper
L O K finden, der sdmtliche Nullstellen von f enthilt. Fiir K = R reicht
nach dem Fundamentalsatz der Algebra bereits L = C.

b) Sei |K| = ¢ < co und

mit geeigneten c,d € R.

n—1
(R) Lj4n = Z ;544
=0

Da nur ¢" verschiedene Abschnitte (z;,2;41,...,%j4n—_1) existieren, gibt es
ein £ mit 0 <k <m < q", so dafl
(*) Tk Tht1s -+ Thtn—1) = (s Tt 1, - - -5 Tinpn—1)-

Vermége der Rekursionsgleichung (R) folgt

Th+j = Tm+j

fir alle 7 > 0. Somit ist (x;) periodisch, abgesehen von einem eventuellen
Anfangsstiick. Man nennt die kleinste Zahl m—k < ¢, fiir die (*) erfiillt ist,
die Periode der Folge (z;). Ist wie in 2.8.2b) nun z; =& mit 0 £#b € L, so
gilt bIF1=1 = 1 wegen 2.5.2. Man ist oft daran interessiert, die Periode groB
zu machen. Die Tatsache, dafl L* zyklisch ist, erlaubt die Periode |L| — 1.

In 2.3.1 haben wir das RSA-Verfahren zur Verschliisselung von Daten
kennengelernt. Wir stellen nun ein Verfahren vor, welches weniger aufwendig
ist, bei dem jedoch im Gegensatz zu Public-Key-Verfahren die Schliissel
ausgetauscht werden miissen.

Beispiel 2.8.5 (Stromchiffren) Sei K = {0,1} und

F={z=(z)|z; €K, j=0,1,...}

der Vektorraum aller Folgen iiber dem Koérper K. Eine Nachricht ist ein
Element x = (z;) € F, wobei nur endlich viele x; # 0 sind.
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Alice wihlt, um eine Nachricht x an Bob zu senden, ein y € F und verschickt
x+y. Kennt Bob y, so kann er die Nachricht = aus (x+vy)+y = = gewinnen.

: [ Te AN AT |
Nachricht = &) KANAL &5} T

y | Ly

Aber wie kommt Bob nun an die Verschliisselungsfolge y?

In der Praxis wird y als Losung einer Rekursionsgleichung

n—1
(R) Yj4n = ailljti
i=0
gewihlt. In diesem Fall miissen nur die Koeffizienten aq, ..., a,_1 und die
Anfangswerte o, ..., ¥y,_1 iiber einen sicheren Kanal ausgetauscht werden,

welches man etwa mit dem RSA-Verfahren erreichen kann. Die Sicherheit
des Verfahrens héngt dann entscheidend von der gewéhlten Folge y ab. Sie
sollte bis zum Ende der Nachricht moéglichst keine Struktur haben. Insbe-
sondere sollte also die Periode von y grofier als die Lange der Nachricht sein.
Hier besteht also ein handfestes Interesse an einem Verfahren zur Bestim-
mung der Periode.

Um y zu erzeugen greift man in der Praxis auf sogenannte Schieberegister
zuriick. Diese lassen sich effizient in Hardware realisieren und arbeiten
extrem schnell.

— P .—
| |

-l o —m- e —
digitale Nachricht =

[ ] Flip-Flop: Gibt bei jedem Takt den Inhalt in Pfeilrichtung weiter.
2] modulo 2 Addierer.

Schalter: a; = 1 Verbindung geschlossen; a; = 0 Verbindung
unterbrochen.
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Man sieht leicht, daf8 an der Stelle y auch wirklich die Folge y = (y;) erzeugt
wird.

In der hier vorgestellten Form ist das Verfahren nicht besonders sicher, da
man zeigen kann, daf} aus der Kenntnis von 2n aufeinanderfolgenden y; sich
die ganze Folge y berechnen 1afit (vorausgesetzt ag # 0). Es ist jedoch ein
Baustein fiir komplexere Verfahren, die eine hohere Sicherheit aufweisen.

Beispiel 2.8.6 Uber dem Korper K = {0,1} betrachten wir die Rekursi-
onsgleichung
(R) @jrs =25 + it + Tj402.

Fiir alle ¢ aus einem Korper der Charakteristik 2 gilt
A —c?—c—1=(c—1)>
Nach 2.8.2 gestattet (R) die offenbar linear unabhéngigen Losungen
v =(1,1,1,...) und v = (j) =(0,1,0,1,...).
Eine weitere, von v; und vy linear unabhéngige Losung von (R) ist
vz = (0,0,1,1,0,0,1,1,...).
Die allgemeine Losung von (R) hat daher die Gestalt
(xj) = c1v1 + cv2 + c3v3 mit ¢; € K.
Jede Losung von (R) hat somit eine Periode, die ein Teiler von 4 ist.

Aufgabe 2.8.1 Fiir 0 < p < 1 behandle man iiber R die Rekursionsglei-
chung

(R) xjr2 =px;+ (1 —p)rjs1.

Was ist limj_,o x;7
Aufgabe 2.8.2 Uber R betrachte man
1
(R) zjps = (25 + 251 + 2542).

Man zeige:

a) f=ax%—3(1+x+2?) hat die Nullstelle 1 und zwei weitere verschiedene
Nullstellen by, by € C mit [b;]? = 3.
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b) lim;_, z; existiert.

c) Es gilt lim; . z; = %(aco + 2x1 + 3z29).
Aufgabe 2.8.3 Uber K = {0, 1} behandle man
(R) @jys =25 + @541 + Tjo + Tjgs + Tjga

a) Fiir alle ¢ aus einem Korper der Charakteristik 2 gilt

D(c® 4 c+1)2

(]«
Q
S

=0

Somit hat f = 3>7_ 27 die Nullstelle 1 und im Kérper L mit |L| = 4
zwei weitere Nullstellen ¢ und a2 = a + 1.

b) Mit 2.8.2 erhilt man als Losungen von (R)

=(1,1,...),
ve = (a?),
US = (GQJ)a
= (ja’ 1),
= (ja*7?).

Man zeige, dafl die v; linear unabhéngig sind.

c) Jede Losung (z;) von (R) hat eine Periode, die ein Teiler von 6 ist.

Aufgabe 2.8.4 Seien a,b € N und b < a. Der Euklidische Algorithmus
bendtigt zur Berechnung von ggT(a,b) hochstens

log(v/5b + 1) B

log(1/5)

Divisionen mit Rest.

Hinweis: Sei F), die n-te Fibonacci-Zahl. Benotigt der Algorithmus genau
n+1 Divisionen, so gilt F, .1 < b. Man schliefle daraus (%)"*2 < V/5b+1.
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2.9 Der Faktorraum

Satz 2.9.1 Sei V ein K-Vektorraum und U ein Unterraum von V. Wir
betrachten Teilmengen von V der Gestalt

v+U={v+u|uecU}.

Die Menge all dieser Teilmengen bezeichnen wir mit V/U. Durch die Fest-
setzung

(v1+U)+(v2+U):{w1+w2|wjevj+U}:v1+v2+U

und
kE(v+U)=kv+U

fiir v,v1,v9 € V und k € K wird V/U ein K-Vektorraum. Dabei ist U das
Nullelement von V/U. Wir nennen V/U den Faktorraum wvon V nach U.

Beweis. Offenbar gilt v1 + U = v + U genau fiir v; — v € U. Die obenste-
hende Addition ist wohldefiniert wegen

{w +we |wj €v; +U} = {vi +va+us +ug |u; €U}
:{U1+UQ+U‘UEU}:U1+U2+U.

Die Multiplikation mit Elementen aus K ist ebenfalls wohldefiniert, denn
aus v1 + U = vy + U folgt v —ve € U, also auch k(vy — vz) € U und somit
kvi+U = kva+U. Die Giiltigkeit der Vektorraum-Axiome folgt unmittelbar
aus deren Giiltigkeit in V; etwa

k(1 +U) + (v2+U)) = k(v1 +v2) +U = k(v1 + U) + k(v2 + U).

O

Satz 2.9.2 Sei V ein K-Vektorraum und seien U, W Unterrdume von V
mitU <W < V.

a) Ist [w; + U | i € I| eine Basis von W/U und [v; + W | j € J] eine
Basis von V/W, so ist (w; + U,v; + U | i € I, j € J] eine Basis von
V/U.

b) Ist dimV/U < o0, so gilt diim V/U = dim V/W + dim W/U.
¢) Ist dimV < o0, so gilt dim V/W = dimV — dim W.
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Beweis. a) Ist v € V, so gilt v+ W =3, ;a;(v; + W) mit a; € K. Dies

heifit v — >, ya;v; € W. Daher gibt es b; € K mit
(U—Zajvj)+U = sz(w,—l—U)

jeJ iel
Dies heif3t

U—ZCL]’UJ' —szwl e U,

jeJ iel
also
JjeJ i€l

Es folgt

V/U:<Uj+U,wi+U|j€J,i€I>.
Angenommen, in V/U gelte >, ;¢i(vj + U) + 3 icr di(wi + U) = 0 mit

¢j,d; € K. Dann ist ZjeJCjUj+Zi€I d;w; € U Wegen U < W undw; € W
folgt >,y cjv; € W, also

ch(vj +W)=0 in V/W.

JjeJ

Dies erzwingt ¢; = 0. Dann bleibt )., d;w; € U, also

icl
D di(w; +U) =0 in W/U.
el
Wir erhalten d; = 0. Somit ist [w; + U,v; + U | i € I, j € J] linear un-
abhéngig in V/U.
b) Dies folgt unmittelbar aus a).
c) Dies ist der Spezialfall U = 0 von b). O

Der Faktorraum erscheint zunéchst als sehr formale Konstruktion. Wir

werden im Lauf der Zeit sehen, daf} er ein hochst niitzlicher Begriff ist. Als
erste Kostprobe beweisen wir

Satz 2.9.3 Seien U; <V (i=1,...,m) mit dimV/U; < oo. Dann gilt

dim V/ N2, U; < dim V/U; < oc.
i=1
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Bewers. Wir zeigen zuerst
dim U1/(U1 N Ug) S dim V/UQ

Seien dazu u; € Uy (j = 1,...,n) mit in Uy /(U; N Uy) linear unabhéngigen
uj + Uy N Us. Gilt nun

kj(uj + UQ) =0 in V/UQ,
1

n

J

so folgt Z?:1 kju; € Uy NUs, also ki = ... =k, = 0. Somit erhalten wir
n < dim V/U,, also auch

dim U1/(U1 N Ug) S dim V/U2
Wegen 2.9.2 b) folgt

dim V/(U1 N UQ) = dim V/U1 + dim Ul/(Ul N Ug)
< dimV/U; + dim V/Us.

Der allgemeine Fall mit m > 2 folgt nun leicht durch Induktion nach m
geméf
dim V/ N, U; < dimV/ 025 Uj + dim V/U,y,
< Y dim V/U; + dim V/Upy,
O

Auf die Frage, wann in der Ungleichung in 2.9.3 Gleichheit eintritt, kom-
men wir in Aufgabe 3.6.4 zuriick.

Definition 2.9.4 Ein Unterraum U eines K-Vektorraums V heifit eine Hy-
perebene, falls dim V/U =1 ist.

Satz 2.9.5 (vgl. Aufgabe 2.7.5 ¢)). Sei U < V und dimV/U = k < oo.
Dann gibt es Hyperebenen W; <V (j=1,...,k) mit U = ﬂ?zle.

Beweis. Sei vy + U, ..., v, + U] eine Basis von V/U. Setzen wir nun
W; = (U,v1,...,0j-1,0j41, ..., 0g), so gilt dim V/W; = 1. Offenbar ist auch
ne_ W, =U. O

Aufgabe 2.9.1 Sei V ein K-Vektorraum und U < V. Man zeige: Es gibt
eine Bijektion von {W | U < W <V} auf {S|S <V/U}.
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Niitzliche Abbildungen auf Mengen mit algebraischen Strukturen sind
solche, die die gegebenen Strukturen respektieren. Fiir die Vektorrdume sind
dies die linearen Abbildungen bzw. deren Ubersetzung in die Sprache der
Matrizen. Nach einer eingehenden Behandlung der Theorie gehen wir auf
stochastische Matrizen als erste Anwendung ein. Diese spielen eine wichtige
Rolle bei der Behandlung von sogenannten stochastischen Prozessen, etwa
bei Mischprozessen, Gliicksspielen und Modellen zur Genetik. Nach kurzen
Abschnitten tiber Spur, Projektionen und die zugehorigen Vektorraumzer-
legungen folgt eine Einfithrung in die Codierungstheorie, die sich mit der
Korrektur von zufilligen Fehlern bei der Dateniibertragung beschéftigt. Ne-
ben den bis hierher entwickelten Grundtatsachen der Linearen Algebra spie-
len elementare Abzdhlungen eine wichtige Rolle. Das Kapitel schliefit mit
der Behandlung von elementaren Umformungen von Matrizen. Dies liefert
Algorithmen zur Rangbestimmung und zum Losen von linearen Gleichungs-
systemen, die uns immer wieder in den Anwendungen begegnen werden.

3.1 Lineare Abbildungen

Definition 3.1.1 Seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K.

a) Eine Abbildung A von V in W heifit linear, falls fur alle vy, vy, v € V
und alle k£ € K gilt

A(vy +v9) = Avy + Avy und  A(kv) = k(Av).

Daraus folgt sofort A0 = 0 und A(—v) = —Av. Lineare Abbildun-
gen nennen wir auch Homomorphismen. Die Menge aller linearen Ab-
bildungen von V' in W bezeichnen wir mit Homg (V, W), oder auch
Hom(V, W). Weiterhin setzen wir Endg (V') = Homg (V, V) und nen-
nen die Elemente von Endg (V') Endomorphismen von V.

b) Ist A € Homg (V,W), so setzen wir BildA = {Av | v € V} und
KernA = {v|veV, Av =0}.

c) Sei A € Homg (V,W). Ist A surjektiv bzw. injektiv (im Sinne von
1.2.3), so nennen wir A einen Epimorphismus bzw. Monomorphismus.
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Ist A bijektiv, so heifit A ein Isomorphismus. Gibt es einen Isomor-
phismus von V' auf W, so schreiben wir V & W.

d) Mit E bezeichnen wir die Abbildung aus Endg (V) mit Fv = v fiir
allev e V.

Lemma 3.1.2 Seien V und W K-Vektorrdume und A € Homg (V, W).
a) Bild A ist ein Unterraum von W und Kern A ein Unterraum von V.

b) Genau dann ist A ein Monomorphismus, wenn Kern A = 0 ist.

Beweis. a) Wegen den Relationen Av; + Avy = A(v; + v2) € Bild A und
k(Av) = A(kv) € Bild A gilt Bild A < W. Ahnlich folgt Kern A < V.

b) Ist A ein Monomorphismus, so folgt aus Av = 0 = A0 sofort v = 0,
also Kern A = 0. Ist umgekehrt Kern A = 0 und Av; = Awvs, so erhalten wir
A(v1—v2) = 0, also v1—ve € Kern A = 0. Dann ist A ein Monomorphismus.O

Beispiel 3.1.3 Sei V = K™ und W = K". Wir schreiben die Elemente
von V und W als Spaltenvektoren (z;) mit x; € K. Vorgegeben seien nun
a; e K(i=1,...,n;5=1,...,m). Fir (z;) € K™ setzen wir

A(z;) = (i)
mit

m
yi:Zaijxj (121,,71)
j=1

Wie man leicht sieht, ist dann A € Hompg (V, W). Die Bestimmung von
Kern A verlangt die Losung des linearen Gleichungssystems

m
Zaij(B]‘:O (Z:]_,,?’L)
Jj=1

Bild A besteht aus den Vektoren (b;), fiir welche das Gleichungssystem

m

Zaijxj:bi (1:1,,n)

j=1

losbar ist. Wie man diese Gleichungssysteme praktisch 16st, werden wir in
3.9 sehen.

Lemma 3.1.4 Sei V' ein K-Vektorraum und U ein Unterraum von V.
Dann wird durch Av = v+ U fir v € V ein Epimorphismus von V auf
den Faktorraum V/U mit Kern A = U definiert.
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Beweis. Offenbar ist A linear und surjektiv. Aus 0 = Av = v 4+ U folgt
v e U. Also gilt Kern A =U. ad

Lemma 3.1.5 Seien V und W K-Vektorrdume. Sei [v; | i € I] eine Basis
von V und [w; | j € J]| eine Basis von W.

a) Vorgegeben seien beliebige Vektoren w, € W fir i € I. Dann gibt es
genau ein A € Hompg (V, W) mit Av; = w) fir alle i € I.
(Auf einer Basis von V' kann man also eine lineare Abbildung beliebig
vorgeben; dadurch ist sie auch eindeutig festgelegt.)

b) Vorgegeben seien a;; € K firi € I,j € J. Fir jedes i € I seien nur
endlich viele a;; ungleich 0. Dann gibt es genau ein A € Homg (V, W)

mat
Av; = Zajiwj (Z € I)
JjeJ

i€l icl

wird offenbar eine K-lineare Abbildung A aus Homg (V, W) definiert. Ferner
ist A die einzige Abbildung aus Homg (V, W) mit Av, = w} (i € I).

b) Dies folgt aus a) mit w] = ., ajw;. O

Beweis. a) Durch

JjeJ
Satz 3.1.6 Seien V und W K-Vektorriume mit dimV = n < oco. Dann
sind gleichwertig:

a) dimW = n.

b) Es gibt einen Isomorphismus A von V auf W. Insbesondere gilt also
V = K" fir jeden K-Vektorraum V mit dimV = n.

Beweis. a) = b) Sei dimV = dim W = n. Sei [v1,...,v,] eine Basis von V
und [wy,...,w,] eine von W. Nach 3.1.5 gibt es ein A € Homg (V, W) mit
Av, =w; (i=1,...,n). Wegen

i—1 i—1 i—1
fiir alle k; € K ist A ein Epimorphismus. Ist v = > """ | k;v; € Kern A, wobei

k; € K, so gilt
i=1

=1
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Da die w; linear unabhéngig sind, folgt k1 = ... = k,, = 0. Also ist A nach
3.1.2 b) ein Monomorphismus. Insgesamt folgt, dafl A ein Isomorphismus
ist.

b) = a) Sei [v1,...,v,] eine Basis von V und A ein Isomorphismus von V'
auf W. Wir zeigen, dafl dann [Avy, ..., Av,| eine Basis von W ist, woraus
dimW =n = dimV folgt. Sei w € W. Da A surjektiv ist, gibt es k; € K

mit " N
w = Azkﬂ)@ = Zkz(A'Uz)
i=1 i=1

Dies zeigt W = (Avy,...,Av,). Ist 0 = D7 ki(Av) = A1 kv,
so folgt Y° | kv; € KernA. Also ist ky = = k, = 0 und somit
[Avy,. .., Av,] eine Basis von W.

a

Homomorphiesatz 3.1.7 Seien V und W K -Vektorrdume und sei ferner
A € Homg (V,W).

a) Es ezistiert ein Epimorphismus B von V auf V/Kern A und ein Mo-
nomorphismus C von V/Kern A in W, so daff A = CB und BildC =
Bild A.

A

V w

L

V/Kern A

Insbesondere ist Bild A =2 V/ Kern A.
b) Ist dimV < oo, so gilt dim Kern A + dim Bild A = dim V.

Beweis. a) Wir definieren B geméif 3.1.4 durch Bv = v+ Kern A. Dann ist
B ein Epimorphismus von V' auf V/ Kern A. Ferner definieren wir C' durch

C(v+ Kern A) = Av.

Wir zeigen zunéchst, dafl C' wohldefiniert ist.

Sei dazu v; + Kern A = v, + Kern A. Hieraus erhalten wir v1 — vy € Kern A,
also 0 = A(v; — vg) = Avy — Avy. Somit ist C' wohldefiniert. Man sieht
leicht, daf3 C' linear ist. So gilt etwa

C(k(v+KermA)) = C(kv+Kern A) = A(kv) = k(Av) = k(C(v+Kern A)).
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Fiir alle v € V ist ferner
CBv = C(v+ Kern A) = Av,
also CB = A. Ist v + Kern A € Kern C, so folgt
0=C(v+KernA) = Av,

also v + Kern A = 0. Somit ist C' nach 3.1.2 b) ein Monomorphismus. Nach
Definition ist Bild C' = Bild A. Also ist C' ein Isomorphismus von V/ Kern A
auf Bild A.

b) Ist dim V' < oo, so folgt mit a)

dimBild A = dimV/Kern A
=dimV —dimKern A (siehe 2.9.2 ¢))

Oft ist die folgende Tatsache von Nutzen, die direkt aus 3.1.7 folgt.
Satz 3.1.8 Scien V und W K-Vektorrdume mit dimV = dimW = n. Ist
A € Homg (V, W), so sind gleichwertig:

a) A ist ein Isomorphismus.

b) A ist ein Monomorphismus.

c) A ist ein Epimorphismus.

Definition 3.1.9 Sei V ein K-Vektorraum und U < V. Sei A € Endg (V)
mit Au € U fiir alle u € U.

a) Wir definieren die Finschrinkung Ay von A auf U durch Ayu = Au
fiir u € U. Offenbar ist Ay € Endg (U).

b) Ferner definieren wir Ay durch
AV/U(U + U) = Av + U.

Wir haben zu zeigen, dafl Ay wohldefiniert ist.

Ist vy + U = va + U (mit v; € V), so folgt v1 — ve € U, nach Voraus-
setzung also

Avy — Avy = A(’Ul —’Ug) e AU < U.

Dies zeigt Avy+U = Avy+U. Die Linearitit von A liefert unmittelbar
die Linearitdt von Ay,y, also Ay y € Endg (V/U).
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Beispiele 3.1.10 a) Sei V ein K-Vektorraum und A € Endg (V) mit der
Bedingung Av € (v) fiir alle v € V. Somit gilt Av = a(v)v mit a(v) € K.
Fir alle v1,v9 € V gilt dabei

a(vy + v2)(v1 +v2) = A(vy + v2) = Avy + Avg = a(vy)vy + a(ve)vs.

Sind v; und ve linear unabhéingig, so folgt a(v1) = a(vy + v2) = a(ve). Also
gilt Av = av mit a € K fiir alle v € V.

b) Sei V ein K-Vektorraum und U eine Hyperebene in V', also dim V/U = 1.
Sei A € Endg (V) mit Au = u fiir alle u € U. Ferner sei V/U = (w + U).
Dann gibt es ein a € K mit

Aw+U = Ayjy(w+U) = a(w +U) = aw + U.
Somit gilt Aw —aw =ug € U.
Fall 1: Sei a # 1. Wir versuchen ein v’ € U zu finden mit
Alw+ ') = a(w+ ).
Dies verlangt
aw + au’ = Aw + Au' = aw + ug +

also ug = (a — 1)u’. Wegen a # 1 ist dies 16sbar mit v’ = (a — 1) lug. Ist
dimV = n < oo, so gibt es also eine Basis [v1,...,v,] von V mit Av; = v;
firj=1,...,n—1und Av, = av,. Wir nennen dann A eine Streckung.
Fall 2: Sei a = 1, also Aw = w + ug mit ug € U. Ist ug = 0, so gilt Av = v
fiir alle v € V. Sei ug # 0. Ist dimV = n < oo, so wiahlen wir eine Basis
[U1y.. .y Up—1] von U mit ug = vy. Setzen wir v, = w, so ist [vy,...,v,] eine
Basis von V mit Av; = v; fiir j = 1,...,n — 1 und Av, = v; + v,. Dann
heiflt A eine Transvektion.

Der folgende Satz zeigt, dafl die Hyperebenen in V' genau die Kerne von
nichttrivialen Funktionalen, d.h. Elementen ungleich 0 in Homg (V, K) sind.

Satz 3.1.11 Sei V ein K-Vektorraum.
a) Ist 0 # f € Homg (V, K), so gilt dimV/Kern f = 1.
b) Ist dim V/U =1, so gibt es ein 0 # f € Homg (V, K) mit U = Kern f.
c¢) Ist dimV/U =k, so gibt es fi € Homg (V, K) mit Nf_, Kern f; = U.

Beweis. a) Nach 3.1.7 gilt 1 = dim Bild f = dim V/ Kern f.
b) Sei V/U = (w + U). Offenbar gilt V = U + (w) und U N (w) = 0. Durch

flu+aw)=a (fir uelU, a€K)
wird dann ein f € Homg (V, K) definiert mit Kern f = U.
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c) Nach Satz 2.9.5 gibt es W; < V fiir i = 1,...,k, so dal dimV/W; =1
und U = NF_, W, ist. Wihlen wir gem# b) nun f; € Homg (V, K) mit
W; = Kern f;, so folgt N¥_, Kern f; = U. ad

Aufgabe 3.1.1 Sei V' der R-Vektorraum aller ganzrationalen Funktionen
auf R.
a) Ist f = Z;L:o ajz?, so wird durch

Df=f'=3 oo’
j=0

ein D € Ab(V,V) definiert. Man zeige, da} D ein Epimorphismus,
aber kein Monomorphismus ist.

b) Durch
n a '
If = ) gt
St

wird ein I € Ab(V, V) definiert. Man zeige, da§ I ein Monomorphis-
mus, aber kein Epimorphismus ist.

Aufgabe 3.1.2 Sei V' ein K-Vektorraum und U < V. Sei A € Endg (V)
mit Au € U fiir alle u € U. Gemé$ 3.1.9 sind Ay und Ay definiert. Man
zeige:

a) Sind Ay und Ay, Monomorphismen, so ist auch A ein Monomor-
phismus.

b) Sind Ay und Ay Epimorphismen, so ist auch A ein Epimorphismus.
c¢) Sind Ay und Ay, Isomorphismen, so ist auch A ein Isomorphismus.
d) Ist dimV < oo und ist A ein Isomorphismus, so sind auch Ay und
Ay Isomorphismen.
Aufgabe 3.1.3 Sei F' = {(agp,a1,...) | a; € K} der K-Vektorraum aller
Folgen tiber K.
a) Sei S € Endg (F) mit

S(ao,al,.. ) = (O,ao,al,. . )

Ist U={(0,a1,...,) | a; € K}, sogilt SU < U. Man zeige, da8 S ein
Monomorphismus, aber Sg/;; kein Monomorphismus ist.
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b) Sei T' € Endk (F') mit

T(ag,a1,...) = (a1,as,...).

Ist W = {(ao,0,0,...) | ag € K}, so gilt TW < W. Man zeige, dal T
ein Epimorphismus, aber T/ kein Epimorphismus ist.

Aufgabe 3.1.4 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV =n und 0 < U < V.
Sei A € Endg (V) mit Ay = 0 und Ay y = 0. Ist dim Bild A = k, so gilt
k<n-—k.



92 3 Lineare Abbildungen und Matrizen
3.2 Das Rechnen mit linearen Abbildungen

Wir verkniipfen nun lineare Abbildungen in natiirlicher Weise. Dadurch
wird Homg (V, W) ein K-Vektorraum und Endg (V') sogar eine K-Algebra,
insbesondere also ein Ring.

Satz 3.2.1 Seien V und W K -Vektorrdume.

a) Fir A,B € Homg (V,W) und k € K definieren wir A+ B und kA
durch
(A+ B)v = Av+ Bv
(kA)v = k(Av)

fir v e V. Dadurch wird Homg (V, W) ein K-Vektorraum.

b) Seilvy,...,v,] eine Basis von V und [wy, ..., wy] eine Basis von W.
Wir definieren gemdf 3.1.5 lineare Abbildungen E;; € Hompg (V, W)
firt=1,...,m;j5=1,...,n durch

)0 far j#k
E”Uk_{wi fiir j = k.

Dann ist [Fh1, ..., Emn,] eine Basis von Homg (V,W). Insbesondere
folgt dimHomg (V, W) = dim V dim .

Beweis. a) Man bestitigt leicht, da A + B und kA linear sind. Ebenso
trivial ist die Kontrolle, dal Homg (V, W) ein K-Vektorraum ist. Das Null-
element von Hom g (V, W) ist die Nullabbildung 0 mit Ov = 0 fiir alle v € V..
b) Sei A € Homg (V,W). Dann gilt

Avy, = Zaikwi (k=1,...,n)
i=1

fiir geeignete a;; € K. Wir bilden nun

m n

B =) ai;E;; € Homg(V,W).

i=1 j=1

Dann ist

m n m
ka = E E aijEijvk = E AiW; :Avk.

=1 j=1 =1
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Alsoist A=B =", 22:1 a;; E;j. Daher erzeugen die Fj;; den Vektor-
raum Hompg (V, W). Sei

0= Z Z b@']’E@]Q}k == Z b@sz
i=1 j=1 i=1

Da die w; linear unabhéngig sind, folgt b;r; = 0 fiir alle 4, k. Somit ist
[E11, ..., Emp] eine Basis von Homg (V, W). O

Unter natiirlichen Voraussetzungen kénnen wir lineare Abbildungen mul-
tiplizieren.

Satz 3.2.2 Seien V; (j =1,2,3,4) K-Vektorriume.
a) Ist A € Homg (Va, V3) und B € Homg (V1, V2), so wird durch
(AB)v = A(Bw) firveV
eine lineare Abbildung AB € Homg (Vi,V3) definiert.
b) Sei A € Homg (Va,V3) und seien By, Bo € Homg (V1, Va). Dann gilt

A(By + B2) = ABy + ABs.

c) Seien Ay, Ay € Homg (Va, V3) und sei B € Homg (V1, Va). Dann ist

(Al + AQ)B = A;B+ Ay;B.

d) Ist A € Homg(V3,Vy), B € Homg (Va2,V3) und C € Hompg (V1, Va),
so gilt
A(BC) = (AB)C.

Beweis. Alle Behauptungen bestétigt man leicht. Die Aussage in d) ist ein
Spezielfall von 1.2.2. O

Um die fiir Endg (V') sich ergebenden Eigenschaften kurz ausdriicken zu
konnen, fithren wir einen weiteren Begriff ein.
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Definition 3.2.3 Ein K-Vektorraum A heifit eine K-Algebra, falls gilt:

(1) Auf A ist eine Multiplikation definiert, und A wird dadurch zu einem
Ring (im Sinne von 2.2.1). Also gelten in A das Assoziativgesetz und
die beiden Distributivgesetze.

(2) Fiir alle ay,a2 € A und alle k € K gilt

k(alag) = (kal)ag = al(kag).

Satz 3.2.4 Sei V ein K-Vektorraum.

a) Dann ist Endg (V) eine K-Algebra. Das Einselement von Endg (V)
ist die Abbildung E = Ey mit BEv = fir allev e V.

b) Sei [v1,...,v,] eine Basis von V. Wie in 3.2.1 definieren wir ferner
E;; € Endg (V) durch
Eijvi = djxvi,

wobei &5, das sogenannte Kroneckersymbol' ist mit

S — 0 fir j#k
kTN fir § = k.

Dann ist [Erx, ..., Eny| eine Basis von Endg (V). Ferner gilt

EijEkl = jkEil und ZE” =F.

i=1

Beweis. a) Dies folgt sofort aus 3.2.2.
b) Wenden wir 3.2.1 mit V= W und v; = w; an, so sehen wir, dafl
[EA1,- .., Byl eine Basis von Endg (V) ist. Fiir alle vy, (m = 1,...,n) gilt
dabei
(EijEr)vm = Eij(Ervm) = mEijug
= Oim0jkvi = OBV,

Dies zeigt E;;Ey; = 0, E;. Wegen Z?Zl FEiivy = EpmVm = Uy = BEv,, fiir
alle m folgt > | E;; = E. O

!Leopold Kronecker (1823-1891) Privatmann in Berlin, ab 1883 Prof. an der Univer-
sitdt. Algebra, Zahlentheorie, Funktionentheorie, Zahl- und Funktionenkorper, elliptische
Funktionen, Gruppentheorie.
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Bemerkungen 3.2.5 a) Ist dimV =n > 1, so ist Endg (V') wegen
EiaEy = Eip # 0= ExElp

nicht kommutativ. Ferner ist E?, = 0 # Ejs.
b) Wegen dim Endg (V) = n? sind fiir A € Endg (V) die Potenzen
E, A A% ..., A" sicher linear abhéngig. Also gibt es eine Relation der Ge-
stalt Z;‘Z:o ¢;jA7 = 0 mit ¢; € K, wobei nicht alle ¢; gleich 0 sind. Spéter
werden wir sehen, dafl sogar eine Relation der Gestalt

n—1 '

A" + Z CjA] =0

i=0

gilt. Fiir die feinere Theorie der linearen Abbildungen, auf die wir in Kapitel

5 eingehen, wird diese Tatsache von Bedeutung sein. (Siehe auch Aufgabe
3.2.2)

Satz 3.2.6 Seien V; K-Vektorrdume fir j =1,2,3 .

a) Sei A € Homg (V1,Va) ein Isomorphismus. Dann existiert genau ein
B € Homg (Va, V1) mit BA = Ey, und AB = Ey,. Wir nennen dann
B die Inverse von A und schreiben B = A~1.

b) Sind A € Homg (V1,Va2) und B € Homg (Va, V3) Isomorphismen, so
ist BA ein Isomorphismus von Vi auf Vs, und es gilt (BA)™! =
A-1B—1,

Beweis. a) Da A bijektiv ist, gibt es nach 1.2.4 eine zu A inverse Abbildung
B mit BA = Ey, und AB = Ey,. Wir haben lediglich zu zeigen, da B
linear ist. Fiir v, v € V gilt

A(B(v2 + v3))

(AB)(v2 + vy) = By, (v2 + vy) = A(Buvg) + A(Bvs)
= A(Buvy + Bv)).

Da A injektiv ist, folgt B(ve + v4) = Bvy 4+ Bvj. Ahnlich sieht man auch
B(kvg) = k(Bus).
b) Dies folgt aus 1.2.6. 0

Definition 3.2.7 a) Sei A € Endg (V). Ist A ein Isomorphismus, so nennen
wir A regulir (auch invertierbar) oder Automorphismus ; anderenfalls heifit
A singuldr.

b) Die regulidren Abbildungen aus Endg (V') bilden wegen 3.2.6 eine Gruppe
mit dem neutralen Element Ey . Wir bezeichnen diese mit GL(V).
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Satz 3.2.8 Scien V und W K-Vektorrdume von endlicher Dimension und
A € Homg (V,W). Dann sind gleichwertig:

a) A ist ein Isomorphismus.

b) Ist[v1,...,v,] eine Basis von V, so ist [Avy, ..., Av,] eine Basis von

w.

Beweis. Der Beweis a) = b) steht bereits im Beweisschritt b) =-a) von
3.1.6. Die andere Richtung ist trivial. O

Bemerkung 3.2.9 Sei K ein endlicher Korper mit |K| = q. Sei V ein K-
Vektorraum mit dim V' = n. Nach 3.2.8 ist die Anzahl der Elemente von
GL(V) gleich der Anzahl der Basen von V. Jede Basis [v1,...,v,] von V
entsteht durch Wahl der v; wie folgt:

0#v, €V, q" — 1 Moglichkeiten
vy € V\ (v1), q" — q Mboglichkeiten

vn €V \ (v1,...,00-1), ¢" — ¢" ! Moglichkeiten
Dies zeigt
|GL(V)| = (¢" = 1)(¢" —q)... (¢" —¢"").

Lemma 3.2.10 Sei A eine K-Algebra mit Finselement 1 und dim A < co.
Ferner sei a € A mit ab # 0 fir alle 0 # b € A. Dann ist a eine Einheit in
A, d.h. es ezistiert a=' € A mit aa=! = a"la =1 (siehe 2.2.1).

Beweis. Durch die Festsetzung az = ax fiir x € A wird ein o € Endg (A)
definiert. Unsere Voraussetzung besagt, dafl Kern o = 0 ist. Da dim A end-
lich ist, ist a nach 3.1.8 surjektiv. Also gibt es ein a=! € A mit

l=aa ' =aa "
Weiter betrachten wir 3 € Endx (A) mit Sz = a~1z. Ist B = 0, so folgt

0=oa(fz)=ala'z) =1z = 2.

Somit ist 8 injektiv, also auch surjektiv. Daher existiert ein ¢ € A mit
1 = fc=a""'c. Es folgt

a=al=ala"'c)=(aa ™ e=1lc=c.

Also gilt auch 1 = ala. O
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Satz 3.2.11 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV < oo. Fiir A € Endg (V)
sind dann gleichwertig:

a) Ist C € Endg (V) und AC =0, so gilt C = 0.

b) Es existiert A= € Endg (V) mit A=A = AA" = E.

c) Es gibt ein B € Endg (V) mit BA=FE.

d) Es gibt ein B € Endg (V) mit AB = E.

e) Ist C € Endg (V) und CA =0, so gilt C = 0.
Beweis. a) = b) Wegen dim Endg (V) < oo folgt die Behauptung aus 3.2.10.
b) = c¢) Dies ist trivial.

¢) = a) Aus AC' = 0 erhalten wir 0 = B(AC) = (BA)C = EC = C.
Ahnlich beweist man e) = b) = d) = e). O

Satz 3.2.11 héingt entscheidend davon ab, dafl dim V' endlich ist.

Beispiel 3.2.12 Sei V' der R-Vektorraum aller ganz-rationalen Funktionen
auf R und D, € Endg (V) mit

Df(x) = f'(x) und If(x / £(0)

Dann gilt
DI
fa)= 5o [ st = po)

aber

IDf(x / F(t)dt = f(z) - £(0).

Definition 3.2.13 Seien 4 und B K-Algebren. Eine K-lineare Abbildung
a von A in B heifit ein Algebrenhomomorphismus, falls

a(ajaz) = (aay)(aas)
fiir alle aq,as € A gilt. Ist a zudem bijektiv, so nennen wir « einen Alge-

brenisomorphismus und die Algebren A und B isomorph. Ein Algebreniso-
morphismus von A auf A heifit auch ein Automorphismus von A.
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Satz 3.2.14 (E.Noether?, T. Skolem?3) Sei V' ein K-Vektorraum. Ferner
sei dimV < oo und A = Endg (V). Ist a ein Automorphismus von A, so
gibt es ein invertierbares C € A mit A = C~LAC fiir alle A € A.

Beweis. Sei [v1,...,v,] eine Basis von V' und seien die E;; aus A definiert

wie in 3.2.4 mit E;jvr = 0j,v;. Sei a ein Automorphismus von A und

akl;; = Fi;. Wegen Fiq # 0 gibt es ein v € V mit Fiyv # 0. Wir setzen nun

w; = Fyjo fiiri =1,...,n und zeigen, dafl [wy,...,w,] eine Basis von V ist.
Sei Y i, ciw; = 0 mit ¢; € K. Dann ist

0= Flj Zn:CiFﬂU = zn: CiFljFilv-
i=1 i=1

Allgemein gilt

Fiij:l = (Oinj)(OzEkl) = a(EijEkl> = 5jkaEil = 5ijil~

Also folgt
n
0= ZciéijFllv = CjF11U.
i=1
Somit ist ¢; = ... = ¢, = 0, und daher ist [wy,...,w,] eine Basis von V.

Wir definieren nun C € A durch Cw; = v; fiir ¢ = 1,...,n. Nach 3.2.8
ist C' invertierbar, also w; = C~1v;. Fiir alle i, j, k gilt dann

C’*lEiijk = CilEijvk = 5jk0711)7; = 5jkw2-.
Andererseits ist
F,-jwk = Fiijlv = 5jk:Fi1U = (5ka,

Dies zeigt C'E;;C = F;; = aF;;. Da o K-linear und [E11, ..., Ep,] eine
Basis von A ist, folgt C~'AC = aA fiir alle A € A. 0

Definition 3.2.15 Seien V und W K-Vektorrdume und A € Homg (V, W).
Ist dim Bild A < o0, so setzen wir r(A) = dim Bild A und nennen r(A4) den
Rang von A.

2Emmy Noether (1882-1935) Gottingen. 1933 Emigration in die USA. Invarianten-
theorie, Idealtheorie, nichtkommutative Algebra; Beitrige zur theoretischen Physik. Die
bis heute wohl bedeutendste Mathematikerin.

3Thoralf Skolem (1887-1963) Oslo. Hauptsichlich mathematische Logik, aber auch
diophantische Gleichungen und Algebra.
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Lemma 3.2.16 Seien V und W K-Vektorrdume und A € Homg (V, W).
a) Ist dimV < oo, so gilt r(A) = dimV —dimKern A < dim V.
b) Ist dim W < oo, so ist r(A) < dim W.

Beweis. Nach 3.1.7 b) gilt r(A) = dim Bild A = dim V' — dim Kern A.
b) Wegen Bild A < W ist die Behauptung trivial. O

Wir kldren nun, wie sich der Rang bei der Addition und der Multiplika-
tion von linearen Abbildungen verhalt.
Satz 3.2.17 Seien V; (j =1,2,3,4) K-Vektorriume.

a) Seien A, B € Homg (V1, V) mit endlichen r(A) und r(B). Dann gilt

|r(A) —r(B)| <r(A+ B) <r(A4) +r(B).

b) Sei A € Homg (Va,Vs) und B € Homg (Vi,Va). Ist r(A) oder r(B)
endlich, so gilt
r(AB) < min{r(4),r(B)}.

Ist dim V, < 00, so sind r(A) und r(B) endlich, und es gilt

r(A) +r(B) —dimV, < r(AB).
(Im Fall v(A) + r(B) < dim Vs liefert dies nur die triviale Aussage
0<r(4B).)

c) Seien A € Homg (Va,Vs), B € Homg (Vi, V2) und C' € Homg (Vs, Vy).
Sei ferner r(A) endlich. Ist B ein Epimorphismus und C ein Mono-
morphismus, so gilt

r(A) =r(AB) =r(CA).
Beweis. a) Aus
Bild(A+ B) ={(A+ B)v|ve Vi} <Bild A+ Bild B

folgt
r(A+ B) = dimBild(A + B)
dim(Bild A + Bild B)
dimBild A + dimBild B (siehe 2.7.17)

r(A) +r(B).

A IA
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Wegen B(—v) = —B(v) gilt Bild B = Bild(—B), also r(B) = r(—B). Dies
liefert

r(A) =r(A+ B+ (—B)) <r(A+ B) +r(B).
Also gilt 1(A) —1(B) < r(A+ B). Ahnlich folgt auch r(B) —r(A) < r(A+ B).
b) Wegen Bild AB < Bild A gilt r(AB) < r(A), sofern r(A) endlich ist.
Ferner ist Bild AB das Bild von Bild B unter A. Somit gilt nach 3.1.7

Bild AB = Bild B/(Bild B N Kern A).

Dies zeigt r(AB) < r(B), falls r(B) endlich ist. Ist dim V5 < oo, so erhalten
wir ferner
r(AB) = dim Bild B — dim(Bild B N Kern A)

> r(B) — dimKern A

= 1(B) — (dim V5 — dim Bild A)

= 1r(B) +r(A) — dim V5.
c) Da C einen Isomorphismus von Bild A auf Bild C'A liefert, erhalten wir
r(A) = r(CA). Wegen der Surjektivitit von B ist ferner

Bild AB = {AB’Ul | V1 € Vl} = {A’UQ | Vg € VQ} = Bild A,
also r(AB) =r(A). O

Aufgabe 3.2.1 Sei V ein R-Vektorraum und I € Endg(V) mit I? = —F.
a) Durch die Festsetzung (a + ib)v = av + b(Iv) fiir a,b € R wird V ein
C-Vektorraum.

b) Ist dimg V' endlich, so ist dimg V' gerade.

Aufgabe 3.2.2 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = 2und A € Endg (V).
Man zeige, dal E, A, A? linear abhingig sind.

Aufgabe 3.2.3 Sei dimV < co und A € Endg (V). Sei Z;n:o c; A7 = 0 mit
¢; € K und nicht alle ¢; gleich 0. Ferner sei diese Relation mit mdoglichst
kleinem m gewéhlt.

a) Ist ¢g = 0, so ist A singulér.

b) Ist ¢g # 0, so ist A regulir.

Aufgabe 3.2.4 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n und U < V mit
dimU = m. Die Unterrdume H; (j = 1,2) von Endg (V) seien definiert
durch H; = {A| A € Endg(V),AV < U} und

Hy ={A| A€ Endg(V),AU = 0}.

Man bestimme dim H;y, dim Hy, dim(H; N Hs) und dim(H; + Ha).
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3.3 Matrizen

Unsere bisherigen Uberlegungen sind fiir explizite Rechnungen mit linearen
Abbildungen noch wenig geeignet. Erst der Matrizenkalkiil liefert praktische
Rechenverfahren. Mit Riicksicht auf spitere Uberlegungen, insbesondere in
5.4, fithren wir Matrizen iiber Ringen ein.

Definition 3.3.1 Sei K ein Ring.

a) Eine Matriz vom Typ (m,n) iiber K ist ein rechteckiges Schema

air a1z ... Qip

ag1 A22 ... Q2n
(aij) =

Am1 Am2 .. Amn

mit a;; € K, bestehend aus m Zeilen

zj = (aj1,a52,...,05,) (j=1,...,m)
und n Spalten
a1k
a2k
Sk = . (k=1, , M)
Amik

Die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) iiber K bezeichnen wir mit
(K)m.n. Weiter setzen wir (K),, = (K)pn.

b) Ist K ein Korper, so wird (K),,, ein K-Vektorraum durch
(aij) + (bij) = (ai; + bij) und k(ai;) = (kaij).
Offenbar gilt (K), , = K™", also dim (K),, , = mn.
Wir bringen nun lineare Abbildungen und Matrizen in Verbindung.
Definition 3.3.2 Seien V und W K-Vektorrdume mit den Basen

By = [v1,...,v,) und By = [wy,...,wy]. Ist A € Homg(V, W), so wird
durch

m
Avj:Zaijwi (]:1,,n)
=1



102 3 Lineare Abbildungen und Matrizen

mit eindeutig bestimmten a;; € K eine Matrix (a;;) definiert. Wir schreiben
dann (a;j) = p,Ap, und nennen (a;;) die Matrix zu A beziiglich der Basen
Bi1,Bs. Ist V. = W und B; = By = B, so schreiben wir statt g Apg einfach
Ap. (Man beachte, daB8 p,Ap, von der Anordnung der Vektoren in den
Basen B; und B, abhingt.)

Satz 3.3.3 Seien U,V und W K-Vektorriume mit den Basen
By = [uy,...,uk], Ba =[v1,...,0,] und By = w1, ..., Wy].

a) Die Abbildung A — p,Ap, aus 3.3.2 ist ein Isomorphismus des K-
Vektorraums Hompg (U, V') auf (K)p k-

b) Seien A € Homg (V,W) und B € Homg (U,V) mit g,Ap, = (aij)
und p,Bp, = (bys). Dann gilt p,(AB)p, = (¢is) mit

n

Cis = E aijbjs.

j=1

Beweis. a) Fiir A1, Ay € Homg (U, V) mit

n n
Alu]‘ = Zaijvi und Ang = Za;jvi (j = 1, ey k‘)
i=1

i=1
gilt
(A1 + Ay)u; = Z(CLZ‘]‘ + a;j)fui,
=1

also
B, (A1 + A2) B, = (as; + al;) = (ai;) + (ai;) = B,(A1)B, + B,(A2)B, -

Ahnlich folgt B, (kA1) B, = kp,(A1)p, fur k € K. Also ist die Abbildung «
mit «A = p,(A)p, eine K-lineare Abbildung mit Kerna = 0. Nach 3.1.5
b) gibt es zu vorgegebenem (a;;) € (K), 1, genau ein A € Homg (U, V') mit
B, (A)Bl = (aij). Somit ist « leektIV

b) Aus Av; = >3 ajyw; und Bus = 337, bjsv; folgt

n m m

ABUS = ijs(AUj) = Z ijsaijwi = Z(Z aijbjs)wi.
=1 '

j=11i=1 i=1 j=1

Dies zeigt p,(AB)p, = (¢is) mit ¢;5 = Z;LZI @;i;bjs. O
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Satz 3.3.3 legt folgende Definition der Matrizenmultiplikation nahe.

Definition 3.3.4 Sei K ein Ring und (a;;) € (K)m,n und (bj;) € (K)p k-
Dann definieren wir

(aij)(bj1) = (cit) € (K)m,k,
a;jbj;; ist. Mit dieser Definition gilt in 3.3.3 b)
Bs (AB)B1 = B3AB2 B2BBl'

Die formalen Rechenregeln fiir Matrizen, die auch fiir nichtkommutative
Ringe K gelten, fassen wir nun zusammen.

wobei ¢;; = Z?Zl

Satz 3.3.5 Sei K ein nicht notwendig kommutativer Ring.

a) Fir (aij), (a;;) € (K)mn und (bj), (b};) € (K)n,k gelten die Distribu-
tivgesetze

((aij) + (ai;)) (b)) = (aiz) (o) + (ai;)(bs)
und
(ai;)((bjo) + (b)) = (aiz) (bje) + (ai;)(15))-
b) Fir (a;;) € (K)mn (bj1) € (K)nx und (cr) € (K)g,s gilt das Asso-

ziativgesetz
(aij)((bji)(cir)) = ((aij)(bj1))(cir)-

c) (K), ist eine K-Algebra mit dem Einselement

100...0

010...0
=

000...1

Wir nennen E die Einheitsmatrix (vom Typ (n,n)).

Beweis. Lediglich b) bedarf einer kurzen Begriindung. Es gilt

((ai)(bj0))(ewr) = (X5 aizbj)(ewr)
= (i (0 asbj)arr)
(ZJ 1%(21 1 bjicir))
= (ai;j)((bji)(cir))-
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Aus 3.3.3 und 3.3.4 folgt sofort

Satz 3.3.6 Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV = n.

a) Ist B eine Basis von V, so ist A — Ap ein Algebrenisomorphismus
von Endg (V) auf (K),.

b) Sei B = [vy,...,v,] eine Basis von V. Der Basis [E11, ..., Eny] von
Endg (V) aus 3.2.4 mit E;jv, = 6;,v; entsprechen dabei Matrizen, die
wir wieder mit E;; bezeichnen, von der Gestalt

0...0...0
0...0...0
T
Spalte j

Dabei gilt E;;Ey = 6;,E;. Ferner ist (a;;) = szzl a;j Eij.

Es ist klar, dal sich Aussagen iiber Endg (V') nun auf (K),, iibertragen
lassen, wie etwa 3.2.11 und 3.2.14.

Definition 3.3.7 Sei A € (K),. Existiert ein B € (K),, mit AB = E oder
BA =F,soist AB = BA = FE, und B ist eindeutig durch A bestimmt. Wir
nennen B die Inverse von A und schreiben B = A~!. Hat A eine Inverse,
so nennen wir A invertierbar (auch reguldr), anderenfalls singuldir.

Beispiel 3.3.8 Sei K ein Korper und

A= (o) e .

a21 a22
Wir setzen d = a11a22 — a120a91. Ist d 7é O, SO gllt

az _ai
d d —
_dn b A=F.

d

Q

Somit ist A invertierbar. Sei hingegen d = 0. Ist aj2 # 0 oder asz # 0, so

folgt
A22 —a12 .
( 0 0 > A=0.
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00
A(00) o

Nach 3.2.11 (in (K),, tibersetzt) ist A dann sicher nicht invertierbar. Also
ist A genau fiir a11a22 — ajza9; # 0 invertierbar.

Ist a12 = ase = 0, so gilt

Erst die Determinantentheorie im Paragraphen 4.3 wird uns ein &hnli-
ches Kriterium fiir die Invertierbarkeit von Matrizen in (K),, liefern.

Satz 3.3.9 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV < oo und A € Endg (V).
Dann sind gleichwertig.

a) A ist ein Automorphismus.

b) Fiir jede Basis B von V ist die Matrix Ag invertierbar, und es gilt
(A_l)B = Agl

¢) Fiir wenigstens eine Basis B von V ist Ap invertierbar.

Beweis. a) = b) Sei A~! die Inverse zu A, also AA™! = A™1A = Ey. Mit
3.3.3 b) folgt E = (Ey)p = Ap(A~1)p. Also ist (A™!)p die Inverse von
AB, d.h. (A_l)B = A]_Bl

b) = ¢) Dies ist trivial.

c) = a) Sei nun Ap invertierbar fiir die Basis B. Nach 3.3.6 gibt es dann
ein C' € Endg (V) mit Cp = Agl. Damit folgt (AC)p = AgCp = E. Daher
ist AC = Ey, also A nach 3.2.11 ein Automorphismus. a

Lemma 3.3.10 Sei B = [v1,...,v,]| eine Basis des K-Vektorraums V.
Seien a;; € K (i,j=1,...,n) und

’LUj:ZCLij’Ui (]:1,,71)
i=1

Genau dann ist [wi, ..., wy] eine Basis von V, wenn (a;;) invertierbar ist.
Ist (a;j) invertierbar und (a;;)~" = (bij), so gilt

n
vjzzbkjwk: (jzl,...,n).
k=1

Beweis. Wir definieren A € Endg (V) durch Av; = wj fir j = 1,...,n.
Dann ist Ap = (a;;). Wegen 3.2.8 ist [wy,...,w,]| genau dann eine Basis
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von V, wenn A ein Automorphismus ist. Dies ist wegen 3.3.9 genau dann
der Fall, wenn Ap = (a;;) invertierbar ist. Die restliche Aussage folgt aus

Vj = Z?:l 0ijVi = 2?21(2221 aikbkj)vi
= D he1 brj 2oy ainvi = 3y brjwy.
O

Wie éndert sich bei einem Baiswechsel die einer linearen Abbildung zu-
geordnete Matrix?

Satz 3.3.11
a) Seien V und W K-Vektorriume. Ferner seien By = [vy,...,v,] und

Bj = [v},...,v]] Basen von V', sowie By = [w1,...,Wwy,]| und
Bj = [w),...,w],] Basen von W. Dabei sei

Z ij Vi 7”)
und .

w; = chlwk (l=1,...,m).

k=1
Nach 3.3.10 sind (b;;) und (cx1) invertierbar. Fir jedes A € Homg (V, W)
gilt dann

By Ap; = (crt) ' By AB, (bij)-
b) Im Spezialfall V=W, By = By = B und B} = By, = B’ erhalten wir
Apr = (bi) ™ Ap(bij)-

Beweis. a) Sei Ey die identische Abbildung auf V und sei Ey die identische
Abbildung auf W. Wegen

n
1 I 2 :
Evvj = Uj = bij/Ui
i=1

und .
Eng = w{ = Z CrlWE
k=1
gelten g, (Ev)p; = (bij) und p; (Ew)p, = (cxy) 1. Mit 3.3.3 folgt

B, A = g (EwAEv ) = gy (Ew)B,B,AB, B, (Bv); = (1) ™' B, AB, (bij)-

b) Dies ist ein Spezialfall von a). O
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Definition 3.3.12 Sei K ein Korper und

a1 ai ... Qinp
a21 G22 ... A2n

A - . . . S (K)m,n-
am1 Gm2 ... Amn

Wir betrachten nun die Zeilenvektoren
zj:(ajl,ajg,...,ajn) (jzl,...,m)
und die Spaltenvektoren

aik

a2k
Sk = . (k}:L...,n).

Amk
von A als Vektoren in K™ bzw. K™ und setzen
r,(A) =dim (z1,...,2m)

und
rs(A) = dim (s1,...,8,).

Wir nennen r,(A) den Zeilenrang von A und rs(A) den Spaltenrang von A.
Offenbar gelten r,(A) < min {m,n} und ry(A) < min {m, n}.

Lemma 3.3.13

a) Seien V und W K -Vektorriume. Sei By = [v1,...,v,] eine Basis von
V und By = [w1,...,wy,] eine Basis von W. Sei A € Homg (V, W)
mat

m
Avj:Zaijwi (]:1,,7’L)
i=1

Dann gilt 1(A) = rs((aij))-

b) Sei A € (K)p p. Seien ferner B € (K),, und C € (K),,, beide inver-
tierbar. Dann gilt rs(CAB) =15(A).

c) SeiA € (K)pnundB € (K), . Dann istrs(AB) < min{rs(A),rs(B)}.
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Beweis. a) Die Abbildung B mit

m k1
B> kiw;) = | : (fiir k; € K)
i=1 k.
ist ein Isomorphismus von W auf K™. Nach 3.2.17 ¢) gilt daher
r(A) =r(BA) = dim Bild BA.
Dabei ist Bild BA das Erzeugnis der Vektoren

m aij

BAvj:B(Zaijwi): =Sy (]:1,,n)

i=1
Clmj

Also folgt
r(A) = dim (51, 5n) = 15((a15)-

b) Dies ist die Ubersetzung von 3.2.17 ¢) in die Matrizensprache.
c) Dies entspricht 3.2.17 b). O

Satz 3.3.14

a) Seien V. und W K-Vektorriume von endlicher Dimension. Ferner
sei A € Homg (V,W). Dann existieren Basen By, By von V bzw. W

derart, dafs
E. 0
B2AB1 - < O 0) b

wobei E,. die Einheitsmatriz vom Typ (r,r) ist mit r = r(A).

b) Sei A € (K)pn. Dann existieren invertierbare Matrizen B € (K),
und C € (K),, mit

E. 0
pic- (59).
Dabei ist r = r5(A).
Beweis. a) Wir wihlen eine Basis By = [v1,...,v,] von V derart, daB
[VUr41,...,0,] eine Basis von Kern A ist (r geeignet). Nach 3.1.7 gilt

dimBild A = dimV/Kern A = n — dimKern A = 7.
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Also ist [Avy,..., Av,| eine Basis von Bild A. Nun wéhlen wir eine Basis
By = [wy,...,wy] von W so, dal w; = Av; fiir j =1,...,r. Dann gilt
Avj=w; firj=1,...,r

Avj =0 firj=r+1,...,n.

E. 0
o= (50)

mit 7 = dim Bild A = r(A).
b) Da sich bei Basiswechsel die Matrizen geméfl 3.3.11 &ndern, ist b) die
Ubersetzung von a) in die Matrizensprache. a

Dies zeigt

Definition 3.3.15 Fiir

ai; aiz2 ... Qin
az1 ao292 ... Q9p
A= € (K)mn
Am1 Am2 .. Amn
setzen wir
a1 a1 ... Qm1
' a12 22 ... Gm2
A - . . . S (K)n,m~
A1p A2n - .. Gmn

Wir nennen A? die Transponierte von A. Offenbar ist die Abbildung A — A?
eine K-lineare Bijektion von (K )., , auf (K ), m.-

Lemma 3.3.16 Fir A € (K),, und B € (K),, gilt (AB)" = B*A".

Beweis. Ist A = (a;;) und B = (b;;), so hat (AB)" die (i, k)-Komponente
Z?Zl a;b;i und B'A* hat die (i, k)-Komponente 2?21 bjia;. O

Hauptsatz 3.3.17 Fir A € (K),  gilt
rs(A) =r,(A) <min{m,n}.

(Spaltenrang gleich Zeilenrang.) Wir schreiben daher fiir Matrizen im fol-
genden r(A) statt rs(A) =r,(A) und nennen dies den Rang von A.
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Beweis. Wegen 3.3.14 b) gibt es invertierbare Matrizen B € (K),, und

C € (K), mit
E. 0
mic=(59).
wobei r = r4(A). Vermoge 3.3.16 folgt durch Transponieren

t At Rt __ E’I’O
(+) CAB_<0 0).

Wegen
E = (BB—I)t — (B—l)tBt
ist B! invertierbar, ebenso C*. Mit () und 3.3.14 b) erhalten wir

r=r1,(C'A'B") = 1,(A") = 1,(A).

Definition 3.3.18 Sei A = (a;;) € (K)p.
a) Ist a;; = 0 fiir alle ¢ # j, so heifit

a1 0O ... 0

0 aszy ... 0
A= . . . .

0 0 Ann

eine Diagonalmatriz.
b) Ist a;; = 0 fiir i < j (oder j < 4), so heifit A eine Dreiecksmatriz.

¢) In den Anwendungen stochastischer Matrizen und bei Schwingungen
treten haufig Matrizen der Gestalt

a1 a2 0O
a1 azz azz 0
0 a3z asz asa

0 Gn,n—1 Gnn

mit a;; = 0 fiir i — j| > 2 auf. Man nennt sie Jacobi*-Matrizen.

4Carl Gustav Jacobi (1804-1851) Kénigsberg, Berlin. Zahlentheorie, elliptische Funk-
tionen, partielle Differentialgleichungen, Determinanten, analytische Mechanik.
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d) Ist 7 eine bijektive Abbildung von {1,...,n} auf sich und gelten
aixi = 1, a;; = 0 fiir j # mi, so heift A eine Permutationsmatriz.
e) A heiit symmetrisch, falls a;; = aj; fiir alle 4, j gilt, also A = A* ist.

Bemerkung 3.3.19 Die Matrizen A und B seien aufgeteilt in Teilmatrizen
geméf

A11 Ce Aln Bll R Bll
A= und B = :
Ama o Ann Bpi ... By

mit A;; vom Typ (r;,s;) und Bj, vom Typ (sj,t;). Dann gilt
AB =

mit den Teilmatrizen .
Cit = Y _ AijBji
=1

vom Typ (r;,tr), wie man durch Hinschreiben bestétigt.

Die in 3.3.19 beschriebene Kdstchenmultiplikation ist oft niitzlich.

Beispiele 3.3.20 a) Sei D die Diagonalmatrix
dlET1
oy,
dvE,,

mit Einheitsmatrizen E,, vom Typ (rj,r;) und paarweise verschiedenen
d; € K. Setzen wir n = Zle rj, so gilt D € (K),.
Offenbar ist fir B € (K),

C(B)={A| A€ (K),, AB = BA}

eine K-Algebra.
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Ist

mit A;; vom Typ (r;,7;), so folgt aus AD = DA nun A;;d; = d;A;;. Fiir
i # j ist daher A;; = 0. Alle Matrizen der Gestalt

A11 0

0 Akk

mit A;; vom Typ (r;,r;) liegen offenbar in C(D). Daher ist

dimC(D) = Y5, r2.

b) Ist D eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonalelemen-
ten (also 11 =19 = ... =1 = 1), so ist C(D) die Menge aller Diagonalma-
trizen.

c¢) Im Paragraphen 3.4 begegnen wir Matrizen der Gestalt

=(se)

mit einer Einheitsmatrix E vom Typ (m,m). Die Kéistchenmultiplikation
liefert dann

Ak E 0
(E+CH+...+CYHB % )"

Satz 3.3.21 Sei K ein Korper. Fir A € (K),, sind dann gleichwertig:

a) A7L existiert.

b) r(A) =n.
Z1
Beweis. Sei B = (b;;) € (K), und A = [ © | mit z; = (aj1,...,a;n).
Zn
Dann gilt
> i1 bijz;

BA= :
> i1 bnj2j
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a) = b) Ist B= A1, so folgt aus BA = E, da}
> bijzp=e;=(0,...,0,1,0,...,0)
j=1

mit der 1 an der Stelle i. Dies zeigt K™ = (e1,...,e,) = (z1,...,2n), also
r(A) = n.
b) = a) Ist r(A) = n, also K™ = (z1,...,2y), so gibt es b;; € K mit

n
61'22171‘3‘2]' (2:1,,TL)
j=1

Dies heifit BA = F. O
Aufgabe 3.3.1 Man bestimme alle Matrizen aus (K),, die vertauschbar
sind mit

a) allen Matrizen aus (K),,

b) allen Dreiecksmatrizen

ail 0 0O ... 0
ao1 G992 0O ... 0
(a’ij S K)v
apl Gn2 Anp3 ... Gpp
c) allen Dreiecksmatrizen
1 0 0 ...0
aoq 1 0 ...0
. . . (ai]‘ S K)

anl1 Anp2 Apg ... 1

Aufgabe 3.3.2 Fiir A € (K),, bilden wir die K-Algebra

k
KA ={) cjA |¢;e K, k=0,1,...}.

j=0
Setzen wir wie in 3.3.20
C(A)={B|B¢€ (K),, AB= BA},
so gilt offenbar K[A] C C(A).
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a) Gibt es ein vg € K™ mit V = K[AJvy = {Bvy | B € K[A]}, so gilt
C(A) = K[A].

b) Man bestimme C(A) fiir den n-Zykel

010...0
001...0
A= ;
000...1
100...0
¢) Man bestimme C(A) fiir
100...00
110...00
a—lo1t1.. 00
000...11
Aufgabe 3.3.3 Sei
11...1
11...1
F = € (K),
11...1

a) C(F) ist die Menge aller Matrizen (a;;) € (K),, deren Zeilen- und
Spaltensummen gleich sind, also

n n
E Qi = E ay; fir alle 1, ;.
k=1 k=1

b) Es gilt dimC(F) = (n —1)? + 1.

c) Sei Char K { n. Setzen wir
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und

Y1

Y2 -

U= | lwek > y=0¢,

; =

Yn
so ist C(F') die Menge aller Matrizen A € (K), mit Ae € (e) und
AU <U.

Aufgabe 3.3.4 Sei S,, die Menge aller Permutationsmatrizen aus (K),.

a) S, bildet eine Gruppe, die zur Gruppe aller Bijektionen von {1,...,n}
auf sich isomorph ist.

b) Gilt AS = SA fiir alle S € S,,, so hat A die Gestalt A = aF + bF mit
a,b € K, wobei E die Einheitsmatrix ist und F' = (f;;) mit f;; = 1
fir alled,j =1,...,n.

Aufgabe 3.3.5 Sei P, = {Z?:o ajz? | a; € R} der R-Vektorraum aller
ganz-rationalen Funktionen auf R vom Grad hochstens n. Wir definieren
T € Endg(P,,) durch

(Tf)(x)=f(z+1) fir feP,.

a) Zur Basis B = [1,z,...,2"] von P, bestimme man die T' zugeordnete
Matrix Tg.

b) Es gibt eine Basis [fo, f1,. .., fn] von P, mit
Tfo=fo, Tfi=fi-1+f; firl<j<n.

c) Wir definieren D € Endgr(P,,) durch (Df) = f'(x). Man zeige
DT =TD und finde a; € R mit

T=aFE+a1D+...+a,D".
(Taylorsche® Formel)

d) Man beweise (T — E)**' =0und D =Y " | (T — E)’.

7!

5Brook Taylor (1865-1731) Privatgelehrter London. Differentialgleichungen, schwin-
gende Saite, Reihen, Darstellende Geometrie, physikalische Untersuchungen, philosophi-
sche und religitse Schriften.
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e) Man bestimme zur Basis B aus a) die Matrix T3 ! und beweise

() -

Aufgabe 3.3.6 Eine K-lineare, bijektive Abbildung « von einer K-Algebra
A auf sich heifit ein Antiautomorphismus, falls

a(ab) = a(b)a(a)

fiir alle a,b € A gilt.

a) Ist a ein Antiautomorphismus von (K),, so gibt es ein invertierbares
C € (K), mit ad = C7LA!C fiir alle A € (K),,. Wir setzen a = ac.
(Man beachte, dafl geméaf 3.2.14 die Automorphismen von (K),, be-
kannt sind.)

b) Ist o = 1k, die Identitét auf (K),, so gilt C* = £C. Setzen wir
F={A|Ac(K),, acA= A},

so gilt

n(n+1) . t
dim F = n(nQ—l) fur Ct =C
—5— fiir C* = —C (Char K # 2).

Aufgabe 3.3.7 Sei a = 2T und

n

D)= (_me ooee) ma5=(o2,)
a) Man beweise D(a)” = S? = E und S™'D(a)S = D(a) L.
b) Die Menge
D ={D(a)’, D(a)!S|j=0,...,n—1}
ist eine Gruppe mit |D| = 2n. Sie wird Diedergruppe genannt.

c) Man bestimme alle A € D mit A2 = E.

Aufgabe 3.3.8 Sei a = 3—2 mit n > 2. Ferner sei € = cos« + 7 sin o und

e 0 01
- (52) o= (00)
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a) Man zeige
AT =B =F, A =B2= _E, B'AB=A"L.
b) o
Q={A, AIB|j=0,1,...,2" — 1}

ist eine Gruppe der Ordnung 2"*!. Sie heifit verallgemeinerte Quater-
NIONENGruppe

c) Man bestimme alle C' € Q mit C? = FE.

Aufgabe 3.3.9
a) Man zeige, dafi die Menge

{(Z0)1aber)

beziiglich der Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation einen zu
C isomorphen Korper bildet.

b) Man zeige, dafl die Menge

H:{<%‘§) \a,bec}

beziiglich der Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation einen Schief-
korper bildet, den sogenannten Schiefkorper der Quaternionen.

Aufgabe 3.3.10 Sei K ein endlicher Kérper mit |K| = p/ und p eine
Primzahl. Sei GL(n, K) die Gruppe der invertierbaren Matrizen aus (K),
und P die Untergruppe aller unteren Dreiecksmatrizen (a;;) mit a;; = 0 fiir
1< jund a; = 1.

Dann ist |P| eine Potenz von p und der Index | GL(n, K) : P| ist teilerfremd
zu p. (P ist eine sogenannte Sylow-p-Untergruppe von GL(n, K).)
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3.4 Anwendung: Stochastische Prozesse mit absorbie-
renden Zustinden

Problemstellung 3.4.1 a) Vorgegeben sei ein System S, welches sich in
genau einem von n > 2 Zustdnden befinden kann. Wir bezeichnen die
Zusténde kurz mit 1,2,...,n. Das System werde einem FElementarprozef
A ausgesetzt, dessen Wirkung nicht genau angegeben werden kann. Es sei
jedoch bekannt, daf die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang i — j beim
Elementarprozef§ A gerade a;; > 0 ist. Ausdriicklich sei betont, dafl diese
Wahrscheinlichkeit nur vom Zustand ¢, jedoch nicht von der Vorgeschichte
des Systems abhéngt. Man nennt einen solchen Prozef} einen stochastischen
Prozefl oder auch Markoff-Prozef$. Solche Prozesse treten héufig auf, etwa
bei Vererbungsfragen (siehe 3.4.9, 3.4.16), bei Gliicksspielen (siehe 3.4.13
und Aufgabe 3.4.5), bei Mischvorgéingen und Warteschlangen.

b) Wir beschreiben den stochastischen Proze8 A durch die Angabe der Uber-
gangsmatric A = (a;j) vom Typ (n,n). Dabei ist Z?=1 a;; die Wahrschein-
lichkeit fiir den Ubergang vom Zustand i in irgendeinen der n Zustéinde.
Also gilt

n
E aijzl fiir izl,...,n.
j=1

Somit sind alle Zeilensummen von A gleich 1.
c) Seien A und B stochastische Prozesse im System S mit den Ubergangs-
matrizen A = (a;;) und B = (b;;). Was ist die Wahrscheinlichkeit fiir den
Ubergang

. A B .

1 — 0 — j
beim zusammengesetzten ProzeB? Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang

P2k

bei festem £ ist a;1,0;. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang i — j iiber
irgendeinen Zwischenzustand k ist daher

n
cij =Y amb;.
k=1

Die Ubergangsmatrix vom zusammengesetzten Prozef ist somit (c;;) = AB.
Wir werden also ganz natiirlich zur Matrixmultiplikation gefiihrt. Bei dieser
Uberlegung haben wir naheliegende Regeln iiber die Addition und Multi-
plikation von Wahrscheinlichkeiten verwendet.
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d) Oft interessiert man sich fiir das Verhalten des Systems S bei oftmali-

ger Anwendung des Elementarprozesses. Zur k-maligen Anwendung gehort
(k)
a.: -

nach c) die Ubergangsmatrix A* = ( i; ) mit

(k) _ § :
A" = Ai,my Amy,mg « - Qmy_q,5-

Fiir grofie & werden diese Formeln schnell unhandlich, zumal da die a;; oft
als Briiche gegeben sind.
Es liegt daher nahe zu fragen, ob man fiir grofie k in guter Naherung A*

durch limy,_, o, A* ersetzen kann, wobei natiirlich

lim A* = ( lim o'%

o A= Gl e
gesetzt ist. Wir bilden also den Grenzwert einer Folge von Matrizen kom-
ponentenweise. Dabei ist

n

. (k) -
Jm e = Hm > Wiy Qamy iy =+ Gy
m]_,“‘,mk_lzl

ungefihr die Wahrscheinlichkeit dafiir, nach sehr vielen Elementarprozes-
sen vom Zustand ¢ in den Zustand j zu gelangen. Die Berechnung von
limg_ o0 agﬁ) scheint zunéchst eine hoffnungslose Aufgabe zu sein. Wir wer-
den jedoch im Laufe der Zeit sehen, dafl man dieses anscheinend analytische
Problem auf Fragen der Linearen Algebra zuriickfithren kann. Fiir spezielle

stochastische Matrizen wird dies bereits in 3.4.8 geschehen.

Die obenstehende Beschreibung benutzt Worte der Umgangssprache.
Das vorliegende mathematische Problem fassen wir wie folgt zusammen.

Definition 3.4.2 Sei A = (a;5) € (R),. Wir nennen A eine stochastische
Matriz, falls gilt:

(1) a;; >0 firalle 4,j=1,...,n.
(2) X jai; =1 fir i=1,...,n.

j=1
Die Bedingung (2) kénnen wir auch in der Gestalt Ae = e mit
1
1
e =
1

schreiben. Aus (1) und (2) folgt natiirlich 0 < a;; < 1.
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Den einfachen Beweis des folgenden Lemmas iiberlassen wir dem Leser.

Lemma 3.4.3 Seien Ay, By € (C),,. Existieren A = limg_, A und B =
limg_.oo B, so ist
A+ B = klim (Ak —+ Bk)

und
AB = klim AL By.

Satz 3.4.4

a) Sind A und B stochastische Matrizen vom Typ (n,n), so ist auch AB
stochastisch.

b) Sei A stochastisch, und es ezistiere P = limg_, A¥. Dann ist auch
P stochastisch, und es gilt

P=AP = PA = P2

Sind insbesondere z; die Zeilen und s; die Spalten von P, so gelten
also

zi = 2z A und s; = As;.

Beweis. a) Ist A= (a;;) und B = (b;;), so hat die Matrix AB die Eintrége
Sor_q aikbg; > 0. Aus Ae = e = Be folgt (AB)e = A(Be) = Ae = e. Also
ist AB stochastisch.

b) Nach Voraussetzung existieren p;; = limy_, a( ). Da AF = (a (k)

a;;”) nach

Teil a) stochastisch ist, gelten al(-j) > 0, also auch p;; > 0, und

Zp” —Z hm a hm Zaw =

Somit ist P = limy_, o, A stochastisch. Mit 3.4.3 folgt
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Beispiel 3.4.5 Sei A = (1 ;p 1 ]Di q) stochastisch mit 0 < p < 1 und
0 < g < 1. Dies ist offenbar die allgemeine stochastische Matrix vom Typ
(2,2).

Ist p=¢q=0, also A = E, so gilt A* = F fiir alle k.

Istp=¢g=1,also A= <(1) é),so gilt

A% = F und A%t =4

fiir alle k. Natiirlich existiert dann limy_, ., A* nicht.
Sei weiterhin 0 < p 4+ ¢ < 2. Wir schreiben

A=FE+ B mit B:<_p p )
q —q
Dann ist
B*=—(p+q)B

und daher allgemein fiir j > 2
B = (-1 p+q)’'B.
Wegen EB = BFE koénnen wir den binomischen Satz anwenden und erhalten

k k i
Ak = (E+B)" =30, (5) B
= E+Y, () (=) p+9 !B
k . .
=EtiaB-is (Zj:o ()1 + q)]> B
oL 20\ Cerat
— (77 77 ) - Ot
p+q ptq

Wegen 0 < p+q < 2ist —1 < 1—p—q < 1. Daher gilt limy_.o (1—p—¢q)* =0
und somit
-9 P
lim AF = <p+q p+q>
P a4 _p_)-
p+q ptq
Hier sehen wir auch deutlich, wie schnell die Konvergenz erfolgt. Ist 1 —p—g¢g
nahe bei 1 oder —1, so ist die Konvergenz freilich langsam.

Fiir stochastische Matrizen vom Typ (n,n) mit n > 3 gibt es leider keine
solche allgemeine Aussage.
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Lemma 3.4.6 Fir A = (a;;) € (C),, setzen wir

n
| All= miaXZ |ai;|.
j=1

Dann gelten:
a) Ist A stochastisch, so ist || A ||=1.
b) Fiir alle A, B € (C),, gelten

|A+B|<|Al| +| Bl (Dreiecksungleichung)

und
| AB[|[<|[[ A B .

c) Seien A und A, (k=1,2,...) aus (C),,. Genau dann gilt
limg o0 A = A, wenn limg_.o || A — Ay || = 0 ist.

d) Ist || A™ || < 1 fiir ein m, so folgt limy_, o, A* = 0.

Beweis. a) Die Aussage ist trivial.
b) Sei A = (a;;) und B = (b;;). Aus

|aij + bij| < lai;| + [bi]
folgt unmittelbar || A+ B || <|| A | + || B ||. Ist AB = (c¢;;), so gilt

D leijl = 2250 1 2 0k—y airbuy]
< Z?Zl >or_y lai| |brj|  (Dreiecksungleichung)
= D k=t lair| 25—y |0
< Ykt lawl | BI<I AN B -

Somit ist auch || AB || = max; Z?:l leii| <|[ Al || B .

c) Ist A = (a;;) und Ay = (ag‘f)), so erhalten wir

k k
jaiy — al®| < ST Ja — o]

k
< || A~ Ay || < nomax, j |ag; — all)|.

Also ist A = limy_,o Aj gleichwertig mit limg . || A — Ay ||= 0.
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d) Sei || A" ||=¢<1und k =ms+r € Nmit 0 <r <m. Wegen b) gilt
AR <lfA™ *] A7 || < ¢*M

mit M = max,<,, | A" |. Dies zeigt limy_ o || A* ||= 0, also gilt
limy, .o AF = 0. O

Lemma 3.4.6 nimmt Uberlegungen vorweg, die wir in 6.2 systematisch
aufgreifen werden.

Lemma 3.4.7 Sei C € (C),, und limy_.o, C* = 0. Dann gilt
k

2 — . J — _ —1

E4+C+C*+... kILH;OjZOC (E-C)™h

(Dies ist die geometrische Reihe fir Matrizen.)
Beweis. Sei X € (C),, mit X(E — C) = 0. Dann ist
X=XC=XC?=...= lim XC*"=X lim C* =0.

k—o0 k—oo

Nach 3.2.11 existiert daher (E — C)~!. Dabei ist
(E+C+...+C"YWE-0)=F-C*.
Dies liefert
Jim (B +C+.. + C* Y= lim(E-C*E-C)'=(FE-C)""

k—o0

O

Mit Hilfe von 3.4.7 konnen wir nun eine interessante Klasse von stocha-
stischen Matrizen behandeln.

Satz 3.4.8 Sei A eine stochastische Matriz vom Typ (n,n) von der Gestalt

A:@g).

Dabei sei E die Einheitsmatriz vom Typ (m,m) mit 1 < m < n. Die
Zustinde 1,2,...,m kénnen also nicht verlassen werden. Sie sind sog. ab-
sorbierende Zustinde. Gilt limy_,oo C* =0, so existiert

E 0

. k _

pim AT = ((E ~C)B o) '

Nach langer Zeit werden also nur die absorbierenden Zustdinde 1,...,m mit
positiver Wahrscheinlichkeit erreicht.
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Beweis. Mit der Késtchenmultiplikation (siehe 3.3.20 c)) erhalten wir

Ak E 0
T\ (E+CH+...+CFHB CF )¢
Wegen limy,_,o. C*¥ = 0 folgt mit 3.4.7, dal

o E 0
&%A‘_QE—Q*BO>'

Beispiel 3.4.9 (Genetik)

a) Wir behandeln die Vererbung der Farbenblindheit. Es gibt zwei Typen
von Genen, ndmlich

a farbensehend, b farbenblind.

Jede Frau hat zwei Gene, der Mann jedoch nur eins. (Frauen vom Gentyp ab
sind selbst farbensehend, kénnen aber das Gen b vererben. Nur die Frauen
vom Gentyp bb sind farbenblind. Farbenblindheit ist daher bei Frauen viel
seltener als bei Ménnern.) Die moglichen Zustédnde numerieren wir wie folgt:

1: aaxa 4: aa xb
2: bbxb 5: abxb
3: bbxa 6: abxa

(Die beiden Gene der Frau zuerst, dann das Gen des Mannes.) Im Erbpro-
zef} erhélt ein weibliches Kind das Gen des Vaters und eines der Gene der
Mutter, jedes mit Wahrscheinlichkeit % Ein ménnliches Kind erhélt eines
der Gene der Mutter, jedes ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit % Das Paar
der néichsten Generation werde aus einer Tochter und einem Sohn gebildet
(totale Inzucht). Dabei gilt offenbar

aa X a — aa X a
bbxb —bbxb
bbxa —abxb
aa X b — ab X a.

Hat das Ausgangspaar den Typ ab X b, so erhalten wir in der néchsten
Generation die Verteilung

1 1
§ab+ §bb

fiir weibliche Nachkommen und
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11
oAl =
50T 3

fiir ménnliche Nachkommen. Das ergibt fiir die Verteilung der Paare der
néichsten Generation

1 1 1 1
ab xb— é—lbbxb—i—zbbxa—l—zabxb—l—zabxa.
Analog erhalten wir

1 1 1 1
abxa—>Zaaxa+1aaxb+zabxb+1abxa.

Die Ubergangsmatrix ist daher

B, O O O O
orRrO O = O
oRIRrO O O O
O O O O O
BIER- O = O O
BRI = O O O
I

/N

o &

Qo

S~

mit C vom Typ (4,4). Zwar ist hier || C || = 1, aber man sieht schnell, daf}
| C? ||= 3 < 1 gilt. Mit 3.4.8 folgt daher

.+ [EO
kli)n;oA_<D0’

wobei D aus B = (E — C)D zu berechnen ist. Da die Zeilensummen von D
alle gleich 1 sind, heifit dies

00 1 0-1 0 ds 1 —ds
00| 0 1 0 -1 dy 1 —dy
0] |- o 3-2 ds 1—d
1 o-1_1 3 d51—d5
1 4 "1 1 6 6

Dies liefert
d3 = ds, dy = dg,

0 = —3d3 + 3ds — 7ds,
b= - o+ o

Man erhélt leicht



126 3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Also ist
0000

0000
0000
0000
0000
0000

lim AF =

k—oo

WINW W[ = O =
WIFWINWIFWIN = O

Nach langer Zeit bleiben nur die Typen aa x a und bb x b iibrig. Beginnt man
etwa mit einem Paar vom Typ bb X a oder ab x b, so erhélt man schliellich
mit Wahrscheinlichkeit % den Typ aa X a und mit Wahrscheinlichkeit % den
Typ bb x b.

b) Durch Einfiihrung eines Selektionsvorgangs dndern wir den in a) be-
schriebenen Prozefl ab. Es soll nun stets ein ménnlicher Partner vom Typ a
zur Bildung des néchsten Paares gewahlt werden, sofern iiberhaupt solche
vom Typ a zur Verfiigung stehen. Nun éndern sich die Ubergéinge wie folgt:

ab><b—>%ab><a—|—%bb><a,

abxa—>%aaxa+%abxa.

Dies liefert die verinderte Ubergangsmatrix

000
00
01
00
00
00

N=O O O O
SO OO = O
o O O O
N = O O O
I
N
W =
Qo
~__

Hier ist || C ||=|| C? ||= 1, erst || C* ||= 2 < 1. Die Lésung des Glei-
chungssystems B = (E — C')D fiihrt nun zu

100000
010000
o 100000
L A 100000
100000
100000

Die Selektion bewirkt also, dafl die Gene vom Typ b schliefllich ganz ver-
schwinden, falls man nicht mit einem Paar vom Typ bb x b beginnt. Dieses
einfache Beispiel zeigt deutlich, wie eine Selektion den Ausgang eines solchen
Prozesses verédndern kann.
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Das hier verwendete Verfahren ist noch unbefriedigend, da man eine Po-
tenz C™ mit || C™ || < 1 zu finden hat. In manchen Beispielen trifft dies
erst fiir grofle m zu. Um ein effektiveres Verfahren zu gewinnen, fithren wir
die folgenden Bezeichnungen ein.

Mit Riicksicht auf spitere Uberlegungen in 6.3 und 6.5 geben wir dabei
einige Definitionen allgemeiner an, als fiir die augenblicklichen Zwecke notig

ware.

Definition 3.4.10

a)

b)

Ist A = (a;;) € (R), mit a;; > 0, so nennen wir A nichtnegativ. Ist
auflerdem Zyzl a;; < 1fiiri=1,...,n, so heiit A substochastisch.

Sei A = (a;j5) eine nichtnegative Matrix vom Typ (n,n). Wir bilden
einen sogenannten gerichteten Graphen I'(A) auf folgende Weise:

Die Punkte von I'(A4) entsprechen den Ziffern 1,...,n. Die Punkte ¢
und j mit ¢ # j seien verbunden durch eine gerichtete Strecke von ¢
nach j, falls a;; > 0 ist. Gilt a;; > 0, so zeichnen wir eine Schleife von
1 nach 1.

Man sagt nun, dal 7 von i aus im Graphen I'(A) erreichbar ist, wenn
es einen gerichteten Weg in I'(A) von ¢ nach j gibt. Genau dann ist

1=k —ko— ... o kyp— ]

ein gerichteter Weg in I'(A) von 4 nach j, falls a; , ag, ks, - - - ak,, j >0
ist.

Ist A nichtnegativ, so nennen wir A irreduzibel, falls es zu jedem Paar
(i,7) mit ¢ # j in T'(A) einen gerichteten Weg von i nach j gibt. Ist A
irreduzibel, so auch A?, denn I'(A") entsteht aus I'(A) durch Umkehr
der Richtungen.

Ist A nicht irreduziblel, so heifit A reduzibel. Notigenfalls nach Umnu-
merierung kénnen wir annehmen, daf {1,...,m} mit m < n gerade
die von 1 aus auf gerichteten Wegen in I'(A) erreichbaren Punkte sind.
Offenbar ist von ¢ mit 7 < m aus kein j > m erreichbar. Also ist a;; = 0
fiir ¢+ < m < j. Somit gibt es eine Permutationsmatrix P mit

., (BO
piar (20)

und mit Typ B = (m,m).
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Im Fall der Matrix A aus 3.4.9 a) hat I'(A) also die Gestalt

o

L

4 3

Damit erreichen wir einen von Matrixrechnungen weitgehend freien Satz.

E 0
B C
(n,n), wobei E die Einheitsmatriz vom Typ (m,m) ist mit 1 < m < n.
Von jedem der Zustinde m+1,...,n aus sei in I'(A) mindestens einer der
absorbierenden Zustinde 1,...,m erreichbar. Dann gilt

o E 0
AT = ((E—C)_lB 0) '

Beweis. Wir zeigen limy,_.o, C* = 0. Die Behauptung folgt dann direkt mit

Hauptsatz 3.4.11 Sei A = ( ) eine stochastische Matrix vom Typ

3.4.8. Dazu setzen wir A% = (al(f)) Nach Voraussetzung gibt es zu jedem

i€{m+1,...,n}eint; mit 3377 a; alt) > 0.
Seit=max t;. Wegen aj; = 1 fir j € {1,...,m} gilt

i=m-+1,...,n

() _ () , o't (t t;) (ts) (t ti) _
Ay = Ay Qe Qg = Q5 <Za ;-

(t—t;)—mal

Also gilt erst recht

m
Zag)>0 firi=m+1,....n
7j=1

Wir erhalten daher

A= e
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Die Zeilensumme der 4 entsprechenden Zeile in C* ist daher

m

1-3"a <1 (i=m+1,...,n).

ij
J=1

Dies zeigt || C* || < 1. Nach 3.4.6 d) ist somit limy_o, C* = 0, und wir
kénnen 3.4.8 anwenden. O

Beispiel 3.4.12 (random walk) Vorgelegt sei ein Labyrinth aus n > 4
Kammern, die wie in der Zeichnung angegeben durch Einwegtiiren verbun-
den sind.

ABER
A5 </\ 6
A S A
! (n=1)

Im Labyrinth befinde sich eine Maus. Die Kammern 1 und 2 bilden absor-
bierende Zusténde (Mausefallen). Befindet sich die Maus in Kammer j > 3,
so bleibe sie mit Wahrscheinlichkeit % in dieser Kammer. Jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit % gehe sie im Elementarprozefl in die Kammern j — 1 und
j — 2. Die Ubergangsmatrix A ist dann

Qwi— O =
W= = O
wiFwi— O O
w— o O O
o O O O

O wl=
W=
W=
W= O
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Mit Satz 3.4.11 erhalten wir

1 0 0...0
0 1 0...0
P— lim Ak =] a3 1—a30...0

k—oo
a, 1—a, 0...0
Die Gleichung P = AP (siche 3.4.4) liefert mit a; = 1 und ay = 0 die
Gleichungen az = % + %4, also az = %, und

1 .
a; = g(aj_g +aj—1 +aj) fir 7 >4,

also aj = (aj_o +a;j_1). Mit 2.8.3 b) folgt

Dabei ist

also schliefllich

Fiir grofie j ist daher a; ~ Lund 1 — aj ~ % (Kammer 2 ist leichter
erreichbar als Kammer 1.)

Wir wenden uns nun einem beriihmten Beispiel aus dem Gebiet der
Gliicksspiele zu.

Beispiel 3.4.13 (gambler’s ruin) Zwei Spieler spielen um einen festgeleg-
ten Geldvorrat von n Euro. Im Elementarprozel werde um jeweils einen
Euro gespielt, welcher den Besitzer wechselt. Dabei gewinne Spieler 1
mit Wahrscheinlichkeit p > 0, Spieler 2 gewinne mit Wahrscheinlichkeit
qg=1—p>0. Die n+ 1 Zusténde des Systems seien durch den Geldvorrat
0,1,...,n von Spieler 1 definiert. Das Spiel ende, wenn einer der Spieler
kein Geld mehr hat.
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a) Die Ubergangsmatrix ist

1000 ...
q0pO0...

0gO0p...

0000...

000
000
000

001

131

Wegen p > 0 und ¢ > 0 sind die Voraussetzungen von 3.4.11 mit den
absorbierenden Zusténden 0 und n erfiillt. Somit gilt

1 0...0 0

ai 0...0 1—ay

as 0...0 1—(12
P:klimAk: o )

Ap—1 0 ...Ol—an_l
0 0...0 1

Wir setzen ag = 1 und a,, = 0. Wegen AP = P erhalten wir die Gleichungen

qap + pas = a
qai + pag = ag

qan—2 + ban An—1

Ist p # g, so gilt nach 2.8.3 ¢)
a; =c+ dr?

q

+ und geeigneten ¢, d. Aus

mit r =

l=ay=c+d
0=a,=c+dr"

erhalten wir

n —1
c= und d=
r — rn —1
Somit ist )
r’ —prJ .
o;=—— (0<j=<n)

(Die Behandlung des obenstehenden Gleichungssystems fiir p = ¢ greifen
wir in 3.4.15 auf.)
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b) Wir interpretieren das Ergebnis aus a):

Spieler 1 spiele gegen die Spielbank (= Spieler 2). Wir nehmen an, daf§
r =21 > 1 ist, daf also die Gewinnaussichten der Bank etwas grofier sind
als die von Spieler 1. Die Bank beginne mit k& Euro, der Spieler 1 mit n — k
Euro (n > k). Die Wahrscheinlichkeit fiir den schliellichen Ruin von Spieler
1 ist dann

v — pn—k rvork— 1 rk—1
Ap—fk = = & P
rm—1 rm—1 r r
Wegen r > 1 gilt
k
r¥ —1
lim — = 1.
k—o0 r

Bei vorgegebenem r > 1 kann also die Bank ihr Kapital k& so bestimmen, dafl
fiir jedes Anfangskapital n — k von Spieler 1 die Gewinnwahrscheinlichkeit
an—1 der Bank deutlich iiber % liegt. Auch ein noch so hohes Anfangskapital
von Spieler 1 ist dagegen keine Waffe. Hier sehen wir, warum Spielbanken
Profit machen.

Wir betracheten noch kurz eine interessante Klasse von stochastischen
Matrizen.

Definition 3.4.14 Sei A = (a;;) (i,j =0,...,n) eine stochastische Matrix
vom Typ (n+ 1,7+ 1). Wir nennen A ein Martingal, falls

n
() i:Zja,-j fir 1=0,1,...,n.
j=0

(Ein Martingal ist ein Ziigel, um den Kopf des Pferdes herunterzuziehen.)
Dies bedeutet eine gewisse Symmetrie des Prozesses. Ist insbesondere A eine
Jakobi-Matrix (siehe 3.3.18), so erhalten wir

7 = (Z — 1)0,1‘71'_1 + ia;; + (Z —+ 1)(11‘71'_._1

= i(a; i1 + ai; + a;i11)-

Das liefert a; ;-1 = a;i+1. Die Martingaleigenschaft héngt offenbar von
der Numerierung der Zustédnde ab. Die Relation (x) besagt Aw = w fiir
0
1
w =
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Satz 3.4.15 Sei A = (a;;) ein Martingal (3,5 =0,...,n). Dann gilt:
a) 0 und n sind absorbierende Zustinde.

b) Ist wenigstens einer der absorbierenden Zustinde 0 und n von jedem

Zustand 1,...,n — 1 aus erreichbar, so gilt
1 0...0 0
n—1 1
==0...0 -
=2 .0 2
lim AF = .. .
k—oo Do Do
L 0...021
0 0...0 1

Beweis. a) Aus 0 = Z?:o Jjag; folgt ag; = 0 fiir j > 1, also agp = 1. Wegen
n = Z?:ojanj = ”E?:o An;j 18t an; = 0 fiir j < n, somit a,, = 1. Also
sind die Zusténde 0 und n absorbierend.

b) Aus 3.4.11 folgt nun

ai 0...0 1—aq
as 0...0 ]_—CLQ
P = lim AF = . . )
k—oo : :
an_10...01—an_1
0 0...0 1

Setzen wir

so gilt Aw = w. Also ist auch Pw = w. Dies liefert n(1 — a;) = j, also

. n=j
a; = == O

Im Sonderfall p = ¢ = % von 3.4.13 liegt nach der Bemerkung in 3.4.14
ein Martingal vor.

Beispiel 3.4.16 (Genetik, Modell von Moran) Ein Merkmal sei durch zwei
Gentypen a und b bestimmt. In der Population seien insgesamt n Gene dieser
Typen vorhanden, etwa m Personen mit je zwei Genen.
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Der Zustand i (0 < ¢ < n) liege vor, wenn genau i der Gene vom Typ a
sind, also genau n — i Gene vom Typ b.

Im Elementarprozefl werde eines der Gene ausgewahlt, und zwar jedes mit
der Wahrscheinlichkeit % Das ausgewéhlte Gen spaltet ein Gen des gleichen
Typs ab. Sodann stirbt eines der urspriinglichen n Gene, eventuell dasje-
nige, welches soeben die Abspaltung vollzogen hat. Fiir jedes Gen sei die
Sterbewahrscheinlichkeit % Die Ubergangsmatrix dieses Prozesses ist dann
eine Jakobi-Matrix A = (a;;) mit

g i, = % % (ein Gen a teilt sich, ein Gen b stirbt)
n

ajj—1 = "L < (ein Gen b teilt sich, ein Gen a stirbt)
.2 N2
- - I e ol (L))
ajj =1 —ajj-1— 05541 = nZ

Wegen a; j_1 = aj 41 ist A ein Martingal. Mit 3.4.15 folgt

1 0...0 0

n=lg...0 2

n2g .0 2

lim AF = . )

k—oo Do Do
1 o0...02t

0 0...0 1

Nach langer Zeit erhdlt man also eine reinrassige Population, in der nur ein
Gentyp vorkommt.

Ahnliche Prozesse sind mehrfach studiert worden. Der Nachweis der Martin-
galeigenschaft verlangt dann die Kontrolle von Relationen fiir Binomialko-
effizienten, aber der Grenzwert limy,_, ., A* ist derselbe wie oben. Biologisch
interessant ist die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit (siche dazu
[11], S. 455 und Beispiele 5.1.19 und 6.3.6).

In 6.5 werden wir erneut auf stochastische Matrizen eingehen. Aus-
geriistet mit der Theorie der Eigenwerte kénnen wir dann auch allgemeinere
stochastische Matrizen behandeln.

Aufgabe 3.4.1 Sei
abb...b
bab...b
A=

bbb...a
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eine stochastische Matrix vom Typ (n,n) mit n > 2, also a > 0, b > 0 und
a+(n—1)b=1.

a) Ahnlich wie in 3.4.5 berechne man A* unter Verwendung von
A= (a—b)E+bF.

b) Wann existiert limy,_, o, A¥?

¢) Man berechne limy_. o AF . falls er existiert.

Aufgabe 3.4.2

a) Sei A eine invertierbare Matrix vom Typ (n,n). Jede Zeilensumme
von A sei gleich 1. Dann ist auch jede Zeilensumme von A~! gleich 1.

b) Sei A eine stochastische Matrix. Ist A~! eine stochastische Matrix, so
ist A eine Permutationsmatrix. (Invertierbare stochastische Prozesse
sind also deterministisch.)

Aufgabe 3.4.3 Wir verwenden hier die in 3.5 definierte Spur.
a) Ist A stochastisch vom Typ (2,2), so gilt Sp A2 > 1.

b) Ist B stochastisch vom Typ (2,2) mit Sp B > 1, so gibt es ein stocha-
stisches A vom Typ (2,2) mit A% = B.
(Mit Hilfe der Exponentialfunktion von Matrizen kann man sogar zei-
gen, dafl es zu A mit Sp A > 1 fiir jedes m € N eine stochastische
Matrix A,, gibt mit A" = A (siche Aufgabe 6.4.5).)

Aufgabe 3.4.4 Seien A und B stochastische Matrizen vom Typ (n,n) mit
AB = BA. Es mégen P4 = limy_, oo A¥ und Pp = limy_,o B* existieren.
Fiir 0 <t < 1 gilt dann

Jim (A + (1 - t)B)* = P4 Pg.
(Siehe auch Huppert, Willems [12].)
Hinweis: Man entwickle P4Pp — (tA 4+ (1 — t)B)* nach dem binomischen
Satz und zerlege die Summe geeignet in vier Teile.

Aufgabe 3.4.5 Zwei Spieler spielen mit einem Wiirfel und mit 6 Kértchen,
welche die Ziffern 1,...,6 tragen. Der Zustand ¢ mit 0 < 7 < 6 liege vor,
wenn Spieler 1 genau ¢ Kértchen hat. Die Zustdnde 0 und 6 seien absor-
bierend (Bankrott eines Spielers). Im Elementarprozel wird gewiirfelt. Der
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Wiirfel zeige jede der Ziffern 1, ..., 6 mit der Wahrscheinlichkeit %. Zeigt der
Wiirfel die Ziffer j, so wechsle das Kértchen mit der Ziffer 5 den Besitzer,
sofern nicht einer der Zusténde 0 oder 6 vorliegt. Man stelle die Ubergangs-
matrix A auf und berechne lim;_, oo A*.

Aufgabe 3.4.6

In dem in der Zeichnung fiir n = 8 angedeuteten
Turm von der Hohe n falle eine Kugel, die schliellich
in Kammer 1 oder 2 landet. Ist die Kugel in Kammer
j (3 < j < n), so falle sie im Elementarprozefl mit

Wahrscheinlichkeit p > 0 in die Kammer j — 2 und
] mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 —p > 0 in die Kammer
< — 1.
[y ! .
>6 a) Man stelle die Ubergangsmatrix A auf und be-
\/< griinde
5 [V
> 1 0 0...0
g4 0 1 0...0
3>V hmAk: az 1 —asg 0 .0
k—o0 . .
Y1 2 : : : :
1 anp l—a, 0...0
. _ p+(—p)i?
b) Man zeige a; = %

Hinweis: Verwende Aufgabe 2.8.1.

Aufgabe 3.4.7 Sei A eine stochastische Matrix von der Gestalt

1 00O
p1 171 O
0 p2 g2 72

Pn—1 n—1 Tn—1
0 0 1
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Fiir rire...7_1 > 0 beweise man

1 0
S1 1-—81
dm AT=1 0
Sn—1 1—sp1
0 1

mit

Z PiPk—1---P2

Uy,
rere—1...7T2
n—1 pkpk—lvan)
k=2 TekTk—1...T2

wobei u; aus ui(1 —q1 + p1 Z

= p1 zu bestimmen ist.

137

Hinweis: Man mache den Ansatz s; = Zz;zl uy, und ermittle ein Gleichungs-

system fiir die u;.

Aufgabe 3.4.8 In den folgenden Labyrinthen befinde sich eine Maus. Die
Tiiren < seien Einwegtiiren, die Tiiren = seien in beiden Richtungen pas-
sierbar. Der Zustand ¢ liege vor, wenn die Maus in Kammer ¢ ist. Sitzt die
Maus in Kammer ¢, so verlifit sie diese im Elementarproze$}, sofern a;; # 1
ist, und wéhlt jede der moglichen Tiiren mit der gleichen Wahrscheinlich-
keit. Man stelle die Ubergangsmatrix A auf und berechne limy,_, o, A*.

a) b) ¢)
1 1 1 4
A A A 6 “A
7 == 3 T=5x8
I6:: 8 Ié:: ¥< I9I >\é
¥< I4|::5 >2 ¥< IZi::|5I >2

Hinweis: Man nutze jeweils die Symmetrien des Systems aus.

Aufgabe 3.4.9 Fiir 0 <i,j < n sei a;; = (?) (%)J (1- 1)n_j .

Man zeige, dal A = (a;j) ein Martingal ist.
(Fiir eine Interpretation von A siehe [11], 8.9 b).)

Hinweis: Man beweise fiir alle ¢ € R die Identitat

(") e s

=0
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3.5 Die Spur

Definition 3.5.1 Ist A = (a;;) € (K)p, so definieren wir die Spur von A
durch

Satz 3.5.2

a) Die Spur ist eine K -lineare Abbildung von (K), in K mit
SpA = SpAt.

b) Fir A,B € (K), gilt SpAB = Sp BA.
Ist insbesondere B invertierbar, so ist Sp B~'AB = Sp A.

Beweis. a) Die Behauptung ist trivial.
b) Fiir A = (a;5) und B = (b;;) ist

SpAB = iiaijbﬁ =

i=1 j=1 j

Z bj,-a,-j = Sp BA.

n o n
=1 i=1

Daraus folgt
SpB 'AB =SpABB~! = Sp A.

O

Definition 3.5.3 Sei dimV < oo und A € Endg (V). Ist B irgendeine Ba-
sis von V, so setzen wir Sp A = Sp Ap. Wegen 3.5.2 b) ist Sp Ap unabhéngig
von der Basis B. Somit ist Sp A wohldefiniert.

Satz 3.5.4 Sei f eine K-lineare Abbildung von (K), in K mit f(AB) =
f(BA) fir alle A, B € (K),,. Dann ezistiert ein ¢ € K, so dafs

f(A) =¢SpA fir alle A € (K),.

Beweis. Wir verwenden die Basis [E;; |4,j = 1,...,n] von (K), aus 3.3.6.
Fiir i # j gilt dann

f(Eij) = f(EijEj5) = f(Ej;Ei;) = f(0) = 0.

Ferner ist
f(Eiu) — f(En) = f(EaEyu — EnuEin) =0.
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Fiir (a;;) = Y., aij E;j folgt somit

ij=1
f((aij)) = Z aij f(Eij) = f(En) Zau‘ = f(a11) Sp A.
ig=1 i=1

O

Da die Spur einer Matrix einfach zu berechnen ist, sind Beweise, welche
die Spur verwenden, oft besonders elegant. Wir geben eine Kostprobe.

Beispiel 3.5.5 a) In der Quantenmechanik spielt die sogenannte Heisen-
berg®-Gleichung

(H) AB—-BA=E

fir A, B € Endg (V) eine fundamentale Rolle. Sie ist eng mit der Unschérfe-
Relation verbunden (siehe 8.3.11). Wir zeigen:

Ist dim V = n < oo und Char K = 0 oder Char K kein Teiler von n, so hat
(H) keine Losung.

Aus AB — BA = F folgt namlich 0 = Sp(AB — BA) = Sp E = n, also ist
Char K ein Teiler von n.

b) Ist dim V' hingegen unendlich, so kann es Losungen von (H) geben. Sei
etwa V der R-Vektorraum der ganz-rationalen Funktionen auf R und seien
A, B € Endg (V) mit

(Af)(z) = f'(x) und (Bf)(z) = zf(x)
fir f € V. Dann ist
(AB—BA)f = (zf) —zf' =,

also AB — BA = E. (Dies ist die Vertauschungsrelation fiir den Impulsope-
rator A und den Ortsoperator B.)

Aus 3.5.2 b) folgt Sp(BC — CB) = 0 fiir alle B,C € (K),. Nicht ganz
trivial ist die Tatsache, daf} fiir Char K = 0 auch eine Umkehrung gilt.

Satz 3.5.6 Sei Char K = 0 und A € (K), mit SpA = 0. Dann gibt es
B,C € (K), mit A=BC —CB und SpB =SpC = 0.

6Werner Heisenberg (1901-1976) Leipzig, Berlin, G6ttingen, Miinchen. Theoretischer
Physiker; Quantenmechanik, Quantenfeldtheorie.
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Beweis. a) Wir zeigen zuerst, daf es ein T' € (K),, gibt mit
T 1AT = (cij) und c¢11 =...=cpn =0.

Sei A # 0. Wegen Char K = 0 hat A nicht die Gestalt aF mit a € K. Nach
3.1.10 a) gibt es daher ein v € K™ derart, da§ v und Av linear unabhéngig
sind. Indem wir v, Av als Anfang einer Basis wéhlen, erhalten wir durch
Basiswechsel ein S € (K),, mit

0 bi2 ... b1y

sias— | ™
By

bnl

mit Sp By = 0. Gem#$ einer Induktion nach n gibt es ein R € (K),,_1 mit

-1
10 —1 10 . 0 * . -
(o R) S AS(O R)_<*R—1BOR>_(C”)

und ¢c11 = ... =cpy = 0.
b) Wegen Char K = 0 und n > 1 hat die Diagonalmatrix

1 dq1
2 dao

n—1 dn—ln—l

n(n—1)
= nn

die Spur 0 mit paarweise verschiedenen d;;.
Wir betrachten o € Endg ((K),,) mit aX = XD — DX. Ist X = (z;;),
SO gllt aX = (y”) mit Yij = (dj — d”)x” Dies Zeigt

Bilda < {(ci;) | c11 = ... = cnn = 0}.

Da D lauter verschiedene Diagonalelemente hat, ist Kern a nach 3.3.20 b)
die Menge aller Diagonalmatrizen. Damit folgt

dimBild a = n? — dimKern a = n? — n.

Dies zeigt
Bilda = {(Cij) | Cl1 = ... = Cnn = 0}
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c) Ist Sp A =0, so gibt es nach a) und b) Matrizen T,Y € (K),, mit
T~'AT =YD - DY.

Indem wir Y durch Y + Z mit einer geeigneten Diagonalmatrix Z ersetzen,
konnen wir SpY = 0 annehmen. Dann ist

A=TYT ' -TDT'—TDT'-TYT !
mit SpTYT~! =SpTDT~! = 0. O

Aufgabe 3.5.1 Sei dimV < oo und A € Endg (V). Ferner sei U < V mit
AU < U. Dann gilt
SpA=SpAy +SpAy,u.

Aufgabe 3.5.2 Fiir Char K = p finde man Matrizen A, B € (K), mit
AB—- BA=F.
Aufgabe 3.5.3 Sei dimV < oo und A € Endg (V).

a) Gibt es ein m mit A™ = 0, so gilt Sp A7 = 0 fiir alle j = 1,2,....

b) Sei Char K = 0 und Sp A’/ = 0 fiir j = 1,2,.... Dann gibt es ein
m € N mit A™ = 0.

Hilfe: Man wéhle eine moglichst kurze Relation der Gestalt
aOE—I—alA—I—...—}—akAk =0

mit ag # 0, folgere Kern A # 0 und wende Induktion nach dim V' an.
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3.6 Projektionen und direkte Zerlegungen
Definition 3.6.1 Sei V ein K-Vektorraum.

a) Ein P € Endg (V) heiit eine Projektion, falls P2 = P gilt.

b) Seien V; <V (i = 1,...,m). LaBt sich jedes v € V auf genau eine
Weise schreiben als

V=" +...+ v, mit v; €Vj,

so schreiben wir

und nennen V die direkte Summe der V;. Insbesondere haben wir
V=WVi+...+V,.

Beispiele 3.6.2 a) Ist [vy,...,v,] eine Basis von V, so gilt offenbar
V=(v1)®...0 (vp).

b) Sei U < V und sei W ein Komplement von U in V' im Sinne von 2.7.9,
also V=U+ W und UNW = 0. Dann hat jedes v € V die Gestalt

v=u+w mit uelU, weW.

Ist auch
v=u; +w; mit uy €U, w1 € W,

so folgt
u—ur=w—weUnwW=0.

Alsogit V=UaW.
c) Seien W; K-Vektorrdgume fiir j = 1,...,m. Dann wird

V:{(wl,...,wm)|w]~ EWj}

ein K-Vektorraum durch komponentenweise Durchfithrung der Operatio-
nen. Setzen wir

Vi ={(0,...,0,w;,0,...,0} | w; € W;},

so gilt W; =2 V; <V und offenbar V=V, @& ... ® V.
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Satz 3.6.3 Sei V ein K-Vektorraum und V; <V (j=1,...,m).

a) Genau dann gilt V = &L, V;, falls
V=3 Viund (Vi+ .o+ V)NV =0 fir 1 <j <m ist.

b) Ist dimV < oo und V. =@y, Vj, so ist dimV = 27:1 dim V}.
Beweis. a) Sei zuerst V = @7, V), also V.=V + ... + V. Ist

J J
dvi=vi1 € () V)NV,
i=1 i=1
so liefert die in 3.6.1 geforderte Eindeutigkeit v = ... =vj41 = 0.

Seien umgekehrt (Zgzl Vi) N Vjy1 = 0 fiir alle 1 < j < m. Sei ferner
Z?:lvj = 0 mit v; € V; und vy, # 0 mit 1 <k < m. Dann ist

k—1 k—1
o= we (N nv=0
j=1 j=1

ein Widerspruch. Aus Z;nzl v; = 0 mit v; € Vj folgt also v; = 0 fiir alle j.
Dies liefert die in 3.6.1 geforderte Eindeutigkeit. Somit ist V' = @7, V.
b) Sei V = @7, V;. Nach a) gilt
dimV = dim Y75 V; + dim V,,, — dim (37" V) N Vi,
= dim 7"V + dim V..
Durch triviale Induktion folgt dann dimV = Z;nzl dim V. O

Satz 3.6.4 Sei V ein K-Vektorraum und P = P? € Endg (V).
a) Dann gilt V = Kern P @ Bild P. Fiir v € Bild P ist dabei Pv = v.

b) SeidimV < co. Sei By eine Basis von Kern P und By eine Basis von
Bild P. Dann ist offenbar B = By U Bs eine Basis von V, und P ist
die Diagonalmatriz

Pp
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mit v(P) Einsen in der Diagonalen zugeordnet. Ist Char K = 0, so
folgt Sp P = r(P).

c) E — P ist die Projektion mit
Bild(F — P) =Kern P und Kern(E — P) = Bild P.
Beweis. a) Fir v e V gilt v = (v — Pv) + Pv. Wegen
P(v— Pv) = Pv— P?*v=0
ist v — Pv € Kern P. Dies zeigt V = Kern P 4 Bild P. Ist
w = Pv € Kern PN Bild P,

so folgt
0= Pw = P?>v=Pv=uw.

Also gilt V = Kern P & Bild P. Fiir v = Pw € Bild P gilt ferner
Py = P?w = Pw = .

b) Dies ist die Ubersetzung von a) in die Matrizensprache.
c) Wegen
(E-P?=E-2P+P>=E—-P

ist auch ¥ — P eine Projektion. Man bestétigt leicht
Bild(E — P) = Kern P und Kern(E — P) = Bild P.
g

Den allgemeinen Zusammenhang zwischen Projektionen und direkten
Zerlegungen liefert der folgende Satz.

Satz 3.6.5 Sei V ein K-Vektorraum.
a) Ist V. = @], V;, so definieren wir P; € Endg (V) durch

P@(Z 'Uj) =wv; fir v; € Vj.
j=1
Dann gelten
P?=P;, PPj=0 fir j#i und P, +...+ P, =E.

Dabei ist V; = Bild P;.
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b) Seien umgekehrt P? = P; € Endg(V) (i = 1,...,m) mit P,P; =0
firj#iund P+ ...+ P, = E. Dann gilt V = &, Bild P;.
Beweis. a) Offensichtlich sind die P; wohldefiniert und erfiillen die angege-
benen Relationen.
b) Fir alle v € V gilt v = Ev = Y.;"  Pv € Y . BildP,. Also ist
V=>3" BildP,. Aus

m
v:ZPiwi mit w; €'V

1=1
folgt
Pj’l} = ZP]Pzwz = ijj.
=1

Daher gilt V = @2, Bild F;. 0

Definition 3.6.6 Sei V' ein K-Vektorraum und sei A eine Teilmenge von
Endg (V). Wir sagen, dal ein Unterraum U von V' A-invariant ist, falls
AU < U fiir alle A € A gilt.

Der Nutzen unserer Begriffsbildung fiir die feinere Untersuchung von
linearen Abbildungen beruht weitgehend auf folgendem Lemma.

Lemma 3.6.7 Sei V ein K-Vektorraum und P = P? € Endg (V). Sei A
eine Teilmenge von Endg (V) mit AP = PA fir alle A € A. Dann gilt
V = Kern P @ Bild P, wobei Kern P und Bild P A-invariant sind.

Beweis. Ist v € Kern P und A € A, so gilt PAv = APv = 0. Somit ist
Av € Kern P. Ist v = Pw € Bild P, so folgt Av = APw = PAw € Bild P.O

Beispiel 3.6.8 Sei V' ein K-Vektorraum und Char K # 2. Weiterhin sei
A € Endg (V) mit A?2 = E. Wir setzen

1

also E— P = 2(E — A). Dann ist P? = J(E+ 24+ A*)=L(E+A) =P
und L
AP:im+A%:P:PA

Ferner ist auch (F— P)? = E— P und A(E—P) =
Somit gilt

L(A—A%) = —(E-P).

V = Bild P @ Bild(E — P).
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Fiir v = Pw € Bild P folgt Av = APw = Pw = v. Fiir v = (E — P)w ist
hingegen Av = A(F — P)w = —(E — P)w = —v.

Eine Verallgemeinerung dieser Aussage befindet sich in Aufgabe 3.6.5

Satz 3.6.9 (Maschke”) Sei V ein K-Vektorraum mit dimV < oo und G
eine endliche Teilmenge von End g (V'), die beziiglich der Multiplikation eine
Gruppe ist. Sei Char K = 0 oder Char K = p und p 1 |G|. Sei schliefSlich
U ein G-invarianter Unterraum von V. Dann gibt es einen G-invarianten
Unterraum W <V mit V=Uao W.

(Die Behauptung des Satzes wird in der Matrizensprache deutlich:

Sei G eine endliche Gruppe von invertierbaren Matrizen aus (K), und
Char K t |G|. Es gebe ein m € N mit 1 < m < n derart, daf jedes G € G

die Gestalt
o A11(G) A12(G)
0 Az (G)

hat mit A11(G) vom Typ (m,m). Dann gibt es ein invertierbares B € (K),

derart, dafl
_ A (G) 0
B 1GB — 11 )
( 0 Axn(G)

fiir alle G € G gilt.)

Beweis. Sei gem#f 2.7.9 b) nun V = U @ U’ und sei P = P? die Projektion
mit Bild P = U und Kern P = U’. Wegen Char K 1 |G| < co kénnen wir

MZG lpag

Geg

bilden. Wir zeigen:

(1) Fir u € U gilt Qu = w:

Wegen Gu € GU < U gilt G"'PGu = G~'Gu = u. Daher folgt Qu = u.
(2) Fiir alle v € V gilt Qu € U:

Dies folgt aus G"1PGv € G™1U < U. Aus (1) und (2) erhalten wir bereits
Q?=Qund BildQ = U.

(3) Fur alle H € G gilt HQ = QH:

Wir haben

HQ = — al Z (HG"YP(GH YH

1
| E Y "PYH = (QH.
Geg

Yeg

~ gl Q

"Heinrich Maschke (1853-1908) Berlin, Chicago. Gruppentheorie, Differentialgeome-
trie.
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(Dazu beachte man, daf die Abbildung G — GH~! auf G bijektiv ist.)
Mit 3.6.7 folgt
V=BildQ ®Kern@Q = U & KernQ

und G Kern @ < Kern @ fiir alle G € G. O
Aufgabe 3.6.1 Sei dimV < oo und V; < V (i = 1,...,m). Dann sind
gleichwertig:

a) V=o,V.

b) V=>",Viund dimV = >"7", dimV;.

Aufgabe 3.6.2 Seien P und @ Projektionen aus Endg (V).
a) Ist P+ @ eine Projektion und Char K # 2, so gilt PQ = QP = 0.

b) Ist PQ = QP, so ist PQ die Projektion mit
Kern PQ = Kern P 4+ Kern @ und Bild PQ = Bild P N Bild Q.

c) Ist PQ = QP, soist R= P+ @Q — PQ die Projektion mit
Kern R = Kern P N Kern @ und Bild R = Bild P + Bild Q.

Aufgabe 3.6.3 Sei Char K = 0 und V ein K-Vektorraum mit dim V' < oo.
Sei G eine endliche Teilmenge von Endg (V'), die beziiglich der Multiplika-
tion eine Gruppe bildet.

a) Dann ist
Vo={v|veV, Gv=v firalle G € G}

ein Unterraum von V', und

ist eine Projektion mit Bild P = V) und PG = GP fiir alle G € G.
b) Es gilt

1
dimVy) = — Spd.
0 rm;eg P

Aufgabe 3.6.4 Sei V ein K-Vektorraum und seien V; <V (i =1,...,m)
mit dim V/V; < o0.
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a) Wir bilden gemé8 3.6.2 c) die direkte Summe W = @, V/V;. Dann
wird durch
Av=(v+Vi,...,v+ V)

ein A € Homg (V, W) mit Kern A = N, V; definiert.
b) Es gilt (siehe 2.9.3)

dimV/ N, V; <) dim V/Vi.

=1

c) In b) gilt genau dann Gleichheit, wenn V = V; + N4 V; fir alle
1=1,...,m ist.

Aufgabe 3.6.5 Sei V ein (C Vektorraum und A € End¢(V) mit A™ = E
Sei ferner € = cos 2F + isin 2Z. Wir setzen

1
eIk AR
0

3

1

>
Il

fir j=0,...,m— 1.
a) Man beweise AP; = ¢’ P; fiir alle j.
b) Man folgere P;P; = §;;P; und E = Zm:_l P;.
c) Esgilt V =" ' Bild P;. Fiir v; € Bild P; ist Av; = e’v;.

(Eine dhnliche Konstruktion kommt in der Gleichungstheorie als Lagran-
ge’sche Resolvente vor.)
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3.7 Anwendung: Grundbegriffe der Codierungstheorie

In 2.6.5 haben wir bereits gesehen, wie man Fehler bei der Ubertragung von
Daten erkennen kann. Wir wollen uns in diesem Paragraphen etwas néiher
mit diesem Problemkreis beschéftigen, um nicht nur Fehler zu erkennen
sondern auch mit moglichst wenig Aufwand korrigieren zu kénnen.

Problemstellung 3.7.1 Uber einen Kanal (Telefonleitung, Atmosphire,
magnetisches Band, CD) sollen digitale Daten von einem Sender zu einem
Empféanger iibertragen werden. Dabei verursache der Kanal zufillige Storun-
gen in den Daten, bedingt etwa durch atmosphérisches Rauschen, Interfe-
renzen, Anderung der Magnetisierung, Kratzer auf der CD usw.

Nachricht

Empfinger

Aufgabe der Codierungstheorie ist es, Daten gegen derartige Fehler zu
sichern. Ein naives Verfahren, welches man anwenden konnte, ist die n-fache
Wiederholung der gesendeten Nachricht.

Nachricht Codierer Kanal Decodierer Nachricht
Ja=0 0 |00000 00000 + +1 01001 01001 0
Nein = 1 11111 01001 — 00000 0=Ja

In diesem Beispiel wiederholt der Codierer die Nachricht 0 fiinfmal.
Der Kanal stort das gesendete Wort 00000 zu 01001. Der Decodierer ent-
schliisselt nun das empfangene Wort 01001 zu dem Codewort, welches zu
01001 am n&chsten liegt, also 00000.

Durch die fiinffache Wiederholung kann man, wie man unmittelbar sieht,
bis zu zwei Fehler korrigieren. Ein derartiger Wiederholungscode ist in der
Regel zu aufwindig, d.h. fiir die Praxis zu teuer. Will man e Fehler mit
diesem Verfahren korrigieren, so mufl n > 2e + 1 sein. Ein Bit Information
erfordert bei diesem Verfahren n — 1 redundante Bits. Hier dréngt sich die
Frage auf: Wie kann man die Korrektur von e Fehlern effizienter bewerk-
stelligen?
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Beispiel 3.7.2 Die Nachricht bestehe nun aus Paaren von Bits, denen
durch die folgende Festsetzung 5-Tupel als Codeworte zugeordnet werden.

Nachricht Codewort
00 00000
01 01101
10 10110
11 11011

Die Korrektur eines Fehlers ist hier moglich, denn jedes vom Empfanger
erhaltene Wort mit hochstens einem Fehler ist ndher zum tatséchlich gesen-
deten Codewort als zu allen anderen.

Ein Wiederholungscode hingegen bendétigt dafiir 6-Tupel, also ein Bit
mehr Redundanz. Man beachte, dafl die obigen Codeworte einen Unter-
raum im (Zz)?, also einen Vektorraum bilden. Nur mit solchen sogenannten
linearen Codes werden wir uns in diesem Abschnitt beschéftigen.

Definition 3.7.3 Sei K ein endlicher Korper.

a) Ein (linearer) Code C' der Lénge n tiber K ist ein Unterraum des K.
Die Elemente von C heiflen Codeworte. Ist dim C' = k, so nennen wir
C' einen [n, k]-Code. Im Fall |K| = 2 heifit C' bindr, im Fall |[K| = 3
terndr. Die Redundanz von C' ist definiert als n — k.

b) Auf K™ definieren wir den Hamming®-Abstand d wie folgt:
d(u,v) == [{i | wi # vi}],
wobel u = (u1,...,u,) € K™ und v = (v1,...,v,) € K™.
c) Sei C' < K"™. Die Minimaldistanz d = d(C) von C' ist definiert durch
d(C) :==min{d(c,c) | ¢, € C, c # '}

Ist dim C' = k, so nennen wir C' auch einen [n, k, d]-Code.

d) Fir v = (u1,...,u,) € K" setzen wir Tr(u) = {u; | u; # 0} und
wt(u) = | Tr(u)| = d(u,0). Wir nennen wt(u) das Gewicht von wu.

Der Hamming-Abstand liefert offenbar die mathematische Présizierung
des in den obigen Beispielen gebrauchten Begriffs 'néher’.

8Richard Hamming (1915 - 1998). Mathematiker und Pionier der Computerwissen-
schaften; arbeitete bei Bell Telephone Laboratories und als Prof. an der Naval Postgra-
duate School in Monterey.
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Satz 3.7.4 Der Hamming-Abstand definiert auf K™ eine Metrik, d.h. es
gilt fir alle u,v,w € K"

(1) d(u,v) > 0 und d(u,v) =0 genau fir v =v.

(2) d(u,v) = d(v,u).

(3) d(u,v) < d(u,w) + d(w, v) (Dreiecksungleichung).
Ferner ist der Hamming-Abstand translationsinvariant, d.h. es gilt

(4) dlw+w,0 +w) = d(u,v),

Beweis. Die Aussagen (1) und (2) sind offensichtlich. Nach Definition der
Hamming-Distanz ist d(u,v) die kleinste Anzahl von Koordinatendnderun-
gen, die man braucht, um u in v zu iiberfithren. Diese Zahl ist natiirlich
kleiner oder gleich der kleinsten Anzahl von Koordinateninderungen, die
man benétigt, um zunéchst v in w und dann w in v zu iiberfithren. Also
gilt (3). Ferner ist u; # v;, genau falls u; + w; # v; + w; ist. Also gilt

d(u,v) = {i | u; #vi}| = [{7 | ui +wi # vi +wi}| = d(u+w,v+w)
fiir alle u,v,w € K™. O

Die Translationsinvarianz von d liefert

d(C) = min{d(¢,c) | ¢,d € C, ¢ # '}
= min{d(c—,0) | ¢, € C, c# '}
= min{d(c,0) | 0 # c € C}.

Der Hamming-Abstand spielt nicht nur in der Codierungstheorie eine
zentrale Rolle. Er wird auch zunehmend bei der Beschreibung von geneti-
schen Prozessen verwendet (siehe [4]).

Bemerkungen 3.7.5 Sei C < K" und |K| = q.

a) Wird ¢ € C gesendet und v € K™ empfangen, so ist d(v,c) die Anzahl
der bei der Ubertragung aufgetretenen Fehler.

b) Sei e € N die groBte ganze Zahl mit 2¢+1 < d(C). Sind bei der Ubertra-
gung von ¢ € C' hochstens e Fehler passiert, so kann aus dem empfangenen
Wort v das gesendete Codewort ¢ € C eindeutig bestimmt werden durch

d(v,c) = min{d(v,d) | ¢ € C}.

Dies sieht man wie folgt: Sei B.(v) = {v' € K™ | d(v,v") < e} die Kugel um
v € K™ mit Radius e. Sind ¢, ¢ zwei verschiedene Codeworte, so liefert die
Voraussetzung 2e + 1 < d(C), dafl Be(c) N Be(¢') = 0 ist.
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d(e,d) > d*(C)>2e+1

Die Kugel Be(c) enthilt alle v € K™, welche durch Verfilschung an héchstens
e Positionen aus ¢ entstehen.
c) Fir e < n gilt

€

| Be(z)| = | B(0)| = <?>(q—1)j fiir alle x € K™ :

J=0

Offenbar ist « : B¢(0) — Be(z) mit oy = = + y eine Bijektion. Der Wert
fiir | B.(0)| berechnet sich wie folgt: Es gilt [{a | a € K", wt(a) = j}| =
(?) (¢ — 1), denn fiir die j Positionen, an denen a # 0 ist, haben wir (j)
verschiedene Moglichkeiten, und an jeder Position diirfen wir jedes beliebige
Element # 0 aus K einsetzen.

d) Sei wieder 2e +1 < d = d(C') mit maximalem e. In b) haben wir gezeigt,
da dann B.(c) N Be(c") = 0 fiir alle ¢ # ¢’ € C gilt. Mit ¢) erhalten wir nun
die sogenannte Hamming-Schranke

q" = |K"| > |Ucec Be(c)| = |C|| Be(0 |—|C|Z< ) -1y

Nun erhebt sich die Frage:

Gibt es einen [n, k,d]-Code C, so daf$ die Kugeln ganz K™ disjunkt tiber-
decken?

Derartige Codes heiBen perfekt. Sie erfordern wegen |C| = ¢* und c) die
Kugelpackungsgleichung

- o

Ist C' # 0, so mul d = 2e+1 gelten. (Aufgabe 3.7.1 a)). Neben den trivialen
perfekten Codes, ndmlich C = K™ und dem bindren Wiederholungscode
C = {(0,...,0),(1,...,1)} < Z3 mit n ungerade (Aufgabe 3.7.1 b)) gibt
es nur sehr wenige perfekte Codes, wie 1973 Tietdviinen und unabhéngig
davon Zinov’ev und Leont’ev im gleichen Jahr gezeigt haben:
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Sei C' ein nichttrivialer perfekter [n, k,d]-Code. Dann tritt einer der fol-
genden Fille ein:

k__l,n—k,3,2§k€N und q = | K| beliebig,
1 qq T
(2) [23,12,7] und q = 2,

(3) [11,6,5] und q = 3.

Man bestéitigt sofort, daf§ die Parameter in (1) - (3) die Kugelpackungs-
gleichung erfiillen. Die zugehotrigen Codes werden wir noch kennenlernen.

Bemerkung 3.7.6 Zwar gilt die Kugelpackungsgleichung

2
290 - 278 Z <90>a
=0 7

aber es gibt keinen (perfekten) [90, 78, 5]-Code iiber K mit |K| = 2.
Dies sieht man so:
Angenommen, C sei ein solcher Code. Dann betrachten wir

M={a=(a;)|a€ K a; =ay=1, wt(a) = 3}

und

N={c=(¢)|ceC,ec; =co =1, wt(c) =5}

und berechnen

90
t={(a,c)[ae M, ceN,D aic; =1}.

=1

Die Bedingung Z?ﬂl a;c; = 1 verlangt, daB fiir das einzige a; = 1 mit ¢ > 3
auch ¢; =1 gilt.

(1) Zu jedem ¢ € N gibt es offenbar genau drei a € M mit 2?21 a;c; = 1.
Also gilt t = 3|N].

(2) Da die Kugeln vom Radius 2 um die Codeworte ganz K®° {iberdecken,
gibt es zu a € M ein ¢ € C' mit wt(c — a) < 2. Wegen ¢ # 0 ist wt(c) > 5.
Ist ¢ = (0,0,...),(1,0,...),(0,1,...), so erhalten wir wt(c — a) > 6 bzw.
> 4, ein Widerspruch. Es folgt ¢ = (1,1,...) und wt(c) = 5, also ¢ € N.
Haben c1,ce € N diese Eigenschaft, so folgt ¢; — co = (0,0,...) € C und
wt(cyp —cg) <4, also ¢1 = ¢3. Zu jedem a € M existiert also genau ein ¢ € N/
mit 300 a;c; = 1. Wir erhalten somit ¢ = [M| = 88. Aber 88 = 3|N/] ist
unmoglich.
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Beim Entwurf von ¢ < K™ mdchte man die Minimaldistanz d*(C')
moglichst grofl machen, um viele Fehler korrigieren zu konnen. Anderer-
seits soll aus Kostengriinden die Redundanz n — k (k = dim C') moglichst
klein sein. Beide Forderungen sind nur beschréinkt erfiillbar, denn es gilt:

Satz 3.7.7 (Singleton-Schranke) Sei C' ein [n, k]-Code iiber dem Kdirper
K. Dann gilt
d(C)<n—-k+1.

Beweis. Sei d = d(C). Wir betrachten die lineare Abbildung
A: K" — K40 (g, x) = (21, Tped g1)-

Sei ¢ € C mit Ac = 0. Folglich gilt ¢; = 0 fiir + = 1,...,n — d+1 und
somit wt(c) <n — (n —d+1) = d—1. Die Definition von d erzwingt ¢ = 0.
Also ist die Einschrankung As von A auf C' ein Monomorphismus. Es folgt
C = AC < K"~ 441 Somit ist

k=dimC < dim K" 4+ =p — d+1.

Beispiel 3.7.8 Sei |K| =2 und C der bindre Code
C:={(c1,...,¢c7) € K’ | c5 = c14catcs, cg = catestcy, 7 = c1+cotey}

in K7. Offenbar gilt dim C' = 4. Setzen wir

1110100
H=10111010] € (K)s37
1101001

so gilt
C={c=(c1,...,c7) € K" | Hc' = 0} = Kern H.
Die Matrix H heifit Kontrollmatriz fiir C. Es gilt
r(H) = dim K" — dimKern H = 7 — dim C = 3.

Was ist d = d(C)?
Sei h; die i-te Spalte von H. Fiir ¢ = (¢, ...,¢7) € C gilt dann

0 1 1 0 7
0)=H|: |=cal0]+. . +e|0]=D ciha
0 1 1 i=1

C7
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Da die Spalten von H paarweise verschieden sind, hat 0 # ¢ € C' mindestens
drei Eintrége ¢; # 0. Also gilt d > 3. Ferner ist (1,0,0,0,1,0,1) € C, also
d=3.

C' ist somit ein bindrer [7,4, 3]-Code, ein sogenannter Hamming-Code (vgl.
3.7.11). Er kann einen Fehler korrigieren.

Bemerkung 3.7.9 a) Jeder [n, k]-Code C hat eine Kontrollmatriz; d.h. es
existiert ein H € (K),—g,n, so dafl

C={c=(c1,...,¢,) € K" | Hc' =0} = Kern H.

Wir schreiben dazu K™ = C®C’, wobei C’ ein Komplement von C' in K™ ist,
und betrachten die lineare Abbildung A : K™ — C’ mit A(c+¢’) = ¢/, wobei
c e C und ¢ € (' ist. Sei B eine Basis des K™ und B’ eine Basis von C".
Dann gilt H = pAp € (K)p—p,n und r(H) = dimBild A = dimC’ = n — k.
Insbesondere ist H von maximalem Rang n — k. Ferner gilt C' = Kern H.
b) Statt der Angabe einer Kontrollmatrix kann man einen [n, k]-Code auch
durch eine Erzeugermatriz beschreiben. Dies ist eine Matrix G € (K)g.p,
deren Zeilen eine Basis fiir C' bilden.

Die Minimaldistanz 1&t sich mittels einer Kontrollmatrix wie folgt be-
stimmen.

Satz 3.7.10 Sei C ein linearer n, k|-Code tiber K mit Kontrollmatriz H.
Sei ferner k > 1, d.h. C besteht nicht nur aus dem Nullvektor (0,...,0).
Dann gilt

d(C) = min{s € N | es gibt s linear abhingige Spalten von H }
= max{s € N| je s —1 Spalten von H sind linear unabhingig}.

Beweis. Seien hy,...,h, die Spalten von H € (K),_.. Seien h;,, ..., h;,
linear abhéngig, wobei s > 1 minimal gew#hlt sei. Man beachte: Die Spalten
hi,...,hy sind wegen k > 1 linear abhéngig, denn r(H) < min{n — k,n} =
n — k < n. Somit gibt es eine Relation

chhj:0 mit ¢; € K, ¢;; # 0 fiir alle j = 1,...,5s und ¢; = 0 fiir ¢ # ;.
j=1

Setzen wir ¢ = (c1,...,¢,) € K", so folgt

Cn J
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also 0 # ¢ € C. Da das Gewicht wt(c) = s ist, folgt d(C') < s. Angenommen,
es gibe ein 0 # ¢ € C mit wt(c) < s. Dann ist Hc® = 0, und H hat wt(c) < s
linear abhéngige Spalten, entgegen der Wahl von s. a

Wir konstruieren nun eine Serie von perfekten Codes.

Beispiel 3.7.11 (Hamming; 1950) Sei K ein endlicher Kérper mit | K| = g.
Ferner sei K € N mit k > 2. Seien V4, ..., V,, die samtlichen 1-dimensionalen
Unterriume des K*. Es gilt dann

n = =¢" 14+ .. . +qg+1>qg+1>3.

Sei genauer V; = Kv; mit v; € K* fiir i = 1,...,n. Im Fall |K| = 2 sind die
v; gerade die von Null verschiedenen Vektoren des K*. Wir setzen

V11 V12 - Vin
H = (v1,v2,...,0,) = € (K)kn

)

Vg1 Vk2 *°* Ukn
und definieren den Code C durch
C:={c=(c1,...,cn) | Hc" =0}.

Offenbar ist r(H) = k, also dimC = dimKern H = n —r(H) = n — k.
Da je zwei Spalten von H linear unabhéngig sind, liefert 3.7.10 unmittelbar
d(C) > 3. Ferner enthélt H als Spalte auch einen Vektor aus K (v + vg).
Somit gibt es 3 linear abhéngige Spalten von H. Also ist d(C') = 3, und

C ist ein [qk_l ,n—k 3} Code, welcher Hamming-Code genannt wird. Mit

ihm kann man einen Fehler korrigieren. Die Hamming-Codes sind perfekt,

denn mit e = % = 1 erhalten wir die Kugelpackungsgleichung

q"" ’“Z( ) -1 =¢" *(1+nlg-1)=q¢""¢" =q".

Sie haben die Parameter aus (1) in 3.7.5 d).

Hamming-Codes erlauben wegen der Perfektheit schone Anwendungen.
Wir geben im folgenden ein Beispiel.
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Anwendung 3.7.12 Gegeben sei ein Team von n > 3 Spielern. Jeder der
Spieler hat einen griinen oder roten Hut auf seinem Kopf und kann die
Farben der Hiite seiner Mitspieler sehen, aber nicht die seines eigenen. Die
Spieler sollen nun gleichzeitig und ohne Kommunikation untereinander die
Farben ihrer eigenen Hiite erraten oder einfach passen. Dem Team sei jedoch
erlaubt, vor dem Spiel eine Antwortstrategie zu entwerfen. Es gewinne, falls
wenigstens einer richtig und keiner falsch rat.

Was ist die bestmogliche Strategie? Falls genau einer riat und alle anderen
passen, so ist die Gewinnwahrscheinlichkeit offenbar gleich % Fir n = 3
konnen wir die Gewinnwahrscheinlichkeit leicht auf % verbessern, indem
wir die folgende Strategie wahlen:

Sieht ein Spieler zwei Hiite gleicher Farbe, so wahlt er fiir seinen eigenen
Hut die andere Farbe; sieht er zwei verschiedene, so pafit er.

Das Team verliert offenbar genau dann, wenn alle Hiite die gleiche Farbe
haben. Die Gewinnwahrscheinlichkeit P ist also

Konnen wir diese Wahrscheinlichkeit noch verbessern, und wie sieht die
Antwort fiir allgemeines n aus ?

Wir fassen das Problem nun mathematisch. Dazu identifizieren wir die Far-
ben griin und rot mit den Elementen des Korpers K = {0, 1}. Sei

F={f=(f1,-- s fa) | fi : K"' = {0,1,passe}, i =1,...,n}

Wir kénnen f; als die Antwortfunktion fiir den Spieler ¢ auffassen und F
als die Menge der Strategien. Sieht der Spieler ¢ die Farbkombination u =
(U1, ...y up—1) € K" 1, so withlt er f;(u) fiir seinen Hut. Sei K"(f) C K™
die Menge der Farbkombinationen, bei der das Team bei der Strategie f € F
gewinnt. Ferner nennen wir C' C K™ eine 1-Uberdeckung von K™, falls

K" = UCECBl(C)7
wobei die Vereinigung nicht notwendig disjunkt sein muf}. Mit diesen Be-
zeichnungen gilt nun:
(i) Fir f € F ist C(f) = K™\ K"(f) eine 1-Uberdeckung des K™.

(ii) Ist C eine 1-Uberdeckung des K™, so exisiert ein f € F, so daf
C=K"\K"(f) ist.

Die Aussage in (i) sehen wir wie folgt: Sei v = (v1,...,v,) € K" und
v & C(f). Also gilt v € K™(f). Da somit wenigstens ein Spieler richtig rit,
existiert ein ¢ € {1,...,n}, so da8

fil(vry ooy Vic1,Vig1, - 00)) = 5
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ist. Wir setzen nun ¢ = (c1,...,¢,) mit ¢; = v; fir j # ¢ und ¢; = v; + 1.
Da der Spieler i falsch rit, ist ¢ € K™(f), also ¢ € C(f) und d(c,v) = 1.
Damit ist (i) gezeigt.

Sei nun C eine 1-Uberdeckung des K. Wir wihlen f = (f1,..., f.) wie
folgt: Sei u = (u1,...,Ui_1,Uit1,---,Up) € K" L. Gibt es genau ein z € K
mit (Ug, ..., Uim1, Ty Uig1, .-, Up) € C, so setzen wir f;(u) = z, anderenfalls
fi(u) = passe. Wir zeigen nun, da8 K (f) = K™\ C ist.

Sei dazu v = (v1,...,v,) € K™\ C. Da C eine 1-Uberdeckung des K™ ist,

existiert ein 4 mit (v1,...,v;—1,v; + 1,0;41,...,0,) € C. Wegen
(U1, ey V4yevoyUp) € Cund (vy,...,0;—1,0; + 1,0i41,...,0,) € C gilt nach
Definition der f;, daB8 f;(vi,...,vi—1,Vi41,...,0n) = v; ist. Also rét der

Spieler ¢ seine Hutfarbe richtig. Wegen
(’Ul,. oG ,Uj_l,’Uj,Uj+1, 500 ,Un) =7 € C
gilt fj(vi,...,vj-1,vj41,...,0,) = v; oder passe. Somit ist v € K"(f), also

K™\ C C K"(f),
Sei umgekehrt v € K™(f). Dann gibt es ein ¢ mit

fi(’Ul, coo avi—hvi—i—la 000 ,Un) = V;.
Angenommen, (vy,...,v,) € C. Wire (v1,...,0;—1,0+1,011,...,0,) € C,
so wéire
fi(l}l, ey Ui—1,UV541, - - - ,Un) = U; aF 1,
was nicht stimmt. Also gilt (vy,...,v;—1,w,Viy1,...,0,) € C fir w =0, 1.
Dies liefert jedoch f;(vy,...,v;i—1,Vi41,...,v,) = passe, ein Widerspruch.

Somit gilt K™(f) € K™\ C. Damit ist auch (ii) gezeigt.

Die Aussagen in (i) und (i7) besagen gerade, daf} es eine Korrespondenz zwi-
schen der Menge der Strategien und der Menge der 1-Uberdeckungen des K"
gibt. Bei der Strategie f € F verliert das Team mit der Wahrscheinlichkeit
%—Q' = |02(_1{)| Die Gewinnwahrscheinlichkeit

o, Lo
2TL
wird also am groften, wenn C(f) eine 1-Uberdeckung des K™ mit |C(f)|
minimal ist. Dies tritt sicher dann ein, wenn C(f) eine disjunkte 1-Uber-
deckung ist. Ist n = 2¥ — 1, so kénnen wir fiir C = C(f) einen biniren
[n,n — k, 3] Hamming-Code wihlen. Es gilt dann

A 1

P=1-— .
2n i n+1
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Im Spezielfall n = 3 erhalten wir P = 1 —;11 = %. Die oben gewahlte Strategie
fiir 3 Personen ist also optimal. Ist n # 2¥ — 1, so withlen wir k& maximal
mit n’ = 2F —1 < n und setzen C' = C’ x K", wobei C" ein [n',n' —k,3]
Hamming-Code ist. Man sieht leicht, daB C eine 1-Uberdeckung des K"
ist, die zu einer Gewinnwahrscheinlichkeit grofier 1 — n%_l fithrt. (Mit nicht-

linearen 1-Uberdeckungen liBt sich asymptotisch P

~1_ _1 2
~ 1 — =5 erreichen.)

Im folgenden Beispiel geben wir Codes an, die die Singleton-Schranke
erreichen, und in der Praxis eine grofie Rolle spielen.

Beispiel 3.7.13 (Reed, Solomon; 1960) Sei K wieder ein endlicher Korper
mit |K| = ¢q. Ferner seien 2 < d < n < ¢ — 1. Die folgende Konstruktion

funktioniert also nicht fiir |K| = ¢ = 2. Seien ay, ..

dene Elemente aus K* und

ai
af

0/2 PR an

2 a2

. c (K)dfl,n'
d—1 d—1

a/2 N an

., 4y, paarweise verschie-

Wir zeigen zunéchst, dafl je d — 1 Spalten von H linear unabhéngig sind.

Setzen wir
Ay, C Qi
T=1": : € (K)dg—1,d-1,
ad_l oo a‘.i_l
11 1d—1
so gilt
a?1 ) a?d—1 agy
a; T
T=1|." o 0 = SD.
: 0
aldl_z ’ a’de__Ql aid_l
Dabher ist
r(T) =r(SD) = r(S) (da D regulér)
= r(S")
=d—1 (wegen 2.7.6 c))

Somit sind die Spalten von T linear unabhéngig. Sei

C={c|Hc"=0} < K"
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Fiir die Dimension von C' erhalten wir
dimC =dimKermmnH =n—r(H)=n—(d—1)=n—d+ 1.

Da je d — 1 Spalten von H linear unabhingig sind, folgt aus 3.7.10 die
Abschétzung d(C) > d. Da je d Spalten linear abhéngig sind, gilt sogar
d(C) = d. Somit ist C ein [n,n—d+1, d]-Code. Er wird Reed-Solomon-Code
genannt. Mit ihm kann man (d—1)/2 Fehler korrigieren. Ein Reed-Solomon-
Code erreicht die Singleton-Schranke wegen

dC)=d=n—(n—d+1)+1.

Reed-Solomon-Codes befinden sich auf den CDs. Sie eignen sich besonders,
wenn gehduft Fehler auftreten (verursacht durch Partikel, Kratzer, Finger-
abdriicke etc.)

Bei der Konstruktion der Hamming-Codes kénnen wir fiir die 1-dimen-
sionalen Unterrdume verschiedene Vertreter wéhlen als auch diese dann
in verschiedener Reihenfolge in der Kontrollmatrix anordnen. Beim Reed-
Solomon-Code kénnen wir ebenfalls die a; in verschiedene Spalten eintra-
gen. Dies liefert im wesentlichen nichts Neues, welches auf dem Begriff der
Aquivalenz von Codes beruht, dem wir uns nun zuwenden.

Definition 3.7.14 Sei d der Hamming-Abstand auf K.
a) Ein Isomorphismus A von K™ auf sich heifit eine Isometrie, falls
d(Az, Ay) = d(z,y)

fiir alle z,y € K™ gilt. Die Menge aller Isometrien bildet offenbar eine
Gruppe.

b) Sei M(K™) die Menge aller Abbildungen A von K™ in sich mit
Az, ..., xn) = (A1Tx1, - -+, GnTrp) ((z1,...,2,) € K"),

wobei a; € K* und 7 eine Bijektion von {1,...,n} auf sich ist. Der-
artige Abbildungen heiflen monomial.

Satz 3.7.15 Die volle Isometriegruppe von K™ ist M(K™). Insbesondere ist
M(K™) eine Gruppe, die Monomiale Gruppe genannt wird. Ist |K| = q, so
gilt |[M(K™)| = (¢ — 1)"nl.
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Beweis. Sei eq,...,e, die Standardbasis von K™, also
e; =(0,...,0,1,0,...,0)
mit der 1 an der i-ten Stelle. Fiir eine Isometrie A von K™ gilt dann
1 =wt(e;) = wt(Ae;)

fir ¢ = 1,...,n. Also ist Ae; = a;e; mit a; € K* und ¢/ € {1,...,n}.
Da A ein Isomorphismus von K" ist, mufl die Zuordnung i — i’ eine
Bijektion 7 von {1,...,n} auf sich definieren. Somit gilt A(z1,...,2,) =
(a1Tr1y -y AnTpy) fir (z1...,2,) € K™, Offenbar ist auch jede monomiale
Abbildung eine Isometrie von K™.

Sei nun |K| = ¢. Es gibt (¢ — 1)™ Moglichkeiten fir (aq,...,a,) € (K*)™.
Ferner gibt es wegen 1.3.8 und 1.3.5 ¢) genau n! Bijektionen von {1,...,n}
auf sich. Somit ist | M(K™)| = (¢ — 1)"nl. O

Definition 3.7.16 Wir nennen zwei Codes C7 und C5 in K" dquivalent,
falls es eine monomiale Abbildung A € M(K™) gibt mit AC; = Cs.

Vertauschen wir also die Spalten einer Erzeuger- bzw. Kontrollmatrix
von C' oder multiplizieren wir diese mit Skalaren ungleich 0, so erhalten wir
einen zu C dquivalenten Code. Die verschiedenen Wahlen in der Definition
der Hamming- bzw. Reed-Solomon-Codes fithren also zu dquivalenten Co-
des. Aquivalente Codes haben die gleiche Anzahl von Codeworten zu einem
festen Gewicht; insbesondere sind die Minimaldistanzen gleich.

Satz 3.7.17 (Plotkin-Konstruktion) Seien C; [n,k;, d;]-Codes iber K fiir
1 =1,2. Dann st
C={(c1,c1 +¢2) | ci € C;}

ein [2n, ki + ko, min{2d;, da }]-Code iiber K.
Beweis. Offenbar gilt C' < K?". Wir betrachten nun die lineare Abbildung
A: Ci9Cy; — C mit (61,62) — (61,01 —|—Cg).

Offenbar ist A ein Epimorphismus. A ist aber auch ein Monomorphismus,
denn Kern A = {(0,0)}. Also gilt dim C' = dim(C; & Cs) = k1 + ka.
Was ist d(C)? Ist 0 # ¢ = (c1,¢1 + ¢2) € C, so gilt

wt(c) = wt(er) + wt(er + ¢2)
> wt(c1) + wt(c1) + wt(cz2) — 2|Tr(er) N Tr(ca)|
> gt(cz) (wegen wt(cy) > |Tr(er) NTr(e2)|)
> da,
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falls co # 0. Ist hingegen co = 0, so haben wir
Wt(C) = Wt((Cl,Cl)) = 2Wt(01) Z 2d1,

da ¢ # 0 ist. Also gilt wt(c) > min{2d;,ds}. Wegen wt((c1,¢1)) = 2d;
und wt((0, c2)) = dy fiir ein geeignetes ¢; € C bzw. co € Cy, folgt d(C)
min{2d;,ds}.

ol

Beispiel 3.7.18 (Reed, Muller; 1954)  Sei |K| = 2. Fiir jedes m € N
konstruieren wir rekursiv einen bindren Code RM(m) mit den Parame-
tern [2™,m + 1,2m7!] durch folgende Festsetzungen: Fiir m = 1 setzen
wir RM(1) = K? und fiir m = 2

RM(2) = {(01,02703,04) | c €K, c1+ca+tcez3+cey= ()}_

Sei RM(m) mit den Parametern [2™,m + 1,2™~1] bereits konstruiert. Wir
setzen nun C; = RM(m) und wéhlen als Cy den binéren

2 1,2™]-Wiederholungscode, d.h. Cy = {(0,...,0),(1,...,1)} < K?".
Die Plotkin-Konstruktion 3.7.17 liefert einen Code C' = RM(m + 1) mit den
Parametern 271 m+2 min{2-2m~1 2™} = 2™]. Der Code RM (m) heifit
Reed-Muller-Code erster Ordnunyg.

Beispiel 3.7.19 Der Reed-Muller-Code RM(5) mit den Parametern
[32,6,16] wurde bei den Mariner Expeditionen in den siebziger Jahren be-
nutzt, um Fotos vom Mars zur Erde zu funken. Wegen 2 -7+ 1 < 16 = d*
konnten 7 Fehler korrigiert werden. Die 26 = 64 Codeworte entsprachen
dabei der Helligkeit eines Punktes im Bild.

Zum Abschlufl konstruieren wir noch den terniren perfekten Golay-
Code. Zur Bestimmung der Minimaldistanz benétigen wir folgende Fest-
setzung, die eine Verallgemeinerung des Skalarproduktes im euklidischen
Raum ist und auf die wir im Paragraphen 7.1 noch ausfiihrlich eingehen
werden.

Fir z = (z1,...,20), ¥y = (Y1,...,yn) € K" setzen wir dazu (z,y) =

Z?:1 TilYi-

Lemma 3.7.20 Sei K ={0,1, -1} = Z3 der Kérper mit 3 Elementen. Ist
(x,z) =0 fir x € K", so gilt 3| wt(z).

Beweis. Sei x = (z1,...,2,) € K™ mit 0 = > | x?. Wegen z7 = 1 fiir
x; # 0 erhalten wir 0 = wt(z)1, also 3 | wt(z). O
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Beispiel 3.7.21 (Golay?; 1949) Sei K = {0,1,—1} der Korper mit 3 Ele-
menten. Der von den Zeilen der (6,11)-Matrix

1

C;11 =

erzeugte Code iiber K heifit terndrer Golay-Code Gol(11). Der von der
(6,12)- Matrix

G12 = Gll

-1

erzeugte Code iiber K heifit terndrer erweiterter Golay-Code Gol(12). Of-
fenbar entsteht Gol(12) aus Gol(11) durch Anfiigen einer Kontrollstelle, d.h.

12
Gol(12) = {(c1,...,c12) | i € K, (c1,...,c11) € Gol(11), Y ¢; = 0},

i=1
Da die 6 Zeilen von G1; und Gio linear unabhéngig sind, folgt
dim Gol(11) = dim Gol(12) = 6.

a) Gol(12) ist ein ternérer [12, 6, 6]-Code:
Es bleibt einzig die Minimaldistanz zu bestimmen. Seien z; (i = 1,...,6)
die Zeilen von Gis. Man sieht durch direkte Rechnung, daf (z;,z;) = 0 fiir

alle 4, j gilt. Ist ¢ = 2?21 kjz;, so erhalten wir

6

(C, C) = Z k:jk:i(zj,zi) =0.

i,j=1

Lemma 3.7.20 liefert nun (%) wt(c) € {0,3,6,9,12}.
Wegen wt(z1) = 6 bleibt zu zeigen, dafl das Gewicht 3 nicht vorkommt.

9M. J .E. Golay (1902-1989). Elektroingenieur und Physiker; arbeitete 25 Jahre bei
U.S. Army Signal Corps Laboratories in Fort Monmouth, New Jersey. Informationstheo-
rie.
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(i) Eine Linearkombination von zwei verschiedenen Zeilen, also +z; £ z;,
hat ein Gewicht w mit 4 < w < 8, denn von den ersten 6 Stellen sind genau
2 besetzt und an den folgenden 6 ebenfalls wenigstens 2, da die 0 an ver-
schiedenen Stellen steht. Wegen (*) ist das Gewicht dann also 6.

(ii) Wir betrachten nun Linearkombinationen ¢ = +z; + zj £ 2, mit paar-
weise verschiedenen i, j, k. Wegen (i) hat der Vektor £z; £ z; an den letzten
6 Stellen genau zwei Eintrdage gleich 0. Somit gilt wt(c) > 3 + 1, denn we-
nigstens eine der beiden Nullen in +z; £ 2; wird durch £z, abgedndert, da
z in den letzten 6 Stellen nur eine 0 hat, und ¢ hat genau drei Eintrige
ungleich 0 an den ersten 6 Stellen. Mit (*) folgt wieder wt(c) > 6.

(iii) Fiir eine Linearkombination von wenigstens 4 Zeilen ist die Behauptung
trivial, da bereits auf den ersten 6 Stellen mindestens 4 Elemente ungleich
0 stehen.

b) Gol(11) ist ein ternérer [11,6,5]-Code. Insbesondere ist Gol(11) perfekt:
Die zweite Zeile in Gy hat das Gewicht 5. Somit ist Gol(11) ein [11,6, 5]-
Code. Die Perfektheit folgt, da die Kugeln vom Radius 2 um die Codeworte
den ganzen Raum K'! wegen

11
36(1+11~2+<2>-22):3”

disjunkt tiberdecken. Der Golay-Code Gol(11) hat die Parameter wie in
3.7.5 b) (3) angegeben. Auch fiir den letzten verbleibenden Fall 3.7.5 b) (2)
hat Golay einen Code konstruiert. Wir werden ihn im Teil IT kennenlernen.

Toto-Elferwette 3.7.22 Wir identifizieren Unentschieden, Heimsieg,
Auswdrtssieg mit Zz = K = {0,1,2}. Tippen wir den terndren Golay-Code
Gol(11), so unterscheidet sich jeder beliebige Spielausgang v € K von ei-
nem geeigneten ¢ € Gol(11) wegen 3.7.21 b) an hochstens zwei Stellen. Mit
einem Einsatz von 3% Tips haben wir also mindestens 9 Richtige.

Weniger kostspielig ist die folgende Variante, die jedoch Fuflballverstand
voraussetzt. Man wahlt zunéchst eine todsichere Bank von drei Spielen und
tippt dann zwei ternire [4, 2, 3] Hamming-Codes. Hier sind nur noch 3* Tips
erforderlich.

Aufgabe 3.7.1

a) Sei C ein perfekter Code mit |C| > 1. Dann ist die Minimaldistanz
d(C) = 2e + 1 ungerade.

b) Fiir |K| = 2 ist der bindre Wiederholungscode ungerader Lénge per-
fekt.
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Aufgabe 3.7.2 Man zeige: In einem binéren linearen Code haben alle Co-
deworte gerades Gewicht oder je zur Hélfte gerades und ungerades Gewicht.

Aufgabe 3.7.3 Sei C ein [n, k, d]-Code mit der Erzeugermatrix G. Dann
sind gleichwertig:

a) Es gilt d =n —k+ 1, d.h. C erreicht die Singleton-Schranke.
b) Je k Spalten von G sind linear unabhéngig.

Aufgabe 3.7.4 Sei H die Kontrollmatrix eines [qqk_—_ll, n — k, 3] Hamming-

Codes. Sei C der Code der H als Erzeugermatrix hat. Dann ist C' ein

[—q::11 .k, ¢"1]-Code, und alle Codeworte # 0 haben das Gewicht ¢*~1. Man

nennt C' einen Simplex-Code.

Hinweis: Seien z1, ..., 2, die Zeilen von H. Man betrachte nun
k k k
0#0:(01,---,%):2 aizi:(g aizi17--w§ a;zin) € C
i=1 i=1 i=1

und tiiberlege, wieviele Spalten von H in

k
=1

liegen.

Aufgabe 3.7.5 Sei C' < K" ein Hamming-Code.

a) Man zeige: Ist v + C € K" /C, so existiert genau ein v € K™ mit
wt(u) =1lund v+ C =u+C.

b) Wie kann man mittels einer Kontrollmatrix von C' einen Fehler korri-
gieren?
Aufgabe 3.7.6 Sei K| =2.

a) Ist C < K™ und (1,...,1) € C, so ist die Anzahl der Codeworte vom
Gewicht i gleich der Anzahl der Codeworte vom Gewicht n — ¢ fiir
i=1,...,n.

b) Man bestimme die Anzahl der Codeworte vom Gewicht 4 fiir den
binéren (7,4, 3]-Hamming-Code und alle i = 1,...,7.
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c) Sei C der binére [7,4, 3]-Hamming-Code und

8
C={(c1,...,c8) | c; € K, (c1,...,¢c7) € C, Zcizo}.
=1

Man bestimme nun fiir C' die Anzahl der Codeworte vom Gewicht i
firi=1,...,8.

Aufgabe 3.7.7 Sei C ein [n, k]-Code mit einer Erzeugermatrix, die keine
Nullspalte enthélt. Man zeige:

> wt(e) =ng* (g —1).
ceC

Hinweis: Sei f; die Koordinatenfunktion f; : K" — K mit fi(x1,...,z,) =
x; fir i =1,...,n. Man berechne

Yowte) =Y e fi) li=1,....n5 fi(c) # O}

ceC ceC

durch doppelte Abzdhlung.
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3.8 Elementare Umformungen

Definition 3.8.1 Die Matrizen aus (K),, von der Gestalt

1
1
T;j(a) = (aiy) = “ (i #7)
0o .
1
mit a;; = 1,0 # a;; = a € K und ay, = 0 sonst nennen wir Elemen-

tarmatrizen. Nach 3.1.10 entsprechen sie Transvektionen auf K™. Offenbar
gelten

und
Tij (a)TZ -(—a) =F.

Somit sind die Elementarmatrizen regulér.

Lemma 3.8.2 Sei A € (K), . Seien z1,...,z, die Zeilen von A und
S1,...,8n die Spalten von A. Durch einfache Rechnung folgt

zZ1
Tij(a)A = | z + az;

Zm
fir Tij(a) € (K)m und
AT;;(b) = (s1,...,8; +bsj,...,5n)
fir T;;(b) € (K)p.
Definition 3.8.3 Sei A € (K),, . Unter einer elementaren Umformung

verstehen wir eine der folgenden Operationen:

(1) Ersetzung der Zeile z; von A durch z; + az; mit j # i und @ € K und
Beibehaltung der Zeilen z fiir k # 1.

rsetzung der Spalte s; von urch s; +as; fiir j # 7 und a € K un
2) E g der Spal A durch j fiir j # 7 und K und
Beibehaltung der Spalten sy fiir k # 1.
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Nach 3.8.2 lauft jede elementare Umformung auf die Multiplikation von A
mit Elementarmatrizen von links oder rechts hinaus.

Wir geben nun einen Algorithmus an, um eine Matrix aus (K),, , abzu-
bauen. Insbesondere liefert dies ein Verfahren, um den Rang einer Matrix
zu bestimmen.

Hauptsatz 3.8.4 Sei A = (a;;) € (K)m,n. Ist A # 0, so gibt es Elemen-
tarmatrizen T; € (K )y, und Sj € (K),, derart, dafs

a0...00...0
01...00...0

Ty...TyASy...S;=]|00...10...0
00...00...0

00...00...0

mit 0 # a € K. Ist dabei der Ausschnitt

a0...0
01...0
00...1

vom Typ (r,r), so gilt r(A) =r.

Beweis. Schritt 1: Ist a1; # 0, so gehe zu Schritt 4.
Schritt 2: Sei a;; = 0, aber z; nicht die Nullzeile. Ist a;; # 0 mit j # 1, so
fithre die elementare Umformung

A (81+Sj782,...78n) = (alj *)

Xk

aus und gehe dann zu Schritt 4.
Schritt 3: Sei z; = 0, aber z; # 0 mit j > 1. Mache dann

z21 + Zj
22

A—

m
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und gehe zu Schritt 2, falls a;; = 0, bzw. zu Schritt 4, falls a;; # 0 ist.
Schritt 4: Sei a7 # 0. Fiihre die elementare Umformung

21 ail a12 ... ain
az1
Z2 = oA 0
A =
*

aiil

durch. Abziehen geeigneter Vielfacher von

ail
0
0
von den spéteren Spalten liefert
ail 0...0
0
A—
. Al
0

Schritt 5: Ist A; # 0, so fahre analog mit A; fort. (Jede elementare Umfor-
mung von A; entspricht einer solchen von A.)
Schritt 6: SchlieBlich erhilt man

ag 0...00...0
0az... 00...0
A— 1 0 O a-0...0
0 0 00...0

mit aq ...a, # 0. Fiir a,b € K mit ab # 0 gilt

") G (Ea) (6T )(Ly)=(59):
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Durch entsprechende elementare Umformungen erhélt man schliefllich

ar...a, 0...00...0
0 1...00...0

O e

A 0 0...10...
0 0...00...0

0 0...00...0

Nach 3.2.17 c) &ndert sich bei elementaren Umformungen der Rang nicht.

Daher ist

ai...a.0...00...0
0 1...00...0

r(A) = r( 0 0...10...01)=mr
0 0...00...0

0 0...00...0
O

Wir haben in diesem Prozef} vielfach dividiert. Einige Schritte lassen sich
auch iiber geeigneten kommutativen Ringen, etwa Z, durchfiihren.

Fiir kleine Matrizen liefert 3.8.4 ein konstruktives Verfahren, um den
Rang zu bestimmen. Fiir Matrizen speziellen Typs wird man den Algorith-
mus etwas flexibel verwenden. Wir behandeln nun eine Matrix, die mehrfach
bei kombinatorischen Fragen auftritt.

Beispiel 3.8.5 Seien a,b € K und sei

abb...b
bab...b
A=|bba...b
bbb... a

vom Typ (n,n). Wir bestimmen r(A) mittels elementarer Umformungen.
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Ista=b=0,s0ist r(A) =0.Ist a =b # 0, so ist r(A) = 1. Sei weiterhin
a # b. Wir erhalten

a b b b

b—aa—-0b 0 0

Ars | b—a 0 a-10 0
b—a 0 0 a—>b

vermoge z; — z; — 2z, fiir j =2,...,n
J J
a+(n—1b b b ... b
0 a—b 0 ... 0
s 0 0O a—0b... O
0 0 0 ...a—-b

(vermoge s1 +— s1+ S2 + ... + Sp)

a+(n—1b 0 0 ... 0

0 a—b 0 ... 0

. 0 0 a—b... 0
0 0 0 ...a—b

(vermoge 21 — 21 — =25 (20 + ... + 2,)).
Dies zeigt

_[n i (@t (n-1)b)a—b)#0
r(A)_{n—l fira+(n—1)b=0%#a—b.

Satz 3.8.6 (R. Fisher'®)  Vorgegeben sei eine Menge M = {p1,...,pn}
mit n > 1 Elementen, die wir Punkte nennen. Ferner seien b Teilmengen
Bi, ..., By von M gegeben, die wir Blocke nennen. Weiterhin verlangen wir:

(1) Jeder Punkt p; liegt in genau r > 0 Blicken By.
(2) Jedes Punktepaar p;,p; miti # j liegt in genau s > 0 Blocken.

10Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) Cambridge, London, Adelaide (Australien).
Prof. fiir Eugenik in London, fiir Genetik in Cambridge. Grundlegende Beitrige zur
biometrischen Genetik und Evolutionstheorie.
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Ist s <r, so gilt n <b.
( Ist s = r, so enthdlt jeder Block, der py enthdlt, auch alle p;, ist also gleich
M. Somit ist b=1.)

Beweis. Wir fiithren die sogenannte Inzidenzmatrix
I:(aij) (Z:]_,,Tl,j:l,,b)

aus (R),, ein mit

- _J 1 fallsp; € By
=00 falls pi & B,

und betrachten die (n,n)-Matrix IT* = (b;j) mit b;; = 2221 a;ra;i. Dabei

ist
b
}: 2 2:
bii = aik = 1= T,
k=1 k
p;EBy,
und fiir ¢ # j
b
bij = E QA = E 1=s.
k=1 k
Pi>PjEBk
Somit erhalten wir
rS$S...8
. STrs...8
I =
$88...7

Wegen r — s > 0 und r + (n — 1)s > 0 folgt mit 3.8.5 und 3.2.17 b) dann
n =r1(II") < min {r(I),r(I")} < min{n,b} <b.
O

Wir geben eine Anwendung, die wir dem Mainzer genius loci zuliebe als
Weinprobe fomulieren:

Anwendung 3.8.7 Zu bewerten seien n Weine, die von b Priifern gekostet
werden. Um die Gleichbehandlung der Weine zu sichern, fordern wir:

(1) Jeder Wein wird von genau r > 0 Priifern gekostet.

(2) Jedes Paar von Weinen wird von s > 0 Priifern verglichen.
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Ist s = r, so priift jeder Priifer alle Weine. Fiir grofle n ist das wenig
praktikabel. Also verlangen wir s < r. Mit Satz 3.8.6 folgt dann n < b.

Ausblick 3.8.8 Satz 3.8.6 fithrt uns in die Néhe eines der schwierigsten
Probleme der kombinatorischen Geometrie.

Eine endliche projektive Ebene ist eine endliche Menge P von Punkten
und eine Menge G von Teilmengen von P, genannt Geraden, mit folgenden
Eigenschaften:

(1) Zu zwei Punkten py,ps € P mit p; # p2 gibt es genau eine Gerade
G € G mit p1,p2 € G (eindeutige Verbindungsgerade).

(2) Zu Geraden G1,G2 € G mit G; # G2 gibt es genau einen Punkt p € P
mit G1 N Gy = {p} (eindeutiger Schnittpunkt).

(2) Es gibt drei Punkte aus P, die nicht auf einer Geraden liegen.

Einfache kombinatorische Uberlegungen zeigen, dafl alle Geraden gleichviele
Punkte enthalten, etwa m + 1, und da |P| = |G| = m? + m + 1 gilt. Man
nennt m die Ordnung der projektiven Ebene. Ist p® eine Primzahlpotenz,
so erhilt man unter Benutzung eines endlichen Kérpers K mit |K| = p®
vermoge der Konstruktion in 2.7.18 eine projektive Ebene mit m = p®. Es
ist kein Beispiel einer endlichen projektiven Ebene bekannt, bei welcher m
keine Primzahlpotenz ist. Die beste Aussage dazu ist der folgende Satz von
R.H. Bruck!! und H.J. Ryser!?:

Sei m = 1(mod4) oder m = 2(mod4). Gibt es eine Primzahl p =
3(mod4) und ein b € N mit p?*=1 | m, aber p*® + m, so gibt es keine
projektive Ebene mit |P| = m? +m + 1. (Siehe [16], S. 294; auch der Beweis
dieses Satzes verwendet die Inzidenzmatrix.)

Dies schlielt die Moglichkeiten m = 6,14 und 21 aus. In 7.4.16 beweisen
wir, daf} es keine endliche projektive Ebene der Ordnung m = 6 mod 8 gibt.
Dies schliefit bereits m = 6 und m = 14 aus. Mit erheblichem Aufwand
an Rechenzeit wurde 1991 bewiesen, dafl auch m = 10 ausgeschlossen ist.
Unbekannt ist immer noch, ob es eine endliche projektive Ebene mit m = 12
gibt. Nach Untersuchungen von Z. Janko hétte eine solche Ebene nur wenige
Automorphismen (Kollineationen).

Aufgabe 3.8.1 Sei A € (K),. Mittels 3.8.4 zeige man, dafl A genau dann
invertierbar ist, wenn A den Rang n hat. (Dies wurde auf andere Weise
bereits in 3.3.21 gezeigt.)

HRichard Hubert Bruck (1914-1991) Madison. Endliche Geometrie, Kombinatorik.
12Herbert John Ryser (1923-1985) Columbus, Syracuse, Pasadena. Endliche Geometrie,
Kombinatorik.
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Aufgabe 3.8.2 Fiir die Matrix

mit a,b € K beweise man durch elementare Umformungen

0 fallsa=b=0
r(A)=4¢ 3 fallsabla+b) #0
2 sonst.

Aufgabe 3.8.3 Fiir die Matrix

oSO o O
SO O R
SO Q2
S Qe Q 2

mit a,b € K zeige man

0 fallsa=b6=0
r(A) = ¢ 4 falls ab(a® + ab+b%) #0
3 sonst.

Aufgabe 3.8.4 Fiir die Matrix

beweise man
0 fallsa=b=0
1 fallsa=b+#0

n—1 fallsa=0#b
n falls a(a — b) # 0.
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3.9 Lineare Gleichungen

Problemstellung 3.9.1 Vorgegeben sei eine Matrix A = (a;;) € (K)mn
und ein Spaltenvektor b = (b;) € K™, wobei K ein Korper sei. Man finde
alle v = (z;) € K™ mit Az = b, oder ausgeschrieben, daf also das lineare
Gleichungssystem

(L) Y ajpri=0b; (G=1,...,m)
k=1

gilt. Ist b = 0, so nennen wir das System homogen, anderenfalls inhomogen.

Solche Systeme, oft mit grolen m und n, treten in der Praxis héufig auf.
Auch Probleme der Analysis (Differentialgleichungen, Integralgleichungen)
fithren nach Diskretisierung zu Systemen von linearen Gleichungen. In 3.9.4
geben wir einen Algorithmus an, welcher grundsétzlich immer zur Loésung
von (L) fithrt, und leicht programmierbar ist.

Lemma 3.9.2

a) Die Liésungen x des homogenen Systems Ax = 0 bilden einen Unter-
raum des K™ von der Dimension n —r(A).

b) Ist zy eine Losung von Ax = b, so ist {z, +vy | Ay = 0} die Menge
aller Losungen von Ax = b.

Beweis. a) Betrachten wir A als lineare Abbildung vom K™ in K™, so ist
Kern A= {z |z € K", Az = 0}. Daher gilt

dimKern A = dim K" — dimBild A = n — r(A).
b) Die Aussage ist trivial. 0

Satz 3.9.3 Vorgegeben sei das Gleichungssystem
n
(L) Y ajpmr=1b; (=1,...,m).
k=1

Neben A = (aj,) fihren wir die erweiterte Koeflizientenmatrix

a1 ... Aip bl
B =
am1 .. Amn bm

ein. Genau dann ist (L) losbar, wenn r(A) = r(B) gilt.
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b1 a1k
Beweis. Seib = : | und seien s3, = : (k=1,...,n) die Spalten
bm Amk
von A. Das Gleichungssystem (L) bedeutet dann Y ;_, zxs; = b. Offenbar
ist (L) genau dann losbar, wenn b € (sq,...,s,) ist, wenn also

r(A) = dim(sy, ..., s,) = dim(sy, ..., Sp, b) =1(B)
gilt. a

Die Bestimmung von r(A) und r(B) kann mit elementaren Umformungen
leicht durchgefiihrt werden. Eine Variante davon liefert einen Algorithmus
zur Losung von (L).

Lésungsalgorithmus 3.9.4 Als Umformungen von (L) lassen wir zu:

(1) Vertauschung der Zeilen von B (entspricht einer Umnumerierung der
Gleichungen).

(2) Vertauschung der Spalten von A (entspricht einer Umnumerierung der
T1ye-- ,.I'n).

(3) Ubergiinge der Zeilen z; (i = 1,...,m) von B von der Gestalt

2 — 2z +az; mit i # j und a € K.

Dabei bleibt offenbar die Losungsmenge von (L) erhalten, abgesehen von
der eventuell vorgenommenen Umnumerierung der z;.

Das Verfahren lduft nun wie folgt:

Wir diirfen annehmen, dafl jedes x; im Gleichungssystem vorkommt, d.h.
daf3 A keine Nullspalte hat.

Schritt 1: Anwendung von (1) erlaubt a;; # 0.

Schritt 2: Vermoge

;1 .
2i — 2; — ——z furi > 2
aii

erhalten wir ein Gleichungssystem der Gestalt

anzi + Y p_o G1kTE = by
Sors ajrp = b (j=2,...,m).

Schritt 3: Mit dem reduzierten System

n
Za;kxk:b;- (j=2,...,m)
k=2



3.9 Lineare Gleichungen 177

verfahre man analog. (Wir sind fertig, falls (a},) = 0 ist; anderenfalls
sind zur Sicherung von ab, # 0 eventuell die zs,. .., z, umzunumerieren.)
Schliefllich erhalten wir ein Gleichungssystem (L) der Gestalt

biiyi+ bioya + ... +biyk + ... +bipyn = )
b22y2 +... +b2kyk + ...+ anyn = b’2

(L") bekyr + - + brnyn = b,

0= b,
0=10
mit b;; # 0 fiir j = 1,...,k. Ist (L') 16sbar, somuB b;,_, = ... =0], =0
gelten. In diesem Fall kénnen wir yx41,...,y, beliebig wihlen. Das System
(L') liefert dann wegen bj; # 0(j = 1,...,k) nacheinander eindeutig be-
stimmte yg,Yg—_1,...,y1. Fine eindeutige Losung von (L) liegt nur dann

vor, wenn k = n ist.

Hauptsatz 3.9.5 Wir betrachten wieder das Gleichungssystem
n
(L) Y ajpmi=0b; (j=1,...,m)
k=1

und setzen A = (a;j).

a) Ist r(A) = n, so hat (L) héchstens eine Lésung. (Dann ist sicher
n <m.)

b) Sein = m. Genau dann hat (L) eine eindeutige Lisung, wenn das
zugehdrige homogene Gleichungssystem

k=1

nur die sogenannte triviale Losung y1 = ... = yn, = 0 hat. Das homo-
gene System (H) hat genau dann eine nichttriviale Losung, wenn A
singuldr ist.

c) Ist n > m, so hat (H) stets eine nichtriviale Lisung.

Beweis. a) Nach 3.9.2 a) hat Ay = 0 nur die triviale Losung y = 0. Somit
hat (L) nach 3.9.2 b) hochstens eine Losung.
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b) Mit 3.9.2 a) folgt, daBl (H) genau dann nur die triviale Losung hat,
wenn 1r(A) = n, also A invertierbar ist. In diesem Fall hat (L) offenbar die
eindeutige Losung x = A~1b. Ist umgekehrt (L) eindeutig 16sbar, so hat
(H) nach 3.9.2 b) nur die triviale Losung.

c) Aus r(A) < m folgt mit 3.9.2 a)

dim{y | Ay =0} =n—r(A) >n—m > 0.

Beispiel 3.9.6 Wir betrachten ein mechanisches System aus n > 1
Massenpunkten der Massen m; > 0 (j = 1,...,n), welche alle auf einer
Geraden liegen. Ist y; die Koordinate der Masse m;, so mogen folgende
Krifte auf m; wirken:

(1) Eine Kraft k; (etwa die Schwerkraft —mg).

(2) Die Masse m; ist mit dem Punkt a; durch einen elastischen Faden (oder
eine Feder) verbunden, der auf m; eine Kraft —c;;(y; — a;) mit ¢;; > 0
ausiibt (sog. Hookesche!'? Kraft).

(3) m; ist mit my, (j # k) durch einen elastischen Faden verbunden, der auf
m; eine Kraft —c;i(y; — yx) mit ¢;r > 0 ausiibt. Nach dem Newtonschen'4
Prinzip actio gleich reactio der Mechanik gilt dabei

cik(Yj — Yk) = —cij(Yr — Yj),

also ci; = cji.

Das System befindet sich im Gleichgewicht, wenn die Summe der auf jedes
m; wirkenden Kriéfte gleich 0 ist, wenn also

(L) 0=k —cj(y chk (G=1,...,n)

gilt. Dies ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir y1, . .., y,. Nach
3.9.5 b) hat (L) genau dann eine eindeutige Losung, wenn das homogene
System

(H) 0= —c;;z; — Zc]k (j=1,...,n)
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nur die triviale Losung hat. Multiplizieren wir die j-te Gleichung in (H) mit
z; und summieren iiber all j =1,...,n, so erhalten wir

0= _Z;L 16jj% g Zk] 16ik(25 — 21)2;
- Z? 1%5% g qu cinl(25 — 21) 25 + (21 — 2)2k]

*2?1%3 qucjk(zj 21)?.

Wegen c¢;; > 0 und cg; > 0 folgt
(i) z; =0, falls ¢;; > 0, und
(ii) zj = 2, falls cy; > 0 ist.

Nun zerlegen wir das System in naheliegender Weise in Komponenten:
Die Massen m; und my, liegen in der gleichen Komponente, falls es eine
Folge

J=n#j#. . Fimn=k
gibt mit ¢;, ;,., > 0 fiir ¢ = 1,...,m — 1. Eine Komponente K heifit ge-
bunden, falls c;; > 0 fiir wenigstens ein m; aus K gilt, anderenfalls heif3t
frei.
Wegen (ii) ist z; konstant auf jeder Komponente,und wegen der Bedingung
(i) sogar z; = 0 auf jeder gebundenen Komponente. Ist jede Komponente
gebunden, so hat (H) nur die triviale Losung. Dann liefert (L) die eindeutig
bestimmte Gleichgewichtslage des Systems.
Summation der Gleichungen in (L), die zu einer freien Komponente K
gehoren, liefert wegen c;;, = cx; nun

0= k- > culy =Y k.
m; eX mj, mE €K m; K

Dies ist fiir k; = —m;g ein Widerspruch. Eine freie Komponente hat daher
keine Gleichgewichtslage. Unter dem Einflul der Schwerkraft fillt sie nach
unten.

Beispiele 3.9.7 a) Wir betrachten nun das folgende mechanische System
unter dem Einflul der Schwerkraft.
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Dabei seien alle Massen von der Grofie m > 0, alle
1 angegebenen Bindungen gleichstark, also

2 4 Cl1 = C12 = C14 = C3 = C35 = C45 = ¢ > 0,

und ¢;j, = 0 sonst. Die Gleichgewichtslage (y;) ist zu
3 5 ermitteln aus dem Gleichungssystem

0=—mg —cyr — c(yr — y2) — c(y1 — ya)
0=—mg—c(y2 —y1) — c(y2 — y3)
0=—mg—c(ys —y2) — c(ys — ys)
0=—mg—c(ya — 1) — c(ys — y5)
0=—mg —c(ys —y3) — c(ys — ya)-
Aus Symmetriegriinden kénnen wir y, = y4 und y3 = ys annehmen. (Er-

halten wir eine Losung unter dieser Bedingung, so ist sie die eindeutig be-
stimmte Losung!) Somit bleibt das Gleichungssystem

0= —mg—cy1 — 2¢(y1 — y2)
0=—mg—c(y2 —y1) — c(y2 — y3)
0=—mg — c(ys — y2)

zu 16sen. Mit s = % haben wir die Matrix

-1 2 -1 —s
0-1 1-s
3—2 0 -—s

zu betrachten. Die Operation z3 — 23 + 321 liefert

-1 2 -1 —s
0-1 1 —s
0 4 -3 —4s

Vermoge z3 — 23 + 429 erhalten wir

-1 2 -1 —s
0-1 1 —s
0 0 1 -8s
Also ist
Y3z = _857

—1Y2 + y3 = —s, somit yo = —7s,
—y1 + 2y — y3 = —s, somit y; = —5s.
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Die Losung lautet also

mg mg myg
Y1=-9—, Yo=ys=—T7—, ys=ys = —8—.
C C C

b) Wir betrachten das nebenstehende Labyrinth.

1
AL A
4+ Dabei seien 1,2 und 3 absorbierende Zusténde. Im Elementar-
t 6 prozefl verlasse die Maus die Zelle und wéhle jede verfiigbare
?/ T v Tiir mit derselben Wahrscheinlichkeit.

3

Die Ubergangsmatrix ist also

S O =
o o O
o o O

:@g).

S O wi
B O O O = O
= W O = O O
Bl= W= O O O O
O Wik Wl

A= O Wi

Wegen || C' ||= 2 folgt mit 3.4.8, daB

% (EO
RILH;OA _<DO

mit (E — C)D = B ist. Wir wenden nun elementare Umformungen auf die
Matrix

111
l-3-35]3500
1 1 1
H -+ 1-1]o001%
1 _1 11
1 _1 911 gl1l

an. Vermoge zo — 29 + %21 und z3 — 23 + izl erhalten wir

11 1
1 -1-11 100

8 _4 | 191
H—|0o &8-2| 1ol
0_4 L | 111

12 12 12 4 4
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und schliellich vermoge z3 — 23 + 222

_1 1 1
133 300
8 _4 1 1
=10 5-5|3503
9 113
0 0 5151753

Dies liefert
9 _ 1 _ 4
15d61 = 3, also dg1 = 57,

8 4, _ 1 _ 5
£ds1 — 5de1 = 5, also ds1 = o7,

1 1 1 11
da1 — §d51 - §d61 =3 also dqy = 24"

= _ 4 _ _ 8 _ 9 __ 15 _ 12
Ebenso erhilt man d42 =354 — d52, d62 = ﬂ:d43 = 94 d53 = 94 d63 = 91

Also ist

lim AF =

k—o0

NN N
N
=

RIS Rls Kle
S

Das hier vorgetragene Verfahren ist besonders sinnvoll, wenn man Gleichun-
gen

Zaikmk :bi (i:1,...,n)
k=1

mit einer festen Matrix (a;;) und variablen Spalten (b;) zu l6sen hat, also
insbesondere bei der Berechnung von Inversen.

Aufgabe 3.9.1 Man ermittle die Gleichgewichtslage des folgenden Systems

1
unter dem Einflufl der Schwerkraft mit den Massen
2 3 mj=m>0(j=1,...,5) und
Cl1 =Cl2=¢C13=Cyg =¢34 =C5=c>0,¢j, =0
4 sonst.
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Aufgabe 3.9.2 Analog behandle man das System

Lirif mit den Massen m; =m >0 (j =1,...,n) und
1 01120122023:...:Cn,1’n20>0.
(In der Gleichgewichtslage ist
2

mg .
Yj —Yj—1 = T(TL—J +1),

so als ob n — j + 1 Massen m an einer elastischen
Bindung der Stérke ¢ héngen.)

O—@ o o o

n—1
n

Aufgabe 3.9.3 Analog zum Beispiel 3.9.7 b) behandle man das folgende
Labyrinth mit a; =0 firi=1,...,6.




4 Determinanten

In diesem Kapitel behandeln wir die Theorie der Determinanten, die
in der Linearen Algebra aufgrund vielfacher Anwendungen ein kraftvolles
Werkzeug darstellen. Die Determinante ordnet einer Matrix A vom Typ
(n,n) iiber einem Korper, allgemeiner iiber einem kommutativen Ring R,
ein Element aus R zu. Sie gibt z. B. Auskunft iiber die Invertierbarkeit von
A, kann zur expliziten Beschreibung von A~! benutzt werden, ist aber auch
ein Maf fiir die Volumenverzerrung bei Anwendung von A auf ein Paral-
lelepiped. All dies wird nach anfiinglich bereitgestellen Hilfsmitteln aus der
Gruppentheorie, insbesondere der symmetrischen Gruppe, im Abschnitt 4.3
behandelt. Die beiden anschliefenden Abschnitte sind weitergehender Na-
tur. Wir beschreiben darin Homomorphismen von GL(V) in K* mit Hilfe
der Determinante und beweisen mittels der Graimann-Algebra feinere De-
terminantensétze.

4.1 Gruppenhomomorphismen, Normalteiler,
Faktorgruppen

Lineare Abbildungen erhalten die Vektorraumstruktur. Wir beschéftigen
uns nun mit den Abbildungen, die die Gruppenstruktur erhalten und iiber-
nehmen dabei die Begriffe, die wir bereits bei den linearen Abbildungen
eingefiihrt haben.

Definition 4.1.1 Seien G und H Gruppen, deren Verkniipfung wir als Mul-
tiplikation schreiben.

a) Eine Abbildung o von G in H heiit ein Homomorphismus, genauer
Gruppenhomomorphismus, falls

a(g1g2) = a(g1)a(ge) fir alle g1,92 € G gilt.

b) Ein Homomorphismus « heifit ein Epimorphismus, Monomorphismus
bzw. Isomorphismus, falls a surjektiv, injektiv bzw. bijektiv ist. Sind
G und H isomorph, so schreiben wir kurz G = H. Die Isomorphismen
von G auf sich selbst nennen wir auch Automorphismen von G.
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c¢) Ist a ein Homomorphismus von G in H, so setzen wir
Bilda={ag| g€ G}

und
Kemma={g|g€ G, ag=1y4},

wobei 1g das neutrale Element von H ist.

Definition 4.1.2 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Dann
heifit U ein Normalteiler (auch normale Untergruppe) von G, falls

lug e U fir alleu e U, g € G.

g
Wir schreiben dann U 4 G bzw. U <G im Fall U < G. (Offenbar sind {1}
und G selbst Normalteiler von G. Ist G kommutativ, so sind alle Untergrup-

pen von G Normalteiler.)

Lemma 4.1.3 Seien G und H Gruppen und o ein Homomorphismus von
G in H. Dann gilt:

a) Bild « ist eine Untergruppe von H.

b) Kerna« ist ein Normalteiler von G.

Beweis. a) Fiir g1,¢92 € G gilt (ag1)(age) = a(g192) € Bilda. Ist 15 das
neutrale Element von G, so ist ag = a(glg) = (ag)(alg). Wegen der
Kiirzungsregel 2.1.5 folgt alg = 1. Fiir g € G erhalten wir nun

g =olg =algg™") = (ag)(ag™),

also (ag)™! = ag™! € Bild a. Dies zeigt Bilda < H.

b) Fiir g1, g2 € Kern a gilt a(g192) = (ag1)(ags) = 15, somit g1g2 € Kern a.
Ferner ist ag; ! = (ag1)~' = 1. Dies zeigt Kerna < G. Fiir g € G und
u € Kern « gilt ferner

a(g ug) = (ag) " (au)(ag) = (ag) "1u(ag) = 1m,

1

also g7 ug € Kern a. Dies beweist Kerna < G.

O

Analog zur Bildung des Faktorraums in Abschnitt 2.9 fithren wir Fak-
torgruppen ein. Faktorrdume sind ein sehr niitzliches Hilfsmittel. Man kann
jedoch oft ohne sie auskommen, da jeder Unterraum ein Komplement hat.
Dies ist bei Gruppen nicht der Fall, denn nicht jede Untergruppe hat ein
Komplement. Man wird hier in vielen Beweisen notgedrungen zur Faktor-
gruppe gefiithrt. Die Wohldefiniertheit der Verkniipfung erfordert, dafl die
Untergruppen normal sein miissen.
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Satz 4.1.4 Sei N Q G. Wir bilden die Menge G/N = {gN | g € G}.
a) Auf G/N definieren wir eine Verkniipfung durch

91N - gaN = g1g2N fiir g1,92 € G.

Dadurch wird G/N eine Gruppe mit dem neutralen Element N.
b) Die Abbildung T mit Tg = gN ist ein Epimorphismus von G auf G/N

mit Kernt = N.

Beweis. a) Wir haben zuerst zu zeigen, dafl die Verkniipfung wohldefiniert
ist. Sei also ¢} = g;y; mit y; € N (i = 1,2). Dann ist

9195 = q1y192Y2 = 9192(95 'y192)yo.

Wegen N < G und y; € N folgt z = g5 'y1g2y2 € N. Wir erhalten somit

9195N = {91922y |y € N} = g192N.

Die Giiltigkeit der Gruppenaxiome in G/N bestétigt man leicht, wie etwa
(gN)(g7'N) =gg !N = N, also (gN)~' =g~ 'N.
b) Wegen

7(9192) = 9192 N = 1N g2 N = (7g1)(792)
ist 7 ein Epimorphismus von G auf G/N. Genau dann ist 7g = gN = N,
wenn g € N ist. Somit gilt KernT = N. a

Homomorphiesatz 4.1.5 Seien G und H Gruppen und sei o ein Homo-
morphismus von G in H. Dann gibt es einen Epimorphismus T von G auf
G/ Kerna und einen Monomorphismus 3 von G/Kerna in H mit « = 1
und Bild 8 = Bild a.

N/

G/ Kern «

Insbesondere sind G/ Kern a und Bild « isomorph.

Beweis. Nach 4.1.3 b) gilt Kerna < G. Gem#$ 4.1.4 b) bilden wir den
Epimorphismus 7 von G auf G/ Kern a mit 7g = g Kern . Ferner definieren
wir die Abbildung  von G/ Kern « in H durch 3(g Kern ) = arg. Wir haben
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zu zeigen, dafl 8 wohldefiniert ist:
Ist g1 Kerna = g0 Kern «, so gilt g;lgl € Kern o, also

1y = algy 'g1) = (ag2) ' (agy).

Somit ist
B(g1 Kerna) = agr = ages = B(g2 Kern ).

Wegen
B(g1 Kerna - g2 Kerna) = ((g192 Kerna) = a(g192) = (ag1)(ags)

= [(g1 Kerna)5(g2 Kern «)

ist § ein Homomorphismus von G/Kerna in H mit Bild 8 = Bild a. Ist
B(g1 Kerna) = B(g2 Kern a), so ist ag; = ags, also g5 'g1 € Kern . Somit
ist (8 injektiv. Schliefllich gilt 79 = f(g Kern o) = ayg, also 7 = «.

g

Beispiele 4.1.6 a) Sei Z die abelsche Gruppe mit der Addition als Ver-
kniipfung. Fiir m € N ist

mZ={mk|keZ}
eine Untergruppe von Z, also ein Normalteiler. Dann ist
Z)mZ={k+mZ|keL}
eine Gruppe mit |Z /mZ| = m (siehe 2.1.2 ¢)).
b) Sei C* = C\{0} die multiplikative Gruppe des Korpers C. Wegen |cica| =
le1] |ez] fiir ¢; € C* ist @ mit ac = |c| ein Epimorphismus von C* auf

Rso={r|0<r e R}. Nach 4.1.5 gilt C*/ Kerna = R+ mit

Kerna={c|ce C*, |cf =1} (sogenannte 1-Sphdre).

c) Sei K ein Korper und A = @i a2 ) o (K)2. Wir setzen
az1 a22
det A= a11a22 — 124217 .

Im Beispiel 3.3.8 haben wir gezeigt, dal A genau dann invertierbar ist, wenn
det A # 0. Durch direkte Rechnung folgt leicht, dafl

det AB = det Adet B
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a0
01
Epimorphismus von der Gruppe der invertierbaren Matrizen vom Typ (2, 2)
auf K* mit dem Kern {A | det A = 1}. Man nennt det A die Determinante
von A. Wir werden uns mit der Determinante von Matrizen vom Typ (n,n)
eingehend in 4.3 beschéftigen.

fir alle A, B € (K). Ferner gilt det< ) = a. Somit liefert det einen

Aufgabe 4.1.1 Sei G eine Gruppe.
a) Ist N; <G (i =1,2), so gelten Ny N Ny < G und N1 N, < G.
b) Seien N; < G (i = 1,2) und Ny N Ny = {1}. Ist g; € N, so gilt
9192 = 9291-
c) Ist NI Gund U <G, sogilt NU=UN <QG.

Aufgabe 4.1.2 Sei U < G mit |G : U| = 2. Dann gilt gU = Ug fiir alle
g€ Gund U < G.

Aufgabe 4.1.3 Sei Q die Quaternionengruppe der Ordnung 8 aus Aufgabe
3.3.8. Man zeige:

a) Q hat genau drei Untergruppen der Ordnung 4 und nur eine Unter-
gruppe der Ordnung 2. All diese Untergruppen sind zyklisch (G jedoch
selbst nicht).

b) Jede Untergruppe von Q ist ein Normalteiler.
Aufgabe 4.1.4 Sei D die Diedergruppe der Ordnung 8 aus Aufgabe 3.3.7.
Man zeige:

a) D hat genau 3 Untergruppen der Ordnung 4 und genau 5 Untergrup-
pen der Ordnung 2.

b) Welche Untergruppen von D sind Normalteiler?

c) Man finde Untergruppen U; (j = 1,2) von D mit U; < Uy < D, aber
U; kein Normalteiler von D.
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4.2 Permutationen und Signum

Definition 4.2.1 SeiS,, die Menge aller bijektiven Abbildungen von {1,...,n}
auf sich. Dann wird S,, eine Gruppe vermoge

(Wlﬁg)izﬂl(ﬂgi) fiir WjGSn und 1 <4 < n.

Sy heiBt die symmetrische Gruppe auf n Ziffern. Offenbar gilt |S,, | = n!
Die Elemente aus S,, nennen wir auch Permutationen und bezeichnen diese
meist mit kleinen griechischen Buchstaben, wobei ¢ das neutrale Element
bezeichnet. Permutationen aus S,, geben wir oft in der Gestalt

(1 2 ...n
T™=\rir2...m
an. Bei feststehendem n lassen wir oft die Ziffern j mit 7j = j weg, schreiben

also z. Bsp. firn=>5
123
231

12345
23145 )"

statt

Definition 4.2.2
a) Seien aq,...,a; paarweise verschiedene Ziffern aus {1,...,n}. Dann
nennen wir
é,: ay ag ... Qp—1 Qg
as as ... ap ap
einen k-Zykel und schreiben

f = (al,a2, e ,ak_l,ak).

(Man beachte, daf} also auch & = (a9, as,...,ax,aq) gilt.)
b) Die 2-Zyklen
(i L
(Z7j)_<31> mltZ?é]

nennen wir Transpositionen.
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Satz 4.2.3

a) Jedes m € S,, hat eine sogenannte Zyklenzerlegung der Gestalt

7= (a1, may,..., 7 tar)(az, mag, ..., 72 tas) ... (ag, Tag, ..., 7"
mit n = 25:1 zj und
{1,...,n} = U;“:l{aj,waj T ey (disjunkt).
b) Es gilt (a1,as2,...,ar) = (a1,ax)(a1,ax—1)...(a1,a2). Insbesondere

ist jede Permutation aus S, ist ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. a) Wir beginnen (etwa) mit a; = 1 und betrachten die Ziffern
w77 ta; (j =1,2,...). Da diese nicht alle verschieden sind, gibt es ein z; > 1,
so daB a1, may, ..., 7% " ta; paarweise verschieden sind, jedoch

mta; € {a1,mas, ..., 7 tay}.
Also gibt es ein k mit 0 < k < z; und 7*'a; = 7*a;. Anwendung von 7%
liefert 7**~*a; = a,. Wegen der Wahl von z; folgt k = 0 und 7**a; = a;. Ist
21 < n, so withlen wir ein as € {1,...,n} mit as # 7/a; fiir j =0,...,2;—1.
Dann ist
{nlay |j=0,1,.. N {rlay | j=0,1,...} =0,

und wir erhalten einen weiteren Zykel (ag, mas, ..., m*2 tay). Nach endlich
vielen Schritten folgt die Behauptung.
b) Man bestétigt leicht, dafl

(a1,a2,...,ar) = (a1,ar)(ar,ak-1) ... (a1, az).
(Ein Produkt von Permutationen ist von rechts zu lesen!) Wegen a) ist daher

jede Permutation ein Produkt von Transpositionen. O

Hauptsatz 4.2.4

a) Firn > 1 gibt es einen Epimorphismus sgn, genannt das Signum,
von S, auf {1,—1}. Dabei gilt sgnT = —1 fiir alle Transpositionen T
aus Sy,.

b) Sei K ein Kérper und f ein Homomorphismus von S, in K*. Dann
gilt entweder fm =1 fiir alle ™ € S,, oder Char K # 2 und fm = sgn.

ak)
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Beweis. a) Sei T = {i,j} mit i < j eine Teilmenge von {1,...,n}. Fiir
m € S, setzen wir

1 falls i < 7y
—1 falls mi > 7y

Z.(T) = {

und definieren
sgnm = [[ Z«(T) € {1, -1},
T

wobei das Produkt iiber alle T C {1,...,n} mit |T'| = 2 zu bilden ist. Fiir
p €S, und T = {i,j} setzen wir pT" = {pi, pj} und geben eine Tabelle fiir
die relative Lage von pi, pj und 7(pi), 7(pj) an:

Sei T = {i,} mit i < J.

Fall | Z,(T)  Z:(pT)  Zn,(T)
pi < pj, m(pi) < m(pj) 1 1 1
pi < pj, m(pi) > 7(pj) 1 -1 -1
pi > pj, m(pi) < m(pj) -1 -1 1
pi > pj, w(pi) > m(pj) -1 1 -1

In allen Féllen gilt
ZWP(T) = ZP(T)Zﬂ(pT).

Damit folgt

sgnmp = HZM,(T) = HZP(T) Hﬂ(pT) = sgnpsgn,

T T
denn mit 7" durchlduft auch pT alle 2-elementigen Teilmengen von {1,...,n}.
Es bleibt noch sgn 7 = —1 fiir alle Transpositionen 7 zu zeigen. Sei zunéchst

7 = (1,2). Dann ist

[ —1fir T ={1,2},
Z:(T) = { 1 sonst.
Somit gilt sgn7 = —1. Sei nun 7’ = (4, j) eine beliebige Transposition und

W:<1?---)esn
17 ...

irgendeine Permutation mit 71 = ¢ und 72 = j. Dann gilt 7/ = 777~
somit

L und

sgnT =sgnm-sgnT-sgnT L =sgnt = —1.



192 4 Determinanten

b) Sei f ein Homomorphismus von S,, in K*. Ist 7 eine Transposition aus
Sn, so gilt 72 =1, also 1 = f(72) = (f7)%. Somit erhalten wir fr € {1, —1}.
Sei nun 7 = (1,2) und 7’ irgendeine Transposition aus S,,. Wie in a) gibt es
ein 7 € S,, mit 7 = wr7~!. Damit folgt

fr' = (fm)(fr)(fm)~" = fr.

Also haben alle Transpositionen aus S,, unter f dasselbe Bild 1 oder —1.
Nach 4.2.3 b) hat jedes m aus S,, die Gestalt m = 7y ... 7; mit Transpositio-
nen 7;. Mit a) folgt

k
sgnm = HsgnTj = (—1).
7j=1
Andererseits ist
k
B [ (=D falls fr; = -1
fr=11 1= { 1 falls fr; = 1.

j=1

Dies zeigt die Behauptung. (Ist Char K = 2, so ist —1 =1, also fm =1 fiir
alle v € S,,.) O

Zur Berechnung des Signums ist folgendes Lemma oft niitzlich.

Lemma 4.2.5 Seim € S,, und sei m = &1 ...& die Zyklenzerlegung von m

z n—k

mit &; = (aj,maj,..., 7% ta;). Dann ist sgnm = (—1)
Beweis. Wegen 4.2.3 b) gilt

zj—1 zj—1

(aj,maj,..., 7™ " a;) = (aj, 7™ "a;)...(a;,7a;),

also sgn¢; = (=1)%~'. Dan =", 2; ist, folgt

k
sgnm = Hsgngj = (—1)"*,
j=1

O
Satz 4.2.6 Fiirn > 2 setzen wir A,, = Kern sgn und nennen A,, die alter-

nierende Gruppe auf n Ziffern. Dann gilt A,, 1S, und |S, : A, | = 2. Fir
jedes m € S, mit sgnm = —14st S, = A, Ur A, =A, UA, 7.
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Beweis. Da sgn ein Epimorphismus auf {1, —1} ist, folgt mit 4.1.5 direkt
|Sn: Ay | = {1, -1} = 2.
Firm € A, gilt A, =S, \A, = A, 7. O

Satz 4.2.7 Sei S,, die symmetrische Gruppe und U < S,, mit |S,, : U| = 2.
Dann ist U = A,,.

Bewets. Durch ¢ mit

- 1 fir geU
(p(g)_{—l fir g U

wird offenbar ein Homomorphismus von S,, auf {1, —1} definiert. Nach 4.2.4
gilt daher ¢ = sgn, also U = Kernyp = A,,. O

Ausblick 4.2.8 a) Fiir n = 3 und n > 5 sind {1}, A,, und S,, die einzigen
Normalteiler von S,,, und A,, besitzt nur die Normalteiler {1} und A,,.
Hingegen haben S4 und A4 einen Normalteiler V mit |V| = 4, die sogenannte
Kleinsche! Vierergruppe (siehe Aufgabe 4.2.1). Dabei ist

V = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Die Existenz dieses Normalteilers ist der tiefere Grund dafiir, dafl Losungen
einer Gleichung n-ten Grades

T+ ap 12" P+ ...+ a1z + ag = 0 mit aj €C

fiir n < 4 stets mit Hilfe von Wurzeln ausgedriickt werden kénnen, jedoch
fiir n > 5 in der Regel nicht. Die Formeln fiir die Auflésung von Gleichun-
gen dritten und vierten Grades mit Hilfe von Wurzelzeichen stammen von
italienischen Mathematikern des 16. Jahrhunderts (Cardano?, del Ferro?,
Ferrari?, Tartaglia®). Erst Abel konnte 1826 beweisen, daf fiir n > 5
die Auflosung der Gleichung n-ten Grades mit Wurzeln in der Regel nicht
moglich ist. Eine systematische Behandlung dieser und &hnlicher Fragen

IFelix Christian Klein (1849-1925) Erlangen, Miinchen, Leipzig, Goéttingen. Geome-
trie, algebraische Gleichungen, Funktionentheorie.

2Girolamo Cardano (1501-1576) Padua, Pavia. Arzt, Philosoph, Techniker, Mathema-
tiker.

3Scipione del Ferro (1465-1526) Bologna. Lektor in Arithmetik und Geometrie.

4Ludovico Ferrari (1522-1565) Bologna. Mathematiker.

5Niccolo Fontana, genannt Tartaglia (der Stotterer) (1499-1557) Venedig. Mathema-
tiker, Physiker, Topograph.
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wurde erst moglich durch die Theorie von Galois®, die das Problem der
Losung der Gleichung n-ten Grades mit dem Studium von Untergruppen
und Normalteilern von S,, in Verbindung bringt.

b) Hat eine Gruppe G nur die Normalteiler {1} und G, so heifit G einfach.
Ist |G| eine Primzahl, so ist G nach dem Satz von Lagrange 2.1.10 offen-
bar einfach. Die Bestimmung aller endlichen einfachen Gruppen, die nicht
Primzahlordnung haben, ist erst 1982 nach einer sich {iber mehr als 20 Jah-
re erstreckenden Arbeit von zahlreichen Mathematikern zum Abschlufl ge-
kommen. Die umfangreiche Liste kann hier nicht beschrieben werden (sieche
jedoch 4.4.7). Wir vermerken nur, daf§ diese Entwicklung mit dem folgenden
tiefliegenden Satz von Feit” und Thompson® begann.

Ist G eine endliche einfache Gruppe und |G| keine Primzahl, so ist |G|
gerade.

Aufgabe 4.2.1 Sei K = {0,1,a,a + 1} der Korper mit vier Elementen
(siche Aufgabe 2.5.3). Man zeige:

a) Die folgenden Abbildungen von K in sich sind bijektiv:
x .
Tb—<x+b> mit b € K,

o= (5] wa a=(5).

b) In der Gruppe aller bijektiven Abbildungen von K auf K bilden wir
die Untergruppen T’ = {r, | b€ K}, U = (T, o) und S = (U, ). Dann
gilt |T'| =4, |U| =12 und |S| = 24. Ferner gilt T <U und T'< S.
(Also ist S die Menge aller bijektiven Abbildungen von K auf sich,
somit S = Sy.)

c) Man zeige, daBl sgn7, = sgno = 1 und sgna = —1 ist.

Aufgabe 4.2.2 Sei U < G und M = {gU | g € G} die Menge aller Neben-
klassen von U in G (siehe 2.1.9).

a) Dann ist «, definiert durch

xU
ag = (ng> (x2U e M),

SEvariste Galois (1811-1832) Paris. Starb mit 21 Jahren in einem Duell. Auflésung
algebraischer Gleichungen, Gruppentheorie, endliche Koérper, Begriinder der Galois-
Theorie.

"Walter Feit (1930-2004) New Haven. Gruppentheorie.

8 John Griggs Thompson (1932) Chicago, Cambridge. Gruppentheorie.
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ein Homomorphismus von G in die Gruppe aller bijektiven Abbildun-
gen von M auf sich mit

Kerna = Nyea g Uyg.
b) (Cayley) Es gibt einen Monomorphismus von G in die Gruppe aller
bijektiven Abbildungen von G auf sich.
c) Ist |G| < o0, so ist G isomorph zu einer Untergruppe der symmetri-
schen Gruppe Sg|-
Aufgabe 4.2.3 Sei K ein endlicher Kérper mit |K| = ¢ > 2.

a) Die Menge aller Permutationen der Gestalt

(1)

auf K mit a,b € K und a # 0 ist eine Untergruppe U der symmetri-
schen Gruppe S, mit |U| = ¢(¢ — 1).

b) Die Menge
x
T_{<:c+b> |be K}

ist ein abelscher Normalteiler von U mit T'= K.
c) Die Menge
V:{(a“;) |0#£a€ K}
ist eine Untergruppe von U mit V = K*. Dabei gilt U = TV und
TNV = (lk). Ferner ist U/T = K*.
d) Die Gruppe U ist fiir |K| > 2 nicht abelsch.
e) Esgilt U< A, fir 2| qund U £ A, fiir 21¢.
Hinweis: Man verwende, da§ V' = K* zyklisch ist (siche 5.1.12).
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4.3 Determinanten

Mit Riicksicht auf spiitere Uberlegungen betrachten wir in diesem Abschnitt
den Ring

(R)n:{(aij) ’ Qij ER; 1,5 = 1,...,’)7,}
der Matrizen vom Typ (n,n) iiber einem kommutativen Ring R. Wir be-
zeichnen mit R™ die Menge aller n-Tupel iiber R, welche wir manchmal als
Zeilen, manchmal aber auch als Spalten schreiben.

Definition 4.3.1 Fir A = (a;5) € (R), setzen wir
det A = Z SENT 41,7102 72 - - - An ;s
TES,
wobei {iber alle Permutationen 7w aus der symmetrischen Gruppe S, zu
summieren ist. Wir nennen det A die Determinante von A. Im folgenden
betrachten wir det A als Funktion der Zeilen z; oder Spalten s; von A und
schreiben det A = f(z1,...,2n) = g(51,...,5n).
Beispiele 4.3.2 a) Fiir A = (a;5) € (R)2 ist
det A = ai11a922 — a120a921.
b) Sei A = (ai;) € (R),, eine Dreiecksmatrix mit a;; = 0 fiir j > ¢. Dann
gilt
a1,7102,72 - - - An, 7t 7& 0
hochstens dann, wenn 71 < 1,72 < 2,...,7n < n, also 7 die Identitét ist.
Somit gilt
det A = a11a22 ...0pnp-

Satz 4.3.3 Sei
A:(ai]‘): :(81,...,Sn) € (R)n

a) Es gilt det A = det A".
b) Fiir alle b,c € R, alle z;,Z; € R™ und alle i gilt
J(z1,,2im1, 020 + €23, Zig1, -, 20) =

bf(Zl, ey Zim15 iy Zidly e ey Zn) + cf(zl, ey i1y i Zigdy - Zn).
(Ist R = K ein Korper, so ist bei festgehaltenen z; (j # i), die Abbil-
dung zi — f(21,. .., 2i—1, Zi, Zi+1, - - -, Zn) linear.)
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c) Ist z; = z; mit j # i, so gilt
f(z1,..0,2n) =0,
d) Die zu b) und c) analogen Aussagen gelten fiir g(si1,...,Sn).
Beweis. a) Setzen wir A' = (b;;) mit b;; = a;;, so gilt

t _
det A" = ZWGSn sgn bl,w1b2,7r2 . bn,wn
- Zwesn SNT U7r1,1072,2 - - Grnyn

Wegen (sgnm)? = 1 ist sgnm = (sgnm)~! = sgnw~!. Da 7 auf {1,...,n}
bijektiv ist, folgt durch Umordnen der Faktoren

r11 .- -Qrnn = A1 711 .- -0p g—1p-

(Hier ist entscheidend, dafl der Ring R kommutativ ist!) Somit folgt

det A' = Z sgnm ! Ay =11 .. Oy o1 = det A.

TES,
b) Fir z; = (aj1,...,an) und Z; = (@1, . . ., Gin) gilt
f(Zl,...,Zi_l,bZi—|—CZ~7;,ZZ'+1,...,Zn) =

= ZwESn SgNT A1 71 - - - (bai’ﬂ—i + Cai,vri) R )
= bZﬂ—ESn SgNT G171 -« - Gi ;s - - Ao T
cZWGSn SGUT A1 71 .- Qigi - - Cporn,
= bf(zl7 sy Ri—1y Ry Ridly ey Zn) + Cf(zlu s 72’/1'71757;72:2'4»1 s ,Zn).

c) Sei nun z; = z; mit i < j. Ist 7 die Transposition 7 = (i, j), so gilt nach
4.2.6 die disjunkte Zerlegung S,, = A,, U A,, 7. In der Formel fiir det A fassen
wir die Summanden mit 7 und 77 fiir 7 € A,, zusammen. Wegen z; = z;
ist a; i = aj 7 Und @; 5 = aj 75, also

SgNT Q1,71 ---Op,en +SGOTT A1 771 - - - Ay
= sgnm (alml Qg Qg Quon — Q1L gl - - Qi g oo - Qg - - an,rrn) = 0.

Somit ist det A = 0.
d) Wegen a) folgt die Behauptung aus b) und c). 0
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Definition 4.3.4 Sei entweder W = R"™ mit einem kommutativen Ring

R oder W ein R-Vektorraum der Dimension n, also R ein Korper. Eine

Abbildung Vol von W x ... x W in R heifit eine Volumenfunktion auf W,
————

n—mal
falls gilt:

(1) Fiir alle 4, alle zj,2; € W und alle b, c € R gilt
VOI(Zl,...,bZZ‘—{-C,%,...,Zn) =
=bVol(z1,...,2i...,2n) +cVol(z1, ..., Ziy ...\ 2n).

(2) Ist z; = z; mit i # j, so gilt Vol(z1,...,2,) =0.

Bemerkung 4.3.5 In der euklidischen Ebene R? seien Vektoren (z1,y1)
und (z2,y2) vorgegeben. Sei x; = r; cosa; und y; = r;sin o;.

(1U2, Z/z)
\\h

\ (331,y1)
Q2

o]

Dann gilt 7’]2 = x? + yJQ- und

T1T2 + Y1y2 = r172(cos aq cos ai + sin g sin ag)
= 1179 cos(e — 1) = 7172 COS 7,

wobei v der Winkel zwischen den Vektoren (x1,y;) und (z2,ys2) ist. Die
Fliache F' des von (x1,y1) und (z2,y2) aufgespannten Parallelogramms ist
bekanntlich bestimmt durch

F? = r2h? = r?rZsin?~y
= 7r27r2(1 — cos? y)
= (7 +yi)(23 + ¥3) — (2172 + y1y2)?

= (95192 - 50291)2-
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F:|det<m1 yl)\.
T2 Y2

Eine entsprechende Formel gilt auch fiir das Volumen eines Parallelepipeds
im R3. Dies ist der Grund fiir die Bezeichnung Volumenfunktion in 4.3.4.

Also ist

Satz 4.3.6 Sei Vol eine Volumenfunktion auf W.
a) Fir allei # j und alle a € R gilt

Vol(z1, ...,z +azj,...,z,) = Vol(z1,...,2i,...,2n).
b) Fir alle m € S, gilt
Vol(zr1, .-+, Zren) = sgnm Vol(z1, ..., 2,).
c) Sei

n
wi:Zaijzj (’L:]_,,TL)
j=1
Dann gilt
Vol(wy, ..., wy,) = det(a;;) Vol(z1, ..., 2p).
Beweis. a) Dies folgt sofort aus
Vol(z1,...,zi +az,...,2,) =

Vol(z1, ... 52n) +aVol(z1,. ..y 2j 5oooy 25 ooy 2n) = Vol(z1,..., 25).
i j

b) Sei zuerst m = 7 = (i, j) eine Transposition mit ¢ < j. Vermoge dreima-
liger Anwendung von a) erhalten wir

Vol(z1,...,2,) = Vol(z1,..., zi—ikzj e ij yeeesZn)
= Vol(zy,..., Zl—tzj et zj—(zji—i-zj) ey Zn)
= Vol(zy,..., Zl—tzj e —jzi sy Zn)
= Vol(z,..., (zi—l—zij)—zi el —jz,- ey Zn)
= Vol(zy,..., ,z;j e —jz:i ey Zn)
= —Vol(zy, ..., ,z;j ey 7}1 ey Zn)

= sgn7 Vol(zr1,. -+, 2rn).
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Sei nun 7 eine beliebige Permutation aus S,,. Nach 4.2.3b) gilt 1 =77 ... 7%
mit geeigneten Transpositionen 7;. Setzen wir p = 75...73, so folgt mit
Induktion nach k sofort

Vol(2r1, .. 2rn) = sgn11 Vol(2p1,. .., 2pn)
= sgnt sgnp Vol(z1,...,2,) (per Induktion)
= sgn7ip Vol(z1,...,2,)

= sgn7 Vol(z1,...,2,).

c) Es gilt

Vol(wy,...,w,) = Z aij, - Gn g, Vol(zj,,...,2j,).

J1yeees Jn—l
Erscheint in einem n-Tupel (j1,. .., jn) eine Zahl mehrfach, so ist nach For-
derung 4.3.4 dann Vol(zj,,...,z;,) = 0. Also bleiben nur diejenigen Sum-
manden mit {j1,...,j,} = {1,...,n} iibrig. Somit erhalten wir j; = 7i mit

geeignetem 7 € S,,. Wegen b) folgt dann

Vol(wy,...,w,) = Zwesn 1,71 - - Qe SED T VOL(21, .., 2p)
= det(a;;) Vol(z1, ..., zn).

Wir fassen 4.3.3 und 4.3.6 zusammen zu

Satz 4.3.7 Die Volumenfunktionen auf R"™ sind gerade die V der Gestalt

zZ1
Vol(z1, ..., 2n) = cdet

Zn
mit c € R.

Beweis. Sei z; = (a1, ...,a;,) und e; = (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1
an der i-ten Stelle steht. Nach 4.3.6 ¢) ist

Vol(z1,...,2,) = det(a;;) Vol(ei,...,e,) = Vol(er,. .., e,)det
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Nun folgt leicht der fundamentale Multiplikationssatz fiir Determinan-
ten.

Satz 4.3.8 Fir A,B € (R),, gilt det AB = det Adet B.

Beweis. Mit den Bezeichungen aus 4.3.7 folgt fiir Vol(ey, ..., e,) # 0, dafl

det(AB) Vol(ey,...,e,) = Vol(ABey, ..., ABe,)
= det AVol(Bey, ..., Bey)
= det Adet B Vol(ey,...,ep).

O

Satz 4.3.9 Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und Vol eine nicht-
triviale Volumenfunktion auf V. Geanau dann ist [v1, ..., v,| eine Basis von
V', wenn Vol(vy,...,v,) # 0 ist.

Beweis. Sei [eq, ..., e,] eine Basis von V' und
n
V; = E Aij€j (Z:]_,,?’L)
i=1

Nach 4.3.6 c) ist dann
Vol(vy, ..., v,) = det(a;;) Vol(eq, ..., en)
mit V(e1,...,en) # 0. Sind [v1,...,v,] linear abhingig, so gibt es ei-

ne Relation v, = Zj;ék ckjvj. Mit 4.3.6 a) folgt Vol(vi,..., v, ...,0,) =
Vol(vy, ..., v — Zj;ﬁkckjvj,...,vn) = Vol(vy,...,0,...,v,) =0.

Sei nun [vq, ..., v,] eine Basis. Dann gelten Relationen der Gestalt
n n n n n
€L = Z bkivi = Z b]ﬂ Zaijej = Z(Z bm'a,'j)ej.
i=1 i=1  j=1 j=1 i=1

Dies zeigt (bxi)(ai;) = E, daher
1 = det E = det(by;) det(a;;).
Also ist det(a;;) # 0, und daher Vol(vy,...,v,) # 0. O

Fiir die Berechnung von Determinanten ist oft der folgende Satz hilfreich.
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Satz 4.3.10 (Késtchensatz) Sei

A= (g g) € (R)ntm

mit B € (R), und C € (R),,. Dann gilt det A = det Bdet C.

Beweis. Mittels der Késtchenmultiplikation (siehe 3.3.19) bestétigt man
B0\ (BO E 0
DC) \DE 0C)"

Also reicht der Nachweis von

B0
det<D E) =det B

und

det(? g) =detC.

. E 0
Offenbar ist det 0 C
funktion auf R™. Mit 4.3.7 erhalten wir

det(E O> =qadet C

in Abhéangigkeit der Zeilen von C' eine Volumen-

0C

DE
in Abhéngigkeit der Zeilen von B eine Volumenfunktion. Es gilt also

B0
det (D E) = s(D)det B

mit a € R. Die Spezializierung C' = F liefert a = 1. Ebenso ist det <B 0 )

mit s(D) € R. Fiir B = F ist (lE) g) eine Dreiecksmatrix. Mit 4.3.2 b)

folgt
E 0
1 =det <D E) = s(D).

. . B0
Dies zeigt det (D E) = det B. a
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Beispiel 4.3.11 a) Bei der Behandlung von Schwingungen in 8.5 ist die
folgende Aussage von Nutzen.

Sei K ein Korper und A, B,C, D € (K), mit AC = CA. Ist det A # 0, so
gilt

A B
det (C’ D) = det(AD — CB),

denn wegen AC' = C'A gilt ndmlich

(e2)(e5)=(0ancn)

A B

Nach 4.3.10 ist somit det A det (C D

det A # 0 folgt die Behauptung.
b) Man kann zeigen, dafl die Aussage in a) auch fiir det A = 0 gilt. Auf
die Bedingung AC = CA kann man jedoch nicht verzichten. Ist z.Bsp.

A= (1 1) und C = ( 00 ), so zeigt eine einfache Rechnung, dafl

) = det Adet(AD — CB). Wegen

01 -10

A -C
det(c 4 >:27é1:det(A2+C2).

Definition 4.3.12 Sei A = (a;;) € (R),,. Wir setzen

ai1 a1j Q1n
Aij:det o ... 1 ... 0 — 1.
Gn1 Qnj Qnn

Der i-te Zeilenvektor von A ist also durch e; = (0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an
der Stelle j ersetzt worden. Auf die Zeilen von A wenden wir nacheinander
die Transpositionen (i,i—1), (i—1,i—2),...,(2,1) an, dann auf die Spalten
die Transpositionen (7,5 — 1), (j — 1,7 —2),...,(2,1).
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Mit 4.3.6 b) und 4.3.10 erhalten wir

4 Determinanten

1 0 0. 0
14 ail apge.-- QAin
Aij = (—1)i+j—2 det )
(227 a;1 aqgj . Uin
Un j an1 apj- - Apn
aiq aj A1n
= (—1)Z+J det a;1 e aqj - Ain,
an1 e Qqje - - Apn

In der Matrix A sind also die i-te Zeile und j-te Spalte zu streichen. Dieselbe

Umformung zeigt auch

ap1 --- 0 ... Gnp

wobei die j-te Spalte von A durch den Spaltenvektor e; ersetzt ist. Die

Matrix

A= (4y)" € (R)n
heifit die Adjunkte von A.

Satz 4.3.13 Sei A = (a;;) € (R),. Dann gilt:

a) AA = (det A)E, also Z?:1 a;jAg; = 6;, det A.

Speziell fiir i = k erhalten wir

n

Z aiinj = det A.

j=1

(Entwicklung von det A nach der i-ten Zeile.)
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b) AA = (det A)E, also
Z Aj,»ajk = 51’1@ det A.
j=1
Fir i =k liefert dies
Z Ajz»aji = det A.
j=1
(Entwicklung von det A nach der i-ten Spalte.)
c) Ist R ein Korper und det A # 0, so ist

A7l = (det A)7'A.

Beweis. a) Nach 4.3.3 b) gilt

an...alj...aln
Z?:l aijAkj = Z?:l Q4 det 0 e 1 ce 0 — k
an1 a;,j Ann
aiqp ... Qip
= det a%l...am — k
anpl -.. Qpn

= ;1 det A.

Dies heifit AA = (det A)E.

b) Die Aussage folgt analog mit der am Ende von 4.3.12 angegebenen Ge-
stalt von Az]

c¢) Dies ergibt sich unmittelbar aus a) und b). O
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Satz 4.3.14 (Cramersche® Regel) Sei K ein Korper und A = (ai;) € (K)»
mit det A # 0. Dann hat das Gleichungssystem Ax = b (mit x,b € K™) die
eindeutige Losung x = (x;) mit

z; = (det A) ™! det : ,

wobei die i-te Spalte von A durch den Spaltenvektor b = (b;) ersetzt ist.
Liegen alle a;; und b; in einem Unterkorper Ko von K, so gilt auch x; € Ky.

Beweis. Mit 4.3.13 ¢) erhalten wir z = A=1b = (det A)~14b, d.h.,

x; = (det A)il Z?:l Ajibj

ail .0 ... A1n

= (det A)~! > i1 bjdet aji ... 1...ajpn |,

ail ... b1 oL Q1
= (det A)~!det

O

Fiir die numerische Losung von linearen Gleichungssystemen ist die Cra-
mersche Regel wenig geeignet, denn die Berechnung der Determinanten A;;
benotigt fiir grofes n zahlreiche Additionen und Multplikationen. Dabei
konnen dramatische Fehlerhdufungen auftreten.

Satz 4.3.15 Sei K ein Korper und A € (K),,. Genau dann existiert A=*,
wenn det A # 0 ist. In diesem Fall ist A= = (det A) "L A.

Beuweis. Ist det A # 0, so ist A=* = (det A)~'A nach 4.3.13 ¢). Existiert
umgekehrt A= so gilt 1 = det E = det AA~! = det Adet A=1. Somit ist
det A # 0. O

9Gabriel Cramer (1704-1754) Genf. Algebraische Kurven.
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Satz 4.3.16 Das homogene lineare Gleichungssystem
n
(L) Y ajz;=0 (i=1,...,n)
j=1

mit a;; € K hat genau dann nur die triviale Losung x1 = ... =z, = 0 in
K, wenn det(a;;j) # 0 ist.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung A aus Hom(K™, K™) mit

Alws) = (O aiaj).
j=1
Dabei hat (L) genau dann nur die triviale Losung, wenn Kern A = 0 gilt.
Dann ist A invertierbar, was nach 4.3.15 gleichwertig mit det A £ 0 ist. O

Bemerkung 4.3.17 Sei A = (a;}l g) mit v € K" ! und B € (K),—1.
Ist a1, # 0 und existiert B~!, so gilt

CL110 al_ll 0 .
<v B)(w B! =k

genau fiir w = —a;; B~ 'v. Ist insbesondere A eine Dreiecksmatrix, so ist
gemiB einer Induktion auch B~! eine Dreiecksmatrix, also auch A1,

Definition 4.3.18 Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und weiter
A € Endg (V). Sei B eine Basis von V und Ap die A zugeordnete Matrix.
Dann setzen wir det A = det Ag. Diese Festsetzung ist unabhéngig von der
Basis B. Ist nimlich B’ eine weitere Basis, so gilt Apr = C~'AgC mit
einem invertierbaren C € (K),,. Mit 4.3.8 folgt

det Ag: = (det C) ' det Ag det C = det Ap.

Es gilt also GL(V) = {A | A € Endg(V), det A # 0}. Wegen 4.3.8 ist det
ein Homomorphismus von GL(V') in K*. Wir setzen nun SL(V') = Kern det,
also SL(V) = {A | A € GL(V), det A = 1} und nennen SL(V') die spezielle
lineare Gruppe auf V.

Satz 4.3.19 Sei K ein Korper und A € (K)p,, mit r = r(A). Dann gibt
es eine Teilmatrix
Qip 51 - Agq g,
B =

air,jl tet a/i'r"jr
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vom Typ (ryr) mit 1 < i3 < ... <id.<mn, 1 <j; <...<jr <n und
det B # 0. Hingegen hat jede Teilmatriz vom Typ (k,k) mit k > r die
Determinante 0.

Beweis. a) Seien z1,...,z, die Zeilen von A. Wegen r(A) = r gibt es dann
i1 < ...<i, derart, daB [z;,,...,2; | linear unabhéngig ist. Setzen wir
27;1
Al = )
Zq

T

so ist auch r(A;) = r. Wegen 3.3.17 hat A; auch r linear unabhéngige

Spalten s ,...,s} . Setzen wir weiter
Qi1 - Qig g,
/ / . .
A N
@ipjy - Qi

so ist Ay vom Typ (r,7) und r(As) = 7. Nach 3.3.21 existiert A;'. Also ist
det Ay # 0 nach 4.3.15.
b) Sei nun k£ > r und sei

Qsyty -+ Qs ity
B =

Asp,ty - -+ Qs ty

irgendeine Teilmatrix von A vom Typ (k, k). Wegen r(A) = r < k sind die
Zeilen

zs;, = (As; 1,5 0s;m) (F=1,...,k)

von A linear abhéngig. Erst recht sind die verkiirzten Zeilen

o, = (Us, 000 rs,00) (G=1,...,F)

linar abhiingig. Also gilt r(B) < k. Nach 3.3.21 existiert somit B! nicht.
Also ist det B = 0 nach 4.3.15. O

Bemerkung 4.3.20 Sei K ein Korper und A € (K),.
a) Bei elementaren Umformungen im Sinne von 3.8.3 bleibt die Determi-
nante unveréndert.
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b) Ist gemif 3.8.4

Ty ... TxAS,...5=100...10...0
00...00...0

00...00...0
mit 0 # a € K, so gilt

_JOo  fir r(A) <n
det A = { a fir r(A) =n.
Dies folgt unmittelbar, da die Matrizen T}, S; Dreiecksmatrizen mit Diago-
naleintrdgen 1 sind, also die Determinante 1 haben.

Beispiele 4.3.21 Sei K ein Korper und n > 2.
a) Ferner sei

abb...b
bab... b

A: . E(K)n
bbb...a

die Matrix aus 3.8.5. Dort hatten wir A mittels elementarer Umformungen
iiberfithrt in die Diagonalmatrix

a+(n—1b 0 0 ... 0
0 a—b 0 ... 0
0 0 a—b... 0
0 0 0 ...a—b

Mit 4.3.2 b) und 4.3.20 erhalten wir
det A= (a+ (n—1)b)(a—b)""".

Insbesondere folgt 1(A) = n, falls (a + (n — 1)b)(a — b)"~! # 0 ist.
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Um weitere Methoden zu illustrieren, berechnen wir det A = f(a,b,n)
auf eine zweite Weise. Subtraktion der zweiten von der ersten Spalte und
anschliefende Entwicklung nach der ersten Spalte (geméf 4.3.13 b)) liefert

a—bbb...b
b—aabd...

det A = det 0 ba..b

S

0 bb...a

abb...b bbb...b
bab...b bab...b
= (a—"b)det | . . . .| —(b—a)det )
bbb...a bbb...a
b 0 ... 0
ba—-b... 0
= (a—0b)f(a,b,n — 1)+ (a — b) det
b 0 ...a—b

(benutze die elementare Umformung s; — s; — s1)

= (a—0b)f(a,b,n —1) +bla—b)" L.
Also erhalten wir die Rekursionsformel
f(a,b,n) = (a —b)f(a,b,n — 1) + b(a — b)" " .

Mit f(a,b,2) = (a+b)(a—b) beginnend beweist man durch Induktion nach
n nun leicht
f(a’a b7 TI,) - ((I + (TL - 1)6)(a - b)nil‘

b) Seien ai,...,a, € K. Wir berechnen die in den Anwendungen héufig
verwendete Vandermondeschel® Deteminante

la @ ... a7t
det | 11 : = folai,...,an).
lLa,ad...a""!

10Alexandre Theéphile Vandermonde (1735-1796) Paris. Hauptsichlich Musiker.
Schrieb 1771/72 vier math. Arbeiten iiber Gleichungen.
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Fiihren wir nacheinander die folgenden elementaren Umformungen

Sp — Sp — A1Sp—1
Sp—1 ™ Spn—1 — A1S5p—2

SS9 — S9 —A181.

aus, so erhalten wir

1 0 0 0
1 as—ay (az —ay)ay ... (ag — al)an_2
fulay, ... ay) = det 2
1 ap, —ay (ap —a1)ay ... (ap —ay)a™ 2
as —ay (ag —ay)as ... (ag — al)ag_2
= det
an —ai (@, —ai)a, ... (@, —a)a™ 2

(Késtchensatz 4.3.10 oder Entwicklung nach der ersten
Zeile geméf 4.3.13 a))

= (ag —ay)...(an —a1) fn_1(az,...,an).

Nun errdt man leicht die allgemeine Formel fiir f,(aq,...,a,), und bestétigt
durch Induktion nach n, dafl

fn(al, e ,an) = H(aj — al-).

J>i

Sind die aq, ..., a, paarweise verschieden, so folgt f,(a1,...,a,) # 0. Also
sind die Vektoren (1,a;,...,a} ') fiir i = 1,...,n linear unabhingig. Dies
haben wir bereits auf anderem Wege in 2.7.6 c) gesehen.

¢) Wir berechnen nun eine zahlentheoretische Determinante. Sei A = (a;;)
die Matrix vom Typ (n,n), wobei a;; = ggT(i,j) der grofite gemeinsame
Teiler von ¢ und j ist. Sei B = (b;;) mit

y [ il
UT0 0 firity
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und sei F' die Diagonalmatrix

wobei ¢ die Eulersche Funktion aus 2.1.12 ist. Ist B'FB = (ck), so gilt
wegen 2.1.15 a) die Relation

Cpl = szﬂ bjkfjibil = Z?:I bjkép(j)bjz
= o 00) = Tjjagrcun) 000) = 88T(k, 1) = aa.

Dies zeigt B'FB = A. Da B eine Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrigen 1
ist, folgt det B =1, also

det A =det F' = ¢o(1)p(2) ... p(n).

In 5.4.10 wird uns die Eigenwerttheorie ein weiteres Verfahren zur Be-
rechnung von Determinanten liefern.

Aufgabe 4.3.1 Sei

c 0 ...0 a

0 ¢ .0 a9
A=

b1 b2 bn,1 (07

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile beweise man
n—1
det A = " ?(anc — Z a;b;).
j=1

Aufgabe 4.3.2 Sei
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a) Man berechne det A auf folgende Weise:

Betrachte
ca+ra+r a+r ... a+r

b+r co+r a+r ... a+r
det| O+7 b+7r c3+r ... a+r

b+r b+r b+r ...c,+r

als Funktion g(r) von r.

Mit den elementaren Umformungen s; — s; — s1 (j = 2,...,n) sieht man,
daB g(r) = sr + ¢ mit geeigneten s, gilt. Setzen wir f(z) = [[;_,(¢; — z),
so folgt

g(=a) = [I(¢j —a) = f(a)
=1
und .
9(=b) = [ ] (¢; —b) = f(b).
j=1
Fiir a # b erhélt man
bf(a) — af(d)
A= =7 -7
det g(0) —
b) Fiir a = b betrachte man
c1L+ra ... a
a+r cy ... a
h(r) = det
a+r a ...cy
1 0 ... 0
leg—r... O
= h(0) + rdet
1 0 ...cpo—r1

= 1(0) + [Tj—a(c; — 7).
Man zeige schliellich (f wie in a))
det A = f(a) —af'(a).
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Aufgabe 4.3.3 Sei

aO...
Oa ...

bo...

A=
vom Typ (2m, 2m) und
a0 ...
Oa ...
B =
bo...

4 Determinanten

..0b
. b0
ab
ba
.0a
.00
b0
a0b
0cO
b0a
.0a

vom Typ (2m + 1,2m + 1). Man beweise det A = (a? — b?)™ und

det B = c(a® — b*)™.

Aufgabe 4.3.4 Fiir a; € R (i =0,1,2,3) zeige man

ap —a1 —az

det
as as ao

—az az —ay

as

ay ap —as —az

ai
Qg

= (ag +al + a3 + a3)”.

Aufgabe 4.3.5 Seien a;,b; € K (i, =1,...,n) und

[T .—, (1 —a;b;) # 0. Man zeige:

2,j=1

1
det -
(1 —aib; > ij=1,..n

wobei A(a, ..., an) = [[;;(a; — a;). ist

A(al, ce ,an)A(bl, .. .,bn)

IT7 =1 (1 = aby) ’

Hinweis: Man fiihre die Operationen z; — z; — z; und s; — s; — s aus,
und wende dann eine Induktion nach n an.
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4.4 Erzeugung von GL(V) und eine Charakterisierung
der Determinante

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Elemente aus GL(V') mittels einfa-
cher Matrizen, namlich der Streckungen und Transvektionen. Transvektio-
nen haben wir bereits in 3.1.10 und in Form von Matrizen (Elementarma-
trizen) in 3.8.1 kennengelernt.

Definition 4.4.1 Sei [v1,...,v,] eine Basis des K-Vektorraums V. Fiir
a,b € K mit b # 0 sind Transvektionen T;j(a) (j # i) und Streckungen
S;(b) aus GL(V') definiert durch

Tij(a)vi = v; + av;
Tij(a)vy = vy fir k#i
Si(b)v; = bu;, Si(b)vy =v fur k#1

Offenbar ist det T;;(a) = 1 und det S;(b) = b.

Lemma 4.4.2 Es gelten
Tij(a)Ti;(b) = Tij(a + b).
Insbesondere ist T;;(a)~' = T;;(—a). Ferner gilt fir a #0#b

SIC) T (@8(2) = T4 0),

Beweis. Die erste Aussage ist offensichtlich. Die zweite folgt wegen
Si(g)‘sz‘j(a)S'(ﬁ)vz = Si(3) "' Tij(a)gv

) (vi + avj)

)(Zv; + buj)

= v; + bv; = T35(b)v;

(2
Si($)a
Si($)(2

und Si(g)_lTij(a)Si(s)vk = vy, fiir k # . O

Hauptsatz 4.4.3 Die Bezeichnungen seien wie in 4.4.1

a) Ist G € SL(V), so ist G ein Produkt von Transvektionen Tj;(a;;) (in
geigneter Ordnung ).

b) Ist G € GL(V), so gilt G = S1(a)H mit a = det G und H € SL(V).
Insbesondere ist G ein Produkt von Si(a) mit geeigneten Transvektio-
nen.
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Beweis. a) In 3.8.4 haben wir gezeigt, dafl es zu A € (K),, Elementarma-
trizen S;,T; gibt, so daf3

a0...00...0
01...00...0

Ty ... TpAS,...5=]100...10...0
00...00...0

00...00...0

mit 0 # a € K gilt. Ist det A = 1, so folgt wegen detS; = detT; =1
unmittelbar T} ... T, AS; ... S; = E. Ubersetzen wir dies in die Sprache der
linearen Abbildungen und beachten, dafl zu den Tj;(a) aus 4.4.1 beziiglich
der dort gewdhlten Basis gerade Elementarmatrizen gehoéren, so erhalten
wir fiir G € SL(V) die Relation

Ty...T,GS,...S, = E,

wobei nun die S; und 7 Transvektionen der Gestalt T;;(a;;) sind. Wegen
Ti;(ai;)~' = Tij(—a;j) hat G die behauptete Gestalt.

b) Ist G € GL(V) mit det G = b # 0, so gilt det S1(b)"1G = 1. Nach a) ist
daher S;(b)~!G ein Produkt von geeigneten Transvektionen T;;(a;;). O

Definition 4.4.4 Sei V ein R-Vektorraum. Weiterhin seien [v1, ..., v,] und
[wy,...,wy,] Basen von V. Dann gibt es genau ein A € GL(V') mit

Av; = w; (i=1,....n).

Wir nennen die Basen [vq,...,v,] und [wy,...,w,] gleichorientiert, falls
det A > 0 ist. Offenbar definiert dies auf der Menge der Basen von V' eine
Aquivalenzrelation mit genau zwei Aquivalenzklassen.

Satz 4.4.5 Sei V ein R-Vektorraum und seien B = [v1,...,v,] und eben-
falls B" = [wy,...,wy,] Basen von V. Dann sind gleichwertig.

a) Es gibt eine stetige Abbildung t — A(t) vom abgeschlossenen Intervall
[0,1] in GL(V) mit A(0) = E und

A(D)v; = w; (t=1,...,n).

b) B und B’ sind gleichorientiert.
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Beweis. a) = b) Offenbar ist det A(t) stetig auf [0, 1]. Wegen det A(0) = 1
und det A(t) # 0 gilt nach dem Zwischenwertsatz det A(t) > 0, insbesondere
det A(1) > 0. Somit sind B und B’ gleichorientiert.

b) = a) Sei Av; = w; furi=1,...,n und det A = b > 0. Nach 4.4.3 gilt

A=51b)Ti(a1)...Tn(am)
mit Transvektionen Tj(a;). Setzen wir
A(t) = S1(1 —t+tb)Ti(tay) ... T (tam),
so ist A(t) stetig auf [0,1] mit A(0) = £ und A(1) = A. Wegen
1 —t+tbe[1,b] bzw. [b, 1]

ist det S1(1 —t + tb) > 0. Also gilt det A(f) > 0. Insbesondere ist somit
A(t) € GL(V). O

Satz 4.4.6 (Hensel'') SeiV ein endlichdimensionaler K - Vektorraum und
¢ ein Gruppenhomomorphismus von GL(V) in K*, also

Pp(A1A2) = p(A1)p(A2)

fiir alle A1, Ay € GL(V'). Dann gibt es einen Homomorphismus 1 von K*
in K* mit p(A) =(det A) fir alle A € GL(V).

det
K*
<P\ / Y

K

GL(V)

Beweis. Geméf 4.4.3 sei A = S1(a)Ty...T, mit a = det A, wobei die T;
geeignete Transvektionen der Gestalt T;;(a;;) sind. Wir zeigen zunéchst,
daB ¢(T};(a)) = 1 ist. Fir |K| = 2 ist nichts zu beweisen. Sei also |[K| > 2
und b € K mit b # —a, 0. Nach 4.4.2 gilt dann

mit S = S;(%2). Damit folgt

©(Tij(a))e(Ti (b)) = o(S) " o(Ti;(b))p(S) = @(Ti;(b)).

HKurt Hensel (1861-1941) Marburg. p-adische Zahlkérper.




218 4 Determinanten
Dies zeigt ¢(T;;(a)) = 1. Folglich ist
p(A) = (51 (det A)).
Wir definieren nun eine Abbildung ) von K* in sich durch ¢(a) = ¢(S1(a)).
Wegen Sy (ab) = S1(a)S1(b) fiir ab # 0 folgt
P(ab) = ¢(S1(ab)) = ¢(51(a)S1(0)) = ¢(S1(a))p(51(b)) = ¥ (a)(b).
Somit ist ¢ ein Homomorphismus von K* in sich mit ¢(A) = ¢(det A)). O

Bemerkung 4.4.7 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n < co. Da die
Determinante einen Homomorphismus von GL(V') auf K* mit dem Kern

SL(V)={A| A€ GL(V), det A =1}
liefert, folgt mit dem Homomorphiesatz SL(V) < GL(V) und
GL(V)/SL(V) = K™.

Andere Normalteiler von GL(V') sind selten. Ist dim V' > 2 oder dim V' = 2
und |K| > 3, so hat GL(V') nur die folgenden Normalteiler.
(1) Alle N mit SL(V) < N < GL(V).
(2) Alle N mit N <Z = {aF | a € K*} (siche Aufgabe 3.3.1).
Insbesondere ist dann

SL(V)/(SL(V)NZ)

einfach mit
SL(V)NZ={aE |a€ K*, a" =1}.

Dies liefert fiir endliche Kérper K unendliche Serien von endlichen einfachen
Gruppen.

Beispiele 4.4.8 a) Sei V' ein C-Vektorraum mit der C-Basis [v1, ..., vy].
Fassen wir V' als Vektorraum iiber R auf, so ist [v1,..., vy, w1, ..., w,]| mit
w; = iv; eine R-Basis von V. Sei A € GL(V') mit

n

A’Uj = Z(bkj + z'ckj)vk wobel bkj,ckj eR (] =1,... 7”)'
k=1

Dann bewirkt A eine Abbildung Ay € Endg(V') mit

n

onj = Z(bkjvk + ijwk),
k=1
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und .
Agw; = Z(—ckjvk + byjwy).
k=1
Beziiglich der R-Basis [v1,..., v, w1, ..., w,]| gehort also zu Ay die Matrix
<_BC g) aus (R)g, mit B = (by;) und C = (cg;).

Wir wollen det Ag berechnen. Wegen Kern Ay = Kern A = 0 ist Ay regulér
und A — Ay multiplikativ. Setzen wir ¢(A) = det A, so ist ¢ ein Homomor-
phismus von GL(V') in R*. Nach 4.4.6 existiert daher ein Homomorphismus
¥ von C* in R* mit ¢(A) = ¢(det A) fiir alle A € GL(V'). Sei speziell

Avy = (b+ic)vy mit byc € R, b+ic # 0
und
Avj = wv; fiir j > 1.

Dann ist det A = b + ic. Ordnen wir die obige R-Basis von V um zu
[v1, w1, ..., Uy, wy], so erhalten wir

b ¢
—cb

A 1

Somit folgt
(b +ic) = (det A) = det Ag = b* + ¢ = |b+ic|> = | det AJ]2.
Daher gilt allgemein

B C
—-C B
= det A -det A = det(B +iC) det(B — iC)
= det(B +iC)(B —iC)

= det(B? + C? +i(CB — BC)).

det Ay = det ( ) = | det AJ?

Ist insbesondere BC' = C'B, so folgt

B C
det (—C B) = det(B* + C?).
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b) Seien A = (a;;) € (K), und B = (b;;) € (K).,. Wir bilden das soge-
nannte Kronecker-Produkt

CbllB e alnB

AgB=| ;
amB ... apnB

vom Typ (mn,mn).

Ist A = (@i;) € (K)p und B € (K)m, so folgt mit der Késtchenmultiplika-
tion _ _
CllBB e Clan
(AeB)(A®B)=| : :
cnlBE cnnBE

mit ¢; = 2?21 a;jQj), also
(A® B)(A® B) = (AA) @ (BB).

Insbesondere ist

Dabei ist nach dem Késtchensatz 4.3.10, dafl

B
B
det(E, ® B) = det _ = (det B)"™.
B
Was ist hingegen
ClllEm NP alnEm
det(A® Ep,) = det : : ?
a1 B ... apnEm

Ist A regulér, so ist wegen
(AR B, ) (A" @ E,) = (AA™' ® E,,,) = Epn,

auch A® E,, regulir. Daher liefert ¢ mit p(A) = det(A® E,,,) einen Homo-
morphismus von der Gruppe der reguldren Matrizen aus (K),, in K*. Nach
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4.4.6 gilt det(A ® E,,) = 1(det A) mit einem Homomorphismus ¢ von K*
in sich. Fiir

mit det A = a folgt

(det A) = det(A® E,,) = det

= a™ = (det A)™.
Fiir regulédres A gilt somit
det(A® B) = det(A ® E,,) det(E,, ® B) = (det A)"™(det B)".

Ist det A = 0, so sind die Zeilen von A linear abhéngig. Dann sind auch die

Zeilen
(au,o,...,0,&12,0,...,0,a1n,0,...,0)
(a21,0,...,O,aQQ,O,...,O,agn,O,...,O)

(an1,0,...,0,an2,0,...,0,a1,,0,...,0)
von A ® E,, linear abhéngig, also det(A ® E,,) = 0. Somit gilt allgemein
det(A ® B) = (det A)"™(det B)".
Aufgabe 4.4.1 Seien A und B stochastische Matrizen vom Typ (n, n) bzw.
(m, m).
a) Dann ist A ® B stochastisch vom Typ (mn, mn).

b) Existieren Py = limy,_, o, A* und Pp = lim_. oo, S0 ist

Jim (A® B)* = P, ® Pg.
(Wirkt A auf die Zustéande {1, ...,n} und B auf die Zusténde {1, ..., m},

so beschreibt A® B einen stochastischen Prozefl auf der Produktmenge
{(i,7) |1 <i<n,1<j<m})
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4.5 Die Graflmann-Algebra

Die Graimann-Algebra wird uns weitere niitzliche Aussagen iiber Determi-
nanten liefern.

Definition 4.5.1 Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine K-
Algebra A mit Einselement 1 heifit eine Grafmann!?-Algebra zu V, falls
gilt:

(1) Es gibt ein € € Homg (V, A) mit (ev)(ev) = 0 fiir alle v € V.
(2) Die ev mit v € V erzeugen zusammen mit der 1 ganz A als K-Algebra.

(3) Sei B eine K-Algebra mit Einselement und ¢ € Hompg (V, B) mit
(pv)(pv) = 0 fiir alle v € V. Dann gibt es einen Algebrenhomomor-
phismus ¢* von A in B mit pv = p*cv fiir alle v € V.

g
\%4 A
N /e
B

Die obenstehende Definition enthélt in (3) eine sogenannte universel-
le Figenschaft. Solche Definitionen treten in vielen Teilen der Algebra und
Topologie auf. Man beachte, dafl die Definition nichts {iber die Existenz
oder Eindeutigkeit von A aussagt. Die Eindeutigkeit wird sich trivial erge-
ben. Die Existenz und Struktur von A benétigt eine explizite Konstruktion.
Der grofie Vorteil von universellen Konstruktionen ist, dafl sie automatisch
die Existenz von natiirlichen Abbildungen liefern (siehe 4.5.5). Wir werden
davon Gebrauch machen, um einige Sitze iiber Determinanten zu beweisen.

Lemma 4.5.2 Sei V ein K-Vektorraum und seien Ay und As Graffmann-
Algebren zu V. Dann gibt es einen Algebrenisomorphismus von A1 auf As.

Beweis. Wir betrachten die beiden Diagramme

12Hermann Giinther Gramann (1809-1877) Stettin. Mathematiker, Physiker, Philo-
loge. Lehrer an verschiedenen Schulen. Vektoralgebra, Vektoranalysis, Tensorrechnung,
n-dimensionale Geometrie.
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g g
% ! A, 1% 2

Ex ,/6 ; und 5x /6 T

A2 Al

mit
g9V = €510 und €1V = €160
fiir alle v € V. Somit gilt
gies(e1v) = eleqv = g1v
und
e5¢1 (e2v) = €561V = eqv.

Daher gilt eie5 = 1 auf dem Erzeugendensystem {e1v,1 | v € V'} von Aj;.
Dies zeigt eje5 = 14,. Ebenso folgt e5e] = 14,. Also ist €5 ein Algebren-
isomorphismus von A; auf A,. O

Die Konstruktion der Grafimann-Algebra erfordert etwas mehr Auf-
wand.

Satz 4.5.3 Sei V ein K-Vektorraum mit Basis [v1,...,v,] und sei A ein
K -Vektorraum der Dimension 2" mit der Basis

{wr [0 CTCA{1,...,n}}.

Firi,je{l,...,n} setzen wir
0 firi=j
()=3 1 firi<j
-1 furi>j.

Fiar I,J C{1,...,n} sei ferner
£1,J = H (27])7
icl,jeJ

wobei e g = gy = 1. Auf A definieren wir eine offenbar distributive Mul-
tiplikation durch

E arwr - g byjwy = § arbyer jwryg.
T J 1.7

Dann ist A eine Grafimann-Algebra zu V.
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Beweis. a) Wir zeigen zunéchst, dafl A eine K-Algebra mit dem Einselement
wy ist. Wegen 7 9 = 1 gilt

Wiy = wpwy = Wy .

Wir haben das Assoziativgesetz (wrwy)wy = wr(wyjwy) nachzuweisen. Es
gelten

(wrwy)wr = €1, €1UJ,L WILJUL

und
wl(waL) =E&1,JUL €J,L WIUJUL-

Fir INJ # () gibt es ein ¢ € INJ mit (¢,i) = 0. Dannist 7 ; = e, yur = 0.
Fiir INJ =0 ist

erosn= ] GO ] G =crresc

iel,lel jeJlel
Somit gilt in allen Féllen
(wrwy)wy = €1,7€1,0 €7,L WILJUL-
Ebenso erhalten wir
w[(waL) =€1,J€I1,LEJ,L WIUJUL-
Wir setzen noch wy;; = w; und vermerken
wiw; =0 = w;w; + wjw;
fiir i # 7.

b) Wir definieren nun ¢ € Homg (V, A) durch ev; = w;. Fiir v = >0 ;v
gilt dann

g z; LE] £v;) 51}] E rixjw;w; = 0.

1,j=1

Also ist die Forderung (1) aus Definition 4.5.1 erfullt. Fiir I = {i1,...,,}
mit 1 <4 < ... <14 <ngilt
Wy = Wiy . Wy,

r

Also erzeugen 1 und die w; = ev; ganz A als Algebra.
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Sei schlieBlich B eine K-Algebra und ¢ € Homg (V, B) mit (pv)(pv) =0
fiir alle v € V. Dann definieren wir ¢* € Homg (A, B) durch p*wy = 1p
und

e wr = (pviy) ... (pvs,)

fir I = {i1,...,05.} mit 1 <1y < ... < i, < n. Wir zeigen nun,dafl ¢* ein
Algebrenhomomorphismus ist:
Es gilt

0= (v +w)e(v+w) = (¢v)(pw) + (Yw)(pv).
Ist INJ #0,so0ist er =0, also

o (wrwy) =¢er, 79wy =0.

Andererseits gilt fiir I = {i1,... 4.} und J = {j1,...,Js} mit
1<ii<... <, <n, 1 <71 <...<Js <nund i = j; die Relation

(p*wr) (e wy) = £(pv;, ) (pvi,) ... = 0.

Sei weiterhin INJ = Qund TUJ = {ky, ... kst mit 1 <k < ... koys <m.
Dann ist

o (wrwy) =er, 7@ wrug = €1,7 (PVk,) - - - (PUk,,.)

und

(P wr) (e wy) = (pvi,) - - (vi, )(pvjy) - - (@v;,) = €17 (PVk,) - - - (PUk,..,)-
Somit ist ¢* ein Algebrenhomomorphismus von A in B mit
pv; = P w; = prev;.
(]

Bezeichnungen 4.5.4 Sei V ein K-Vektorraum mit der Basis [v1, ..., vy,].
Nach 4.5.2 und 4.5.3 gibt es bis auf Isomorphie genau eine Grafimann-
Algebra zu V', die wir mit G(V') bezeichnen. Da ¢ mit ev; = w; (i =1,...,n)
ein Monomorphismus ist, konnen wir v; mit w; identifizieren. Nach 4.5.3 hat
dann G(V') die K-Basis

Vr = U4y ... U4

r

fir I = {iy,...,4,} mit 1 <43 < ... < 4. < n zusammen mit der 1. Wir
setzen nun

G(V);={)Y_ aslas €K}
1=
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Dann gilt dim G(V); = (’;) und G(V) = @7_, G(V); (als K-Vektorraum).

Dabei ist G(V)o = Kvp und G(V),, = Kv; ... v,. Ferner ist ab € G(V )4,
fir a € G(V); und b € G(V),. Insbesondere ist ab = 0 fiir i + j > n.
(G(V) ist eine sogenannte graduierte Algebra.)

Die Kraft der recht abstrakten universellen Definition 4.5.1 zeigt der
folgende Satz.
Satz 4.5.5 Seien U, V,W K-Vektorrdume von endlicher Dimension.

a) Ist A € Homg (V,W), so gibt es genau einen Algebrenhomomorphis-
mus A von G(V') in G(W') mit Av = Av fir allev € V.

b) Dabei gilt AG(V), C G(W), fir alle p.
¢) Fiir B € Homg (U, V) und A € Homg (V, W) ist AB = AB.

d) Sei[v1,...,vy] eine Basis von V, sei [wy,...,w,| eine Basis von W
und A € Homg (V, W) mit

n
Avi:Zajiwj (z:l,,m)
j=1

Fir I ={i1,....ip} und J = {j1,...,jp} mit 1 < iy < ...<ip<m
und 1 < j1 <...<jp <n setzen wir

Ajyyip - gy yip
ajr = det :
ajp,il e ajpﬂ-p

Dann gilt

AU[ = E A JWK .
|K|=p

Insbesondere gilt fir V=W dann E(vl i Up) = (det A) vy ... vy,
Beweis. a) Wir betrachten das Diagramm

— G

v)
| A
Fiir v € V gilt in G(IW) dann (Av)(Av) = 0. Daher gibt es einen Algebren-

o~

homomorphismus A von G(V') in G(W) mit Av = Av fiir alle v € V. Da die

v
Al
W — G(
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v € V zusammen mit der 1 ganz G(V') als Algebra erzeugen, ist A eindeutig
bestimmt. R

b) Fiir |[I| = p und vy = vy, ... v gilt Avy = (Avy,) ... (Avy,) € G(W),.
Dies zeigt A\G(V)p C G(W),.

c) Fir uy,...,u, € U gilt

AB(uy ...u,) = (ABu)...(ABuy)
= 4(/§BU1) ... (Buy))
= ABuj ... up.
d) Es gilt
Avp = (Av,) ... (Av,)
= (2?1:1 iy Wy, ) - - (Z?pzl Wy iy W)
= Z;Ll,...,jpil ajhil ‘e ajpﬂipwjl e U}jp.
Dabei gilt
w. w. — 0, falls zwei ji iibereinstimmen
e sgnwy, ... wy,,  sonst,

wobei {j1,...,74p} = {k1,...,kp} mit ky < ... <k, und 7 die Permutation
()
J1 - jp

Avy = Zkl<m<kp(27r SENT Grky iy -+ - Qrkys bp)Why - - - W,

= Zuq:p K, JWK

ist. Dies liefert

mit der angegebenen Bedeutung der ag ;. O

Dieser Kalkiil liefert weitere Aussagen.

Satz 4.5.6 Seien A und B Matrizen vom Typ (m,n). Sei p < min{m,n}
und seien I = {i1,...,ip} und J = {j1,...,Jp} wie in 4.5.5 angeordnete
Teilmengen von {1,...,m}.
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a) (Verallgemeinerter Produktsatz von Binet!3-Cauchy'4) Dann gilt

m m
D ket Gk Dk gy -+ Dy ki Ok g,
det : : =
m m
Zk:l ak,ipbk,jl Zk:1 Gk,z’pbk,jp
Aky iy - Qky,ip bkl,jl . bk?;u]p
g det : : det
ki<..<k , ,
1 b G,kpﬂl .. akpﬂp bkp7]1 . bkpv]p

b) (Identitidt von Lagrange) FEs gilt

det(A*A Z a2,

|L|=n

wobei
a1 .- AQlyn
arj = det
a1 --- A, n

fir L=Al,...l,} und 1 <1y <...<l, <m.
Ist m > n, so gilt ibrigens det AA" = 0 (siehe auch Satz 5.4.6).

¢) (Ungleichung von Cauchy) Firaj,b; € R (j=1,...,m) gilt

Z“J < Z“?)(Zby2‘>

(siehe auch 8.1.4).

Beweis. a) Wir fassen A und B auf als lineare Abbildungen von V = K"
in W = K™ und bilden C = A’B. Nach 4.5.5 ¢) gilt C = A'B. Zu B auf
G(V)p gehort nach 4.5.5 d) die Matrix (bxy)|x|=|Jj=p- Zu At gehort die
Matrix (a% ) mit at ;- = ak;. Ist (cr;) die Matrix zu C, so folgt

Crj= Z arxrbr.y.

|K|=p

13 Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), Paris. Matrizen, Zahlentheorie, Physik
und Astronomie.

14 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) Paris, Turin, Prag. Analysis, Funktionentheorie,
Differentialgleichungen, mathematische Physik. Seine gesammelten Werke umfassen 27
Bénde.
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Dies ist die Relation unter a).
b) Fiir A= Bund I =J ={1,...,n} folgt aus a) direkt

det A'A = Z a2

|K|=n

akl,l akl’n

ax = det

Wegen 3.2.17 b) gilt
r(AA") < max{r(A),r(A")} < min{n,m}.

Da AA' den Typ (m,m) hat, folgt fiir m > n sofort det AA* = 0.
c¢) Fiir m = 1 ist die Aussage trivial. Fiir m > 2 ist nach b)

t

m m m ap by a1 by
(D_aHQ_b3) — (D a5b;)* = det :
eine Summe von Quadraten aus R, ist also nichtnegativ. O
Satz 4.5.7
a) Seien I und J geordnete Teilmengen von {1,...,n} mit |I| = m und

|J| = p, wobei INJ =0. Sei ferner L C {1,...,n} mit |L| = m + p.
Ist A = (a;5) € (K)y, so gilt mit den in 4.5.5 d) und 4.5.3 festgelegten
Bezeichnungen

ar.juJ = E Er1,JE€s,ras,jar,j.
SUT=L,|S|=m,|T|=p

Dabei wird iber alle S,T mit SUT = L und |S| =m, |T| = p sum-
miert.

b) (Laplacescher'® Entwicklungssatz) Fiir I mit |I| = m sei I das Kom-
plement von I in {1,...,n}. Ist A= (a;j) € (K)yn, so gilt

det A= Y (1) ag ag7,
|S|=m

15Pjerre Simon Laplace (1749-1827) Paris. Physiker und Mathematiker. Partielle Dif-
ferentialgleichungen, Himmelsmechanik, Wahrscheinlichkeitstheorie.
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wobei dber alle S C {1,...,n} mit |S| = m summiert wird. Fir I =
{i1, ... im} ist dabei g(I) = ZTZI ij gesetzt.

Beweis. a) Wegen I NJ = () folgt mit 4.5.3, dal vjv; = 7 jvguy ist. Auf
diese Gleichung wenden wir den Algebrenhomomorphismus A von G(V) in

G(V) an. Mit 4.5.5 d) erhalten wir somit
ErgAVIVT = €10 1| =mtp OLIUJVL
= (AU[)(AUJ)
= (21512m 45.195) Q)7 =p OT,5VT)
Ein Vergleich des Koeffizienten von L mit |L| = m + p liefert
€1,J4L,1U] = Z as,r ar,j€S,T-
|S|=m,|T|=p,SUT=L

Wegen e ; = £1 ist dies die Behauptung.

b) In a) sei nun L = {1,...,n} und J = I das Komplement von I. Dann
istm+p=n.Aus SUT = {1,...,n} mit |S| = m und |T'| = p folgt dann
SNT = (). Somit ist T = S das Komplement von S. Mit a) erhalten wir

nun
det A = Z €I,T 657§ as, 1 agj.
|S|=m
Dabei ist
. ./
11— H (4, 7)
ieli’el
mit
(i i’) . 1 fiiri<d
’ )l -1 fiiri>d.

Sei [ = {i1,... 0y} mit 1 <i; <...< i, <n.Dann gilt
IT={1,...;iy—1,iy+1,...,ip — 1,35+ 1,...}.

Dabei ist
i1>1,2,...,01—1
o >1,...,00— 1,41 +1,...,i0—1

usw.. Das liefert £, 7 = (—1)" mit
t=(1—1)4+(ia—2)+ ...+ (i, — m)

m . m(m+1 m(m+1
= Ty - 25— g(r) - 2,
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Fiir |I] = |S| = m folgt

17655 = (—1)9D+9(S)+mim+1) — (_7)9(1)+9(9)

mit g(I) = ijl ij. O
Aufgabe 4.5.1 Wir setzen
Z(G(V))={a]aeG((V), ab=ba fir alle b € G(V)}.

Man zeige: Z(G(V)) =G(V)o @ G(V)2® G(V )4 @
Aufgabe 4.5.2 Sei M = @;>1 G(V); und a € G(V).

a) Ist a € M, so gilt a” =0 fiir n =dim V.

b) Ist a € M, so existiert a=1 € G(V).
Aufgabe 4.5.3 Sei V ein K-Vektorraum mit Basis [v1,...,v,]. Ferner sei

A€ EDdK(V)
a) Durch

Da(v, - vzp Av% U

M“B

j=1

wird eine lineare Abbildung von G(V) in sich definiert mit
D 4(ab) = (Daa)b+ a(D4b).
(D4 ist eine sogennante Derivation.)
b) Es gilt Da(vy...v,) =SpAwvy...v,

Aufgabe 4.5.4 Sei V ein K-Vektorraum mit Basis [vq, ..., v,]. Weiterhin
sei f € Homg (V, K). Durch

p
D(vg, ... v;,) Z 1...(fvij)...vz-p

Jj=1

fir 1 <i; <... <1, <n wird dann ein D € Endg(G(V)) definiert mit
DG(V); € G(V);—1. Man zeige:

a) D(ab) = D(a)b+ (—1)"aD(b) fir a € G(V); und b € G(V);.
(D ist eine sogenannte graduierte Derivation.)

b) D? =0.
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Wir beginnen dieses Kapitel mit der Einfithrung von Polynomen. Die
arithmetischen Eigenschaften des Polynomrings K [x] sind entscheidend fiir
die spéteren Untersuchungen. In 5.2 fithren wir den Idealbegriff ein, wel-
cher iibersichtliche Beweise gestattet. Fiir Hauptidealringe, wie etwa K|x]
oder auch Z, entwickeln wir in 5.3 eine ausfiihrliche Theorie. Die Begriffe
grofiter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches und Prim-
faktorzerlegung erhalten hier ihre systematische Fundierung. Abschnitt 5.4
iiber das charakteristische Polynom und Eigenwerte ist der erste Schritt
zu einem genauen Studium von linearen Abbildungen. In physikalischen
und technischen Anwendungen sind Eigenwerte unerldflich, werden doch
die Frequenzen schwingungsfihiger Systeme in Mechanik und Elektrody-
namik als Eigenwerte von Matrizen ermittelt. Wir kommen darauf in 8.5
zuriick. Kaum weniger wichtig ist die in 5.5 entwickelte Theorie des Mi-
nimalpolynoms, denn sie liefert Kriterien fiir die Diagonalisierbarkeit von
Matrizen. In 5.6 beweisen wir den Hauptsatz {iber endlich erzeugbare Mo-
duln iiber Hauptidealringen. Neben dem Hauptsatz {iber endlich erzeugbare
abelsche Gruppen liefert dies in 5.7 die Jordansche Normalform von linearen
Abbildungen. Dies bringt die Theorie der linearen Abbildungen zu einem
gewissen Abschlufl, und liefert die Grundlage fiir zahlreiche spétere Anwen-
dungen.

5.1 Polynome und ihre Nullstellen
Definition 5.1.1 Ist R ein Ring, so setzen wir
Rlz] = {(ag,a1,...) | a; € R, nur endlich viele a; # 0}.
Auf Rx] definieren wir Addition und Multiplikation durch
(a;) + (b;) = (a; + b;)

und
k

(a;)(b;) = (¢;) mit cx =Y a;br;.

Jj=0
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Ist a; = 0 fiir j > m und b; = 0 fiir j > n, so ist ¢ = 0 fiir kK > m +n. Also
gilt (a;)(b;) € Rlal.

Satz 5.1.2 Sei R ein Ring mit Finselement 1.

a) Dann ist R[zx] ein Ring mit Finselement (1,0,0,...), sogenannter Po-
lynomring. Genau dann ist R[x] kommutativ, wenn R kommutativ ist.

b) Die Abbildung a — a = (a,0,...) ist ein Monomorphismus von R in
Rlx].

c) Ist K ein Korper, so ist K[z] eine kommutative K -Algebra. Setzen wir
r=(0,1,0,0,...), soist [z7 | j =0,1,...] eine K-Basis von K|[z].

Beweis. a) Die Ringaxiome folgen durch einfache Rechnungen.

b) Dies rechnet man direkt nach.

c) Man bestitigt leicht, dal 2/ = (0,...,0,1,0,...) ist mit der 1 an der
Stelle j und somit

g aJmJ = (ag,a1,...,0an,0,...).
Da die 27 offenbar K-linear unabhingig sind, bilden sie eine K-Basis von

Klz]. O

Im folgenden sei K stets ein Korper. Die Elemente aus K [z] lassen sich
dann schreiben als Z?:o ajz’. Wir nennen sie Polynome in der Transzen-
denten x. Dabei gilt

n+m
Z Zb x?) Z Z aib;)z".
=0 k=0 i+j=k

Definition 5.1.3 Ist f = Z?:o ajz? € Klz] mit a, # 0, so setzen wir
Grad f = n. Fiir f = 0 sei der Grad durch Grad0 = —oo definiert. Ist
Grad f =n > 0 und a,, =1, so heiflit f normiert.

Lemma 5.1.4 Seien f,g € K|x].

a) Es gilt
Grad(f + g) < max{Grad f,Grad g}.

Ist Grad f # Grad g, so ist
Grad(f + g) = max{Grad f, Grad g}.
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(Firn € {0,1,...} ist dabei max{n, —oo} = n zu setzen, damit diese
Regeln auch fiir f =0 gelten.)

b) Grad fg = Grad f + Grad g.
(Dabei ist —oo = —o00 +n zu setzen.)
c) Ist f #0+# g, so gilt fg # 0.

Beweis. a) Die Behauptungen sind klar.
b) Ist f=>"",az" und g = Z?:o bjz? mit a, # 0 # by, so ist offenbar

fg= ZZ;FE)W crx® mit Cpqn = amby, # 0. Also gilt
Grad fg = m +n = Grad f + Grad g.

c) Ist f # 0 # g, so folgt mit b), daBl Grad fg = Grad f + Gradg > 0 ist,
also fg # 0. O

Beispiele 5.1.5 a) Wegen des binomischen Satzes gilt

roet (M ak = (14 2yt = (L a)m (14 2)n

Xito (7)2" Xiso ()2
Ein Koeffizientenvergleich zeigt

("= (O0)

i+j=k

Insbesondere folgt fiir m = n = k daraus

(-2 0)6E) -2 ()

b) Ahnlich folgt aus

Yo () (DR = (1-2?)" = (1 —2)"(1 +2)"
= Xz (D (=12 X, ()2

die Relation

i(_l)iG) (kT—Lz> - { (—1)m(;”;3): 232 iLka
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Satz 5.1.6 (Division mit Rest) Seien f,g € K[z] und g # 0. Dann gibt es
eindeutig bestimmte h,r € K[z| mit f = hg 4+ r und Gradr < Grad g.

Beweis. Ist Grad f < Grad g, so setzen wir h = 0 und r = f. Sei weiterhin
f=>aa’ und g = 371 byx® mit an,by, # 0 und m > n. Wir bilden

Am m-n m—1
flzf—b—ac g=co+cix+...cpp_1x
n

mit geeigneten c;. Dabei ist Grad f; < m —1. Vermdge einer Induktion nach
m gilt fi{ = h1g+r mit hy,r € K[z] und Gradr < n. Also ist

f= (C;—mxm_" +hy)g+r

mit Gradr < Gradg. Ist f = hig +r1 = hog + r2 mit Gradr; < n, so folgt
r1 —1re = (ha — h1)g.
Ist h1 # ho, so folgt der Widerspruch
n = Grad g < Grad g + Grad(hy — h1) = Grad(r; — r2) < n.
Also gilt h; = ho und dann auch r; = rs. O

Auf die weitreichenden Folgen des Satzes 5.1.6 gehen wir in 5.3 ein.

Satz 5.1.7 Sei A eine K-Algebra und ¢ € A. Fir f =377 a;27 € Kla]
setzen wir

fle) = Zajcj.

Dann ist die Abbildung o mit af = f(c) ein Algebrenhomomorphismus von
Klz] in A; d.h. a ist K-linear, und es gilt a(fg) = (af)(ag) fir alle f,g
im Polynomring K|[z|.

Beweis. Da [1,x,22,...] eine K-Basis von K|[x] ist, ist a wohldefiniert und
K-linear. Somit geniigt fiir den Beweis die triviale Tatsache

a(z™) = = e = (az?)(az?). O

Beispiele 5.1.8 a) Seien K und L Kérper mit K C L. Dann ist L eine
K-Algebra. Fir f € K[z] und ¢ € L ist somit f(c) € L definiert.
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b) Sei A = (K),, oder A = End(V) fiir einen K-Vektorraum V. Fiir A € A
und f = Z?:o ajz) € K[z ist dann

F(A) =) a;A =aE+aA+... +a,A"
j=0

definiert.

c) Ist K endlich und |K| = ¢, so gilt ¢? = ¢ fiir alle ¢ € K nach 2.5.2.
Ist f =27 —x, soist f # 0, aber f(c) = 0 fiir alle ¢ € K. Das Polynom
f =% — z ist also von der durch f bewirkten Abbildung von K in sich zu

unterscheiden. Ist jedoch
00
A= (1 O) S (K)Q,

so folgt wegen A% =0, da8 f(A) = A9 - A=—-A#0.
Lemma 5.1.9 Seien K und L Kérper mit K C L. Sei f € K[x] und c € L.
a) Ist f(c) =0, so gilt f = (x — c)h mit einem geeigneten h € L[z].

b) Ist f # 0 und f(c) =0, so gibt es ein eindeutig bestimmtes m € N mit
f=(x—¢)™h, wobei h € L[z] und h(c) # 0 ist.

Beweis. a) Wegen 5.1.6 gilt f = (x — ¢)g + r mit g, € L[x] und
Gradr < Grad(z — ¢) = 1.
Somit ist r € L. Wegen 5.1.7 ist dabei
0= f(c) = (c—)gle) +7 =1,

also f = (z — ¢)g.
b) Ist f = (z — ¢)™h mit 0 # h € Lx], so folgt

Grad f = m+ Grad h > m.

Also gibt es ein maximales m mit f = (x — ¢)™h. Wire h(c) = 0, so hitten
wir nach a) auch h = (x — ¢)g, also f = (z — ¢)™*!g, ein Widerspruch.
Daher ist h(c) # 0.

Angenommen,

f=(@—-0¢)"hy =(x—c)™hy
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mit hj(c) # 0 und m; < mg. Dann ist
0= (x—¢c)"(h1 — (z — )" " hy).
Wegen 5.1.4 c) folgt
hi=(xz—¢)™* ™ hy.

Dies liefert
hi(c) = (¢ —¢)™* ™ hy(c) =0,

entgegen hi(c) # 0. Daher gilt m; = mg, und wegen 5.1.4 ¢) dann auch
h1 = hs. O
Definition 5.1.10 Seien K und L Korper mit K C L und ¢ € L.
a) Ist f € K[z] und f(c) =0, so heifit ¢ eine Nullstelle von f.
b) Ist f = (z—c¢)™g mit g(c) # 0, so nennen wir ¢ eine m-fache Nullstelle
von f und m die Vielfachheit von c als Nullstelle von f.
Satz 5.1.11

a) Seien K C L Korper und 0 # f € K[z]. Seien ¢; (j =1,...,7) paar-
weise verschiedene Nullstellen von f in L und sei m; die Vielfachheit
von c¢j. Dann gilt

F=1l@—-c)m™g
j=1

mit g € L[z] und g(c;) # 0 fir j =1,...,r. Insbesondere folgt

r < ij < Grad f.

Jj=1

Also hat f in L hochstens Grad f wverschiedene Nullstellen. Ist ins-
besondere |K| = oo, so ist die natirliche Abbildung von K|x] in
Ab(K, K) aus 5.1.8 a) ein Monomorphismus.

b) Seien f,g € K|x], und es gebe unendlich viele c € K mit f(c) = g(c).
Dann ist f = g.

Beweis. a) Nach 5.1.10 b) gilt f = (x —¢1)™*h mit h € L[z] und h(c;) # 0.
Wegen h(c;) =0 fiir j = 2,...,r folgt durch Induktion nach r, daf

h = H(a: —¢j)%g
j=2
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mit s; > 1 und g(¢;) # 0 fir j = 2,...,7. Fir 2 < j < r ist daher
f=(z—c¢;)%k; mit

Wegen kj(cj) = (¢; — c1)™ [Tig izi(ci — ci)%glc;) # 0 folgt mit 5.1.9 b)
nun s; = m;. Somit ist

Grad f = Z Grad(z — ¢;)™ + Grad g > ij >r.

j=1 j=1
b) Dies folgt unmittelbar aus a). O

Nun kénnen wir, wie bereits in 2.5.7 angekiindigt, eine fundamentale
Eigenschaft endlicher Korper beweisen.

Satz 5.1.12 Sei K ein Korper.
a) Ist A eine endliche Untergruppe von K*, so ist A zyklisch.
b) Ist |K| = q, so ist K* zyklisch von der Ordnung |K*| =q — 1.

Beweis. a) Sei d ein Teiler von |[A| und U < A mit |U| = d. Dann gilt
u? =1 fiir alle v € U. Da das Polynom z% — 1 nach 5.1.11 in K hochstens
d Nullstellen hat, enthilt U alle Elemente a € A mit a? = 1. Somit gibt es
keine Untergruppe V' < A mit |V| =d und V # U. Nach 2.1.17 ist daher A
zyklisch.

b) Dies folgt sofort aus a). ]

Definition 5.1.13

a) Sei f € K[z] und Grad f > 1. Wir sagen, daf} f in K total zerfdllt,
falls

f:aH(a:—cj)

mit a,c; € K gilt. Man beachte, dafl die ¢; nicht verschieden sein
miissen.

b) Ein Koérper K heiit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom
f € K[x] mit Grad f > 1 in K eine Nullstelle hat, somit in K total
zerfallt.
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Bemerkungen 5.1.14 a) Der sogenannte Fundamentalsatz der Algebrabe-
sagt, dafl jedes Polynom f € C[z] mit Grad f > 1 eine Nullstelle in C hat.
Also ist C algebraisch abgeschlossen. Die elegantesten Beweise dafiir lernt
man in der Funktionentheorie kennen.

b) Der reelle Zahlkérper R ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn 22 + 1
hat keine Nullstelle in R.

c) Sei K ein endlicher Korper mit |K| = ¢. Nach 2.5.2 gilt dann ¢? = ¢ fiir
alle ¢ € K. Somit hat f = 29 — x + 1 keine Nullstelle in K, d.h. K ist nicht
algebraisch abgeschlossen.

d) Ist K ein beliebiger Korper, so gibt es einen algebraisch abgeschlossenen
Korper L O K. Der Beweis benétigt das Zornsche Lemma, falls K nicht
abz#hlbar ist (siehe 5.6.4).

Die Vielfachheit von Nullstellen kann man mit Hilfe der Ableitung be-
stimmen. Dazu fithren wir rein formal, ohne Bezug zu einem Grenzwertbe-
griff, die Ableitung eines Polynoms ein.

Definition 5.1.15 Fiir f = Z?:o ajz? € K|x] definieren wir die Ableitung
f" von f durch

fO=r=3 jaalt.

j=1

Die hoheren Ableitungen von f bilden wir fiir £ > 2 rekursiv durch die
Festsetzung f(*) = (fk=1Y,

Einfache formale Rechnungen zeigen

Lemma 5.1.16 Fiir f,g € K[x] gelten:
a) (f+9)=f+g und(f9) =[f'g+ g
b) Ist Grad f = n, so ist

, [ =n—1 falls Char K tn
Grad f {<n— 1 falls Char K | n.

Satz 5.1.17 Sei f € K[x] mit Gradf > 1 und c € K.

a) Genau dann ist ¢ eine mindestens 2-fache Nullstelle von f, falls

fle)=f'(e)=0.
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b) Sei Char K = 0 oder Char K > m. Genau dann ist m die Vielfachheit
von ¢ als Nullstelle von f, wenn
fle)=f'(e) == [ D(e) =0 # f(0).
(Dies ist die aus der Analysis bekannte Situation.)

Beweis. a) Ist m > 1 die Vielfachheit von ¢ als Nullstelle von f, so gilt

f=(x—¢)"g mit g(c) #0.
Wegen der Produktregel (siehe 5.1.16 a)) ist
fr=mx—c)" g+ (x— )",
also f’(c) = m(c —¢)™ tg(c). Somit ist f'(c) = 0 fiir m > 1, aber f'(c) =

g(c) #0 fir m = 1.
b) Fiir 0 < k < m zeigen wir

f® = (x =)™ g, mit gi(c) #0.

Fiir £ = 0 ist dies offensichtlich richtig. Ist es fiir ein k& < m bewiesen, so
folgt
FEHY = (m—k)(z — )" g + (x — o) Py

= (z— )" *H(m = k)gi + (z — c)gj]

= (z =)™ gk
mit gx41(c) = (m — k)gr(c) # 0. (Hier wird Char K 1 m — k benétigt.) Also
folgt

F®(e) = (c— )™ Fgp(e) = 0 fiir k < m,

aber (™) (c) = g,n(c) # 0. O

Beispiele 5.1.18 a) Sei K ein Korper und f = 2™ —a mit 0 # a € K.
Sei Char K = 0 oder Char K { m. Ist ¢ aus irgendeinem Erweiterungskorper
L O K mit ¢™ = a, so ist f’(c) = me™™ # 0. Also hat 2™ — a in keinem
Erweiterungskorper von K mehrfache Nullstellen.

b) Ist Char K = p, so gilt

(2P —a) = paxP~! =0.
Ist also ¢ eine Nullstelle von 2P — a, so gilt
P —a=aP —c? = (x—c)P.

Somit ist ¢ eine p-fache Nullstelle von zP — a.
¢) Ist Char K = p, so gilt iibrigens f(P) = 0 fiir alle f € K|x].
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Beispiel 5.1.19 (Modell von Kimura) Ahnlich wie in 3.4.16 betrachten
wir folgenden genetischen Prozess. :

In einer Population seien n Gene der Typen a oder b vorhanden. Der Zu-
stand i (0 < i < n) liege vor, wennn genau 7 der n Gene vom Typ a sind. Im
Elementarprozefl werde jedes Gen ver-t-facht (¢t > 2). Aus der entstehenden
Menge von tn Genen werde dann eine Menge von n Genen zufillig aus-
gewiihlt. Die Ubergangsmatrix A(t) = (a;;(t)) dieses Prozesses ist gegeben

Gimsen (tz) (tn—ti)
denn aus den Genen
a...ab...b
—— ——
ti  tn—ti
lassen sich genau (y ) (t” “) Mengen vom Typ a . ' ab.. .'b auswéihlen. Dabei
i n—j
gilt agp(t) = ann(t) = 1. Ferner ist
ti\ (tn—ti
aio(t):w>0 fiir Ogiggn
(W)
el ti\ (tn—ti
am(t):%>o fiir ?g i<n

Wegen ¥ < %n ist von jedem Zustand ¢ mit 0 < ¢ < n aus mindestens

einer der absorbierenden Zustinde 0 oder n erreichbar. Wir zeigen, dafi A(t)
ein Martingal im Sinne von 3.4.14 ist. Somit ist

n (tz) (tn tz)
@ =Dy = 3
7=0 ( n )
nachzuweisen. Dazu betrachten wir fiir 0 < ¢ < n die Polynomidentitét
5 Ztn 1 (tn 1) . tl(]. 4 x)tn 1
= ((1+2)"y (1 +2)m

= Tl i) S ()
= .
Ein Vergeich der Koeffizienten von 2"~ liefert

{(no)= =) =2 G))

J=
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i) =)

Also ist () erfiillt. Mit 3.4.15 folgt daher

Man bestétigt leicht, daf

1 0...0 0
L g

lim A= | ;

Jim A(2) L0
%0 0 2=t
0 0...0 1

Auch bei diesem Modell erhélt man eine Konvergenz in die reinrassigen
Zusténde 0 und n.

Aufgabe 5.1.1 Durch geeignete Polynomrechnungen beweise man:
a) Z;.lzoj(fl) =n2n 1L,
] Ot7 ( ) 271—2.

1)) = (n+ 8227
d) z;;oj(?f =30
Aufgabe 5.1.2 Wortlich wie in 5.1.1 kénnen wir auf der Menge
K[[z]] = {(ag, a1,...) | aj € K}

der nicht notwendig abbrechenden Folgen iiber K eine Ringstruktur durch
dieselben Verkniipfungen definieren. Statt (a;) schreiben wir Z;}O:o ajd.
Dann gilt die aus der Analysis bekannte Formel

(z:aZ Zb ) Z Z a;b;)xk

k=0 i+j=k

(sogenannte Cauchy-Multiplikation). Wir nennen K|[[z]|] den Ring der for-
malen Potenzreihen iiber K. Ausdriicklich sei hier vermerkt, dafl das Ein-
setzen von Elementen aus K in eine Potenzreihe keinen Sinn hat (ausge-
nommen Korper, in denen ein Konvergenzbegriff definiert ist, wie K = R
oder K = C). Formalen Potenzreihen lassen sich also in keiner Weise Ab-
bildungen von K in K zuordnen. Man zeige:
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a) Sind f,g € K[[z]] mit f # 0 # g, so gilt auch fg # 0.

b) Ist f = Z;‘io ajz? € K|[z]] mit ag # 0, so gibt es ein g € K|[z]] mit
fg=1

c) Ist g = Z;io 27, 80 ist (1 —x)g = 1.

Aufgabe 5.1.3 Sei K ein Korper mit Char K = 0. Wir definieren Polyno-
me (?) aus K[z] durch (j) =1 und

<ac> 2 —1)...(x—j+1)

J J!
(Fiir n € N ist also (;‘) der bekannte Binomialkoeffizient.)

a) Fiir alle m,n € N gilt nach 5.1.5 a)
m+n " im n
( k )ng()(j)(k—j)'

Daraus folgere man die Polynomidentitét

(-2

b) Fiir & € R bilden wir die Potenzreihe (allgemeiner binomischer Satz)
(1+z)*= <O[>:1cJ
=0 \J

Dann gilt
(1+2)2F = (1+2)*(1 +x)°.

Insbesondere folgt fiir n € N, dafl

> (1)
(7)o =14
i=o N

c¢) Fiir m € N zeige man

(142)™ = 2(—1)]’ <m+7 - 1>xj.

j J
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Aufgabe 5.1.4 Fiir n > 1 sei s,, die Anzahl der sinnvollen Beklammerun-
gen eines Produktes von n Faktoren. In Q[[x]] bilden wir f = Z]Oil s;wd.

a) Man beweise s,, = Z?:_ll $;8n—j. Damit folgt f? = f — 2 und dann

1 1
f==z—=Vv1l—4ax
2 2
b) Unter Verwendung der Potenzreihe fiir /1 — 2 aus Aufgabe 5.1.3 zeige

man 1
1/5 1-3-5...(2n —
Sp = — 2 (_1)n+14n —_ 3-5 ( n 3) 2n—1.
2\n n!

c) Man beweise s, = %(277__12). Also ist s, die (n — 1)-te Catalanzahl
(siche 2.1.4).
1

. fen 4 Snt1 _ 2(2n—1) _ cp41 . _ 2n\ -
Hinweis: Es gilt =T = e wobel ¢, = =7 (n) ist.

Aufgabe 5.1.5 Man zeige:

i = §;<,§<-1>’“"‘ () (5w

Daraus folgere man, daf§ die Dreiecksmatrix A = (a;;) mit a;; = (Z) die
Inverse A~! = (b;;) mit b;; = (—1)77%() hat.

Aufgabe 5.1.6 Sei (F;) die Folge der Fibonacci-Zahlen aus 2.8.3 a). Wir
bilden die formale Potenzreihe f = Z;io Fjai.

a) Man zeige f = (1 —z — 2?)~L.
b) Aus der Aussage unter a) folgere man F,, = »_ (";k)

k
2k<n

Aufgabe 5.1.7 Fiir k£ > 0 sei

szz(Z>mn:$k+(k+l)xk+l+....

n=0
a) Fiir k > 1 zeige man:
(1 — 2)fx = xfr_1 und folgere daraus f = 2*(1 — x)~F1,

b) Aus a) folgere man

<—j?") — (—1) (m +; - 1> fiir m > 0.

(Siehe auch Aufgabe 5.1.3 ¢)).
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5.2 Ringe und Ideale

Definition 5.2.1 Seien R und S Ringe mit Einselement.

a) Eine Abbildung a von R in S heifit ein Homomorphismus, genauer
Ringhomomorphismus, falls

a(ry +12) = ary + arg und a(rir) = (ary)(ars)

fiir alle r; € R gilt.
(Ist 1x das Eiselement von R, so ist a1l g nicht notwendig das Einsele-
ment von S.)

b) Ist o ein Homomorphismus von R in S, so setzen wir
Kerna = {r |r € R, ar =0}

und
Bilda = {ar | r € R}.

c¢) Die Ausdriicke Monomorphismus, Epimorphismus bzw. Isomorphis-
mus werden wie frither erkléart, ndmlich als injektiver, surjektiver bzw.
bijektiver Homomorphismus.

Satz 5.2.2 Sei a ein Homomorphismus vom Ring R in den Ring S.
a) Fir ay,as € Kerna gilt a1 + az € Kern a.

b) Seien a € Kerna und r1,r2 € R. Dann gilt r1ary € Kerna.

Beweis. a) ist trivial.
b) folgt aus

a(riary) = (ary)(aa)(ary) = (ar;)0(ary) =0
fir a € Kern . O

Satz 5.2.2 fiihrt uns nun zum Idealbegriff.

Definition 5.2.3 Sei R ein Ring. Eine Teilmenge 4 von R heifit ein Ideal,
falls A eine Untergruppe der additiven Gruppe von R ist und auflerdem

riargs € A

fiir alle a € A und alle r1,79 € R gilt. Das Ideal {0} bezeichnen wir kurz
mit 0. (Ist A ein Ideal mit 1 € A4, so gilt A = R.)
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Satz 5.2.4 Sei R ein Ring und A ein Ideal in R.

a) Die Menge
R/A={r+ A|reR}

wird ein Ring durch die Festsetzungen

(ri+A)+(r2+A) =r1+r2+ A
(ri1+A)(ro+A) =rira+ A.

Das FEinselement von R/ A ist 1 + A, das Nullelement A.

b) Die Abbildung T mit Tr = r+ A fiir r € R ist ein Epimorphismus von
R auf R/A mit KernT = A.

Beweis. a) Wegen —a = (—1)a fiir alle a € A ist A4 bzgl. 4 eine Untergruppe
der abelschen Gruppe R*. Somit ist R/A nach 4.1.4 eine abelsche Gruppe
mit

(ri+A)+@r2+A)=r1+r2+A.

Wir haben zu zeigen, daf§ die Multiplikation auf R/A wohldefiniert ist. Sei
dazu

i+ A=1;+ A =1,2),

also r; — r;- € A. Dann ist
S / NS
riry — 1Ty = r1(re —15) + (r1 — )15 € A,

also riro + A = rirh + A. Die Ringaxiome fiir R/A folgen aus denen fiir R.
b) Dies ist trivial. 0

Ideale spielen in der Ringtheorie die Rolle der Normalteiler in Gruppen.
Wie in 4.1.5 folgt nun der

Homomorphiesatz 5.2.5 Seien R und S Ringe und o ein. Homomorphis-
mus von R in S. Dann ist Kerna nach 5.2.2 ein Ideal in R. Sei T der
Epimorphismus von R auf R/ Kerna mit Tr = r + Kern« fir r € R. Dann
gibt es einen Monomorphismus 3 von R/Kerna in S mit « = (1 und
Bild a = Bild . Insbesondere ist R/ Kern o = Bild «v.

Beispiele 5.2.6 a) Ist R ein kommutativer Ring, so ist fiir jedes a € R die
Menge aR = Ra = {ar | r € R} ein Ideal in R. Ein solches Ideal nennen
wir ein Hauptideal.
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b) Sei 0 # f € K[x] mit Grad f = n, wobei K ein Korper sei. Dann ist
Klz]/ fK|[z] eine K-Algebra mit der K-Basis

B=[2/+ fK[z]|j=0,1,...,n—1].

Insbesondere ist dim K[z]/fK[x] = Grad f = n:
Ist ndmlich ¢ € K[z] und vermoge einer Division mit Rest g = fh + r
mit Gradr < Grad f, so gilt

g+ fK[z] =7+ [K[z].

Also wird K[z]/fK|[z] von den 2/ + fK[z] (j =0,1,...,n — 1) erzeugt. Ist

n—1 n—1
0= cj(x? + fK|z])) = chxj + fK|[x],
j=0 j=0
so ist
n—1
Z c;z’ = fh mit h € K|[x].
j=0
Wegen Grad f = n folgt h = 0, also ¢ = ... = ¢,—1 = 0. Somit sind die
2/ + fK[z] (j = 0,1,...,n — 1) linear unabhingig, bilden also eine Basis
von K[z]/fK]|x].

c) Sei A # 0 ein Ideal im Matrixring (K),. Wir verwenden die Basis
E;; (i,j=1,...,n) aus 3.2.4 mit

E;jEy = 0j1Ey.
Sei 0 # a = szzl a;;Ei; € A mit ag # 0. Dann folgt
EysaEy = asBrsEst By = ast B € A
Da A ein K-Vektorraum ist, folgt Ex; € A fiir alle k,[. Somit ist 4 = (K),.

Ausblick 5.2.7 Sei R eine K-Algebra von endlicher K-Dimension.

a) (Satz von Wedderburn) Sind 0 und R die einzigen Ideale in R, so gilt
R = (D), wobei D ein Schiefkdrper ist.

b) Die Bestimmung aller Schiefkérper D, welche eine Algebra von endlicher
Dimension iiber K sind, hingt sehr empfindlich von K ab. Ist K algebraisch
abgeschlossen (etwa K = C), so gilt D = K. Ist K = R, so ist K 2 R,C
oder H, wobei H der Schiefkérper der Hamiltonschen Quaternionen ist (sie-
he 9.3.4). Im Fall eines endlichen Korpers K ist D nach einem weiteren Satz
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von Wedderburn kommutativ (siehe auch 2.2.3 c)). Ist K ein algebraischer
Zahlkorper, so fithrt die Bestimmung aller D zu tiefen Fragen der algebrai-
schen Zahlentheorie.

(Siehe [15], §29.)

Satz 5.2.8 Seien A; (j =1,2,3) Ideale in R.

a) Dann sind auch

AlmA27
A1+ A2 ={a1 +az | a1 € A1, a2 € A2} und
A1 A2 = {Zf:1 aa; | a; € A1, a; € Az, k=1,2,...}

Ideale in R. Ist R kommutativ, so gilt A1 A2 = Az A1.
b) Es gelten die Regeln

Ai + Ai = Ass

RA; = Ai = Ai R,

A1 A2 € A1 N A,

(A1 + A2) + Az = A1 +( A2+ As3),
(A1 A2) As = A1(A2 A3),

A1(A2 + As) = A1 A2 + A1 As,
(A1 + A2) A3 = A1 Az + A2 As,

wie man leicht bestdtigt.

Definition 5.2.9 Sei A4 ein Ideal im Ring R. Sind 1,72 € R, so schreiben
wir

r1 = 12 (mod A),
falls 11 —ro € A ist, also r1 + A =12 + A gilt.

Der Chinesische Restsatz, den wir nun beweisen, verdankt seinen Na-
men der Tatsache, dafl Probleme, die mit ihm gelost werden kénnen, wohl
erstmals im Sunzi suanjing (Handbuch der Arithmetik) des Chinesen Sun
Zi erwdhnt wurden. Er soll im 3. Jahrhundert n. Chr. gelebt haben.

Satz 5.2.10 Sei R ein kommutativer Ring und seien A; (j = 1,...,n)
Ideale in R mit A; + A; = R fiir alle i # j.

a) Fir alle s,t € N und i # j gilt A; + A’ = R.
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b) Es gelten R=A1...Ap_1+ An und Ay... An=A10...0 Ap.
¢) (Chinesischer Restsatz) Seien r; € R fir j = 1,...,n beliebig vorge-
geben. Dann gibt es ein r € R mit

r= r; (modA;) firj=1,...,n

Beweis. a) Wegen 5.2.8 gilt fiir i # j

s+t 1

— (A1+A)S+t71 — Ak.ASth 1—k
k s+t 1—k s+t L gk gstt—1-k
=S At A +z AF A

- AE» + A7
Also gilt R = A; + ,A; )
b) Wegen 5.2.8 b) ist 41... A4, C A1N... A,. Fiir n = 2 folgt die Behaup-
tung aus

AiNA2 = R(A1NA2) = (A1 + A2) (A1 N A2)

= A1(A1NA2) + A2(A1 N A2)
C AL A2+ A2 41 = A1 A2

Ferner ist
n—1

R=J](A+4n) = A1 An—1+ An -

j=1

Sei bereits A1 ... Ap—1 = A1 N...NA,—1 bewiesen. Aus R = A1 ... An—1+ A
folgt mit dem oben erledigten Fall n = 2 dann

(Al---An—l)An:Al---An—lmAn:Alm---mAn—lmAn-

c) Sei zuerst n = 2. Wegen R = A; + A2 gibt es a; € A; mit 1 = a1 + as.
Setzen wir r = ryas + r2a1, so folgt

r—ry= 7“1((12 — 1) + rqa; = —ria; +reaq; € Ax

und
r—1To =1T109 + T’Q(al — 1) =rias —roaz € Ao.

Den allgemeinen Fall mit n > 3 erledigen wir durch Induktion nach n. Sei
bereits ein ' € R gefunden mit

= r; (modA;) firj=1,...,n—1.
Nach b) gilt
R:A1~-~Anfl+An:Alm-”mAnfl"F.Arw
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Aufgrund des bereits erledigten Falls n = 2 gibt es ein r € R mit

" (mod 41N...N Ap—_1)
r, (mod A,).

r
r

Fiir j <n —1 ist dann
r—rj=F—r)+ 0 —r;)) e inN...NA—1+A; CA,.
Alsoist r —r; € A; fiir j =1,...,n. ad

Beispiele 5.2.11 a) Seien my, ... m,, paarweise teilerfremde Zahlen aus Z.
Wir definieren Ideale A; = m;Z. Wegen 2.3.4 existieren fiir ¢ # j ganze
Zahlen z;,z; € Z mit x;m; +x;m; = 1. Insbesondere gilt also A4; + A; = Z
fur i # j. Aus 5.2.10 c) folgt somit fiir vorgegebene r; € Z (j = 1,...,n)
die Existenz eines r € Z mit

r= r; (modm;Z) fir j=1,...,n.

(Chinesische Kalendermacher benutzten diese Tatsache im 7. Jahrhundert
n. Chr. zur Bestimmung gemeinsamer Perioden astronomischer Phénome-
ne.)

b) Sei K ein Korper, R = Kz] und A4; = R(x — a;) mit paarweise verschie-
denen a; € K (j =1,...,n). Wegen

1= (a5 —ap) (= —ar) = (x — aj)] € Aj+ A
gilt K[z] = A; + Ax fiir j # k. Wegen 5.2.10 c¢) gibt es zu vorgegebenen
bje K (j=1,...,n)ein f € K[z| mit
f= b (modK|z](z — a;)),
also mit
f="bi+(z —ai)gi, wobei g; € K[z].

Dies heif3t
fla;))=0b; firi=1,...,n.

Wir haben damit eine Interpolationsaufgabe geltst, freilich keine explizite
Formel fiir f angegeben. Eine solche 143t sich jedoch leicht finden, denn fiir

ORNEDSUI| ;__‘;ﬂj € Kla]

gilt offenbar f(a;) = b; fiir ¢ = 1,...,n. Man nennt (%) auch Lagrange-
sches Interpolationspolynom . Aufgabe 5.2.1 zeigt, dafl man auch Werte fiir
Ableitungen vorgegeben kann, sofern Char K = 0 ist.
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Lemma 5.2.12 Seien A1,..., A, Ideale im Ring R und rq,...,r, € R.
a) Gibt es einr € R mitr = r; (mod A4;), so gilt ri —rj € Ai+ A;.
b) Sein=2. Gilt i —r2 € A1+ A2, so gibt es ein v € R mit

r= r; (mod A;) firi=1,2.

Beweis. a) Wegen r; —r; = (r —r;) — (r —r;) € A;j + A; ist dies trivial.
b) Sei also r; — 73 = a1 — ag mit a; € A;. Setzen wir r = r; —a; = r2 — ao,
so ist r = r;(mod A;) fir i =1,2. O

Die notwendige Bedingung r; —r; € A; + A; in 5.2.12 ist fiir n > 3 nicht
hinreichend fiir die Existenz einer Losung

(%) r=r; (mod 4;) (i=1,...,n).

Die Losbarkeit von (x) fiir r; —r; € A;+ A; und n > 3 definiert vielmehr
fiir Integritéitsbereiche die Klasse der sogenannten Priiferringe! (siehe da-
zu 5.3.18 ¢)), zu der Z und auch K|x] gehoren, wie wir in 5.3.16 beweisen
werden, aber auch die fiir die algebraische Zahlentheorie fundamentalen De-
dekindringe (siehe 5.3.18 a)).

Wir beweisen die Aquivalenz von mehreren Aussagen.

Satz 5.2.13 Sei R ein kommutativer Ring. Dann sind die folgenden Be-
dingungen gleichwertig.

a) Fiir alle Ideale A,B,B" von R gilt
(D1)  (A+B)N(A+B)=A+(BNB).
b) Fir alle n gilt die folgende Aussage (Cy,):
Sind A1, ..., An Ideale im Ring R und ist r; € R (i = 1,...,n) mit
r; — 1 € Ai +Aj fiir alle i, 3, so gibt es ein r € R mit

r= ri(mod 4;) firi=1,...,n.

c) Es gilt (Cs).

!Ernst Paul Heinz Priifer (1896-1934) Miinster. Abelsche Gruppen, algebraische Zah-
lentheorie, Knotentheorie, projektive Geometrie.
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d) Fir alle Ideale A,B,B’ von R gilt

(D) (ANB)+ (ANB) =ANB+B).

(Die Gleichwertigkeit der zueinander dualen Distributivgesetze a) und d)
ist bemerkenswert. )

Beweis. a) = b) Nach 5.2.12 b) gilt (C5), sogar in jedem Ring. Wir beweisen
(C,) durch Induktion nach n. Sei also bereits ein 7’ € R gefunden mit

r = ri(mod 4;) firi=1,...,n— 1.
Wir betrachten die Kongruenzen

r’ (mod NP2 As),
Ty (mod Ay).

r
r

Damit diese losbar sind, miissen wir nach 5.2.12 b) nur
r—r, € ﬂ?:_f Ai + An
nachweisen. Wegen ' —r; € A; und r; — r, € A; + A, folgt
v —rpn € Ai+ A, firi=1,....,n—1.
Aus (Dy) folgt durch eine triviale Induktion
n—1 _ ~n—1
ﬂizl (.Az +.An) - mizl .Az +An .

Somit gilt
=1 € NP A + An) = 072 A+ An -
Also existiert ein r € R mit

r
r

' (mod M2 Ay),
r, (mod A,).

Fiir i <n —1 ist daher
r—r;=r—1r +1r —r; € A;.

Also gilt (C,,) fiir alle n.
b) = ¢) Gilt (C),) fiir alle n, so gilt speziell auch (Cs).
c) = d) Offenbar gilt

(ANB)+ (ANB) C AN(B+B).
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Sei
a=b+b € ANB+B)

mit b € B und V' € B’. Wir 16sen nun die Kongruenzen

b1 = 0 (mod A),
by = b (mod B),
by = a (mod B').

Man beachte dazu, dafl
b—0€A+B, a—0€ A+ B

und
a—beB+B wegenacB+B .

Daher sind diese Kongruenzen wegen (C3) losbar. Setzen wir a — by = bo,
soist by € ANBund by € ANA, also

a=bi+by € (ANB)+ (ANB).
Somit gilt
(ANB) + (ANB') = AN(B+B).
d) = a) Nun gilt
(D2)  (ANB)+(ANB) = AN(B+B)
fiir alle Ideale A, B, B'. Die Ersetzung A — A+ B, B — A, B’ — B fiihrt zu

A+B)NUA+B)=(A+B)NA+(A+B)NB)
= A+((A4+B)NB)
= A+(ANB)+ (BNB)
= A+(BNAH).

Also gilt (Dy). O

Beispiel 5.2.14 Sei R = Z[xz]. Ferner seien 4 = (z + 2)R, B = =R und
B’ = 2R. Dann gilt offenbar

re(A+B)N(A+B).

Wir zeigen nun x ¢ A+(BNB’). Also ist (D1) aus 5.2.13 nicht erfiillt.
Ist f € (x+2)R+ (xRN 2R), so hat f die Gestalt

f=@+2)35 cjal + 2z >.i>0 djz’
= 2cq + (co + 2do + 2¢1)x + 22h.

Offenbar hat x nicht diese Gestalt. Also gilt in Z[z] keine der Aussagen aus
5.2.13.
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Aufgabe 5.2.1 Sei K ein Korper mit Char K = 0 und seien aq,...,a,
paarweise verschiedene Elemente aus K. Ferner seien b, € K (j =1,...,n;
k=0,...,m;) vorgegeben. Dann gibt es ein Polynom f € Kx] mit

f(k)(aj) =bjpfurj=1,...,nk=0,...,m;.

Hinweis: Man setze A4; = K[z](z — a;) und 16se die Kongruenzen

Z kL z —a;)" (mod AmJH)

firj=1,...,n

Aufgabe 5.2.2 Sei M eine Menge, K ein Korper und R = Ab(M, K) die
Menge aller Abbildungen von M in K. Offenbar wird R ein kommutativer
Ring durch die Festsetzungen

(f1 + f2)(m) = fi(m) + f2(m) und (f1f2)(m) = fi(m) f2(m).
a) Ist N eine Teilmenge von M, so ist
AN) ={f1f€R, f(n)=0tfirneN}
ein Ideal in R.
b) Es gilt A(N) = exR mit

_[1lfirmgN
eN(m)_{OfﬁrmEN.

c¢) Fiir N1, No € M gelten
ANT) AN2) = AN1) N AN2) = AN UN?).

und

AN + AWN2) = AN NNG).
d) Ist M endlich, so sind die 4(N) die sdmtlichen Ideale von R.
e) Ist f € R, so definieren wir den Trdger T'(f) von f durch
T(f)={m|me M, f(m)#0}.

Dannist B={f | f € R, |T(f)| < oo} ein Ideal in R. Ist M unendlich,
so gilt B # A(N) fiir alle N' C M.
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5.3 Arithmetik in Integrititsbereichen

In diesem Abschnitt entwickeln wir die Grundziige einer Arithmetik in In-
tegritéitsbereichen. Im Mittelpunkt stehen dabei die elementaren Begriffe
kleinstes gemeinsames Vielfaches, grofiter gemeinsamer Teiler und Prim-
faktorzerlegung. Wir werden untersuchen, in welchen Integritdtsbereichen
diese Begriffe Sinn haben. Insbesondere werden wir die Arithmetik der
Hauptidealringe Z und KJz| entwickeln, welche die Grundlage fiir feinere
Untersuchungen von linearen Abbildungen in den Abschnitten 5.4 bis 5.7
bildet.

Definition 5.3.1 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

a) Wir nennen R einen Integrititsbereich, falls aus ab = 0 mit a,b € R
stets @ = 0 oder b = 0 folgt.

b) Seien a,b € R. Wir schreiben a | b (und sagen a teilt b), falls b = ra €
Ra fiir ein r € R gilt.

c) Ein Element e aus R heifit eine Einheit von R, falls eR = R ist, d.h.
falls es ein ¢/ € R gibt mit ee’ = 1. Offenbar bilden die Einheiten
von R beziiglich der Multiplikation eine Gruppe E(R), die sogenannte
Einheitengruppe.

d) Sei R ein Integritétsbereich und seien a,b € R mit ab # 0. Ist Ra = Rb,
so schreiben wir a ~ b. Offenbar ist ~ eine Aquivalenzrelation. Ist
a ~ b, so gelten a = eb und b = €¢’a mit e,e’ € R. Aus a = ee’a folgt
wegen der Nullteilerfreiheit von R dann 1 = ee’, also e € E(R).

e) Sei R ein Integrititsbereich. Ein Element p € R heifit irreduzibel , falls
0 # p € E(R), und falls aus p = ab mit a,b € R stets a € E(R) oder
b € E(R) folgt.
Definition 5.3.2 Sei R ein Integritdtsbereich.
a) Ist jedes Ideal von R ein Hauptideal, also von der Gestalt

Ra ={ra|r € R},

so heiflit R ein Hauptidealring.

b) Wir nennen R einen euklidischen Ring, falls es eine Abbildung ¢ von
R\ {0} in Ny gibt mit folgender Eigenschaft:
Zu jedem Paar a,b € R mit a # 0 gibt es ¢, € R, sodal b=qga +r
mit r = 0 oder ¢(r) < ¢(a) (Division mit Rest).
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Satz 5.3.3 Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei R ein euklidischer Ring und 4 # 0 ein Ideal in R. Sei 0 # a € A
mit moglichst kleinem o(a). Ist b € A, so gilt b = ga + r mit » = 0 oder
o(r) < p(a). Wegen r = b — qa € A folgt r = 0, also b = ga. Dies zeigt
A = Ra. O

Es gibt Hauptidealringe, welche durch kein ¢ zu einem euklidischen Ring
gemacht werden konnen. Freilich sind solche Beispiele nicht ganz leicht zu
beschreiben.

Beispiele 5.3.4 a) Sei R = Z und ¢(a) = |a|. Zu a,b € Z mit a # 0 gibt
es ¢,r € Z mit b=gqga+r und 0 < r < |a|. Dann ist » = 0 oder

p(r) =r < ¢(a).

Somit ist Z ein euklidischer Ring, also nach 5.3.3 insbesondere ein Haupt-
idealring. Offenbar ist E(Z) = {1, —1} die Einheitengruppe von Z. Die irre-
duziblen Elemente von Z sind die +p, wobei p eine Primzahl ist.

b) Sei K ein Korper und R = K[z]. Fiir 0 # f € KJ[z] setzen wir nun
©(f) = Grad f. Nach 5.1.6 ist K[z] ein euklidischer Ring. Ist e € E(K|[z]),
so gibt es ein ¢’ € K[z| mit ee’ = 1. Daraus folgt

0 = Gradee’ = Grade + Grade'.

Somit ist Grad e = 0, also e = ag € K*. Dies zeigt E(K|[z]) = K*. Die Poly-
nome a1 + ag mit a; # 0 sind offenbar irreduzibel. Ist K nicht algebraisch
abgeschlossen, so gibt es irreduzible f in K[z] mit Grad f > 1.

Wir wenden uns nun den zentralen Begriffen ’kleinstes gemeinsames Viel-
faches’ und ’grofiter gemeinsamer Teiler’ zu.
Definition 5.3.5 Sei R ein Integritdtsbereich und seien r1,...,7, € R.

a) Wir nennen d einen grifsten gemeinsamen Teiler von rq,...,r, und
schreiben d = ggT(rq,...,r,), falls folgendes erfiillt ist:

(1) Esgilt d|r; fiiri=1,...,n.
(2) Ist ¢ |r; firi=1,...,n, so gilt ¢ | d.

b) Wir nennen k ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von ry, ..., r, und
schreiben k = kgV (ry,...,r,), falls folgendes erfiillt ist:
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(1) Esgilt r; |k firi=1,...,n.
(2) Ist ;| A fiir i =1,...,n, so gilt k| h.
Grofiter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches exi-
stieren in beliebigen Integritétsbereichen i.a. nicht (siehe 5.3.7 b)). Wenn sie
existieren, so sind sie offenbar bis auf ~ (siehe 5.3.1) eindeutig bestimmt.

Teil ¢) des folgenden Satzes haben wir bereits in 2.3.4 fiir R = Z kennenge-
lernt.

Satz 5.3.6 Sei R ein Integrititsbereich und seien r1,...,r, € R.

a) Genau dann existiert ein kleinstes gemeinsames Vielfaches der Ele-
mente 11, ...,7Ty, wenn Ni—; Rr; ein Hauptideal ist. Ist N, Rr; = Rk,
so ist k =kgV(ry,...,m).

b) Ist Y.; | Rr; = Rd ein Hauptideal, so ist d = ggT(r1,...,rp).

¢) Ist R ein Hauptidealring, so ezistieren kleinstes gemeinsames Vielfa-

ches und grifiter gemeinsamer Teiler fiir alle r1,...,r, aus R. Ist d
ein gréfiter gemeinsamer Teiler von r1,...,7y,, S0 gibt es s; € R mit
d= Z?:l S;5T5.
Beweis. a) Sei zuerst k ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von ry, ..., r,.
Dann gilt 7; | k, also k € Rr; und somit k € N}, Rr;.
Sei umgekehrt ¢ = s;r; € NIy Rr;. Dann ist r; | ¢ fir j =1,...,n, und

nach Definition des kleinsten gemeinsamen Vielfachen also auch k | ¢. Somit

ist ¢ € Rk und daher N}, Rr; C Rk. Insgesamt zeigt dies N}, Rr; = Rk.
Sei nun N}, Rr; = Rk ein Hauptideal. Dann gilt r; | k fur i =1,...,n.

Ist 7; | h fiir i = 1,...,n, so folgt h € NI, Rr; = Rk, also k | h. Somit ist k

ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von r1,..., r,.
b) Sei >, Rr; = Rd ein Hauptideal. Wegen r; = 1r; € Rd folgt nun
d|rfiri=1...,n Ist ¢ | r firi =1,...,n, so gilt r; = cs; mit

s; € R. Wegen Rd = """ | Rr; gibt es t; € R mit d = >, t;7;. Damit
folgt d = ¢, t;si, also ¢ | d. Somit ist d ein grofter gemeinsamer Teiler
VON T, ..., Ty

c) Diese Aussagen folgen unmittelbar aus a) und b). O

Beispiele 5.3.7 a) Sei R = Z[x] der Ring der ganzzahligen Polynome. Of-
fenbar ist 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von 2 und x. Jedoch gibt es
keine Polynome f,g € R mit 1 = 2f + xg. Nach 5.3.6 ¢) ist daher Z(x]
kein Hauptidealring. Wegen 2R N zR = 2z R ist 2x ein kleinstes gemein-
sames Vielfaches von 2 und z. (Man kann zeigen, dafl Z[z] eine eindeutige
Primfaktorzerlegung besitzt.)
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Es gibt also Fille, in denen ein grofiter gemeinsamer Teiler d von a und b
existiert, der sich aber nicht idealtheoretisch durch Ra + Rb = Rd ermitteln
1683t
b) Sei R der Integritétsbereich R = {a + bv/—5 | a,b € Z}. Fiir a,b € Z ist

la+bv—=5] =a® +5b* € Z.

Sind ¢1,c2 € R mit ¢; | co in R, so folgt |e1]? | |e2|? in Z.
(1) Die Elemente 2 und 1 + /=5 haben in R kein kleinstes gemeinsames
Vielfaches:

Angenommen, k sei ein kleinstes gemeinsames Vielfaches der Elemente
2 und 1+ +/=5. Aus

k|2(1++v/=5) und k|6=(1++v=5)(1—+-5)

folgt
k|24 und |k|* | 36.

Somit gilt |k[* | 12. Wegen 2 | k und (1 + +/=5) | k folgt andererseits
4 | |k|* und 6 | |k|?, also 12 | |k|?. Dies zeigt |k|?> = 12. Aber es gibt kein
k =a+by/—5 € R mit

12 = |k|? = a® + 5b°.

Somit haben 2 und 1 + /=5 in R kein kleinstes gemeinsames Vielfaches.

(2) Ist d ein gemeinsamer Teiler von 2 und 1 + /=5, so gilt |d|? | 4 und
|d|? | 6, also |d|* | 2. Ist d = ¢+ ey/=5 (c,e € Z), so folgt ¢* + 5e? | 2.
Dies erzwingt d = 1. Also ist 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von 2 und

1+ +v-5.

Daf} fiir die Begriffe kleinstes gemeinsames Vielfaches und grofiter ge-
meinsamer Teiler keine volle Symmetrie herrscht, hat sich bereits in 5.3.6
gezeigt. Ubrigens gelten folgende Aussagen:

Sei R ein Integritéitsbereich und seien a,b € R mit ab # 0. Ist k ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, also Ra N Rb = Rk, so ist
d = 4% ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b (sieche Aufgabe 5.3.4).
Existiert ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b fiir alle a,b € R, so
existiert auch ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b fiir alle

a,b € R (siehe Aufgabe 5.3.5).
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Definition 5.3.8 Sei R ein kommutativer Ring.

a) Ein Ideal P von R heiit ein Primideal, falls P C R und R/P ein
Integritétsbereich ist. Sind a,b € R mit ab € P, so gilt

(a+P)b+P)=ab+P =P,

also a € P oder b € P.
(Genau dann ist also R ein Integritéitsbereich, wenn 0 ein Primideal
ist.)

b) Ein Element p # 0 aus R heifit ein Primelement, falls Rp ein Primideal
ist. Dies besagt: p ist keine Einheit, und aus p | ab folgt p | a oder

plob.
Fiir beliebige Integritatsbereiche gilt

Lemma 5.3.9 Ist R ein Integrititsbereich, so ist jedes Primelement von R
irreduzibel.

Beweis. Sei p reduzibel, also p = ab mit Nichteinheiten a und b. Dann ist
ab € Rp. Wire a € Rp, also a = rp, so héitten wir

a =1rp=rab,

also 1 = rb. Dann wére b eine Einheit, entgegen der Voraussetzung. Also
gilt a ¢ Rp, und ebenso b ¢ Rp. Also ist Rp kein Primideal. O

Definition 5.3.10 Sei R ein Integrititsbereich.

a) Wir nennen R einen kgV-Ring , falls zu jedem Paar a,b € R ein klein-
stes gemeinsames Vielfaches k in R existiert. Nach 5.3.6 a) bedeutet
dies Ra N Rb = Rk.

b) R heifit ein Ring mit eindeutiger Primfaktorzerlegung, falls folgendes
gilt:
Es gibt eine Menge P von irreduziblen Elementen aus R derart, daf3
jedes Element 0 # a € R eine Zerlegung

a=e Hpap (mit a, € Np)
peEP

gestattet. Dabei sei e € E(R), und die a, seien durch a eindeutig
bestimmt, wobei zu vorgegebenem a nur endlich viele a, # 0 sind.
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Fiir die weiteren Uberlegungen ist das folgende Lemma entscheidend.

Lemma 5.3.11 Ist R ein kgV-Ring, so ist jedes irreduzible Element aus R
ein Primelement.

Beweis. Sei p ein irreduzibles Element aus R und 0 # ab € Rp. Nach
Voraussetzung gibt es ein ¢ € R mit Ra N Rp = Rc. Wegen ap € Ra N Rp
gilt ap = dc mit d € R. Ferner ist ¢ € Ra, also ¢ = ra mit r € R. Dies zeigt
ap = dra, also p = dr. Da p irreduzibel ist, ist d oder r eine Einheit in R.

Ist » € E(R), so folgt a € Ra = Rc C Rp. Ist hingegen d € E(R), so
erhalten wir Rp = Rr. Damit folgt

ab € RaN Rp = Rc = Rra = Rpa.

Dies heifit ab = spa mit s € R, also b = sp € Rp. Somit ist Rp ein Primideal.
a

Da der Hauptidealring Z natiirlich ein kgV-Ring ist, zeigt Lemma 5.3.11
den Grund dafiir, dafl man die Primzahlen p in Z durch begrifflich verschie-
dene Eigenschaften definieren kann:

(1) Ist p | ab, so gilt p | a oder p | b.
(2) Ist p = cd, so ist c = £1 oder d = +£1.

Definition 5.3.12 Sei R ein Integritdtsbereich. Wir sagen, daf§ in R die
Mazimalbedingung fiir Hauptideale gilt, falls folgende Aussage zutrifft: Ist

Ray € Ras C ...

eine aufsteigende Kette von Hauptidealen, so gibt es ein k mit Ra; = Ray,
fiir alle j > k.

Lemma 5.3.13

a) Ist R ein Hauptidealring, so gilt in R die Maximalbedingung fiir Haupt-
ideale.

b) Im Integrititsbereich R gelte die Mazimalbedingung fir Hauptideale.
Ist 0 # a € R, so gilt a = epy...pm mit e € E(R) und irreduziblen
pj (m >0).

Beweis. a) Sei Ra; C Ray C ... eine Kette von Hauptidealen in R. Wir
zeigen zunéchst, dal B = U2, Ra; ein Ideal in R ist. Seien by, by € B, etwa
b1 € Ra; und by € Ray. Ist j <k, so folgt

b1+bgeRaj+Rak:Rak§B.
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Fiir r € R gilt ferner by € Ra; C B. Da B also ein Ideal ist, gibt es ein
b € R mit B= Rb. Ist b € Ray, so folgt

U2, Ra; = Rb C Ray,

also Ra; = Ray, fiir alle j > k.

b) Wir zeigen, dafl aus der Maximalbedingung fiir Hauptideale folgt, dafl
sich jedes Element 0 # a € R schreiben 1483t als ein Produkt a = ep; ... pm
mit e € E(R) und irreduziblen p;. Angenommen, a habe nicht diese Gestalt.
Da a dann keine Einheit ist, gilt ¢ = a1b; mit Nichteinheiten aq, by, wobei
wenigstens einer der Faktoren ai,b; nicht die behauptete Gestalt hat, etwa
ay. Daher gilt a; = asbs, wobei as nicht die behauptete Gestalt hat und b
keine Einheit ist. Also gilt

Ra C Ra; C Ras.
Die Wiederholung dieses Augumentes liefert eine echt aufsteigende Kette
Ra C Ras C Raz C ...,

entgegen der Maximalbedingung. Also gilt a = ep; ... p,, mit e € E(R) und
irreduziblen p;. O

Satz 5.3.14 Sei R ein Integritatsbereich mit eindeutiger Primfaktorzerle-
gung bzgl. der Menge {p; | i € I} von irreduziblen Elementen p;. Seien

a= er;-“ und b = e’pri
icl icl
mit e, e’ € E(R).
a) Genau dann gilt b | a, wenn b; < a; fir alle i € I gilt.

b) Ist ki = max{a;,b;} und d; = min{a;,b;}, so ist k = Hiejpfi ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches, und d = Hielp;ii ein grofSter ge-
meinsamer Teiler von a und b. Insbesondere ist R ein kgV-Ring.

c¢) Sind a,b,c € R, so gelten die Regeln
(1) ab ~ ggT(a,b)kgV(a,b),
(2) kgV(ggT(a,b),ggT(a,c)) ~ ggT(a,kgV(b,c)),
(3) ggT(kgV(a,b), kgV(a,c)) ~kgV(a,ggT(b,c)).
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Beweis. a) Ist a = bc mit ¢ = " [],.;p;*, so liefert die eindeutige Prim-
faktorzerlegung a; = b; + ¢; > b;. Ist umgekehrt a; > b;, so gilt a« = bc mit

c=e' ]e; pliTh
b) Diese Aussagen folgen unmittelbar aus a).
c) Wegen b) erhalten wir die obigen Relationen aus

(1) a; + b; = min{a;, b; } + max{a;, b;},
(2) max{min{a;,b;}, min{a;,c;}} = min{a;, max{b;,¢;}},

(3) min{max{a;,b;}, max{a;,c;}} = max{a;, min{b;, c; }}.

Hauptsatz 5.3.15 Ist R ein Integritdtsbereich, so sind gleichwertig:
a) R ist ein kgV-Ring mit Mazimalbedingung fiir Hauptideale.
b) R besitzt eine eindeutige Primfaktorzerlegunyg.

Beweis. a) = b) Da in R die Maximalbedingung fiir Hauptideale gilt, hat
jedes 0 # a € R nach 5.3.13 b) die Gestalt a = eq; ... ¢, mit e € E(R) und
irreduziblen ¢; (n > 0).

Sei a ¢ E(R) und

a=ep1...pm=€q...qn (m>0,n>0)

mit e,e’ € E(R) und irreduziblen p;,q;. Da R ein kgV-Ring ist, sind die
Rp; und Rg; nach 5.3.11 Primideale. Unter den Rp; sei Rp; so gewéhlt,
dafl es kein Rp; gibt mit Rp; C Rp;. Da Rp; ein Primideal ist, folgt aus

e€q...qn=¢ep1...pm € Rpy
bei geeigneter Numerierung der g;, dafl ¢; € Rp;. Wegen
ep1...pm =€qi...qn € Rq

gibt es ein j mit p; € Rg;. Aus Rp; C Rgq1 € Rp; erhalten wir wegen der
Wahl von Rp; dann Rp; = Rq;. Sei ¢1 = €”p; mit e’ € E(R). Aus

epr-..pm=€€"Dig2. .. qn
folgt nun
eps...pm=¢ce'q...qn.

Eine Induktion nach n + m liefert dann m = n und Rp; = Rg;, wobei
j=1,...,m bei geeigneter Numerierung.
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Sei nun P eine Menge von irreduziblen Elementen aus R derart, dafl
{Rp | p € P} die Menge aller von irreduziblen Elementen erzeugten Prim-
ideale ist und Rp # Rp’ fiir p,p’ € P und p # p’ gilt. Sei

(%) a=eq...qn mit e € E(R) und irreduziblen g;.

Fiir p € P sei
ap = |{j | Rqj; = Rp}|.

Nach Obigem ist a,, unabhéngig von der Zerlegung (x) von a. Ist Rq; = Rp,
so gilt ¢; = e;p mit e; € E(R). Also folgt a = " [[ p p®» mit e € E(R).
b) = a) Sei nun R ein Ring mit eindeutiger Primfaktorzerlegung. Nach
5.3.14 b) ist R ein kgV-Ring. Sei 0 # A = R][,c,;p}". Ist A C R[], pl",
so gilt b; < a;. Also gibt es nur endlich viele Hauptideale oberhalb von A.
Insbesondere gilt in R die Maximalbedingung fiir Hauptideale. O

Wir spezialisieren unsere Aussagen fiir Hauptidealringe.

Hauptsatz 5.3.16 Sei R ein Hauptidealring.

a) Sei {Rp; | i € I} die Menge der Hauptideale, die von irreduziblen
Elementen p; erzeugt werden. Dann lifit sich jedes 0 # a € R auf
genau eine Weise schreiben als

a=-¢e Hp;“
icl
mit e € E(R) und a; € Np.

b) Die Rp; sind die einzigen von 0 verschiedenen Primideale von R. Jedes
Rp; ist ein mazimales Ideal von R. Insbesondere gilt R = Rp; + Rp;

fir Rp; # Rp;.
¢) Fiir alle Ideale A,B,C von R gelten die Relationen
(1) AB=(A+B)(ANB).
(2) (A+B)N(A+ C) = A+(BNC).
(3) (ANB)+(ANC)=ANB+ C).

Insbesondere gilt in R der verschirfte chinesische Restsatz (C,) aus
5.2.13.
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Beweis. a) Offenbar ist der Hauptidealring R ein kgV-Ring. Nach 5.3.13 a)
gilt in R die Maximalbedingung fiir Hauptideale. Also besitzt R nach 5.3.15
eine eindeutige Primfaktorzerlegung.

b) Sei A = Ra # 0 mit a = [[,c;pi". Ist >, a; > 1, so gibt es b,c € R
mit a = be, aber b,c € A. Ist A ein Primideal, so gilt also 4 = Rp; mit
einem geeigneten 4. Die Rp; sind nach 5.3.11 Primideale, und offenbar auch
maximale Ideale in R.

c) Sei A = Ra,B = Rbund C = Re. Nach 5.3.6 gilt

A+ B = RggT(a,b) und ANB = RkgV(a,b).

Mit 5.3.14 ¢) folgt

AB = Rab = RggT(a,b)RkgV(a,b) = (A+ B)(ANB).
Ferner ist

(A+B)N(A+C) = RkegV(ggT(a,b),g8T(a,c))

= RggT(a,kgV(b,c)) = A+(BNC).
Wegen 5.2.13 folgt schliefilich
(ANB) +(ANC) = AN(B+C).
O

Wir fassen diejenigen Eigenschaften des Polynomrings K[z] zusammen,
die in den spédteren Abschnitten bendtigt werden.

Satz 5.3.17 Sei K ein Korper.

a) Der Polynomring K [x] ist ein Hauptidealring. Fir f,g € K|x] existie-
ren ggT(f, g) und kgV (f,g), und es gelten

Klz]f + K[z]g = K[z] ggT(f, g) und K[z]f N K[z]g = K[z]kgV(f, g).

b) Sei{p;|i € I} die Menge aller irreduziblen normierten Polynome aus
Klz]. Ist 0 # f € K[z], so gilt

f=a]]pn"
i€l
mit a € K* und eindeutig bestimmten a;, wobet nur endliche viele

a; >0 sind. Ist 0 # g = bHieIpi” € K|z, so gelten

geT(f,g) ~ Hp?i mit d; = min{a;, b;}
iel
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und

keV(f,g) ~ pr mit ¢; = max{a;, b;}.
iel

c) In Klz] gibt es unendlich viele irreduzible normierte Polynome.

d) Ist K algebraisch abgeschlossen, so hat jedes irreduzible normierte Po-
lynom die Gestalt x —a mit a € K. Insbesondere gilt dies fiir K = C.

e) Die irreduziblen normierten Polynome in R[x] sind die folgenden:

r—a mita € R,
22+ ax +b mit a,b € R und a® < 4b.

f) Ist K endlich, so gibt es irreduzible normierte Polynome in K|x| von
beliebig grofiem Grad.

Beweis. a) Da K|[z] nach 5.3.4 b) ein Hauptidealring ist, folgen die Aussagen
aus 5.3.6 c).
b) In jedem Primidel P; # 0 von K|[z] gibt es genau ein normiertes Polynom
p; mit P; = K[x]p;. Nach 5.3.9 ist p; irreduzibel. Daher folgt b) aus 5.3.16.
c) Ist K unendlich, so liefern bereits die # — a mit a € K unendlich viele
irreduzible normierte Polynome aus K[z|. Fiir beliebige Korper K 148t sich
der euklidische Beweis fiir die Existenz unendlich vieler Primzahlen in Z wie
folgt kopieren:

Seien p; = x,pa, ..., pn irreduzible normierte Polynome aus K|z|. Set-
zen wir f =1+ p;1...ppm, so gilt

Grad f = ZGradpj > 1.

Jj=1

Also ist f keine Einheit. Daher gibt es ein irreduzibles normiertes Polynom
p mit p | f. Wére p = p;, so erhielten wir den Widerspruch

l=f—p1...pm € K[z]p.

Somit gilt p # p; fiir j =1,...,m.

d) Ist K algebraisch abgeschlossen und f € K[z] mit Grad f > 1, so hat f
eine Nullstelle a in K. Dann gilt f = (r—a)g mit g € K[z]. Ist f irreduziblel
und normiert, so folgt f = x — a.

e) Sei f € R[z], wobei f irreduzibel und normiert sei. Da C algebraisch
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abgeschlossen ist, gibt es ein ¢ € C mit f(¢) = 0. Ist ¢ € R, so folgt
f=xz—c Seic#c Ist f= Z;L:o ajzd mit a; € R, so ist
0=F(c) =) a;@ = f(o).
§=0
Dabei gilt
g=(r—c)(x—7) =2%—(c+0)z+ctcc Rz

Die Division von f durch g liefert f = hg + r mit Gradr < Gradg = 2.
Wegen r(c) = r(¢) = 0 mit ¢ # ¢ folgt r = 0 vermoge 5.1.11. Also ist

Dabei ist ¢ — ¢ = 2iIm ¢ # 0 und daher (c —¢)? < 0. Dies zeigt
(c+7¢)* = (c—¢)* + 4ct < 4ce.

f) Da es fiir |K| < oo in K[z] nur endlich viele irreduzible normierte Poly-
nome vom Grad n gibt, folgt die Aussage in f) aus c). 0

Man kann zeigen (siehe [23], Seite 49): Ist |K| = g, so ist die Anzahl der
irreduziblen normierten Polynome vom Grad n aus K|z| gleich

Nema) = S (5t > 1
d|

Dabei ist u die sogenannte Mébius®-Funktion, die definiert ist durch

1, fallsn=1
(—1)*, falls n = p; ... pp mit paarweise verschiedenen Primzah-
p(n) = len
D
0, sonst.

Wir ordnen die bisherigen Ergebnisse in die allgemeine Ringtheorie ein.

Ausblicke 5.3.18 a) Ein Integritatsbereich R heifit ein Dedekindring , falls
jedes Ideal A von R mit 0 #£ A # R sich schreiben 148t als 4 = P1...Pnm
mit Primidealen P;. Dann ist diese Zerlegung eindeutig (anders als bei

2 August Ferdinand M&bius (1790-1886) Leipzig. Geometrie, Astronomie.
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der Zerlegung von Elementen in Produkte von irreduziblen Elementen). Je-
des Primideal P # 0 von R ist maximal, d.h. es gibt kein Ideal A mit
P C A C R. Hauptidealringe sind Dedekindringe, und Dedekindringe mit
eindeutiger Primfaktorzerlegung oder mit der Existenz von kgV(a,b) fiir
alle a,b € R sind Hauptidealringe.

b) Ein wichtiger Anstofl zum Studium der Dedekindringe kam von den
Bemiihungen, die sogenannte Fermatsche Vermutung zu beweisen. Dabei
handelt es sich im wesentlichen um folgende Aussage:

Seip > 2 eine Primzahl. Dann ¢ibt es keine x,vy, z € N mit xP +yP = 2P.

E. Kummer? ging so vor: Sei € = cos 27“ + 14 sin %’r, also e =1 # . Dann
gilt
p—1
() aP =z -y =]](z-ey).

J=0

Dies ist eine Gleichung im Dedekindring
p—1
R, = {Z aje’ | a; € L}.
j=0

Es liegt nahe, in (x) die Primfaktorzerlegung der beiden Seiten zu verglei-
chen. Nun besitzt R, eine eindeutige Primfaktorzerlegung zwar fiir p < 19,
aber fiir kein p > 23 (Montgomery, Uchida, 1971). Fiir p = 3 konnte be-
reits L. Euler die Fermatsche Vermutung beweisen (siehe [9], S.192-195).
Kummer fiihrte ideale Zahlen ein, welche den Idealen entsprechen. Durch
Vergleich der Zerlegungen der Hauptideale R,a? und R,(2? — yP) in Prim-
ideale konnte er fiir viele Primzahlen p die Fermatsche Vermutung beweisen.
Verfeinerung des Vorgehens zeigte sogar, dafl die Fermatsche Vermutung
fiir alle p < 125000 gilt. Der endgiiltige Beweis der Fermatschen Vermutung
wurde erst 1993 von A. Wiles gegeben. Er beruht auf einem iiberraschenden
Zusammenhang mit elliptischen Kurven. Den interessierten Leser verweisen
wir auf das Buch [17].

c¢) Ein Integritéitsbereich R heifit ein Priiferring, falls eine (und dann jede)
der folgenden Relationen fiir alle Ideale 4, B,C von R gilt:

(1) AB=(A+B)(ANB).
(2) (A+B)N(A+C)=A+(BNC).

3Ernst Eduard Kummer (1810-1893) Breslau, Berlin. Zahlentheorie, Analysis, Geo-
metrie.
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(3) (ANB)+(ANC)=ANB+ C).

(Die Aquivalenz von (2) und (3) steht bereits in 5.2.13.) Dedekindringe sind
Priiferringe. Dafl Hauptidealringe Priiferringe sind, haben wir in 5.3.16 c)
bewiesen. Einen interessanten Priiferring liefert die Funktionentheorie in
Gestalt des Rings aller ganzen komplexwertigen Funktionen.

d) Eine wichtige Klasse von Integritétsbereichen sind solche mit eindeu-
tiger Primfaktorzerlegung fiir Elemente. Dazu gehtren die Polynomringe
Klz1,...,x,] in mehreren Variablen iiber einem Koérper K. Die recht kom-
plizierte Idealtheorie dieser Polynomringe liefert die Grundlage der algebrai-
schen Geometrie. Aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung gewinnt man
nach Satz 5.3.14 grofiten gemeinsamen Teiler und kleinstes gemeinsames
Vielfaches. Insbesondere ist der Durchschnitt von zwei Hauptidealen von
Klzy,...,x,] stets ein Hauptideal.

e) Im Integritdtsbereich R; aller ganzen algebraischen Zahlen und im In-
tegritdtsbereich Ry der auf ganz C reguldren Funktionen ist die Summe
von zwei Hauptidealen stets ein Hauptideal. (Fiir R; folgt dies aus der
Endlichkeit der Klassenzahl algebraischer Zahlkorper, fiir R, aus der Parti-
albruchzerlegung meromorpher Funktionen.) Also existieren ggT(a,b) und
kgV (a,b) fur alle a,b € R; (j = 1,2). In Ry gibt es jedoch keine irreduziblen
Elemente, denn zu a € R; gibt es stets ein b € Ry mit 4> = a. In R, sind
die z — a(a € C) die einzigen irreduziblen Elemente. Da sin z unendlich
viele Nullstellen hat, ist sin z kein Produkt von endlich vielen z — a und
einer Einheit von R5. In Ry und R, ist daher die Maximalbedingung fiir
Hauptideale verletzt, und es existiert keine eindeutige Primfaktorzerlegung.

Aufgabe 5.3.1 Sei R = {a+bi | a,b e Z} der sogenannte Gaufische Ring.

a) Fiir 0 # a + bi € R setzen wir
o(a+bi) = |a+ bi|* = a® + V.
Zu a+bi und ¢+ di # 0 aus R gibt es dann ¢, € R mit
a+bi=q(c+di)+r,

wobei r = 0 ist oder ¢(r) < f¢(c + di). Also ist R ein euklidischer
Ring.

b) Man bestimme die Einheitengruppe E(R).
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Aufgabe 5.3.2 Sei K[[z]] der Potenzreihenring aus Aufgabe 5.1.2 .
a) 0 und K|[[z]]x sind die einzige Primideale in K[[z]].
b) Warum versagt der Beweis in 5.3.17 ¢)?

Aufgabe 5.3.3 Sei R ein Hauptidealring.

a) Man beweise
kgV(ab, ac) ~ akgV (b, c)

fiir alle a,b,c € R und leite daraus ABNA C = A(BNC) fiir alle
Ideale A4, B,C von R her.

b) Man beweise
ggT(ab, ac) ~ aggT(b,c)

fiir alle a,b,¢ € R. Welcher idealtheoretischen Relation entspricht
dies?
Aufgabe 5.3.4 Sei R ein Integritétsbereich und seien a,b,c € R.

a) Existiert kgV(a,b), so existiert auch kgV (ac, be) fiir alle ¢ € R, und es
gilt
kgV(ac, be) ~ ckgV(a,b).
b) Existiert kgV (ac, bc), so existiert auch kgV(a,b).

c) Sei 0 # ab € R. Existiert k = kgV(a,b), so ist %b ein grofiter gemein-
samer Teiler von a und b.

Aufgabe 5.3.5 Sei R ein Integritédtsbereich.

a) Existiert ggT(a,b) fiir alle a,b € R, so exitiert auch kgV'(a,b), und es
gilt
ab ~ ggT(a,b) kgV(a,b).

b) Ist Ra 4+ Rb ein Hauptideal fiir alle a,b € R, so ist auch Ra N Rb ein
Hauptideal.
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5.4 Charakteristisches Polynom und Eigenwerte

Definition 5.4.1 Sei V' ein K-Vektorraum und A € End(V). Ein a € K
heifit ein Figenwert von A, falls Kern(A — aFE) # 0 ist, d.h. falls es einen
Vektor 0 # v € V gibt mit Av = av. Die von 0 verschiedenen Vektoren aus
Kern(A — aFE) nennen wir Figenvektoren zum Eigenwert a.

Definition 5.4.2 Sei K ein Korper.
a) Zu A € (K), und zE — A € (K|[z]),, bilden wir das Polynom

fa = det(zE — A)

aus K[z] und nennen f4 das charakteristische Polynom von A. Ist
B € (K), regulédr, so gilt

fB—lAB = det(scE — B_IAB) = det(B_l(a:E — A)B)
= det(zE — A) = fa.

b) Sei V ein K-Vektorraum von endlicher Dimension n und A € End(V).
Ist Ay die Matrix zu A beziiglich irgendeiner Basis von V, so setzen
wir

fa =det(zE — Ap).

(Wegen der Bemerkung unter a) ist f4 unabhingig von der Basis-
wahl.)

Bemerkung 5.4.3 Sei A = (a;;) € (K),. Die Terme z" und z"~! in
fa =det(zFE — A) kommen offenbar nur aus dem Produkt

(x—ai1)...(z —app) = 2" — (Zajj):z;"*1+....

Ferner ist f(0) = det(—A) = (—1)" det A. Also gilt

fa=a"—SpAx" ' + ...+ (—1)"det A.
Satz 5.4.4 Sei V ein K-Vektorraum von endlicher Dimension n > 0 und
A € End(V).
a) Genau dann ist a € K ein Eigenwert von A, wenn fa(a) =0 ist.

b) Ist K algebraisch abgeschlossen, so gibt es Eigenwerte von A.
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c) Ist K =R und n ungerade, so hat A FEigenwerte in R.

d) A besitzt hochstens n verschiedene Eigenwerte.

Beweis. a) Genau dann gilt dim Kern(aF — A) > 0, wenn aF — A singulér
ist, wenn also

0=det(aE — A) = fa(a)
gilt (siehe 4.3.15).

b) Ist K algebraisch abgeschlossen, so gibt es Nullstellen von f4 in K.
c) Da Grad f4 ungerade ist, sieht man leicht, dafl

lim fa(z) =co und lim fa(z)= —oc.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es daher ein a € R mit f4(a) = 0.
d) Wegen Grad f4 = n hat f4 nach 5.1.11 hochstens n verschiedene Null-
stellen. O

Beispiele 5.4.5 a) Sei V ein 2-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis [v1, va].
Ferner sei A € End(V') mit

Avi =v9 und Avy = —v;.

Dann ist f4 = 22 + 1. Also hat A nach 5.4.4 keinen reellen Eigenwert.

b) Sei V' der unendlichdimensionale K-Vektorraum K[z] und A € End(V)
mit Af = zf fir f € V = K[z]. Angenommen, Af = af mit a € K und
f # 0. Dann folgt der Widerspruch

14+ Grad f = Grad Af = Gradaf < Grad f.

Somit hat A keinen Eigenwert.

c) Sei V' der R-Vektorraum aller auf (—oo, c0) beliebig oft differenzierbaren
Funktionen und sei D € End(V) der Differentialoperator mit Df = f’.
Dann gilt fiir a € R die Relation

Dea(L‘ — aeax

Dabher ist jede reelle Zahl a ein Eigenwert von D.
d) Sei A = (a;;) eine Dreiecksmatrix aus (K),. Wegen fa = [\, (z — a;)
sind die Diagonalelemente a;; gerade die Eigenwerte von A.

Satz 5.4.6 Seien A und B Matrizen iber K, wobei A vom Typ (n,k) sei
und B vom Typ (k,n). Also ist AB vom Typ (n,n) und BA vom Typ (k, k).
Dann qilt

2" fap = 2" fpa.
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Ist ¢ # 0 eine Nullstelle von fap mit der Vielfachheit m, so ist ¢ auch
Nullstelle von fpa mit derselben Vielfachheit. Fir k = n gilt insbesondere

faB = fBa-

Bewets. Einerseits erhalten wir mit der Késtchenmultiplikation

B, —A\ (E, A\ (zE,—AB 0

da zF,A = A = Az E}, gilt, andererseits ist
E, A zE, —A\ [(zE, 0
B Z‘Ek 0 Ek o xB Z‘Ek —BA )~

Der Késtchensatz fiir Determinaten (siehe 4.3.10) liefert

e . (xE,—AB 0\ . («E, 0 s
fapz _det< B 25, ) %\ 2B 2m, —pa) =% Ba

O

Definition 5.4.7 Sei dimV < oo und sei A € End(V'). Wir definieren die
Vielfachheit eines Figenwertes a von A als die Vielfachheit der Nullstelle a
von f4 im Sinne von 5.1.10.

Lemma 5.4.8 Sei dimV < oo und sei A € End(V).

a) Zerfallt fa total in K[x] gemdff fa = H;L:1(x —aj) mit a; € K, so
giltdet A=ay...a, und SpA=ay+ ...+ a,.

b) Ist a ein Eigenwert von A mit der Vielfachheit k, so gilt

dim Kern(aFE — A) < k.

Beweis. a) Dies folgt mit 5.4.3 sofort durch Koeffizientenvergleich in

(x—a;) = fa=2a"—SpAz" "'+ ...+ (~=1)"det A.
1

‘]:
b) Sei [v1,...,v,] eine Basis von V derart, da [vy,...,v,,] eine Basis von
Kern(aE — A) ist. Die Matrix zu A hat beziiglich dieser Basis dann die

Gestalt
( aF,, C

0 D) mit geeigneten C| D.
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Mit dem Késtchensatz fiir Determinanten folgt nun

B (x —a)E, —C B m
fA—det< 0 2B, . D =(z—a)"fp.
Somit ist ¢ mindestens m-fache Nullstelle von f4, also m < k. O

Beispiel 5.4.9 Sei Char K = 0und V = {f | f € K|z], Grad f < n}. Sei
ferner D € End(V) mit Df = f’. Beziiglich der Basis [1,z,...,2"] von V
ist D die Dreiecksmatrix

010...0
002...0
000...0
000...n
000...0

zugeordnet. Daher ist fp = "1, Also ist 0 der einzige Eigenwert der Abbil-
dung D. Wegen Char K = 0 gilt jedoch Kern D = K, also dim Kern D = 1.

Die Berechnung der Eigenwerte liefert mitunter einen eleganten Zugang
zur Bestimmung von det A.

Beispiele 5.4.10 Sei

ab...b

ba. b 11...1

=(a—b)E+bF mit F=| :: :
bh 4 11...1
vom Typ (n,n). Offenbar gilt Kern /' = {(z;) | >_j_,z; = 0}. Wegen
dim Kern F' = n — 1 hat F' den Eigenwert 0 nach 5.4.8 b) mindestens mit
der Vielfachheit n — 1. Ist ¢ der noch fehlende Eigenwert von F', so folgt

mit 5.4.8 a), dal ¢ = Sp F' = n. Ist Char K | n, so folgt ¢ = 0, anderenfalls
c=n#0. Also ist fr = 2" Y(z —n) und for = 2" (2 — bn). Es folgt

fa(z) = det(xE — (a — b)E — bF)
= for(z —a+b)
= (z—a+b)""(z—(a+(n—1))).
Somit hat A die Eigenwerte a — b genau (n — 1) —fach und a + (n — 1)b

einfach. (Ist nb = 0, so tritt also nur a — b als Eigenwert auf.)
Damit folgt det A= (a —b)""(a+ (n—1)b).
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(Dieses Ergebnis hatten wir bereits in 4.3.21 auf eine andere Weise bewie-
sen.)

Hauptsatz 5.4.11 (Cayley, Hamilton) SeiV ein K- Vektorraum von end-
licher Dimension und A € End(V). Ist fa das charakteristische Polynom
von A, so gilt fa(A) = 0.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dafl A eine Matrix aus (K),, ist. In (K|z]),

bilden wir zu xE — A die Adjunkte (xg\—/A), deren Eintrige Unterdetermi-
nanten von zE — A vom Typ (n —1,n — 1) sind (siehe 4.3.12). Nach 4.3.13
gilt dann

(2E — A)(2E — A) = det(¢E — A)E = f4E.

Da die Eintrége in (zE — A) Polynome in x sind und hochstens den Grad
n — 1 haben, ist

(xE - A) =Co+Ciz+...+ C’n,lxn_l

mit geeigneten C; € (K),. Sei fa =ao+ a1z + ...+ ap—12" "' + 2" Dann
ist

(ao+a1z+...+ap, 12" ' +2")E = (2B — A)(Co+Crz+...+Cp_12™ 1),
Ein Koeffizientenvergleich liefert

CL()E = —ACO,
alE = C() — ACl,

an1E = Cp_2— Acnfla
E=0C, .

Dies zeigt (mit a,, = 1)

fa(d) =377, ajAT = >0 Al(a;E)
= —ACy + A(C() — ACl) + ...+ A”_I(Cn,g — ACn,l) + A"C,,_1
= 0.

O

4William Rowan Hamilton (1805-1865) Dublin. Mathematiker, Physiker, Astronom.
Algebra, Vektorrechnung, Optik, Mechanik.



5.4 Charakteristisches Polynom und Eigenwerte 275

Ist dimV = n, also dim(K),, = n?, so ist klar, daf8 es eine nichttriviale

Relation Z?io cj A7 = 0 gibt. Die Aussage von Hauptsatz 5.4.11 verschérft
dies erheblich.

Um einige Matrixgleichungen 16sen zu kénnen, beweisen wir einen Hilfs-
satz iiber Polynomkongruenzen.

Lemma 5.4.12 Seien g und f = [[;_,(z — a;)" Polynome in K[zx] mit
paarweise verschiedenen a; € K. Fiir jedes j = 1,...,s habe das Polynom
g — a; wenigstens eine einfache Nullstelle in K. Dann gibt es ein h € K|x]
mit

g(h) =z (mod f).

Beweis. (1) Wir behandeln zuerst den Spezialfall f = 2". Nach Vorausset-
zung gibt es ein b € K mit g(b) = 0 # ¢’'(b). Wir konstruieren rekursiv
Polynome h; € K[z] (j =0,1,...) mit h;(0) = b und

(B)  glh;) = (modal1),

Dazu beginnen wir mit hyg = b. Dann ist
(Ro) g(ho) = g(b) =0 =z (mod x).

Sei bereits ein Polynom h; gefunden mit h;(0) = b und

(Rj) g(h;) =z + L1271
mit /11 € K[z]. Wir versuchen, mit dem Ansatz

hjr1 = h; + cjpra? ™!
und geeigneten c¢j4; € K zum Ziel zu kommen. Dazu fordern wir
(Rj+1)  g(hj +cjpra’™) =z (mod 2772).

Offenbar ist
g(z+y) = g(z) + ¢ (x)y (mod y?),

wie man aus der binomischen Entwicklung
(z+y)! =2’ + ja’ "'y (mod y?)
entnimmt. Somit bedeutet (R;41) die Kongruenz

g(hj) + g’(hj)6j+1xj+1 = (mod xj+2)'
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Dies ist gleichwertig mit
x+ L+ g b+ et = w - (14(0) + g/ (D)eja)a?
= x (mod 272).
Wir erfiillen diese Bedingungen durch

oy = L+ (0)
! g'(b)

(2) Nun 16sen wir fiir beliebiges a € K die Kongruenz
g(h) =z (mod(x — a)"),

falls es ein b € K gibt mit g(b) — a = 0 # ¢'(b). Dazu setzen wir x —a =y
und betrachten
g9(h(y +a)) =y +a (mody").

Diese Kongruenz hat die Gestalt
() 9i(k(y)) =y (mody"),

wobei g1 = g —a und k(y) = h(a + y) ist. Wegen ¢1(b) = g(b) —a =0
und ¢ (b) = ¢'(b) # 0 existiert nach (1) eine Losung k von (). Dann ist
h(z) = k(x — a) eine Losung von

g(h) =z (mod(x —a)").

(3) Sei nun allgemein f = H;Zl(m — a;)" mit paarweise verschiedenen a;.
Nach (2) existieren Polynome h; mit

g9(h;) =z (mod(z — a;)").
Wegen des Chinesischen Restsatzes 5.2.10 ¢) gibt es ein h € K|[z| mit
h=hy (mod(x — a,)")
fir j =1,...,s. Dann folgt
g(h) = g(hj) =z (mod(xz — a;)"7).
Da f ein kleinstes gemeinsames Vielfaches der (x —a;)"7 ist, folgt schlieBllich

g(h) =z (mod f).
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Satz 5.4.13 Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV < oo und A € End(V).
Sei fa = szl(x — a;)"7 mit paarweise verschiedenen a; € K. Weiterhin
sei g € Kz|, und g — a; habe fir j = 1,...,s wenigstens eine einfache
Nullstelle in K. Dann gibt es ein h € K|x] mit g(h(A)) = A.

Beweis. Nach 5.4.12 gibt es ein h € K[z] mit g(h) = x (mod fa). Wegen
fa(A) =0 folgt g(h(A)) = A. O

Beispiel 5.4.14 Sei K algebraisch abgeschlossen und Char K = 0 oder
Char K t m. Sei A € (K),, mit det A # 0. Dann gibt es ein B € (K),, mit
B™ = A:

Zum Beweis setzen wir in 5.4.13 nun g = ™. Ist f4 = H;Zl(x —aj)",
so gilt a; # 0 wegen det A # 0 und

(2™ — a;) = ma™ 1.

Ist 07" = a;, so ist mb;-”_1 # 0. Daher ist jede Nullstelle von 2™ —a; einfach.
Also gibt es nach 5.4.13 ein h € K[z]| mit

Freilich erhélt man in der Regel so nicht alle Losungen B von B™ = A in
der Gestalt B = h(A) mit h € K[z]. Die Voraussetzungen det A # 0 und
Char K 1 m sind nicht entbehrlich (siche Aufgabe 5.4.1).

Der Versuch, die Gleichung B> = A € (C)y zu lésen, fithrt zu den
Gleichungen

2
> bibey =ai (6,5 =1,2).
7j=1

Dies sind vier gekoppelte quadratische Gleichungen fiir die b;;. Deren Losbar-
keit unter der Nebenbedingung ajiass — a12a21 # 0 ist nicht unmittelbar
einzusehen.

Hauptsatz 5.4.15 Sei V ein K-Vektorraum von endlicher Dimension und
A e End(V).

a) Sei h € K[z] mit h(A) = 0 und h = ¢1...¢gm mit paarweise teiler-
fremden gj. Dann gilt

V =@j. Kerng;(A) wund Kerng;(A) = h;(A)V,

wobei hjg; = h.
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b) Ist fa = H;nzl pgj mit irreduziblen, normierten und paarweise teiler-
fremden p;, so gilt

V = @jL; Kernp;(A)".

c) Zerfillt fa total in K[z], also fa = H;"Zl(x — a;)"7 mit paarweise

verschiedenen aj € K, so ist A bzgl. einer geeigneten Basis B von V
eine Dreiecksmatrix

A 0
Ap = .
0 Am
zugeordnet, wobei
a; *
Aj =
0 a;

d) Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten sind linear un-
abhdngig.

Beweis. a) Sei p ein irreduzibler Teiler von h;. Dann gilt p | g, fiir ein k # j.
Wegen der Teilerfremdheit der g; folgt

PYYL-- - Gk—1Gk+1 - - Gm = R

Somit ist 1 ein groBter gemeinsamer Teiler der h; (j = 1,...,m). Nach 5.3.6
c) gibt es daher k; € K[z] mit 1 = Zgnzl hjk;. Fir alle v € V erhalten wir
nun

Dies zeigt

Wegen g¢;(A)(hj(A)v) = h(A)v = 0 gilt
(2)  hi(A)V C Kerng;(A).
Also ist erst recht .
V= Z Kerng;(A).

Jj=1



5.4 Charakteristisches Polynom und Eigenwerte 279

Sei 0 = v1 + ...+ vy, mit v; € Kerng;(A). Da g; und h; teilerfremd sind,
gibt es nach dem Chinesischen Restsatz 5.2.10 Polynome f; mit

o 1 (IIlOd j)
1= {0 (mod fgL])

Wegen g;(A)v; = 0 folgt fiir j # ¢ dann
hj(A)vi = g1(4) ... gj-1(A)gj+1(A) ... gm(A)vi = 0.
Somit ist auch f;(A)v; = 0 fiir ¢ # j Wegen g; | f; — 1 ist f;j(A)v; = v;.
Wir erhalten somit
0=fi(A)(v1 +...+vm) = fj(A)v; = ;.
Dies zeigt
(3) V = @7, Kern g; (A).
Aus (1), (2) und (3) folgt ferner Kerng;(A) = h;(A)V.

b) Dies erhalten wir als Anwendung von a) mit h = f4 und g; = pgj .

c) Wir setzen p; = x — a; und V;; = Kern(a; E — A)" fir ¢ < r;. Nach b)
gilt

V= @;'n:lvrjﬂj'
Dabei ist
0=V, <Vi; <...< V.
und
(a;E — A)Vij < Vi
Wihlen wir eine Basis [wy, ..., wi] von V;, ; derart, dafl [wy,...,wy,] eine

Basis von V; ; ist, so folgt fiir t;_1 < k < ¢;, daB3
(A — CLjE)’LUk S (A — CLJ'E)V;"]' < Vtifl,j-

Also gibt es cg; € K mit

ti—1

Awy, = ajwy + E Chi W; .
i=1

Dies liefert die Dreiecksgestalt von A auf dem Unterraum V;. ; mit den
Diagonalelementen a;.
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d) Sei v; +... 4+ v, = 0 mit Av; = a;jv; und paarweise verschiedenen a;.
Dabei sei k£ minimal gewéhlt. Es folgt

k—1
0=A(vi+...+v) —ap(vn +...+vp) = ) (aj —ag)v;.
1

<.
Il

Wegen der Minimalitdt von k erzwingt dies v1 = ... = v;x_1; = 0, und dann
auch vy = 0. O

In der Matrixschreibweise lautet 5.4.15 offenbar so:

Satz 5.4.16 Sei A € (K), mit total zerfallendem fa = []’-

jo (@ —aj)".
Dann gibt es ein regulires T € (K),, derart, dafs

A1 0 aj *
T AT = mit A = ‘
0 Am 0 CL]'

(Transformation von A auf Dreiecksgestalt mit getrennten Eigenwerten.)

Beispiele 5.4.17 Sei A € (K),. Weiterhin sei f4 total zerfallend, etwa
fa =1Ij=i(z — a;) mit nicht notwendig verschiedenen a; € K. Sei

ai *
T1AT =
0 an
Ist g € K|[z], so folgt wegen
d

T'AT = (T7'AT) =

unmittelbar

T lg(A)T =

Also ist fya) = H;L:1(x —g(aj)).
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Lemma 5.4.18 Sei V' ein Vektorraum wvon endlicher Dimension und sei
A € End(V). Sei U ein Unterraum von V mit 0 < U <V und AU < U.

Dann gilt fa = fay fay,,-
Insbesondere zerfillt fa genau dann total, wenn fa, und fa,,, total zer-
fallen. (Fiir die Definition von Ay und Ay, vergleiche man 3.1.9.)

Beweis. Sei B = [vy,...,v,] eine Basis von V derart, dafl B’ = [v1,..., U]
eine Basis von U ist (siehe 2.7.9). Dann ist B” = [vy41 + U, ..., v, + U]
eine Basis von V/U. Sei

AU]‘ = Zakjvk (j = 1,...,n).
k=1

Wegen AU < U gilt ay; = 0 fiir j < m < k. Also ist

m

Ayv; = Zakjvk (j=1,...,m)
k=1

und
n

Ayl +0) = > ar(os+U) (j=m+1,...,n).
k=m+1

Beziiglich B gehort zu A somit die Matrix

ailr ... AQim

a Lo Qa
4 ml mm
a'm+1,m+1 e a'ﬁL+1,’I’L

An,m+1 --- 0Onn

— <(A16)B' (AV;])B”)

Mit dem Késtchensatz folgt nun
fa = det(xE — Ap)
= det(acE — (AU)B/) det(xE - (AV/U)B”)

= fapfay,,-
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Satz 5.4.19 Sei V' ein Vektorraum von endlicher Dimension. Sei M eine
Teilmenge von End(V') mit folgenden FEigenschaften:

(1) Fiir jedes A € M zerfillt fa total in K|x].
(2) Fiir alle Al,AQ eM gilt A1Ay = A5 A,

Dann gibt es eine Basis B von V derart, dafi Ap fiir alle A € M eine
Dreiecksmatriz ist. (Simultane Dreiecksgestalt vertauschbarer linearer Ab-
bildungen.)

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nachn = dim V. Firn =1
ist nichts zu beweisen. Hat jedes A € M die Gestalt by E, so sind wir fertig.
Sei also A; € M und A; # bE fiir alle b € K. Da f4, total zerfillt, gibt es
einen Eigenwert a; von A; mit

0 <Kern(A; —a1 E) < V.
Wir setzen U = Kern(A; — a1 F). Fiir v € U und beliebiges A € M gilt

dann

(Al - CLlE)AU = A(A1 — CLlE)U =0.

Dies zeigt AU < U fiir alle A € M. Da fa, und fa, , nach 5.4.18 total
zerfallen, gibt es nach Induktionsannahme eine Basis [v1, .. ., v,,] von U mit

J
Av; = Zakj(A)vk
k=1

und eine Basis [vy,41 + U, ..., v, + U] von V/U mit
J

AV/U(U]‘ +U) = Z arj(A) (v, + U),

k=m+1
also mit ,
j
Av;j — Z agj(A)vg € U fiir j >m
k=m+1

fiir alle A € M. Dann ist B = [vq,...,v,] eine Basis von V mit

an(A) * *

Amm (A)

Ap =
B Amt1,m+1(A) *

ann(4)
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fiir alle A € M. O

Wir gehen noch kurz auf den wichtigen Fall K = R ein.
Satz 5.4.20 Sei V # 0 ein R-Vektorraum von endlicher Dimension und
A € End(V). Dann gilt:

a) Es gibt einen Unterraum U von V mit AU < U und 1 < dimU < 2.

b) Es gibt eine Basis B von V' derart, dafl

Al *
Ap = .

0 Am
ist, wobei A; den Typ (1,1) oder (2,2) hat.

Beweis. a) Nach 5.3.17 e) gilt fa = H;nzl p; mit Polynomen p; € R[z] und
1 < Gradp; < 2. Mit 5.4.11 folgt

0= fa(A) = Hpj(A)-

Also gibt es ein j mit 0 < Kernp;(A). Ist p; = £ —a mit a € R und
0 # u € Kernp;(A), so gilt Au = au. Dann setzen wir U = (u). Ist hingegen
p; =x?+axr+b € R[z] und 0 # u € Kernp;(4), so setzen wir U = (u, Au).
Wegen A(Au) = —aAu — bu gilt Au, Au) < (u, Au).

b) Dies folgt aus a) durch eine Induktion nach dim V. O

Aufgabe 5.4.1 Sei K ein Korper.
a) Ist A= <(1) 8) € (K)a2, so gibt es kein B € (K); mit B2 = A.

b) Sei Char K = p und

mit Einsen auf der Diagonalen und an der Stelle (n,1). Dann gibt es
kein B € (K), mit B? = A.
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Aufgabe 5.4.2 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper der Charak-
teristik p. Ist A € (K),, so gibt es ein B € (K),, mit B? — B = A.

Hinweis: Man verwende 5.4.13.

Aufgabe 5.4.3 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper der Charak-
teristik p. Ist A € (K),, so gilt Sp A? = (Sp A)P.

Aufgabe 5.4.4 Sei dimV < oo und A € End(V). Sei m € N bestimmt
durch
Kern A < Kern A% < ... < Kern A™ = Kern A™ 1.

a) Dann gilt Kern A7 = Kern A™ fiir alle j > m.

b) Dabei ist auch
Bild A > Bild A2 > ... > Bild A™ = Bild A7

fiir alle 7 > m.

c) Es gilt V = Kern A™ @ Bild A™.

Aufgabe 5.4.5 Sei dimV < oo und A € End(V). Seien a; (j =1,...,m)
die Eigenwerte von A und sei n; geméfl Aufgabe 5.4.4 bestimmt durch

Kern(A — a;E) < ... < Kern(A — a;E)" = Kern(A — a; E)" .
Dann ist n; die Vielfachheit von a; als Eigenwert von A im Sinne von 5.4.7.

Aufgabe 5.4.6 Sei A = (a;5) € (C),, mit a;; = 0 oder a;; = 1 (sogenannte
01-Matrix). Man zeige:

Sind alle Eigenwerte a; (i = 1,...,n) von A reell und positiv, so gilt a; = 1
fiir alle 3.

Hinweis: Man benutze die Ungleichung vom arithmetischen und geometri-

schen Mittel, d.h. & 2?21 a; > ¢/ H?:1 a;, wobei die Gleichheit genau dann

gilt, wenn alle a; gleich sind.

Aufgabe 5.4.7 Seien A € (K), und B € (K),,. Dabei seinen f4 und fp
total zerfallend in K{z].

a) Sind ay,...,a, die Eigenwerte von A und by, ..., b,, die von B, so hat
das in 4.4.8 b) definierte Kronecker-Produkt A ® B die Eigenwerte
aib; (i=1,...,n;j=1,...,m).
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b) Man bestimme erneut det A ® B.

Hinweis zu a): Man transformiere A und B auf Dreiecksgestalt.

Aufgabe 5.4.8 (McKay, Oggier, Royle, Sloane, Wanless, Wilf) Man zeige:
Die Anzahl der gerichteten, zykelfreien Graphen mit numerierten n Ecken
ist gleich der Anzahl der 01-Matrizen vom Typ (n,n) mit lauter positiven
reellen Eigenwerten.

Hinweis: Man ordne einem gerichteten, zykelfreien Graphen I' die Matrix
B = E+ A zu, wobei A = (a;5) € (R),, mit a;; = 1, falls eine Kante von 4
nach j fithrt und 0 sonst, die sog. Adjazenzmatrix zu I ist.
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5.5 Minimalpolynom und Diagonalisierbarkeit

Die Transformation einer Matrix auf Dreiecksgestalt geméfl 5.4.15 ist oft
niitzlich. Jedoch ist das Rechnen mit Dreiecksmatrizen immer noch recht
uniibersichtlich. Offensichtlich wére es niitzlich, wenn man zu einer Matrix
A € (K),, eine reguliire Matrix T finden konnte, so da§ T~ AT eine Diago-
nalmatrix ist. Dies geht nicht immer, aber doch in vielen Féllen.

Definition 5.5.1

a) Sei dimV < oo und A € End(V). Wir nennen A diagonalisierbar,
wenn es eine Basis B = [v1,...,v,] von V und a; € K gibt mit

Avj:ajvj (jzl,,n)
Dann ist fa = [[j_,(z —aj). Sind ay, . .., a, die verschiedenen Eigen-
werte von A, so heifit dies

V= ZKern(A —a;E).
j=1

Da Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten nach Satz
5.4.15 d) linear unabhéngig sind, ist sogar

V = @) Kern(A — a; F).

b) Eine Matrix A € (K), heifit diagonalisierbar, falls es eine reguldre
Matrix T € (K), gibt, so dal T~*AT eine Diagonalmatrix ist.

Satz 5.5.2 Sei dimV =n < oo und A € End(V). Offenbar ist
Z(A) = {h | h € Kz], h(A) = 0}

ein Ideal in Klz].

a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom ma # 0 mit
Z(A) = K[xJma. Wir nennen ma das Minimalpolynom von A.

b) Das Minimalpolynom m 4 teilt das charakteristische Polynom fa. Ins-
besondere gilt Gradm 4 < dim V.

¢) Ist a ein Eigenwert von A, so gilt ma(a) = 0.
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Beweis. a) Nach 5.4.11 gilt fa(A) =0, also Z(A) # 0. Da K[x] ein Haupt-
idealring ist, gibt es ein eindeutig besimmtes normiertes Polynom m 4 mit
Z(A) = K[x]may.

b) Wegen fa(A) = 0 gilt fa € Z(A), und daher my | fa. Daraus folgt
Gradmy < Grad f4 = dim V.

c)Ist Av=avmita € K und 0 # v € V, so gilt 0 = ma(A)v = ma(a)v,
also ma(a) = 0. O

Hauptsatz 5.5.3 Sei V' ein K-Vektorraum von endlicher Dimension und
A € End(V). Dann sind gleichwertig:

a) A ist diagonalisierbar.
b) Es gilt ma = H?Zl(x — aj) mit paarweise verschiedenen a; € K.
(Diese a; sind offenbar die sémtlichen Eigenwerte von A.)

Beweis. Ist V = 692?:1 Kern(A — a;F) mit paarweise verschiedenen a; € K,
so gilt

k
[[A-qa;E)V =0.
j=1

Dies zeigt ma | H?Zl(:r — aj). Ist umgekehrt my = M.,z — a;) mit

j=1
paarweise verschiedenen a; € K, so folgt mit 5.4.15, daf}
V= @221 Kern(A — a; E).
Somit ist A diagonalisierbar. O

Bemerkung 5.5.4 a) Im allgemeinen ist map # mpa. Fir
00 00
A(l()) und B<01>

00
AB =0 und BA—<10>.

erhalten wir

Also gilt in diesem Fall msp = = und mpy = 2.

b) Sei dim V' < oo und seien A, B € End(V') mit mpa = Z?:o ¢jzd. Dann
gilt
(AB)mpa(AB) = ABY i ¢;(AB)’ = A(Lj_ c;(BAY)B
= AmBA(BA)B = 0.

Dies zeigt map | tmpa.
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Lemma 5.5.5 Sei dimV < oo und A € End(V). Zu jedem v € V bilden
wir

I(v) ={g|g € Klz], g(A)v = 0}.
Offenbar ist Z(v) ein Ideal in K|x] mit ma € T(v). Es gibt nun ein vog € V.
mit T(vo) = K[z]ma.

Beweis. Sei

mit paarweise verschiedenen 1rredu21blen normierten Polynomen p;. Wegen

p;(A)" 7 h;i(A) # 0 gibt es ein v; = h;(A)w; mit p;(A)71v; # 0, aber
pi(A)7v; =p;(A)7hj(A)w; = ma(A)w; = 0.

Wir bilden vy = Z;Zl vj. Wegen p;’ fiir k # 4 ist

Pe(A)™ hy(A)vg = pe(A)™ Ay (A)vy.

Wiire py,(A)™ " Thi(A)vy, = 0, so wire wegen py,(A) ™ v = 0 und

T — 1

Pt = ge Ty o hee) = [l + gpi
mit f,g € K|[x] auch p(A)™ v, = 0, ein Widerspruch. Also ist

P i (A)vo # 0.

Fiir jeden echten Teiler g von m4 gilt daher g(A)vg # 0. Somit erhalten wir
I(Uo) = K[x]mA

Ist der Korper K unendlich, so kann man den Beweis wie folgt kiirzer
fassen.

Seien ¢i,...,gm die echten Teiler von m4 Dann ist g;(A) # 0, also
Kerng;(A) < V. Nach 2.6.8 gilt daher U, Kerng;(A) C V. Somit gibt es
ein vg € V mit

vo & UiZy Kern g; (A).

Dies zeigt Z(vo) = K[z]ma. O
Lemma 5.5.6 Sei dimV < oo und A € End(V). Sei ferner U < V' mit
AU <U.

a) Dann gelten
ma, | ma  und MAy,., | Ma,

sowie
ma | MAGMAy -
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b) Sind ma, und MAy,, teilerfremd, so gilt my = MA;MAy, -
Beweis. a) Fiir u € U gilt
0=ma(A)u =ma(Ay)u.
Dies zeigt ma,, | ma. Aus (Ay,p)* = (A¥)yy folgt
9(Avu)v+U) =g(Av+U

fiir alle g € K|z]. Insbesondere ist

ma(Ayy)(v +U) =ma(A)v+U =T,
somit ma,, | ma. Fiir alle v € V gilt schlieBlich

U=ma,,,(Avu)(v+U) =ma,,, (Av+U,

also ma,,,, (A)V < U. Dies zeigt

may (A)may,, (A)V <ma, (Av)U =0,

und daher m4 | MAGMAy, -
b) Sind ma, und ma,, ,, teilerfremd, so folgt mit a), dafi

MAyMAy,, | MA,s
also MA = MA;MA, - O
Lemma 5.5.7 Sei dimV < oo und A € End(V'). Wir setzen
K[A] ={g(A) | g € K[z]}.

a) Es gilt K[A] 2 K[z|/K[z]ma als K-Algebren.

b) Genau dann gibt es ein vy € V- mit K[Alvg =V, wenn my = fa ist.
Beweis. a) Die Abbildung « mit

ag = g(A) fir g € K[z]

ist ein K-Algebrenhomomorphismus von K[z] auf K[A] mit dem Kern
K[x]ma. Also folgt die Behauptung mit dem Homomorphiesatz fiir Rin-
ge (siehe 5.2.5).

b) Fiir jedes vg € V ist § mit

Bg = g(A) fiir g € K|x]
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eine K-lineare Abbildung von K[z| auf K[A]vy mit dem Kern
Z(vo) = {9 | g € K[z], g(A)vo = 0}.
Wegen my4 € Z(vg) erhalten wir

dim K [A]vg = dim K[z]/ Z(vp)
< dim K[z]/K[z]ma = Gradm 4.

Ist ma # fa, so gilt dim K[A]Jvg < dimV = Grad f4 fiir alle vo € V. Ist
ma = fa, so gibt es nach 5.5.5 ein vy mit I(vg) = K|[x]m 4, also

dim K[AJvg = Gradm s = Grad f4 = dim V.
Somit ist V' = K[A]vp. O

Satz 5.5.8 Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV < oo und A € End(V).
a) Ist p ein irreduzibler Teiler von fa, so teilt p auch my.

b) Ist fa(a) =0 fir ein a aus einem Erweiterungskorper von K, so gilt
auch m4(a) = 0.

Beweis. a) Gibt es ein vg € V mit V = K[A]vg, so gilt nach 5.5.7 b), dal
ma = fa, und wir sind fertig. Anderenfalls ist fiir jedes 0 # vg € V dann
U= K[AJvg <V und AU < U. Ist p ein irreduzibler Teiler von

fa=fayfayu (siehe 5.4.18),

so folgt p | fa, oder p | fa, . Geméfl einer Induktion nach dim V" liefert
dies p [ ma,, oder p | ma,,,. Nach 5.5.6 a) ist dann auch p | ma4.

b) Ist fa(a) = 0, so gibt es einen irreduziblen Teiler p von f4 mit p(a) = 0.
Wegen a) ist p auch ein Teiler von m 4. Daher folgt ma(a) = 0. O

Beispiele 5.5.9 a) Sei dimV = n < oo und A € End(V). Weiterhin sei
fa = H;.Lzl(a: — aj) mit paarweise verschiedenen a; € K. Nach 5.5.2 c¢) ist
dann m4 = f4. Somit ist A nach 5.5.3 diagonalisierbar.

b) Sei A € (K), diagonalisierbar mit den paarweise verschiedenen Eigen-
werten a; # 0 (j = 1,...,7). Ferner sei Char K { m und 2™ — a; zerfalle
total in K[x] fir alle j =1,...,r. Ist B € (K),, mit B™ = A, so ist auch B
diagonalisierbar:

Aus ma(B™) =ma(A) =0 folgt mp | ma(z™). Dabei gilt

T

ma(z™) = H(:z:m —a;).

j=1
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Wegen Char K {m und a; # 0 hat 2™ — a; lauter verschiedene Nullstellen,
also auch H;Zl(xm — a;). Daher hat auch mp lauter verschiedene Nullstel-
len. Also ist auch B diagonalisierbar.

¢) Wir betrachten unser Standardbeispiel

ab...b
ba... b

=(a—b)E +bF
bb...a

vom Typ (n,n) mit b # 0. Nach 5.4.10 ist
fa=(x—a+b)""Yz—(a—0b+nb)).
Daher liegt es nahe,
g=(xr—a+b)(xr—(a—b+nb))

zu betrachten. Man erhélt g(A) = 0. Wegen b # 0 ist Gradmy > 2, also
g =my4. Ist Char K { n, so hat g zwei verschiedene Nullstellen. Somit ist A
diagonalisierbar. Ist hingegen Char K | n, so ist ma = (z — a + b)?, und A
ist dann nicht diagonalisierbar.

d) Sei
aa...aa
b0...0¢
A=|:i0 | e
b0...0¢
aa...aa

mit n > 3 und Char K # 2. Wegen r(A) < 2 hat A die Eigenwerte
0,...,0,d,e mit e +d = Sp A = 2a und

d? 4+ e* = Sp A? = 4a® + 2(n — 2)a(b + ¢).

Es folgt
2de = (d +€)* — d* — e = —2(n — 2)a(b +c).

Wegen Char k # 2 zeigt dies
de = —(n —2)a(b+ c),
und somit

fa=2"2(x—d)(zx—e)=2""%(2% - 2ax — (n — 2)a(b + ¢)).
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Eine direkte Rechnung liefert
A(A? —2aA — (n—2)a(b+c)E) = 0.

Fiir a = 0 sieht man sofort A2 = 0. Also gilt ms = 22 fiir a = 0 und
b#0oderc#0.Fiirb=c=0und a # 0 folgt A2 — 2aA = 0. Dann
ist my = 22 — 2ax. Da A den Eigenwert 0 hat, gilt z | m4. Angenommen,
A(A—dFE) =0 fir ein d € K. Dies erzwingt

* 2a%2 —ad ... *
0=1alb+c)—bd alb+c) ... alb+c)—cd |,
* * *

also
2a*> —ad = a(b+c) = bd = cd = 0.

Ist b # 0 oder ¢ # 0, so folgt d = 0 und dann a = 0. Ist also a # 0 und b # 0
oder ¢ # 0, so ist A(A — dFE) # 0 fiir alle d € K. Dies zeigt Gradm > 3,
und daher

my = x(x? — 2ax — (n — 2)a(b + c)).
Ist (n —2)a(b+ c) = 0, so folgt m4 = z?(x — 2a), und dann ist A nicht
diagonalisierbar. Ist (n—2)a(b+c) # 0, so ist A genau dann diagonalisierbar,
wenn 12 — 2az — (n — 2)a(b + ¢) in K zwei verschiedene Nullstellen hat.

Lemma 5.5.10 Sei dimV < oo und A € End(V). Ferner sei U < V
und AU < U. Ist A auf V' diagonalisierbar, so sind auch Ay und Ay y
diagonalisierbar.

Beweis. Nach 5.5.6 a) gelten my4,, | ma und MAy,, | m4. Daher folgt die
Behauptung mit 5.5.3. ad

Als Gegenstiick zu 5.4.19 beweisen wir:
Satz 5.5.11 Sei dimV < co. Sei M eine Teilmenge von End(V') mit fol-
genden FEigenschaften:
(1) Jedes A € M sei diagonalisierbar.
(2) Fiir alle Ay, Ay € M gilt AyAs = AsAq.

Dann gibt es eine Basis B von V' derart, dafy Ap eine Diagonalmatrixz fir
alle A € M ist. (Simultane Diagonalgestalt von vertauschbaren diagonali-
sierbaren Abbildungen.)
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Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach dimV. Hat jedes
A € M nur einen Eigenwert a(A), so gilt A = a(A)E, und wir sind fertig.
Sei Ay € M mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten aq,...,a, und
r > 1. Dann ist

V = @j_; Kern(4g — a; E)

mit 0 < Kern(A — a;E) < V. Wegen AA, = ApA fiir alle A € M gilt wie
im Beweis von 5.4.19, daf}

AKern(Ag — a;F) < Kern(Ay — a; E).

Nach 5.5.10 ist die Einschrénkung von A auf Kern(Ay —a;F) diagonalisier-
bar. Nach Induktion sind dann alle A € M simultan diagonalisierbar auf
Kern(Ay — a;E), also auch auf V. O

Als einen wichtigen Spezialfall von 5.5.11 vermerken wir noch:
Satz 5.5.12 Sei dimV < oo. Ferner sei M eine Teilmenge von End(V)

mit den folgenden FEigenschaften:

(1) Zu jedem A € M gebe es ein n(A) € N mit A4 = 1y. Dabei sei
Char K = 0 oder Char K { n(A) fir alle A € M. Ferner zerfalle
") — 1 total in K[x] fir alle A € M.

(2) Fiir alle A1, Ay € M gelte A1As = AsA;.

Dann sind alle A € M simultan diagonalisierbar.

Beweis. Nach 5.5.9 b) ist jedes A € M diagonalisierbar. Dann sind nach
5.5.11 alle A € M simultan diagonalisierar. O

Aufgabe 5.5.1 Sei

100...001
011...110
A= %
011...110
100...001

vom Typ (n,n) mit n > 3.
a) Man zeige A(A%2 —nA+ (2n —4)E) = 0.
b) Ist Char K = 2, so gilt

B z?, falls2|n
ma = 2%(z —n), falls 2{n.
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c¢) Ist Char K # 2 und Char K {n — 2, so gilt
ma = x(z? — nx +2n — 4).
d) Ist Char K # 2 und Char K | n — 2, so ist
my = 2%(z — n).
Aufgabe 5.5.2 Sei dimV < oo und A € End(V).
a) Man beweise

dim Kern A™2/ Kern A" < dim Kern A™™! / Kern A™.
b) Ist A™ =0, so gilt dim V' < m dim Kern A.

Aufgabe 5.5.3 Sei Char K = 0. Ferner sei B € (K),, und

A= (g g) € (K)ap.

Dabei seien m4 = []; p?j und mp = []; p?j die Minimalpolynome von A
und B. Dann gilt
b; + 1 fiir p; # x
a; = ..
b, firp;, ==x.

Hinweis: Man benutze g(A) = <ng(,?;) g(OB)> fiur g € K|x].

Aufgabe 5.5.4 Seien K und L Korper mit K C L und dimg L < co. Fiir
a € L definieren wir A € Endg (L) durch Az = ax fir x € L. Man zeige:
a) Das Minimalpolynom m4 von A ist irreduzibel in K [x].

b) Das charakteristische Polynom f4 von A hat die Gestalt f4 = m L
wobei k = dimg,) L ist. Also gilt ma = fa genau dann, wenn L =
K(a) ist. Dabei ist K(a) = {g(a) | g € K[z]} der kleinste Teilkorper
von L, der K und a enthilt.

Aufgabe 5.5.5 Sei dimV < oo und A € End(V).

a) Sei A diagonalisierbar. Dann gibt es zu jedem U < V mit AU < U
ein W <V, ,sodaBV =U&W und AW < W.
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b) Sei V ein C-Vektorraum. Gibt es zu jedem U < V mit AU < U ein
W <VmitV=U&®W und AW < W, so ist A diagonalisierbar.

Aufgabe 5.5.6 Sei A € (K), diagonalisierbar, also Av; = a;v; mit Ele-
menten a; € K und linear unabhéngigen Spaltenvektoren v; € K™ fiir

i=1,...,n. Setzen wir T' = (v1,...,v,), so ist
ay 0

T AT =
0 an

eine Diagonalmatrix.

Aufgabe 5.5.7 Sei A € (K),. Ist A regulir, so gibt es ein f € Klz], so
daBl A=1 = f(A) ist.

Hinweis: Man benutze das Minimalpolynom von A.

Aufgabe 5.5.8 Sei

0 1 0 0 0

0 O 1 0 0
A= : : : : :

O o0 o0 ... O 1

—bg —b; —by ... =b,_9 —b,_1

aus (K),. Dann gilt fq = z" + Z;:ol bjzl =ma.

Hinweis: Man verwende 5.5.7.
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5.6 Moduln iiber Hauptidealringen

Definition 5.6.1 Sei R ein Ring mit Einselement 1.

a) Eine Menge M heifit ein R-Modul, genauer ein R-Linksmodul, wenn
folgende Forderungen erfiillt sind:

(1) M ist bzgl. einer Operation + eine abelsche Gruppe mit dem
neutralen Element 0.

(2) Fiir jedes r € R und jedes m € M ist ein Element rm € M
definiert. Dabei gelte

r(my + mso) = rmy + rmo
(r1 +ro)m = rim+ram
(rire)m = ri(rom)
Im =m

fiir alle mj,m € M und alle r;,7 € R.

b) Sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge N von M heifit ein Untermodul
von M, falls gilt:

(1) N ist bzgl. + eine Untergruppe von M.
(2) Firre Rund n € N ist rn € N.

c¢) Sei N ein Untermodul von M. Wir bilden die Faktorgruppe
M/N ={m+ N |me M}
mit der Addition
(m1 + N)+ (me2+ N) =mq +mo+ N.

Dann wird M/N ein R-Modul, sogenannter Faktormodul, durch die
Festsetzung
r(m+ N)=rm+ N.

d) Seien M; und My R-Moduln. Eine Abbildung o von M; in My heifit
ein R-Homomorphismus, falls gilt:

am+m') = am+ am’
a(rm) = r(am)

fiir alle m,m’ € M und r € R. Die Menge aller R-Homomorphismen
von M in My bezeichnen wir mit Hompg (M7, Ms). Durch

(a1 + ag)m = aym + asm
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fir o; € Homp(M;, Mz) und m € M wird Hompg(M;, Ms) offenbar
eine abelsche Gruppe. Ist R kommutativ, so wird Hompg (M7, M>) ein
R-Modul durch (ra))(m) = ra(m).

Fiir « € Homp (M, Ms) setzen wir
Kerna = {m | m € My, am = 0}

und
Bilda = {am | m € M }.

Wir nennen « einen Monomorphismus, falls Kerna = 0 und einen
Epimorphismus, falls Bilda = M, ist. Ist beides erfiillt, so heifit o
ein Isomorphismus und wir schreiben dann M; = M,. Wie in 3.1.7
beweist man den Homomorphiesatz

M,/ Kerna = Bild a.

Beispiele 5.6.2 a) Jeder Ring R ist ein R-Modul. Die Untermoduln sind
die sogenannten Linksideale £ von R, d.h. diejenigen £ < R™, fiirdierL C L
fir alle r € R gilt. Ist R kommutativ, so sind die Linksideale gerade die
Ideale von R im Sinne von 5.2.3.

b) Die Z-Moduln sind die additiv geschriebenen abelschen Gruppen.

c) Sei V ein K-Vektorraum und A € End(V). Dann wird V' ein K[z]-Modul
durch

flz)v = f(A)v

fir f € K[x]. Wegen 5.5.7 ist V natiirlich auch ein R-Modul fiir die Fak-
toralgebra R = K[x]/K[z]m 4. Diese Auffassung ist grundlegend fiir unsere
Uberlegungen im Abschnitt 5.7. Ist B € End(V), so gilt B € Endgp(V) =
Hompg(V,V) genau dann, wenn AB = BA.

Definition 5.6.3 Sei M ein R-Modul.

a) Fiir N C M setzen wir

k
(N) = {ernj |r; € R, nj € N, nur endl. vieler; #0, k=1,2,...}.

j=1
Offenbar ist (V) der kleinste Untermodul von M, der N enthilt.

b) Gilt M = (my,...,my) fiir geeignete m; € M, so nennen wir M
endlich erzeugbar.
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c¢) Sind N; (5 € J) Untermoduln von M, so ist

ZNj = {Z n; | n; € Nj;, nur endlich viele n; # 0}
JjeJ JjeJ
ein Untermodul von M.
d) Seien N, (j € J) Untermoduln von M. Wir schreiben
M = ®jesNj,

und nennen dies die direkte Summe der Nj, falls M ="
falls aus 3, ;n; = 0 mit n; € Nj stets n; = 0 folgt.

jes N und

Zornsches Lemma 5.6.4 In zahlreichen Untersuchungen wird ein zusétz-
liches mengentheoretisches Axiom benétigt. Es gibt mehrere dquivalente
Fassungen desselben, namlich als Auswahlsatz, Zornsches Lemma, Wohl-
ordnungssatz. Den leicht zu formulierenden Auswahlsatz haben wir bereits
mehrfach verwendet (siehe etwa 1.2.4b)). Bei algebraischen Untersuchungen
ist meist das Zornsche Lemma besonders handlich, welches wir nun formu-
lieren.

Sei M # () eine Menge, auf der eine Ordnungsrelation < definiert ist,
d.h.,

(1) m < m fir alle m € M (Reflexivitit).

(2) Ist my < mgo und mg < my fiir m; € M, so gilt m; = my (Antisym-
metrie).

(3) Ist m; < mo und mg < mg fiir m; € M, so ist m; < mg (Transiti-
vitit).

Eine Untermenge K von M heifit eine Kette, falls fiir a,b € K stets a < b
oder b < a gilt. Wir nennen eine Kette K induktiv, falls ein m € M existiert
mit k£ < m fiir alle £ € K. Das Zornsche Lemma fordert:

Ist jede Kette in M induktiv, so gibt es maximale Elemente m aus M, d.h.
aus m < n mitn € M folgt n =m.

Beispiele 5.6.5 a) Sei M eine Menge und sei P(M) die Potenzmenge von
M. Dann definiert die Inklusion C eine Ordung auf P(M).

b) Wir betrachten die Teilbarheit auf N. Reflexivitdt und Transitivitat sind
trivial. Seien a,b € N. Gilt @ | b und b | a, so ist a = b. Somit ist die
Teilbarkeit eine Ordnung auf N (aber nicht auf Z).
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Satz 5.6.6 Sei R ein Ring.

a) Ist A ein Ideal in R mit A C R, so gibt es ein mazimales Ideal M
von R mit A C M C R, d.h., es gibt kein Ideal T mit M C T C R.
Insbesondere hat R maximale Ideale.

b) Sei R ein kommutativer Ring. Ist M ein maximales Ideal von R, so
ist R/ M ein Korper.

Beweis. a) Sei S = {B | B ist Ideal in R mit 4 < B C R}. Die Inklusion
ist eine Ordnungsrelation auf S. Wir zeigen, dafl S induktiv ist, also die
Voraussetzungen des Zornschen Lemmas erfiillt:

Sei B; (j € J) eine Kette in S. Wir setzen C = Ujc s B; und zeigen, dafl
C ein Ideal in R ist. Fiir ¢1,co € C gibt es j; € J mit ¢; € B;,. Da die B;
eine Kette bilden, gilt etwa B;, C Bj,, und daher

c1+c2 € By, +Bj, = Bj, CC.

Fir r,r" € R gilt offenbar rcjr’ € C. Wegen 1 ¢ B; ist 1 ¢ C, somit
ACCCR.

Nach dem Zornschen Lemma existiert daher ein maximales Element M von
S, also ein maximales Ideal M von R mit 4 C M C R.

b) Sei M ein maximales Ideal in R und a € R\ M. Da R kommutativ ist,
ist M + Ra ein Ideal, also R = M + Ra. Somit gibt es m € M und b € R
mit 1 = m + ba. Dies heit 1 + M = (b + M)(a + M). Also ist R/M ein
Korper. a

Definition 5.6.7 Ein R-Modul F' heifit frei in den freien Erzeugenden
fi (G €J), falls

F =®jecsRfj,
wobei Rf; vermoge r — rf; ein zu R isomorpher R-Modul ist. Insbesondere
folgt r = 0 aus rf; = 0.

Satz 5.6.8 Sei R ein kommutativer Ring und F = @leRfj ein endlich
erzeugbarer freier R-Modul. Dann ist k durch F eindeutig bestimmt. Wir
setzen k = Rg F' und nennen dies den Rang von F'.

Beweis. Nach 5.6.6 gibt es ein maximales Ideal M von R, und R/M ist ein
Korper. Nun ist MF' ein Untermodul von F' und

F/MF = ®%_ R/M(f; + MF).

Da R/M ein Korper ist, folgt k& = dimp,p F/MF. Also ist k eindeutig
durch F' bestimmt und unabhéngig von den freien Erzeugenden f;. O
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Der Rang verallgemeinert den Dimensionsbegriff. Allerdings mufi be-
merkt werden, daf} 5.6.8 fiir nichtkommutative Ringe, die keinen Korper als
Faktorring gestatten, mitunter nicht gilt.

Satz 5.6.9

a) Sei F' = @®jcsRf; ein freier R-Modul. Sei M ein R-Modul und sei
mj € M fir alle j € J. Dann gibt es genau ein o € Homp(F, M) mit
af; =my fir alle j € J.

b) Sei F ein freier R-Modul. Weiterhin sei M ein R-Modul und « ein
Epimorphismus von M auf F'. Dann gibt es einen Untermodul N von
M mit M =Kerna@® N und N = F.

Beweis. a) Durch
Oé(z ijj) = z T3y
jeJ jeJ
wird offenbar ein R-Homomorphismus « von R in M definiert.
b) Sei F' = @,e R f;j. Da a surjektiv ist, gibt es m; € M mit am; = f;. Ist
m € M, so folgt mit geeigneten r; € R nun

am = Zijj = eramj — O‘Zijj.
jed jeJ jeJ
Also gilt
m— ermj € Kerna.
JjeJ
Setzen wir N = (m; | j € J), so zeigt dies M = Kerna + N. Ist
ZjeJijj € N NKerna, so ist

OZOéZT'jmj :erfj

JjeJ JjeJ

und somit r; = 0. Dies zeigt N N Kerna = 0. Daher gilt M = N @ Kern«
und F' = M/Kerna = N. 0

Die R-Moduln F', welche die in 5.6.9 b) angegebene Eigenschaft haben,
daBl aus M/N = F eine Zerlegung M = N & F' mit F' = F folgt, hei-
Ben projektive Moduln. Sie lassen sich als direkte Summanden von freien
Moduln charakterisieren. Ist R ein Hauptidealring, so sind alle projektiven
R-Moduln frei. Dedekindringe R (siehe 5.3.18) sind dadurch charakterisiert,
daf jedes Ideal von R ein projektiver R-Modul ist.
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Definition 5.6.10 Sei R ein Integritdtsbereich und M ein R-Modul.

a) Ein m € M heifit ein Torsionselement, falls es ein 0 # r € R gibt mit
rm = 0.

b) Die Menge aller Torsionselemente von M bezeichnen wir mit T(M).

c) M heifit torsionsfrei, falls 0 das einzige Torsionselement von M ist.

Lemma 5.6.11 Sei R ein Integritdtsbereich und M ein R-Modul.

a) Dann ist T(M) ein Untermodul von M. Man nennt T(M) den Torsi-
onsmodul wvon M.

b) M/ T(M) ist torsionsfrei.

Beweis. a) Seien mq,mg € T(M) mit rjm; = 0 und 0 # r; € R. Da R
kommutativ ist, folgt

T1T2(m1 + mg) = TQ(Tlml) + 7"1(7"27712) =0

mit 0 # riry € R. Fiir r € R gilt ferner rq(rmy) = r(rymq) = 0. Also ist
T(M) ein Untermodul von M.

b) Sei m € M mit r(m + T(M)) =rm+ T(M) = T(M) und 0 # r € R.
Dann gibt es ein 0 # s € R mit srm = 0, wobei sr # 0 gilt. Dies heifit
m € T(M). O

Hauptsatz 5.6.12 Sei R ein Hauptidealring.

a) Sei A ein Untermodul des freien R-Moduls F = @?:1Rfj vom Rang
k. Dann ist A ein freier R-Modul mit Rg A < k.

b) Ist M ein endlich erzeugbarer, torsionsfreier R-Modul, so ist M frei.
c) Ist M ein endlich erzeugbarer R-Modul, so gilt M = T(M) @ F, wobei
F frei ist.

Beweis. a) Sei zuerst k = 1, also A < R. Dann ist A ein Linksideal in R,
also A = Ra. Daher ist A frei vom Rang 0 oder 1.

Den allgemeinen Fall behandeln wir mittels einer Induktion nach k. Sei
«a der Epimorphismus von F = @?ZlRfj auf I/ = EB?:QRfj mit

k k
Y rif) = rifs
j=1 j=2
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und Kerna = Rf;. Wegen oA < F/ und Rg(F’) = k — 1 ist a4 nach
Induktionsannahme frei und es gilt Rg(A4) < k — 1. Mit 5.6.9 b) folgt

A= (ANKerna) ® B mit B = aA.

Wie oben vermerkt, ist A N Kerna = AN Rf; frei. Somit ist A frei und
Rg A < k.

b) Sei M = (my,...,m,) endlich erzeugbar und torsionsfrei. Bei geeigneter
Numerierung kénnen wir annehmen, dafl

F=Rmi ®...®Rmy (mitk>1)

frei ist und k& maximal. Fiir jedes j > k gilt dann F'N Rm; # 0. Also gibt
es eine Relation der Gestalt

k
rim; = E TjM; € F
1=1

mit 7; # 0. Setzen wir r = ry...7y, so ist r # 0 und
rm; € F flir j=k+1,...,n.

Dies zeigt rM C F'. Also ist rM nach a) ein freier Modul. Die Abbildung
mit Sm = rm ist ein R-Epimorphismus von M auf rM. Da M torsionsfrei
ist, ist Kern 8 = 0. Also gilt M = rM, und M ist frei.

c) Nach 5.6.11 b) ist M/ T(M) torsionsfrei. Da mit M auch M/ T (M) end-
lich erzeugbar ist, ist M/ T(M) nach b) frei. Mit 5.6.9 b) folgt schliefilich
M = T(M) & F mit einem freien Modul F = M/ T(M). 0

Ohne die endliche Erzeugbarkeit ist Satz 5.6.12 selbst fiir Z-Moduln
falsch.

Beispiele 5.6.13 a) Offenbar ist Q ein torsionsfreier Z-Modul. Da fiir jedes
q € Q ein ¢’ € Q existiert mit ¢ = 2¢, ist Q nicht frei.
b) Sei p eine Primzahl und A; = {(a;) eine zyklische Gruppe mit |4;] = p?.
Die Menge

A= {(bl,bz, .. ) ’ bj € AJ}

ist ein Z-Modul beziiglich komponentenweiser Operationen. Wir zeigen, dafl
T(A) kein direkter Summand von A ist.

(1) Ist 2 = (pay,p2az,...,p aj,...), so gibt es zu jedem j ein w; € A mit
z—plw; € T(A):
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Ist ndmlich

2
U}j = (0, . .,O,aj,paj+1,p aj+2,. . .),

so gilt z—p/w; = (pay,...,p" ta;j_1,0,...). Wegen p/ 1 (z—pw;) = 0 folgt
z —plw; € T(A).
(2) Sei ¢ = (¢;) € A mit ¢; # 0. Dann gibt es kein b € A mit ¢ = p?*b, denn
p%'b hat die i-Komponente p?'b; = 0.
(3) Angenommen, A = T(A)® B. Sei z wie in (1) und z = t+bmit t € T(A)
und b € B. Sei wie in (1) weiterhin z — p/w; € T(A). Ist w; = t; + b; mit
t; € T(A) und b; € B, so folgt

z=plw; = (t—p’t;) + (b—p'b;) € T(A).

Dies zeigt b = p’b;. Wegen (2) erzwingt dies b = 0, also z = ¢ € T(A). Ist
p¥ ¥ m, so hat mz die k-Komponente mp*ay, # 0, entgegen z € T(A).

Zu klaren bleibt die Struktur der Torsionsmoduln.

Satz 5.6.14 Sei R ein Hauptidealring und M ein Torsionsmodul, d.h. M =
T(M).

a) Aus jedem Primideal J # 0 in R sei ein p mit J = Rp ausgewdhlt.
Die Menge dieser p bezeichnen wir mit P. Firp € P ist

Tp(M) ={m|me M, p°m =0 fir ein geeignetes e € No}

ein Untermodul von M. Es gilt M = @, T,(M).

b) Sei M endlich erzeugbar. Dann gibt es ein 0 # a € R mit aM = 0.
Istpe P mitpta, so gilt T,(M)=0.

Beweis. a) Offenbar ist T, (M) eine Untergruppe von M. Sei m € M und

am =0mit 0# a € R. Sei a =[]}, p{"" die Primfaktorzerlegung von a mit
pi € P.. Setzen wir r; =[], 4 p;t, so ist 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler

der r;. Also gilt
n
1= Z S5T5
j=1

. . n .
mit s; € R. Dann ist m = 37, s;r;m mit
pit(siri)m = s;am =0,

also s;rim € Tp,(M). Dies beweist M = p Tp(M).
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Sei 0 = ). m; mit m; € T}, (M) und pi*m; = 0. Da die Rp; maximale
Ideale von R sind (siehe 5.3.16), gilt Rp; + Rp; = R fiir i # j. Nach dem
chinesischen Restsatz 5.2.10 c) gibt es daher ¢; € R mit

,o= 1 (mod Rpj’)
771 0 (mod Rp§*) fiir @ # j.

Damit folgt 0 =t; >, m; = t;m; = m;. Also gilt M = @, T,(M).

b) Sei M = (mq,...,my) und a;m; = 0 mit 0 # a; € R. Dann gilt am; =0
fir a = ay...a; # 0, also aM = 0. Sei p ein Primelement mit p { a und
m € Tp(M) mit p"m = 0. Wegen ggT(a,p") = 1 gibt es b,c € R mit
1 = ba + ¢p™. Damit folgt

m = bam + cp”m = 0.
Also gilt T,(M) = 0 fiir p 1 a. O
Lemma 5.6.15 Sei R ein Hauptidealring, p ein Primelement von R und
M ein R-Modul mit p° M = 0 # p°~' M, wobei e > 1.
a) Ist M = 2?21 Rmj +pM, so ist M = Z;.Lzl Rm;.

(Dies ist ein Spezialfall des Lemmas von Nakayama®, welches in der
Theorie der kommutativen Ringe eine zentrale Rolle spielt.)

b) Ist M endlich erzeugbar, so gilt dimp, g, M/pM < co.
c) Ist mo € M mit p*"tmgy # 0, so gilt

dlmR/RpM/pM > dlmR/Rp M/(ng —i—pM)
Beweis. a) Setzen wir N = Z?Zl Rmyj, so gilt
M=N+pM=N+p(N+pM)=N+p°M =...= N +p°M = N.

b) Offenbar ist M /pM ein R/Rp-Modul. Da R/Rp wegen der Maximalitét
von Rp ein Koérper ist, ist M /pM ein endlich erzeugbarer R/ Rp-Vektorraum,
und hat somit eine endliche Dimension.

c) Wire mg = pm’ € pM, so wire p*1mg = p®m’ = 0. Also gilt mg & pM.
Daher ist (Rmgo+pM)/pM ein von 0 verschiedener Unterraum von M /pM,
woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 5.6.15 liefert den Induktionsparameter fiir den abschlieenden
Hauptsatz 5.6.16.

5Tadasi Nakayama (1912-1964) Osaka, Nagoya. Ringtheorie, Darstellungstheorie.
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Hauptsatz 5.6.16 Sei R ein Hauptidealring und p ein Primelement aus
R. Sei M ein endlich erzeugbarer R-Modul mit p°M = 0 # p*~ 1 M.

a) Es gibt eine direkte Zerlegung R = EB?:lij mit Rm; = R/Rp®% und
e=e1 = ej.

b) Die e; sind eindeutig bestimmt. Genauer: Ist
dimp/r,p' 'M/p'M = n;,
50 ist n; — nq1 die Anzahl der e; mit e; = i.

Beweis. a) Sei my € M mit p¢~tmy # 0. Wir setzen e; = e. Nach 5.6.15 ¢)
gilt my € pM und

dimR/Rp M/(le +pM> < dimR/Rp M/pM

Wir fithren nun den Beweis durch Induktion nach dimpg,r, M/pM.

Ist dimp,p, M/pM = 1 und somit M/pM = (Rm1 +pM)/pM, so folgt
mit 5.6.15 a), dal M = Rm;, und wir sind fertig.

Sei nun dimpg,g, M/pM > 1. Geméf Induktionsannahme gilt

mit p¢im; = 0 # p® ~'my. Ist m; = m/; + Rmy, so gilt
pejm; =r;m; € Rm;.
Es folgt
0 =p*'mj = p= =% pml; = p " Ir;my.

. . o s . er—es o Co e
Dies zeigt, daf§ p* ein Teiler von p® ~%r; ist, also p® | r;. Sei r; = p®s;.
Dann ist
€4 / __ €5 /
0 =p“mj —rjmy = p“(mj — s;my).

,.

Setzen wir m; = m;

— sjm1, so erhalten wir

m; +Rm1 = m; —I—Rm1

1

und p%m; = 0 # p%~tmy;, letzteres wegen p% ~1m; # 0. Nun gilt

k
M = Z ij.
7j=1
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Ist Z§:1 rim; = 0, so folgt mit m; = m; + Rmy (j > 2) dann

k

k
0= (ermj) + Rmq = ermj.
j=2

Jj=1

Dies zeigt p® | r;, also rjm; = 0 fiir j > 2 und damit auch rym; = 0, also
Pt | ri. Aus 2521 rym; = 0 folgt also r;m; = 0 fiir alle j. Dies beweist
b) Da

pz_lM = @?lez_lij = @ej>i_1pl_1ij

gilt, erhalten wir
P M/p M @epi—lpi_lij/piij-

Wegen m; € pM ist p"~!Rm;/p'Rm; ein R/Rp-Modul von der Dimension
1. Also folgt . '
dimp, g, p' ' M/p'M = n,,

falls n; die Anzahl derjenigen e; mit e; > ¢ — 1 ist. Dann ist n; — n; 4 die
Anzahl der e; mit e; = i. ad

Wir fassen die Sétze 5.6.12, 5.6.14 und 5.6.16 zusammen.

Hauptsatz 5.6.17 Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugba-
rer R-Modul. Dann gilt

mit M; = R firj =1,...,k und M; = R/Rp;j fiir j > k, wobei die p;
Primelemente von R sind. Dabei sind k als Rang von M/ T(M) und die pjj
eindeutig bestimmdt.

Den Spezialfall R = Z formulieren wir gesondert.

Satz 5.6.18 Sei A eine additiv geschriebene, endlich erzeugbare abelsche
Gruppe. Dann gibt es eine direkte Zerlequng

A={(a1)D...d {(ay)

mit zyklischen Gruppen (a;), wobei a; die Ordnung co hat oder Ord a; = p5’
gilt mit Primzahlen p;. Dabei sind die Ordnungen Ord a; bis auf die Nume-
rierung eindeutig bestimmit.
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Ausblick 5.6.19 Die weitestgehende Verallgemeinerung von 5.6.18 ist der
folgende Satz, dessen Beweis das Zornsche Lemma benétigt:

Sei A eine abelsche Gruppe und 0 # z € Z mit zA = 0. Dann gibt es
eine direkte Zerlegung
A = Dierfa;)

von A in endliche zyklische Gruppen (a;) (nicht notwendig endlich viele).

Aufgabe 5.6.1 Sei A eine multiplikativ geschriebene abelsche Gruppe.

a) Seien Z1, Zs < Aund Z; zyklisch. Gilt ggT(|Z1], |Z2]) = 1, so ist Z1Z5
eine zyklische Gruppe.

b) Sei Z < A. Ferner seien Z und A/Z zyklisch. Ist ggT(|Z|,|A/Z]) = 1,
so ist auch A zyklisch.

Aufgabe 5.6.2 Sei A eine endliche abelsche Gruppe (additiv geschrieben).
Dann gibt es eine Zerlegung

A=) D...d (by)
mit Ordb; =n; und ny | ng | ... | Ny,

Aufgabe 5.6.3 Sei p eine Primzahl und r eine beliebige natiirliche Zahl.
a) Fiir p> 2,k >0 und i > 2 gilt

k
(p .r>pi =0 (mod pk+2).

2

b) Fir k> 0und i > 1 ist

2Fr\
( ,7n>2Z =0 (mod 251,

i
Hinweis zu a): Man zeige (1 + paj)”’k = 1+ rpFx (mod p*+2).

Aufgabe 5.6.4 Sei E(Z /mZ) die Einheitengruppe des Rings Z /m Z, also
E(Z/mZ)={a+mZ|a€Z,ggT(a,m)=1}.

a) Ist m = H§:1 p;j die Primfaktorzerlegung von m, so gilt

E(Z /mZ) = E(Z [pS' Z) x ... x B(Z [p* ).
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b) Fiir n > 3 ist
E(Z/)2"Z)=(-14+2"Z) x (5+ 2" 7).

Hinweis: Man zeige 52" # 1 (mod 2") und 52" = 1 (mod 2").

c) Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gibt es einen Epimorphismus
a von E(Z /p™7Z) auf die zyklische Gruppe E(Z /pZ) mit Kerna =
(1+p+ p™Z). Mit Hilfe von Aufgabe 5.6.1 b) zeige man dann, daf
E(Z /p™ Z) zyklisch ist.

d) Man bestimme die Anzahl der a +mZ mit a® = 1 (mod m).

e) Sei g eine ungerade Primzahl. Man bestimme die Anzahl der a + mZ
mit a? = 1 (mod m).
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5.7 Die Jordansche Normalform

Sei V' ein K-Vektorraum von endlicher Dimension und A € End(V'). Dann
wird V ein K[z]-Modul durch die Festsetzung

f(z)v = f(A) fir f € K[z und v € V.

Wegen m4(z)V = 0 und ma # 0 ist V offenbar ein endlich erzeugbarer
K [z]-Torsionsmodul. Die Anwendung von 5.6.17 auf diese Situation liefert
uns

Hauptsatz 5.7.1 Sei V' ein K-Vektorraum von endlicher Dimension und
A € End(V). Sei my = Hle pit die Primfaktorzerlegung von ma und
9; = Hz‘;ﬁj pi-
a) Es gilt V=& V(p;) mit V(p;) = g:(A)V und p{* (A)V (p;) = 0.
b) FerneristV(p;) = @} Vij mit Vij = Klx]/p;" K 2] und a; = max; e;;.
¢) Die e;; sind eindeutig bestimmt. Ist N;(k) die Anzahl der p;” mit
eij >k, so gilt
N;(k) Grad p; = dim p; (A)* g, (A)V/pi(A)*g:(A)V.
Insbesondere ist N;(k) festgelegt durch die Kenntnis von
r(h(A)) =dimh(A)V
fir alle h € K[z].

d) Sei speziell V = K[x]/p™ K[x] mit irreduziblem p = Z?:o bjz! € K|z]
und b, = 1. Dann ist A die Matriz

PN O ...
0PN ...

00
00
00O0...PN
000 0P

vom Typ (mn, mn) zugeordnet mit

000...0 =bo
100...0 —=b;
P=1... .

000...1 —=bp—1
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und
000...01
000...00
N=1|... ..
000...00

(Dies beschreibt die V;; aus b).)

e) Ist insbesondere p = x —a mit a € K, so erhalten wir zu A die Matrix

al0O0...00
Oal...00
000...a1
000...0a

vom Typ (m,m).
Beweis. a) Da 1 grofiter gemeinsamer Teiler der g; (i = 1,..., k) ist, gilt

k

1= Zhigi mit h; € Klz].
i=1

Dies liefert V = Zle 9i(A)V. Wegen p;(A)% g;(A)V =0 ist g;(A)V die so-
genannte Primirkomponente V' (p;), und nach 5.6.14 gilt V = @F_ ¢;(A)V.
b) Dies folgt unmittelbar aus 5.6.16.
c) Ist

Vi(p:) = g:i(A)V = @;Vy;

mit V;; & K[z]/p;"” K|x], so folgt dim p;(A)*1g;(A)V/p;(A)kg;(A)V =
dim @eijZkK[m]/piK[x] = Nl(k‘) Grad p;.

d) Wegen Grad p'z? = ni + j bilden die p’z’ + p™K|x] mit i < m — 1 und
j < n eine Basis von K[z]/p™K|[z]|. Dabei gilt

w(p'a’? + p" Kz]) = p'a’ ™ + p" K a]
fir j <n —1 und
r(pla™t +pmKlz]) = pla™ + pmK|z]
= p'(p— Y72 bjad) + p"Kz]
= —p' Z?:_ol bjzd + pt + pm K|z].
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Dies liefert wegen xv = Av die angegebene Gestalt der Matrix zu A.
e) Die Aussage ist der Spezialfall p = = — a. O

Im Fall p = ¢ — a nennen wir die Ausschnittsmatrizen

alO...00
0al...00
000...a1
000...0a

die Jordan®-Kistchen zu A.

Wir geben eine bemerkenswerte Folgerung an, fiir die wir keinen Beweis
ohne die Verwendung der Jordanschen Normalform kennen.

Satz 5.7.2 Sei A € (K),, und A" die transponierte Matriz zu A, Dann gibt
es ein requlires T € (K),, mit T"'AT = A'. (Natiirlich héingt T von A ab.)

Beweis. Ist h € K[x], so gilt h(A") = h(A)'. Da Zeilenrang und Spaltenrang
gleich sind, folgt
r(h(A")) = r(h(A)") = r(h(A)).

Mit 5.7.1 ¢) folgt die Behauptung. O

Beispiele 5.7.3 a) Wir betrachten nochmals unser Musterbeispiel

abb...b
bab... b

A= . .. .| =(@-b)E+bF
bbb...a

aus (K), mit n > 2. Wir wissen bereits, dafl
fa=(x—(a=0)"Yz - (a+ (n—1)b)) (siehe 5.4.10)
und

ma = (x —(a—0b))(x— (a+ (n—1)b)) (siehe 5.5.9 ¢)).

6Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) Paris. Algebra, Topologie, Gruppen-
theorie, Kristallographie, reelle Funktionen.
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Ist nb # 0, so ist A nach 5.5.3 diagonalisierbar. Sei weiter nb = 0 # b, also
Char K | n und ma = (z — a + b)%2. Wegen Gradms = 2 hat das groBte
Jordan-Késtchen von A den Typ (2,2). Die Anzahl der Késtchen ist nach
5.7.1 c) gleich

N(1)=dimV/(A—(a—b)E)V =n—1r(A—(a—b)E)=n—1.

Also gibt es ein reguldres T' mit

a—b 1 0 0
0 a-b 0 0
T-YAT = 0 0 a—0b... 0
0 0 0 ...a—-b

b) Sei

aF,, 0O
A:( B CLEm>E(K)2m

mit B # 0. Wegen (A — aFs,,)? = 0 und B # 0 gilt ma = (x — a)?. Die
Anzahl der Jordan-Késtchen ist nach 5.7.1 ¢) gleich

N(1) =2m —r(A — aEs,,) = 2m —r(B).

Wegen Gradm, = 2 kommen nur Jordan-Késtchen vom Typ (1,1) oder
(2,2) in Frage. Ist s; (j = 1,2) die Anzahl der Késtchen vom Typ (7, j), so
folgt

2m = $1 + 2s9 und 2m — r(B) = s1 + so.

Dies liefert
s1 =2m —21(B) und sy = r(B).

Somit gibt es ein regulédres T', so dafl

al
0a

al

-1 .
TAT = 0a :
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wobei r(B) Kistchen die Form (8 i) haben und 2m — 2r(B) Késtchen

die Form (a).

c) Sei
ap 0 0 ... 0
ai asg 0...0

A= ayp as asg ... 0 G(K)n,

ayp az ag ... Ay

wobei die a; nicht notwendig verschieden sind.
(1) Es gilt
Kern A = {(zj) | ajz; =0, j=1,...,n}.
Somit ist dim Kern A gleich der Anzahl der j mit a; = 0, also gleich der
Vielfachheit von 0 als Eigenwert von A. Zum Eigenwert 0 gehoren daher

nur Jordan-Késtchen der Gestalt (0) vom Typ (1,1).
(2) Ist a; # 0, so ist Kern(A — a;F) die Menge der (y;) mit

ary1 + ...t aryr = aiyr (k=1,...,n).
Dies liefert
Yk = AiYk — QiYk—1-
Aus a;yr—1 = (a; — ax)yx lassen sich wegen a; # 0 zu vorgegebenem y,, die
Yn_1,---,Yy1 Schrittweise eindeutig berechnen. Dies zeigt

dimKern(A — a; F) = 1.

Zum Eigenwert a; # 0 gehort also nur ein Jordan-Késtchen, dessen Typ
durch die Vielfachheit von a; als Eigenwert von A bestimmt ist. Ist insbe-
sondere a1 = ... = a, # 0, so gehort zu A nur ein Jordankéstchen vom Typ
(n, n).

Wir ergénzen Lemma 5.5.7 wie folgt:

Satz 5.7.4 Sei V ein K-Vektorraum mit dim V' < oo und A € End(V).
Wir setzen wieder

K[A] ={f(A) | f € Kl[z]}.
Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertig.

a) Es gibt einvg € V mit V = K[Avy.
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b) Es gilt

{B| B € End(V) mit AB = BA} = K[A].
¢) Esist V=@l ,V;, mit V; = K|z]/p;" K[z] und paarweise verschiede-
nen irreduziblen Polynomen p; aus K|x].

d) Es gilt fo =ma, also Gradmy = dim V.
Beweis. a) = b) Nach Voraussetzung gibt es ein Element g € Klz| mit
Bug = g(A)vg. Fiir alle f € K|x] folgt

Bf(A)vo = f(A)Bvg = f(A)g(A)vo = g(A)f(A)vo.

Wegen V' = K[A]vg erhalten wir B = g(A).

b) = ¢) Sei V = @, K[A]v; mit K[AJv; = Kz|/p% Klz| fir j = 1,2
und a; > ag. Wir definieren B € End(V') durch Bf(A)v; = f(A)vy und
Bf(A)v; = 0 fur j > 2. Ist f(A)v1 = g(A)v1, so gilt p» | f — g. Wegen
ay > as folgt f(A)ve = g(A)va. Also ist B wohldefiniert. Aus

BAf(A)v, = Af(A)vy = ABf(A)v,

erhalten wir AB = BA, aber B ¢ K[A].
¢) = d) Dies ist wegen fa = [[-; pi® = ma trivial.
d) = a) Das steht bereits in Lemma 5.5.7. O

Aufgabe 5.7.1 Sei Char K = p und V ein K-Vektorraum der Dimension
n = p®m mit p{m. Sei [v1,...,v,] eine Basis von V und A € End(V') mit

AUj:Uj+1 furlgjgn—l
AUTL = 1.

a

a) Man zeige: fa =my = (2™ — 1)P .

b) Zerfillt 2™ — 1 in K|x| total, so gehort zu jeder der m Nullstellen von
™ — 1 genau ein Jordan-Késtchen vom Typ (p®, p?).

Aufgabe 5.7.2 Sei
Vo ={f | f € K[z], Grad f < n},

also dimV,, =n+ 1. Sei T' € End(V,,) mit (Tf)(z) = f(x + 1).
a) Dann gilt fr = (x — 1)"™! und

- fr fiir Char K = 0 oder Char K > n,
mr = (x — 1)? fiir p = Char K < n.
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b) Ist Char K = 0 oder Char K > n, so gehért zu T nur ein Jordan-
Kastchen.

c¢) Sei Char K = p < nundn = kp+r mit 0 < r < p—1. Dann gehoren zu
T genau k Jordan-Késtchen vom Typ (p, p) und ein Jordan-Késtchen
vom Typ (r+ 1,7+ 1).

Hinweis: Man benutze als Basis von V,, die f;; = (2P — x)l(f) fiir
0<i<kund j=0,...,p—1sowiet =k und 0 < j < r, wobel

<x> 2@ —1)...(x—j+1)

J J!

sel.

Aufgabe 5.7.3 Sei Char K = 0 und p € K|xz]| irreduzibel mit p # z. Sei V/
ein K[B]-Modul mit V' = &}_; K[BJv;, wobei

K[Blv; = K[z]/K[z]p®  (a; > 1).

Ferner sei

W:V@V:{<:j,> |v,0 €V}
und A € End(W) mit

() =(55)(0)= (st

a) Fiir g € Klz] gilt dann
_( 9B) 0
4= ( 305 o))

b) Man zeige, dal W = @©}_,W; mit W; = {(;j,) | v,v" € K[Blv;}.

¢) Das Minimalpolynom von A auf W ist p% 1.

d) Ist a; > 2, so gilt

Kernp(4) = (( ) ) 198 =0,/ (B)Bo = ~p(B)')

Da p/(B)B auf Kernp(B) invertierbar ist, gilt
dim Kern p(A) = dim Kern p(B)? = 2 dim Kern p(B).
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e) Auf W; hat A fiir a; > 2 zwei Jordan-Késtchen, eins vom Typ
(p® T, p%*1) und eins vom Typ (p% ', p%~1).

Aufgabe 5.7.4 Man behandle die Aufgabe 5.7.3 fiir den Fall p = x.



6 Normierte Vektorraume und Algebren

Auf Vektorraumen iiber R oder C fithren wir einen Langenbegriff ein, ei-
ne Norm. Dies fithrt zum Grenzwertbegriff auf solchen Vektorrdumen. Der
Normbegriff ist noch sehr allgemein. Neben dem Léngenbegriff der eukli-
dischen Geometrie enthélt er eine den stochastischen Matrizen angepaf}-
te Norm. Jede Norm auf Vektorrdumen induziert eine Norm fiir lineare
Abbildungen und Matrizen. So wird End(V') eine normierte Algebra. Die
wichtigsten Ergebnisse im Abschnitt 6.2 sind der Ergodensatz 6.2.8 iiber
Kontraktionen und die Formel 6.2.10 fiir den Spektralradius. Als Anwen-
dung beweisen wir in 6.3 den Satz von Perron-Frobenius iiber nichtnegati-
ve Matrizen, der Aussagen iiber den Spektralradius und die zugehtrenden
Eigenvektoren macht. Ferner studieren wir in 6.4 die Exponentialfunktion
von Matrizen und l6sen Systeme von linearen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten. In 8.5 und 8.6 kommen wir darauf zuriick und
behandeln, dann ausgeriistet mit der Eigenwerttheorie symmetrischer Ma-
trizen, lineare Schwingungen. Mit Hilfe des Ergodensatzes bringen wir in 6.5
die Theorie der stochastischen Matrizen zu einem Abschlufl und behandeln
weitere Beispiele (Mischprozesse, Irrfahrten).

In diesem Kapitel betrachten wir nur Vektorrdume iiber R oder C.

6.1 Normierte Vektorraume

Definition 6.1.1 Sei V' ein K-Vektorraum mit X = R oder K = C und
von beliebiger Dimension. Eine Norm || - || auf V' ist eine Abbildung von V/
in R mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fir allev e Vist || v || >0, und || v ||= 0 gilt nur fiir v = 0.

(2) Fiir alle v € V und alle a € K gilt || av ||= |a| || v || . (Dabei ist |a]
der Absolutbetrag der reellen oder komplexen Zahl a.)

(3) Fiir alle vy, vy € V gilt die Dreiecksungleichung

for oz | < o[+ [ ozl
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Der Begriff der Norm ist dem Langenbegriff der euklidischen Geometrie
nachgebildet. Er ist von grofler Allgemeinheit, wie die folgenden Beispiele
zeigen.

Beispiele 6.1.2 a) Sei V = K" mit K =R oder K = C. Fir
v=(x1,...,T,) setzen wir

[vlleo = max [z;].
7j=1 n

geoey

Offenbar sind (1) und (2) in der Definition 6.1.1 erfiillt. Auch (3) gilt wegen

max; |z +y;| < max; (Jz;] + |y;])
< max; |z;| + max; |y;.

Also ist || - ||eo eine Norm auf K™.
b) Sei wieder V = K. Fiir v = (21, ...,2,) setzen wir diesmal
n
lo = lagl-
j=1
Man sieht leicht, daf auch || - ||; eine Norm auf K™ ist. Es ist ein Spezialfall
des néchsten Beispiels.
c)Sei V=K"und 1 <p < 0. Setzen wir fiir v = (z1,...,2,) nun
n 1
lo llp=Q_ la?)7,
j=1
so ist || - ||, eine Norm auf K™. Dabei folgt die Dreiecksungleichung aus der

Minkowskischen' Ungleichung

n
me% ZW + O Iy,
j=1

welche fiir 1 < p < oo giiltig ist. (Siehe [11], S. 55, 56.)
Der wichtigste Fall liegt fiir p = 2 vor. Fiir v; = (21,...,2,) und
Vo = (Y1, ..., Yn) ist
o +wa 5 = D00 oy +u5l* < 320 (2] 4 lyy))?
= Do |2+ 2305 [l sl + 205 [y
< v I3 +2 10 o1 ll2 [ vz ll2 + [ o2 |13
= ([[v1 [l2 + [ v2 []2)*

!Hermann Minkowski (1864-1909) Ziirich, Gottingen. Geometrie der Zahlen, Quadra-
tische Formen, Mathematische Physik.
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Dabei haben wir die Cauchysche Ungleichung

n

(D Izl lysD? < Q=) (X))

n
Jj=1 Jj=1

verwendet, welche wir in 4.5.6 ¢) bewiesen haben. Auf eine allgemeine Form
dieser Ungleichung gehen wir in 7.1.2 ein.

d) Sei V = (0, 1] der R-Vektorraum aller auf [0, 1] stetigen und reellwerti-
gen Funktionen. Dann wird durch

1
| £ 2= / ()Pt

eine Norm auf C|0, 1] definiert. Zum Beweis der Dreiecksungleichung benétigt
man dabei die Schwarzsche? Ungleichung fiir Integrale.

Definition 6.1.3 Sei || - || eine Norm auf dem K-Vektorraum V.

a) Durch d(v1,v2) = || v1 —v2 || wird V' zu einem metrischen Raum, denn
aus der Dreiecksungleichung folgt

d(vi,v3) = || v1 — w3 [[=] (v1 —v2) + (v2 —v3) ||

<o —wv2 || + ] v —ws |

= d(vl, ’1)2) + d('UQ, 'Ug).

Also kénnen wir auf V' die topologischen Begriffe aus der elementaren
Theorie der metrischen Réume einfiihren.

b) Eine Folge v1,vs,... mit v; € V konvergiert im Sinne der Norm || - ||
gegen v € V| falls lim; .o || v —v; ||= 0 ist. Wir schreiben dann
v = lim;_. o, v; und nennen v den Grenzwert der Folge vy, va,. ... (Falls
der Grenzwert existiert, ist er wegen || v—v' ||[<|| v—v; || + | v; =0 ||
offenbar eindeutig bestimmt.)

c) Eine Teilmenge W von V heifit abgeschlossen, falls aus v = lim;_, o w;
mit w; € W stets v € W folgt. Eine Teilmenge W von V heifit offen,
falls die Komplementédrmenge V' \ W abgschlossen ist. Gleichwertig
damit ist bekanntlich:

Ist W offen und w € W, so gibt es ein € > 0 derart, dafl

flveV,|v-w|<et CW.

2Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) Ziirich, Géttingen, Berlin. Konforme Ab-
bildungen, Partielle Differentialgleichungen.
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d) Eine Folge v1,vs, ... nennen wir eine Cauchy-Folge in V, falls zu jedem
e > 0 eine natiirliche Zahl n existiert mit || v; — v ||< € fiir alle
J k> n.

e) Ein normierter Vektorraum V' heifit vollstandig, auch komplett, falls
jede Cauchy-Folge in V' einen Grenzwert hat. Einen normierten, voll-

stindigen Vektorraum nennt man einen Banachraum?.

f) Eine Teilmenge W von V heift beschrinkt, falls es ein M > 0 gibt mit
|| wl| < M fiir alle w € W.

g) Eine Teilmenge W von V heifit kompakt, falls jede Folge (w;) mit w; €
W eine Teilfolge enthilt, die gegen einen Vektor aus W konvergiert.

h) Ist W eine Teilmenge von V und v € V, so nennen wir v einen
Héufungspunkt, von W, falls es w; € W (j = 1,2,...) gibt mit v =

Lemma 6.1.4 Sei V' ein normierter Vektorraum mit der Norm || - ||.

a) Firalev,weV gilt [v+w | > ||v] —|w].

b) Ist vy,va,... eine konvergente Folge in V', so gilt
lim | vy [[=]| lim v; || .
j—o00 Jj—o00

Beweis. a) Die Behauptung folgt sofort aus
[vl=llv+w+(-w) [ <[vtw|+[-wl=lv+w|+w].
b) Sei v = lim;_, v;. Dann gilt einerseits
v =1 (v —v) +o | <[lv;—vll+]v],

andererseits wegen a) auch

loj l=lv+(=v) [ 2 vl =lv;=v].
Wegen lim; . || v; — v ||= 0 erhalten wir
lim [ o | =] v [[=] lim v; .
j—o0 j—o0

O

3Stefan Banach (1892-1945) Lwow. Funktionalanalysis, Topologische Vektorriume,
Ma#Btheorie.
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Hauptsatz 6.1.5 Sei V' ein Vektorraum von endlicher Dimension und sei-
en || - || und || - || Normen auf V. Dann gibt es reelle Zahlen a > 0 und
b >0 mit

allof<[oll"< bfv]

fir alle v € V. Daher liefern alle Normen auf V denselben Konvergenzbe-
griff, also dieselbe Topologie.

Beweis. a) Sei [v1,...,v,] eine Basis von V. Die Festsetzung
n n
1D vy =) |zl
j=1 j=1
liefert offenbar eine Norm || - [|; auf V. Setzen wir ¢ = max”_; || v; ||, so
folgt

n n n n
1D o | <Y sl oy Il <edlal =l Y vy lh,
7j=1 7j=1 =1 =1

also || v ||< ¢ | v | fiir allev € V.

Wir suchen nun nach einer Abschétzung || v || > d || v |3 mit d > 0,
welche fiir alle v € V giiltig ist. Dazu betrachten wir die Abbildung f von
K" in R mit

n
fl,ma) =) wjo; -
j=1

Diese Abbildung ist stetig, denn fiir v = 377 zj0; und w = 37, y;v; gilt
nach 6.1.4 a) némlich

—ffv-—wl <fvl[=lw]l<]v-wl]
und
Hv_wH—HZ vaJH<CZ|$]_yJ‘
7=1
Die Menge

M={(z1,...,2,) |2; €K, Y|z =1}
7j=1

ist in K™ abgeschlossen und beschriankt, also kompakt. Bekanntlich hat die
stetige Funktion f auf M ein Minimum d, etwa

d= f(z1,...,2n) =| szvj | > 0.
j=1
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Sei nun 0 # v = Z;’L:I xjv; € V. Wir setzen

1 "Lz -
w = v = E J Uj = E ijj-
— || v :
7j=1 7j=1

vl

Dann gilt || w ||;= 1, und daher (y1,...,yn) € M. Dies zeigt

n
v
4 fnsees) = | vy =7

j=1
Alsoist [|[v || >d| v |-
b) Der allgemeine Fall ist nun einfach:
Seinen || - || und || - || Normen auf V. Nach a) existieren ¢; > 0 und d; > 0
mit

di vl <ol < ellovlh

und

dyflvfi< vl < e2lfvlh.
Damit folgt

d2 C2
C—lellsdszHl<llvll’§ cflvi< ==

= < g vl

O

Definition 6.1.6 Seien V und W normierte Vektorrdume und sei weiterhin
A € Hom(V,W). Die Normen auf V und W bezeichnen wir mit demselben
Symbol || - || .

a) A heifit beschrinkt, falls es ein M > 0 gibt mit || Av || < M || v || fiir
allev e V.

b) A heiit stetig, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit

| Av — Av' || < e, falls ||v—0"| <4 ist.

Satz 6.1.7 Seien V und W normierte Vektorriume und A € Hom(V, W).
Genau dann ist A stetig, wenn A beschrinkt ist.

Beweis. Sei A beschrinkt, also || Av || < M || v || fiir alle v € V mit einem
geeigneten M > 0. Fiir || v — " || < 7 folgt dann

| Av— AV | < M ||v—2" | <e.
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Also ist A stetig.
Sei umgekehrt A stetig. Dann gibt es ein @ > 0 mit || Av || < 1 fir
|| v|l < a.Fiir 0# v € V erhalten wir

| ool
v|=a,
ol
also a a
— [ Av =l A(——=v) [ < 1.
vl ol
Dies zeigt || Av || < a1 | v | fiir alle v € V. Also ist A beschriinkt. O

Satz 6.1.8 Seien V und W normierte K-Vektorrdume. Ist dimV endlich,
so ist jede lineare Abbildung von V in W beschrinkt, also stetig.

Beweis. Sei [v1,...,v,] eine Basis von V. Wie vorher definieren wir eine
Norm || - ||; auf V' durch

n

n
1D o = layl.
j=1

j=1
Setzen wir M = maz; || Av; ||, so folgt fiir v = Z?:l Zjv; nun
n n
lAv I < D fayl 1 Avy | < MY lzgl =M ||y
j=1 j=1

Nach 6.1.5 gibt es wegen dimV < oo ein b > 0 mit || v |[; < b || v || fiir alle
v € V. Somit folgt || Av || < Mb || v . Also ist A beschrénkt. 0

Satz 6.1.9 Sei V ein normierter K- Vektorraum von endlicher Dimension
und [v1,...,v,] eine Basis von V.

a) Sei A die bijektive Abbildung aus Hom(K™, V') mit

n
Az, ..., xp) = ijvj.
j=1

Dann sind A und A~1 stetig (beziiglich jeder Norm auf K™).

b) Sei (wy) eine Folge mit

Wy :Za:jkvj (k=1,2,...)
j=1
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mit x5, € K. Genau dann existiert limy,_,oc wy, wenn limy_,o ;i fiir
j=1,...,n existiert, und dann ist

lim wg = E lim z;,v;.
k—o0 — k—o0
‘7:

Genau dann ist (wy) eine Cauchy-Folge, wenn (zjk)g=1,.. fir j =
1,...,n eine Cauchy-Folge ist.

c) Ist U eine Teilmenge von K", so ist AU abgeschlossen genau dann,
wenn U abgeschlossen ist.

Beweis. a) Nach 6.1.8 sind die Abbildungen A und A~! stetig.

b) Wir setzen =y = (21, ..., ZTnk). Dann gilt in K™ die Beziehung
lim zp = (lim zyg,..., im ,x),
k—o0 k—oo k—oo
wie man mit Hilfe der Norm || - ||oc mit || 2% [|oo= max; |z ;| sofort sieht.
Wegen wy, = Az, und 2 = A~ wy, ist nun b) eine Folge von a).
c¢) Auch dies folgt sofort aus a). O

Satz 6.1.10 Sei V ein normierter Vektorraum von endlicher Dimension.
FEine Teilmenge U von V ist genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Beweis. Sei zuerst U eine beschriinkte und abgeschlossene Teilmenge von
V und (ug) eine Folge mit

n
U = E zkv; € U,

Jj=1

wobei [v1, ..., v,] eine Basis von V ist. Durch

n
1D 2505 [loo= max ||

Jj=1

wird eine Norm || - ||oc auf V definiert. Ist || u || < M fiir alle u € U, so folgt
mit 6.1.5

|[zix| < mj&X\%H = ug o< allug || < aM

mit geeignetem a. Jede der beschrdnkten Folgen (xjk)k:17..., wobei j =
1,...,n, hat bekanntlich einen Haufungspunkt, hat also eine konvergente
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Teilfolge. Die n-fache Auswahl von Teilfolgen liefert eine Teilfolge (uy,) mit
lim; oo x5, = x; fiir j =1,...,n. Mit 6.1.9 b) folgt

n
lim g, = E Z;V;.
71— 00

=1

Da U abgeschlossen ist, gilt lim; .o ug, € U. Somit ist U kompakt.

Sei umgekehrt U kompakt. Wire U nicht beschriankt, so gibe es eine
Folge (uy) mit ug € U und || ug ||> k. Dann hitte (uy) keine konvergente
Teilfolge. Somit ist U beschrankt.

Sei (uy) eine konvergente Folge mit ux € U und v = limy_ o ug. Da
eine Teilfolge von (uy) einen Grenzwert in U hat, folgt v € U. Also ist U
abgeschlossen. O

Satz 6.1.11 Sei V ein normierter Vektorraum.

a) Ist dim V' endlich, so ist V wollstindig, also ein Banachraum.

b) Ist W ein vollstindiger Unterraum von V', so ist W abgeschlossen im
Vektorraum V.

c) Ist W ein endlichdimensionaler Unterraum von V', so ist W abge-
schlossen in V.

Beweis. a) Sei [v1,...,v,] eine Basis von V. Ferner sei (wy) mit
n
wy = ijkvj (k=1,2,...)
j=1

eine Cauchy-Folge in V. Nach 6.1.9 b) ist dann (zji)ken fir j = 1,...,n
eine Cauchy-Folge in K. Also existiert x; = limy_ ;5. Setzen wir w =
2?:1 xjvj, so folgt mit 6.1.9 a), daBl w = limy_, o, wy. Also ist V vollstandig.
b) Sei (w;) eine Folge mit w; € W, fiir welche limy,_, o wy = v existiert. Wir
haben also v € W zu zeigen. Sei | wy — v || < e fir £ > n. Dann ist

[ wy —w; [| = || (wp —v) = (wj —v) | < [Jwp v || + [ wj —v ] < 2

fir alle k, j > n. Also ist (w;) eine Cauchy-Folge in W. Wegen der Vollstéandig-
keit von W liegt dann der Grenzwert v in W.
c) Dies folgt sofort aus a) und b). O

Satz 6.1.12 Sei V ein normierter Vektorraum. Wir setzen

EV)={v|veV|v]|<1}
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und nennen E(V) die Einheitskugel in V. Ist dim' V' endlich, so ist E(V)
kompakt.

(Ohne Beweis vermerken wir: Ist E(V') kompakt, so ist dim V' endlich; siche
Aufgabe 6.1.6)

Beweis. Offenbar ist E(V) beschriankt. Ist (wy) eine Folge mit wy € E(V)
und w = limy_, o wg, so gilt nach 6.1.4 b), dass

[w [[=] im wy [[= lim | w, | <1.
k—o0 k—o0
Also ist E(V') abgeschlossen, nach 6.1.10 somit kompakt. 0
Aufgabe 6.1.1 Sei V' ein Vektorraum mit der Norm || - || und W ein

abgeschlossener Unterraum von V.

a) Man zeige, daf§ durch

lo+W | = inf{|w] |wev+W}

eine Norm || - ||" auf dem Faktorraum V/W definiert wird.
b) Ist V vollstindig beziiglich || - ||, so ist V/W vollsténdig beziiglich
-1
Aufgabe 6.1.2 Auf R” seien die Normen || - ||oo, || - |1 und || - ||z wie in

den Beispielen 6.1.2 definiert. Man bestimme die jeweils besten Konstanten
a und b, fiir die 6.1.5 gilt.

Aufgabe 6.1.3 Sei V = C]0,1] der R-Vektorraum aller auf [0, 1] stetigen
reellwertigen Funktionen.

a) Durch
| f lloo = maxo<i<i1 | f(2)]

1 ll= Jy1f()dt
1£13 = Jy1f(t)at

werden Normen auf V definiert.

b) V ist vollstindig beziiglich || - ||, aber nicht beziiglich || - ||; und
- [l2-

c) Esgilt | flli < fll2 <] f |, aber es gibt keine Konstante M > 0
mit || fllee < M| f |2 fiir alle f € V.
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Aufgabe 6.1.4 Sei [a,b] C R mit a < b. Wir nennen f : [a,b] — R von
beschriankter Variation, falls fiir jede Zerlegung

Zia=zr9<11<...<x,=0

von [a, b]
n—1
V(£,2) = |f(ix1 — fla)| < M
=0

gilt. Sei V(f) =sup, V(f, Z2).
Man zeige, dafi auf dem R-Vektorraum BV]a,b] aller Funktionen von be-
schrinkter Variation auf [a,b] durch die Festsetzung

11l = [f(a)l+ V()

eine Norm definiert wird.

Aufgabe 6.1.5 (Lemma von Riesz?) Sei V ein normierter Vektorraum und
W ein echter, abgeschlossener Unterraum von V. Man zeige:
Zu jedem 0 < 0 < 1 existiert einvg € S={v|v eV, | v| =1} mit

[ vo—w| >0
fiir alle w € W.

Hinweis: Sei d = inf,ew || w—wvy || fiir ein festes vg € V' \ W. Wihle wg € W
mit 0 #|| vo — wp [|< 07 1d und setze gesuchtes vy = ”Ule()”(vo — wp).

Aufgabe 6.1.6 Sei V ein normierter Vektorraum. Man zeige:
Ist die Sphére S = {v|v eV, ||v| =1} kompakt, so ist dimV < occ.

Hinweis: Angenommen dim V' = oco. Vermoge des Lemmas von Riesz wihle
eine Folge vq,v9,v3,... mit v; € S derart, dal || v; — w ||[> % fiir alle
w e <U1, . ,UZ‘_1>.

Aufgabe 6.1.7 Sei V ein Vektorraum iiber R oder C. Eine Teilmenge K
heiit konvez, falls fiir v1,v9 € K und t € R mit 0 <t < 1 stets auch

tvg +(1 —t)’l)g e

ist.

Eine Teilmenge K von V heifit symmetrisch , falls fiir alle v € K auch
—v € I gilt.
Man zeige:

4Frigyes Riesz (1880-1956) Koloszvar, Szeged, Budapest. Mitbegriinder der Funktio-
nalanalysis.
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a) Ist V ein normierter Vektorraum, so ist die Einheitskugel E(V') konvex
und symmetrisch. Ferner ist 0 ein innerer Punkt von E(V).

b) Sei K eine konvexe, symmetrische, kompakte Teilmenge des R™, welche
0 als inneren Punkt hat. Dann wird durch

1
| v = inf{a]0<ae€R, EUE’C}

eine Norm || - || auf V' definiert mit £ = {v | || v || < 1}.
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6.2 Normierte Algebren

Definition 6.2.1 Sei A eine Algebra iiber R oder C. Eine Vektorraumnorm
|| - || auf A heiit eine Algebrennorm, falls auer den Bedingungen in 6.1.1
auch noch

[ab | <llalllo]

fir alle a,b € A gilt. Trégt die Algebra A eine Algebrennorm | - ||, so heifit
A eine normierte Algebra. Ist A auBerdem vollstéindig beziiglich der Norm
Il - ||, so heifit A eine Banachalgebra.

Definition 6.2.2 Seien V und W normierte K-Vektorraume und sei ferner
A € Hom(V, W).

a) Ist A beschrinkt im Sinne von 6.1.6, so setzen wir

Av
|| A || = sup u = sup || Av || .
ozvev || v | llv]l <1

Es gilt dann || Av || < || A ||| v || fiir alle v € V.
b) Gilt || Av || < || v || fir alle v € V, also || A || < 1, so nennen wir A
eine Kontraktion.

Satz 6.2.3 Sei V' ein normierter K -Vektorraum.

a) Wir setzen B(V) = {A | A € End(V), A ist beschrankt}. Dann ist
B(V) eine Algebra, und || - || aus 6.2.2 ist eine Algebrennorm auf
B(V) mit || E || = 1.

b) Ist dimV < oo, so gilt B(V) = End(V). Fir A € End(V) ist dabei
| Af] = max), <1 || Av |-

Beweis. a) Seien A,B € B(V), also || Av || < || A ||| v || und ebenfalls
| Bu|| < | B v fiir alle v € V. Dann gelten

1A+ B[ <[ Av|+ | Boll< ([ Al+[B) vl

und
| (AB)v | < [[ Al Bv <[ ANIBIIv]-

Also sind A + B und AB beschrinkt, und es gilt

[A+Bl <A+ B]
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sowie
IAB | <[ AllBI .
Fiir ¢ € K ist ferner || (cA)v ||= || || Av || < e || Al ]| v ||, also
[eAll< fel [ Al

Ist 0 # c € K, so gilt daher

1 1 ||

A= =(cA < ZleAll <= TAI=1Al

¢ ] ]

also || cA ||= |e| || A . Trivialerweise gilt || A | > O und || A ||= 0 nur

fir A =0. Ferner ist || £ || = 1.

b) Wegen 6.1.8 ist B(V) =End(V), und E(V)={v|veV, |Jv]| < 1} ist
wegen 6.1.12 kompakt. Da A nach 6.1.8 stetig ist, ist auch die Abbildung f
definiert durch f(v) =|| Av || stetig auf F(V'). Bekanntlich hat daher f auf
E(V) ein Maximum. O

Wenn wir im folgenden zu einem normierten Vektorraum V' das Symbol
|| A || verwenden, so ist stets die Norm von A aus 6.2.2 gemeint.

Beispiele 6.2.4 a) Sei A = (a;;) € (C),. Wir lassen A durch Linksmultipli-
kation auf dem Raum C™ der Spaltenvektoren operieren. Auf C™ verwenden
wir die Norm || - ||oc aus 6.1.2 a) mit || (2;) |lec = max; |z;|. Fir 2 = (z;)
gilt dann Az = (y;) mit y; = >, _; a;x2). Somit ist

n n
| A2 [loo = max| > ajrwr] <max > |ajel || 2 oo -
) k=1

Setzen wir M = max; > ,_, |ajkl, so gilt | Az [|oc < M || 2 ||co, also

| Alle= max || Az |l < M.

lzll <

Sei j so gewihlt, dal M = >"7'_, |ajx|. Wir wihlen nun zj, € C mit den
Bedingungen |z;| =1 und a;zzi = |ajix| > 0. Dann ist || (z;) || = 1 und

> apak] = laji| = M.
k=1 k=1
Fir z = (x;) folgt daher | Az ||ooc = M ||  ||oc = M. Somit ist

n
I (i) oo = M = max ) Jajul.
e
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Ist A = (a,) stochastisch, so ist || A || = 1. Die Norm || - || haben wir
bereits in 3.4.6 bei der Behandlung stochastischer Matrizen verwendet, und
werden dies in 6.5 auch wieder tun.

b) Verwendet man auf C* die Norm || - [y mit || (z;) [ = X7, |2, so
erhélt man &hnlich

n
| (aje) [ = mgXZ\ajH-
=1

c) Fir A = (aj) € (C),, setzen wir

TA 2= (> lajl?)z.

jk=1

Nach 6.1.2 c) liefert dies eine Vektorraumnorm auf (C),,. Fiir A = (a;;) und
B = (b;;) folgt mit der Schwarzschen Ungleichung

I AB (13 = 227 1 | 205 ajibik|?
< ket i laga® 35 [bul
= >t lagP gy > =1 A3 B3 -

Somit ist || - |2 eine Algebrennorm auf (C),,. Wegen || E |2 = +/n entsteht
diese jedoch fiir n > 1 nicht vermoége 6.2.2 aus einer Vektorraumnorm auf
Ccn.

Verwenden wir auf C" die Norm || - || mit || (z;) [|2 = (Z?:1 |xj|2)%,
so erfordert die Ermittlung von max,, <1 || Az |2 die Losung einer Ei-
genwertaufgabe (siehe 8.3.16).

d) Fiir 1 < p < 0o wird nach 6.1.2 ¢) durch

n
1
I ag) lp = (D lagel")»
jk=1

eine Vektorraumnorm auf (C),, definiert. Fiir p = 1 ist dies eine Algebren-
norm, denn es gilt

Z IZaikbkj! < Z Z|aik! br;| < Z ik Z |be,j]-

ij=1 k=1 ij=1k=1 ik=1 4,1=1
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Ist 1 < p <2, s0ist || - ||, ebenfalls eine Algebrennorm. Dies liegt an
der Holderschen® Ungleichung

n n

Dyl < Qlagl)r (3 lul)e,

|
7j=1 =1

wobei g durch %—i—% = 1 bestimmt ist. Fiir p = ¢ = 2 ist dies die Schwarzsche
Ungleichung (siehe [11], S. 55, 79).

Satz 6.2.5 Sei V ein normierter Vektorraum wvon micht notwendig endli-
cher Dimension. Dann gestattet die Heisenberg-Gleichung AB — BA = F
keine Lisungen mit beschrinkten A, B € B(V).

Beweis. Ist dim V' < oo und Char K = 0, so ist wegen
Sp(AB— BA)=0#SpE =dimV

die Aussage trivial (siehe 3.5.5). Im allgemeinen Fall folgen wir einem Beweis
von H. Wielandt®. Angenommen, es sei AB — BA = E mit A, B € B(V).
Durch Induktion nach k£ beweisen wir

(*) AB* — B*A =kB*L.
Fiir k = 1 ist dies erfiillt mit B® = E. Allgemein folgt

ABFt! — B*14 — (AB* — B¥A)B + B*(AB — BA)

= kB* 1B + B* (geméB Induktion)
= (k+1)B*.
Daher ist
kI B! | = || AB* =B A || < || AB® || + || B* A < 2| AN B B ||

Gilt || B¥ || # 0 fiir alle k, so folgt der Widerspruch k < 2 || A ||| B || fiir
alle k = 1,2,... Also gibt es ein & > 1 mit B¥~! £ 0 = B*. Nun folgt mit
(%) der Widerspruch 0 # kB*~! = AB* — B*FA = 0. 0

5Ludwig Otto Holder (1859-1937) Konigsberg, Leipzig. Algebra, insbesondere Grup-
pentheorie, Funktionentheorie.
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Satz 6.2.5 zeigt, daBl man zur Losung der fiir die Quantenmechanik grund-

legenden Heisenberg-Gleichung AB — BA = E unbeschrinkte Operatoren
A, B heranziehen mufl. Wir kommen darauf in 8.3.11 zuriick.

Beispiel 6.2.6 Sei V' der Vektorraum aller auf [0, 1] reellwertigen und be-
liebig oft differenzierbaren Funktionen, versehen mit der Norm || - || mit

1
Hf\\?:/ [f(t)2dt  (siche Aufgabe 6.1.3).
0

Seien A, B € End(V) definiert durch
Af = f und Bf =tf.
Dann ist (AB — BA)f = (tf) —tf' = f, also AB — BA = E. Wegen
1 1
1571 = [ 1esoPar< [ropa =P

ist B beschrankt. Fiir f,(t) = ¢™ gilt jedoch

1
1
2 2n
| £ /0 5

n+1

und
2

1
Af, |12 = 2/ £2n=2 gy n .
| Af 1P =n® | S

Daher gibt es kein M mit || Af, || < M || f, | fiir alle n. Also ist A nicht
beschrénkt.

Lemma 6.2.7 Sei V' ein normierter Vektorraum von endlicher Dimension
und seien A, A; € End(V) (j =1,2,...). Dann sind gleichwertig.

a) A= hIIlJ_>OO Aj, d.h. hmj_mo H A— Aj || =0.

b) Fir allev eV gilt Av =lim;_ o Ajv.

¢) Es gibt eine Basis [v1,...,v,] von V mit Av, = lim;_,o Ajv; fir alle

1=1,...,n.

Beweis. a) = b) Dies folgt unmittelbar aus || (A—A;)v || < || A=A, ||| v |-
b) = c¢) Dies ist trivial.
¢) = a) Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n(e) derart, daf

(A= Aj)vs || < ¢
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fiir j > n(e) und ¢ = 1,...,n ist. Fir v = > | ;0; bilden wir die Norm
I Wl mit [ o flo =325 fa]. Fiir j > n(e) folgt

(A= A)o ]l < Y fail (A=Al <e ol

i=1
Nach 6.1.5 gibt es ein b > 0 mit || v ||; < b || v || fiir alle v € V. Also gilt
(A=A < ebflv]l.
Insbesondere folgt mit 6.2.3 b), daB

A=A || = max [| (A= A4;)v| < eb.

loll <1

Also ist lim; ., A; = A.
O

Der folgende Hauptsatz wird in 6.5 bei der Behandlung stochastischer
Matrizen eine zentrale Rolle spielen.

Hauptsatz 6.2.8 (sogenannter Ergodensatz)
Sei V' ein normierter Vektorraum von endlicher Dimension und A € End (V).
Es gebe ein M > 0 mit | AF || < M firk=1,2,....

(Gilt dies fir eine Norm auf End(V), so nach 6.1.5 fir jede Norm auf
End(V). Ist || - || insbesondere eine Algebrennorm und A eine Kontraktion,
also || A || < 1, so folgt || A* || < || A||* <1 fiir alle k=1,2,....)

a) Dann existiert
— z j
= Jm 5 ZA
Dabei gilt P = P2 = AP = PA. Ferner ist P die Projektion mit
Bild P = Kern(A — E) und Kern P = Bild(A — E). Somit ist

V =Kern(A — E) @ Bild(A — E).

b) Sei V' ein normierter C-Vektorraum. Ist a ein Eigenwert von A, so
ist la| < 1. Ist |a| =1, so gilt

V = Kern(A — aF) @ Bild(A — aF),

und A hat zum Figenwert a nur Jordan-Kdistchen vom Typ (1,1).



6.2 Normierte Algebren 335
Beweis. a) Wir setzen P, = ¢ Zf;é Al Fiir v € Kern(A — E) ist
Pyv=wv.Ist v=(A— FE)w e Bild(A — E), so ist

Pov = P,(A— E)w = —(A* — E)w.

x| =

Daher folgt
M+1

[ w -

Somit gilt limy_, o Prv = 0 fiir v € Bild(A — FE). Dies zeigt

1
I Pev |l < (1A% [ +1) fJw ] <

Kern(A — E) NBild(A — E) = 0.

Wegen
dimV = dimKern(A — F) + dim Bild(A — E)

gilt

V =Kern(A — E) @ Bild(A — E).
Sei P = P? die Projektion auf Bild P = Kern(4 — E) mit der Bedingung
Kern P = Bild(A — E). Fiir v € Kern(A — E) ist (P — Py)v = 0. Fiir
v=(A—F)we Bild(A — E) gilt

(P—Py)v=—Py(A—Ew= —%(A’“ — E)w.

Wir wéhlen nun eine Basis [v1,...,v,] von V| welche die Vereinigung von
Basen von Kern(A—FE) und Bild(A— FE) ist. Dann gilt limy_, oo (P— Py )v; = 0
fir i = 1,...,n. Mit 6.2.7 folgt daher P = limg_, o Pr. Aus

M+1

1
| PkA— Py || = || APy — Py || = EH AF—F| <

folgt schlieflich PA = AP = P.
b) Ist a ein Eigenwert von A und Av = av mit v # 0, so folgt fiir alle &k

" vl =l A% | < A5 [ oll < Mol

Dies zeigt |a| < 1. Ist |a| = 1, so gilt || (a7LA)* || = || A¥ || < M fiir alle k.
Wegen a) erhalten wir

V =Kern(a™'A — E) @ Bild(a ' A — E) = Kern(A — aE) © Bild(A — aF).
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Angenommen, zum FEigenwert a existiert ein Jordan-Késtchen vom Typ
(k, k) mit k > 2. Dann gébe es ein v € V' mit

(A—aE)?v=0# (A—aFE).
Dann wére jedoch
(A—aF)v € Kern(A — aF)NBild(A — aF) =0,
ein Widerspruch. Somit gibt es zu a nur Jordan-Késtchen vom Typ (1,1).0

Der Ergodensatz 6.2.8 ist eine elementare Fassung von Sétzen, wel-
che zum Beweis der Ergodenhypothese von Boltzmann” (Wiederkehr von
Zustédnden in der statistischen Mechanik) dienten. Eine elementare Anwen-
dung von 6.2.8 auf stochastische Matrizen geben wir in 6.5.1.

Definition 6.2.9 Sei V' ein Vektorraum von endlicher Dimension {iber R
oder C. Fiir A € End(V) definieren wir den Spektralradius p(A) durch

p(A) = max {|a| | aist komplexer Eigenwert von A}.

p(A) ist also der Absolutbetrag des betragsmifig grofiten Eigenwertes von
A. Hat A die Eigenwerte aj, so hat A”™ nach 5.4.17 die Eigenwerte ai".
Daher ist p(A™) = p(A)™.
Satz 6.2.10 Sei A € (C),.

a) Fiir jede Vektorraumnorm || - || auf (C),, gilt p(A) = limg_,oc /|| A% ||.

b) Ist || - || sogar eine Algebrennorm auf (C),, so gilt

p(A) < /I Ax ]
fiir alle k =1,2,.... Insbesondere ist dann p(A) <[ A ||.

Beweis. a) (1) Wir zeigen zunéchst:

Existiert limg .o /|| A* || fiir eine spezielle Norm || - ||, so gilt fiir jede
andere Norm || - ||” auf (C),, ebenfalls

lim /|| A% ||/ = lim {/| A% || :
k—o0 k—o0

"Ludwig Boltzmann (1844-1906) Wien. Thermodynamik, kinetische Gastheorie.
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Nach 6.1.5 gibt es ndmlich @ > 0 und b > 0 mit
al AM| < AR < bl A"

fiir K =1,2,... Daraus folgt
Yajf| Ak (| < /| AR |7 < Voj/|| Ak .

Jlim \’“/E:klim Vb=1

lim /|| A% ||’ = lim /| A% ||.

k—o0 k—oo
(2) Zum Beweis der Behauptung unter a) wihlen wir nun eine geeignete
Norm. Nach 5.4.15 ¢) gibt es eine regulidre Matrix 7' € (C),, derart, da8

Wegen

folgt

bi1 b1z ... bip
AT — B 0 bog ... boy
0 0 ...bu

eine Dreiecksmatrix ist. Da A und B dieselben Eigenwerte haben, folgt

p(A) = p(B) = max |bjl.

j—l,...,’l’b

Fir (a;;) € (C), wird nach 6.2.4 d) durch || (ai;) 1= 327 ,—, laij| eine
Algebrennorm definiert. Durch die Festsetzung

1Y | =IT7YT |k

fir Y € (C),, erhalten wir offenbar ebenfalls eine Algebrennorm || - || auf
(C),,. Wir setzen nun

r=p(A) = m?x|bii’ und s = Hilg]X|bij’~

Ist » = 0, so gilt fiir das charakteristische Polynom f4 = z™. Nach dem Satz
von Cayley-Hamilton (siehe 5.4.11) ist dann A™ = 0. Fiir & > n folgt

VIAE [ =0=r.
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Sei weiterhin 7 > 0. Wir betrachten nun neben B auch die Matrix

rss...s
Ors...s
cC=1... . |=rE+D
000...7r
mit
0ss...s
00s...s
D =
000...0

Offenbar ist D™ = 0. Wir setzen B* = (b(k)) und C* = (c Ef)) Geméf der
Wahl von C' gilt ]b(l)\ < c(l) Durch eine Induktion nach & folgt

o] Zb(k Dy, \<Zc(k Doy = e,

Fiir k£ > n erhalten wir wegen D" = 0 daher
| A% | = || TP AFT ||y = || B¥ |1 < || CF |lu
= [| (rE+ D)* ||y = | 0= (5)r*=ID7 ||y
< 302 () D= rkp(k),

wobei

n—1 1
_29533—1 35—]"’)”D|H
= -
7=0

ein Polynom in x mit Grad p < n—1 ist. Daher gibt es bekanntlich ein d > 0
mit |p(k)| < dk™ fiir alle k. Somit gilt

AR || < rVdkn.

Andererseits gilt

| A* | = 1[I B* | > Z!bgg\k > maX\bm\k
7j=1

r < /|| AR || < rV/dkn
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folgt wegen limy_ V' dk™ = 1 sofort
Jim /] AR | =7 = p(4).

b) Ist || - || sogar eine Algebrennorm, so folgt

p(4)= lm (A% < lm {fj Al =AY

Dies zeigt p(A)* = p(A*) <[l A* ||, also p(A) < /] A* .
u

Wir vermerken hier, daf§ die Folge der {/|| A* || i.a. nicht monoton fal-
lend gegen p(A) konvergiert (siche Aufgabe 6.2.3).

Bemerkung 6.2.11 Die Verwendung geeigneter Algebrennormen aus 6.2.4
liefert handliche Abschitzungen fiir den Spektralradius.
Ist A = (aij) € (C),, so gelten
p(A) < max; Y77 Jaijl,
p(A) < max; 30 lag],
und p(A)? < 223:1 |ai;[*.

Der folgende Satz wird uns bei der erneuten Betrachtung stochastischer
Matrizen in 6.5 gute Dienste leisten.

Satz 6.2.12 Sei A € (C),.
a) Genau dann gilt limy .., A¥ =0, wenn p(A) < 1 ist.

b) Sei || - || eine Algebrennorm auf (C), mit | A || < 1, welche gemdf
6.2.3 aus einer Vektorraumnorm auf C™ entsteht.
Dann existiert limy_,oo A*, falls fiir jeden Figenwert a von A entweder
la| <1 oder a =1 gilt.

Beweis. a) Ist limy,_,o, A*¥ = 0, so gilt fiir jede Algebrennorm || - || und fiir
grofie k nach 6.2.10 b), dafl

p(A)f = p(A") < || AR || <1.

Dies zeigt p(A) < 1.
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Sei umgekehrt p(A) < 1. Ist € > 0 und p(A) + ¢ < 1, so folgt mit der
Aussage in 6.2.10 a) fiir grofe k, daf

AR < (p(A4) +e)*

ist. Also gilt limy .o || A || = 0, und somit limy_ .., A¥ = 0.
b) Nach 6.2.10 b) gilt p(4) < || A || < 1. Sei
Jl(al)
T AT = .
Im(am,)

die Jordansche Normalform von A. Ist |a;| < 1, so gilt wegen

p(Jj(az)) = la;| <1

nach a) schlieflich limy_, . Jj(a;)* = 0. Ist |a;| = 1, so hat J;(a;) nach dem
Ergodensatz 6.2.8 b) den Typ (1,1). Offenbar existiert

lim J;(a;)* = hm (a;“)
k—o0
nur dann, wenn a; = 1 ist. O

Die Aussage in 6.2.12 b) gilt iibrigens auch fiir beliebige Algebrennor-
men auf (C),.

Mit Hilfe von 6.2.10 konnen wir nun Potenzreihen von Matrizen bzw.
linearen Abbildungen behandeln.

Satz 6.2.13 Se: f = Z;}io a;jz’ mit a; € C eine Potenzreihe mit Konver-
genzradius R(f) > 0. Set A € (C),, mit p(A) < R(f). Dann ezistiert

und wir setzen

= lim z:a]AJ iajAj.
§=0

k—o0

Beweis. Sei § > 0 mit p(A) + 0 < R(f). Zu jeder Norm || - || auf (C),, gibt
es nach 6.2.10 ein m derart, daf} fiir j > m stets

I A7 ]| < (p(A) + )7
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ist. Fiirm < r < s folgt || Ej:r aj Al | < Ej:r laj|(p(A)+8)?. Da bekannt-
lich Potenzreihen im Innern des Konvergenzkreises absolut konvergieren,
gibt es zu jedem € > 0 ein 7(g) mit

S lal(p(4) + 8 <

fiir r(e) <r < s. Somit bilden die Partialsummen Z;:() ajA’ eine Cauchy-
Folge. Wegen der Vollstindigkeit von (C),, existiert dann Z;io ajAl. O

Die wichtigste Anwendung von 6.2.13, namlich die Exponentialfunktion
von Matrizen, werden wir in 6.4 ausfiihrlich behandeln. Hier gehen wir noch
kurz auf die geometrische Reihe ein.

Satz 6.2.14 Sei A = (a;;) € (C),, mit p(A) < 1.
a) Dann gilt (E — A)~! =372, A7
b) Sind alle a;j € R mit a;; >0, so gilt (B — A)~! = (b;j) mit bj; > 0.

Beweis. a) Wir bilden S,,, = ZT:O A7 Wegen 6.2.13 existiert der Grenzwert
lim,, ~oo Spn = S. Aus S,,(E — A) = E — A™"! erhalten wir mit 6.2.12 a)
unmittelbar

E= lim (E—A™") = lim S, (FE— A)=S(E — A).

m—0o0 m—00

b) Dies folgt sofort aus a). 0

Satz 6.2.14 b) ist niitzlich bei der Losung von Aufgaben, die ein nicht-
negatives Ergebnis verlangen. Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 6.2.15 (eine Produktionsplanung)

Die Fabriken F; (j = 1,...,n) produzieren jeweils ein Produkt P;. Zur
Produktion einer Werteinheit von P; werden a;; > 0 Werteinheiten von P;
benstigt. Es sei dabei a;; = 0. Gewiinscht ist ein Produktionsplan, der einen
Marktiiberschufl von y; > 0 Werteinheiten von P; liefert. Gesucht ist also
ein Produktionsvektor z = (z;) mit z; > 0 und

n
Yi = 25 — E Qij2; (izl,...,n),
=i

also y = (E — A)z. Ist p(A4) < 1,
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so erhalten wir mit 6.2.14 die Gleichung
z=(E—-A)ly

und (E — A)~' = (b;;) mit b;; > 0. Also ist dann z; > 0 fiir alle 7. Die
Bedingung p(A) < 1 gestattet wohl keine 6konomische Interpretation.
Nach 6.2.11 gilt p(A) < max; Y ., a;;. Dabei ist > -, a;; die Summe der
bei der Produktion einer Werteinheit von P; anfallenden Unkosten. Gilt
iy aij < 1fiir alle j, d.h., arbeitet jede Fabrik mit Gewinn, so gilt p(A) <
1, und unser Planungsproblem ist gelGst.

Aufgabe 6.2.1 Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie im Er-
godensatz 6.2.8. Sei A € (C),. Sind b1,...,b,, die von 1 verschiedenen
Eigenwerte von A, so gilt

Kern P = Bild(A — F) = @2, Kern(A4 — b; E)".

Aufgabe 6.2.2

a) Sei V ein normierter C-Vektorraum von endlicher Dimension und sei
A € End(V) mit || Av || = || v || fiir alle v € V. (Wir nennen dann
A eine Isometrie von V.) Man zeige, daf jeder Eigenwert von A den
Betrag 1 hat und dafl A diagonalisierbar ist.

b) Wir versehen C™ mit der Norm || - ||; wobei || (z;) |1 = 2?21 ||
ist. Sei A € End(C™) mit || Av ||y = || v |1 fir alle v € C™. Ist
le1, ..., en] die Standardbasis von C”, so gilt Ae; = ajer; mit |a;| =1
und einer Permutation 7 auf {1,...,n}. Insbesondere ist ein solches

A eine monomiale Abbildung im Sinn von 3.7.14.
c¢) Fiir die Norm || - ||oc mit || (z;) ||cc = max; |z;| auf C™ beweise man

dieselbe Aussage wie in b).

0 a?

Aufgabe 6.2.3 Sei A = b2 0

mit a > b > 0. Auf C" verwenden wir

die Algebrennorm || - || mit
2
| (aiz) | = m?XZ|aij|-
i=1

Dann konvergiert /|| A* || nicht monoton fallend gegen p(A) = ab.
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Aufgabe 6.2.4 Ist || - || eine Algebrennorm auf (C),, und A € (C),, so
sind gleichwertig:

a) p(A) = A

b) Es gilt || A% || = || A||* fiir alle k = 1,2,....

Aufgabe 6.2.5 Seien A; € (C),,.
Ist A =1lim; .. Aj, so gilt auch A = limj_, % Z§:1 A;.

Aufgabe 6.2.6 Sei A € (C),,. Man zeige:
Zu jedem € > 0 gibt es eine Algebrennorm || - || auf (C),, mit || A || < p(A)+e
fiir die speziell vorgegebene Matrix A.

Hinweis: Man suche ein T derart, dal T-' AT eine Dreiecksmatrix mit klei-
nen Elementen auflerhalb der Diagonalen ist.

Aufgabe 6.2.7 Sei A = J,(a) € (C),, eine Jordan-Matrix. Man zeige:
Gibt es eine Norm || - || auf (C),, derart, dal ein M > 0 existiert mit
| AF || < M fiir alle k = 1,2,..., so gilt |a| < 1 oder |a| =n = 1.

Aufgabe 6.2.8 Sei A € (C),, mit p(4) < 1. Dann gilt
> A =(E- A2
j=1

Aufgabe 6.2.9 Seien A, B € (C),,.

a) Ist AB = BA, so gelten p(A+ B) < p(A) + p(B) und ferner
p(AB) < p(A)p(B).

b) In (R)y gibt es Matrizen A, B mit p(A + B) > p(A) + p(B) und
p(AB) > p(A)p(B).
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6.3 Nichtnegative Matrizen

Matrizen mit lauter reellen, nichtnegativen Eintrdgen treten hdufig in den
Anwendungen auf, etwa bei stochastischen Matrizen, in Wachstumsprozes-
sen, in der okonomischen Planung (siehe [11], S. 372-381). Wir beweisen
hier den Satz von Perron-Frobenius, der Aussagen iiber den betragsméifig
grofiten Eigenwert und zugehorige Eigenvektoren macht. Als Anwendung er-
halten wir unter anderem eine Bewertung von Webseiten im Internet, nach
welcher die Suchmaschine Google die Seiten anordnet. Der Satz erweist sich
ebenfalls als hilfreich bei der Bestimmung der Konvergenzgeschwindigkeit
stochastischer Prozesse.

Definition 6.3.1

a) Selen A = (a;;) und B = (b;;) Matrizen aus (R),,. Gilt a;; < b;; (bzw.
a;; < b;;) fur alle ¢, j, so schreiben wir A < B (bzw. A < B). Fiir
Vektoren v = (z;) € R verfahren wir entsprechend.

(Diese Definition hat nichts zu tun mit der Definition von positiven
hermiteschen Matrizen in 8.3.12.)

b) Ist A = (a;5) € (C),, so setzen wir gelegentlich |A| = (|a;;|).

c) Sei A = (aij) € (R),, und A > 0. Wir definieren einen gerichteten
Graphen I'(A) wie in 3.4.10.

Lemma 6.3.2 (Frobenius) Sei A = (a;;) € (C), und B = (b;;) € (R),, mit
laij| < bij fiir alle i,j. Dann gilt fir die Spektralradien p(A) < p(B).

Beweis. Sei || - || die Algebrennorm auf (C),, aus 6.2.4 a) mit
I (esj) || = max > el
7j=1

Aus |a;;| < by; folgt || A® || < || B* || fiir alle k. Mit 6.2.10 erhalten wir
p(4) = tim 4] 4% | < lim /) B* | = o(B)
d

Der folgende Hauptsatz enthélt fundamentale Aussagen iiber nichtnega-
tive Matrizen.
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Hauptsatz 6.3.3 (Perron®, Frobenius) Sei A € (R),,.
a) Ist A >0, so ist p(A) ein Eigenwert von A.
b) Ist A >0, so gibt es einen Eigenvektor v > 0 mit Av = p(A)v.
c) Ist A >0, so gibt es ein 0 #v > 0 mit Av = p(A)v.
d) Ist A >0 und A irreduzibel, so gilt Kern(A—p(A)E) = (v) mit v > 0.

e) Ist A > 0 und A irreduzibel, so hat der Eigenwert p(A) von A die
Vielfachheit 1.

f) Sei A > 0 und A irreduzibel. Ist Aw = bw mit 0 # w > 0, so gilt
b=p(A).

Beweis. (Wielandt)
a) Ist p(A) = 0, so ist die Aussage trivial. Sei also p
zu der Matrix p(A)~1A iibergehen, diirfen wir p(A)

(A) > 0. Indem wir
0<t<1giltp(td) =t<1. Mit 6.2.14 folgt wegen A >

)
1 annehmen. Fiir
On

(E —tA)~ ZtﬂAJ>E+tA+ A tmA™

7=0
fiir alle m. Ist 1 kein Eigenwert von A, so folgt mit ¢ — 1 die Abschéitzung
(E-A)'">E+A+...+A™

Dies zeigt lim,;, oo A™ = 0, und wegen 6.2.12 daher p(A) < 1. Dies ist ein
Widerspruch zu p(A) = 1.
b) Angenommen, p(A) = 0. Dann zeigt die Jordansche Normalform von A,
daf A™ = 0 ist. Das ist jedoch fiir A > 0 nicht moglich. Also ist p(A) > 0
und wir kénnen wieder p(A) = 1 annehmen. Sei Av = v mit v # 0. Dann
folgt

o] = o] < Alol.
Setzen wir w = (A — E)|v|, so gilt w > 0. Ist w = 0, so erhalten wir
lv| = Alv| > 0 wegen A > 0, und wir sind fertig. Ist w # 0, so folgt

(A— E)A|v] = Aw > 0.
Daher gibt es ein € > 0 mit Aw > €A|v|. Sei z = A|v|, also z > 0. Dann gilt

(A—E)z=(A—E)Ap| > eAlv| = ez,

8(Oskar Perron (1880-1975) Heidelberg, Miinchen. Differentialgleichungen, Matrizen,
Geometrie, Zahlentheorie.



346 6 Normierte Vektorriume und Algebren

und daher Az > (1+¢)z. Setzen wir B = (1 +¢)7'A4, so folgt Bz > z, also
auch B™z > z fiir alle m. Wegen p(B) = (1 +¢)~! < 1 gilt nach 6.2.12
jedoch lim,, o B™ = 0. Dies liefert den Widerspruch

0= lim B™Mz>2z>0.

1...1
C)SeiAk:A—i—%FmitF: . | . Dann gilt Ay > Ay > ... > A
1...1

Setzen wir p; = p(A;), so folgt mit 6.3.2, daBl
pr=>p2>...2p=p(A).

Also existiert p = lim;j_, pj, und es gilt © > p. Wegen A; > 0 gibt es
nach Teil b) Vektoren v; > 0 mit A;v; = p,;v,;. Wir normieren die v; durch
(vj,e) =1, wobeie = (1,...,1). Also liegen die v; in der kompakten Menge

M={(z1,...,25) | z; >0, ijzl}_
j=1

Somit existiert eine konvergente Teilfolge der v;. Sei ohne Beschrankung der
Allgemeinheit lim; .o v; = v € M, also 0 # v > 0. Es folgt
Av = lim Ajv; = lim pjv; = po.
j—o0 j—o0
Wegen p > p = p(A) erhalten wir p = p(A), also Av = p(A)v mit 0 # v > 0.
d) Sei gemif ¢) nun Av = p(A)v mit 0 # v > 0. Sei P eine Permutations-

matrix mit v = Pw und
€1

0
wobei z; > 0 fiir j =1,...,mund 1 <m < n. Dann ist P~ APw = p(A)w.

Sei PT1AP = (A” Avz

A21 A22) mlt Typ All = (m7 m) SetZen Wir

€1

S
I

Im
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so folgt
U U
0 Ay A 0 A
A — (A — 11 12> :< 11 )
p(A) : plA)w <A21 Az : Azru
0 0

Wegen v > 0 und As; > 0 folgt aus As;ju = 0 dann As; = 0. Da A
irreduzibel ist, zeigt dies m = n, also Av = p(A)v mit v > 0.

Sei nun Aw = p(A)w mit w # 0. Wir wéhlen A\ € R so, dafi \v —w > 0,
aber Av —w eine 0-Komponente hat. Wie oben gezeigt, ist dann Av —w = 0.
Also gilt

Kern (A — p(A)E) = (v)
mit v > 0.
e) Wegen dim Kern (A — p(A)E) = 1 haben wir

Kern (A — p(A)E)? = Kern (A — p(a)E)
zu zeigen. Sei (A — p(A)E)?w = 0, also nach d) dann
(A—p(A)E)w = av

mit a € R. Nach ¢) gibt es wegen p(A") = p(A) ein u mit A'u = p(A)u und
0 # u > 0. Mit dem kanonischen Skalarprodukt auf R™ erhalten wir

a(v,u) = (A= p(A)E)w, u) = (w, (A" — p(A) E)u) = 0.

Wegen v > 0 und 0 # u > 0 ist (v,u) > 0, also a = 0. Somit erhalten wir
w € Kern (A — p(A)E).
f) Sei Aw = bw mit 0 # w > 0. Da mit A auch A* wegen 3.4.10 ¢) irreduzibel
ist, gibt es nach d) ein u mit A'u = p(A)u und u > 0. Es folgt (w,u) > 0
und

b(w,u) = (Aw,u) = (w, A'u) = p(A)(w,u),

also b = p(A). O

Wir geben im folgenden Kostproben der Niitzlichkeit des Satzes von
Perron-Frobenius.

Beispiel 6.3.4 Suchmaschinen im Internet haben h&dufig ihre Webseiten
nach Wichtigkeiten geordnet. Ruft man einen bestimmten
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Suchbegriff auf, so werden die Webseiten, die den Begriff enthalten, nach
fallender Wichtigkeit aufgelistet. Dabei ist die Wichtigkeit x; > 0 der Web-
seite ¢ als proportional zur Summe der Wichtigkeiten derjenigen Webseiten
angenommen, die einen Verweis auf Seite ¢ haben; etwa

ary = Tio + T23 + 1103
(%) aro = T1093 + T3511 + T100011 + 24724125

wobei a > 0 ein Proportionalitdtsfaktor ist, dessen Gréfe jedoch keine Rolle
spielt.

Ist A = (aij)ij=1,.. n die Inzidenzmatrix mit a;; = 1, falls die Webseite j
einen Link zur Webseite ¢ hat, und a;; = 0 sonst, so 148t sich (*) schreiben

als
n

awZ-:Zaijxj (i=1,...,n),

=

oder in Matrixform als
ar = Azx.

Der Vektor der Wichtigkeiten ist also ein Eigenvektor von A mit nichtnega-
tiven Eintragen zum Eigenwert a. Man beachte, dafl die Matrix A extrem
groB ist (n ist mehrere Millionen), welches natiirlich Schwierigkeiten bei der
Berechung von a und z verursacht. Die Suchmaschine Google benutzt eine
Variante dieses Verfahrens zur Bewertung ihrer Webseiten.

Daf} ein Eigenwert a > 0 und ein zugehoriger Eigenvektor mit lauter nicht-
negativen Komponenten fiir eine reelle Matrix A = (a;;) mit 0 < a;; fiir
alle 7, j stets existiert, besagt gerade 6.3.3 c).

Beispiel 6.3.5 Die Spiele in der Fufiball-Bundesliga werden bekanntlich
mit Punkten bewertet. Fiir ein gewonnenes Spiel erhélt ein Verein drei, fiir
ein Unentschieden einen und fiir ein verlorenes Spiel keinen Punkt. In einer
Saison werden dann die Punkte der einzelnen Spiele addiert und aufgrund
der Gesamtpunktezahl die Tabelle erstellt. Bei Punktegleichstand entschei-
det das bessere Torverhéltnis iiber die Reihenfolge. In der Saison 2003/04
ergab sich so fiir die erste Bundesliga die Tabelle auf der folgenden Seite.
Dem 1. FC Kaiserslautern wurden dabei wegen Lizenz-Verstofien vor Beginn
der Saison drei Punkte abgezogen. Addieren wir diese hinzu - denn
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derartige Feinheiten bleiben bei unseren Uberlegungen auBer Betracht - so
ergibt sich in der ersten Spalte eine Verschiebung der Plétze 13 bis 15, die wir
in Klammern notiert haben. Bei diesem Verfahren wird keinerlei Riicksicht
darauf genommen, ob die Punkte gegen ein starkes oder schwaches Team
eingefahren wurden. Im folgenden stellen wir ein anderes Plazierungssystem
vor, welches dieser Schwiche Rechnung triagt. Vereine, die Punkte gegen
starke Mannschaften erkdmpfen, werden besser belohnt als solche, die die
Punkte in Spielen gegen schwache Mannschaften sammeln.

Dazu numerieren wir die Vereine von 1 bis 18, etwa wie in der folgenden
Tabelle. Also

1 = Werder Bremen, 2 = Bayern Miinchen, ... , 18 = 1. FC Koln.
| Platz | Verein || Tore || Punkte |
1. Werder Bremen 79:38 74
2. Bayern Miinchen 70:39 68
3. Bayer Leverkusen 73:39 65
4. VB Stuttgart 52:24 64
5. VIL Bochum 57:39 56
6. Borussia Dortmund 59:48 55
7. Schalke 04 49:42 50
8. Hamburger SV 47:60 49
9. Hansa Rostock 55:54 44
10. VIL Wolfsburg 56:61 42
11. Borussia Monchengladbach || 40:49 39
12. Hertha BSC Berlin 42:59 39
13. (14.) | SC Freiburg 42:67 38
14. (15.) | Hannover 96 49:63 37
15. (13.) | 1. FC Kaiserslautern 39:62 36
16. Eintracht Frankfurt 36:53 32
17. 1860 Miinchen 32:55 32
18. 1. FC Koéln 32:57 23

Nun bilden wir die Bewertungsmatrix A = (a; ) j=1,...,18, Wobei a; ; die
Anzahl der Punkte ist, die der Verein i gegen den Verein j im Hin- und
Riickspiel erkdmpft hat. Offensichtlich ist a; ; = 0 fiir alle¢ = 1,...,18. Zum
Beispiel ergibt sich der Wert as 16 aus den beiden Spielen zwischen Bayern
Miinchen und Frankfurt, also as 16 = 4, denn Bayern hat im Hinspiel 3 : 1
gewonnen und im Riickspiel 1 : 1 gespielt. Fiir die Saison 2003/04 ergibt
sich somit die Bewertungsmatrix
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043143443646446666
1043333643446464614
310604636646344324
43002621664166366 2
236203324342344336
33103016363144266 3
130234040236346126
103420103334403666
310013630311443461
030030233033343336
111113334301134063
010424014340433123
103031311341034343
111011161133301446
001312033313160606
013030401364310003
002030200302116606
011203004033300300

In I'(A) gibt es den Weg
1—-2—...—-14—-17T—15—16 —- 18 - 2 — 1.

Also ist A irreduzibel. Nach Satz 6.3.3 ¢) und d) gibt es somit einen (bis
auf Skalare) eindeutigen reellen Vektor z = (z;) > 0 mit Az = p(A4)x.
Um die Tabelle zu erstellen, ordnen wir die Vereine so, daf3

Ty 2T 2> ... 2> T18.

Die positive reelle Zahl z; gibt dementsprechend den Wert des Vereins ¢ an.
Eine Relation z; > x) besagt also, dal der Verein i stérker als der Verein k
in der Saison gespielt hat.

Was haben wir mit diesem Verfahren gegeniiber dem in der Bundesliga
gangigen Punktesystem zusétzlich erreicht? Dazu betrachten wir die Glei-
chung

18
() D ez = p(A)z;
7j=1

fiir ein festes . Man beachte, dafl x; den Wert des Vereins i angibt, also
seine spielerische Stérke. Sei j # i # k und x; > x3, d.h., der Verein j
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ist stérker als der Verein k. Angenommen a;; = a;j, d.h., der Verein ¢
macht gegen den Verein j genauso viele Punkte wie gegen den Verein k.
Der Beitrag a; jx; in (*) zum Wert von x;, den der Verein ¢ aus den Spielen
gegen den Verein j erkdmpft hat, ist grofler als a; pxk, also dem Beitrag
aus den Spielen gegen den Verein k. Punkte gegen stéirkere Mannschaften
bringen also fiir den Verein ¢ mehr ein als gegen schwéchere.

Zur Berechnung des Perron-Frobenius Eigenwertes p(A) und eines zugehori-
gen Eigenvektors z kann man im Gegensatz zum &hnlichen Problem bei
Suchmaschinen im Internet (siche 6.3.4), bei dem die Matrix A viele Mil-
lionen Eintrage hat, ein gingiges Computeralgebra System benutzen. Mit
Hilfe von MAPLE erhélt man fiir unsere Matrix A gerundet den Eigenwert
p(A) = 44,2936 und als Vektor = in Zeilenschreibweise (bis auf Skalare,
Werte ebenfalls gerundet)

x = (0.6517 0.6110 0.5969 0.5826 0.5293 0.4929 0.4431 0.4257 0.3973,
0.3547 0.3401 0.3550 0.4472 0.3215 0.3317 0.3614 0.2645 0.2247).

Die Werte der Eintrdge z; im Vektor z liefern nun die folgenden Platzie-
rungen. Zum Vergleich haben wir die Reihung nach dem Punktesystem in
der letzten Spalte wiederholt.

Perron- Verein Punkte-
Frobenius system
1. Werder Bremen 1.

2. Bayern Miinchen 2.

3. Bayer Leverkusen 3.

4. VIB Stuttgart 4.

5. V{L Bochum 5.

6. Borussia Dortmund 6.

7. SC Freiburg 13./14.
8. Schalke 04 7.

9. Hamburger SV 8.

10. Hansa Rostock 9.

11. Eintracht Frankfurt 16.

12. Hertha BSC Berlin 12.

13. VIL Wolfsburg 10.

14. Borussia Moénchengladbach || 11.

15. 1. FC Kaiserslautern 15./13
16. Hannover 96 14./15.
17. 1860 Miinchen 17.

18. 1. FC Koln 18.
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Was hat sich gegeniiber dem in der Bundesliga benutzten Punktesystem
gedndert? An den ersten entscheidenden Pliatzen — diese Mannschaften spie-
len international weiter — offenbar nichts. Dies muf} nicht so sein. Am Ende
der Tabelle sieht es jedoch anders aus. Frankfurt wird sich freuen, denn es
steigt nicht in die zweite Liga ab. Dafiir mufl Hannover gehen. Im Mittelfeld
hat sich auch einiges bewegt. Insbesondere hat Freiburg einen groflen Sprung
nach oben gemacht, von Platz 13 (bzw. 14, wenn die Strafe fiir Kaiserslau-
tern nicht beriicksichtigt wird) auf Platz 7. Dies kommt daher, da§ der
Verein gegen starke Mannschaften gut gepunktet hat, was durch unser Be-
wertungsverfahren auch belohnt wird. Kaiserslautern hat gegen schwéchere
Vereine Punkte eingefahren, so dafl auch ohne Beriicksichtigung der Strafe
nur der Platz 15 herauskommt.

Beispiel 6.3.6 Sei A(t) = (a;;(t)) mit

Qe

a;;(t) =

()

und 2 < ¢t € N die stochastische Matrix vom Typ (n + 1,n + 1) zu dem

in 5.1.19 beschriebenen genetischen Prozefl von Kimura. Dann ist A(t) ein

Martingal, und wir haben Konvergenz in die reinrassigen Zustdnde 0 und

n. Es gilt

0

B(t)
0

A(t) =

O ¥ =
= % O

Dabei ist fay = (z — 1) fp@). Die Konvergenzgeschwindigkeit von A(t)F
héngt also vom Spektralradius p(B(t)) ab. Wir behaupten

A(t)w = tiZ—_i)w
mit
0
1(n—1)
| 2(n-2) 0
(n—1)1
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Dabei ist v > 0. Dazu verwenden wir die Gleichungen ( ) =i (“ 1) und

(tZ:;ii) (n—j) =t(n—1d) (" ;’Z 11) welche man leicht bestétigt. Mit Hilfe des

Additionstheorems fiir Binomialkoeffizienten folgt

Z?:O Qi (t)J(n - ]) = Z(n) i) Z] o (t@ 1) (t;z:;i:ll)
_ tPi(n—i) (tn—2)

= () \n-2
= i(n — i)22=).

Aus A(t)w = 1= Hn=D) y folgt B(t)v = = U=Dy mit v > 0. Da B(t) offenbar

tn—1 tn—1
irreduzibel ist, folgt wegen 6.3.3 f) nun

p(B(ey = Anml) g o]

tn — 1 tn—1°

Fiir grofle Populationen n liegt p(B(t)) nahe unter 1, und die Konvergenz
ist sehr langsam.

Folgende Beobachtung bestitigt unsere Uberlegungen: Auf den Galapagos-
inseln leben Leguane. Auf Inseln mit kleiner Population stimmen die Tiere
in einigen Merkmalen iiberein; hier ist die relativ schnelle Konvergenz in
reinrassige Zustédnde bereits erfolgt. Auf Inseln mit sehr grofler Population
gibt es hingegen Tiere mit unterschiedlichen Merkmalen; hier ist die Kon-
vergenz noch nicht zum Abschlufl gelangt.

Aufgabe 6.3.1 Sei A € (R),, mit A > 0. Gibt es ein m € N, so dal A™ > 0
ist, so ist A irreduzibel.

Aufgabe 6.3.2 Sei 0 < A € (R),.
a) Ist a ein Eigenwert von A mit |a| = p(A), so gilt a = p(A).
b) Es existiert limy_,o, p(A)FA*.
c) Sei Az = p(A)z und yA = p(A)y mit z > 0 und y > 0. Ist y = (v;)
und z = (z;) mit > y;z = 1, so gilt
Yiz1 ... YnZ1
lim p(A)~*AF =

k—oo
Y12n - Ynin

Hinweis zu a): Wir kénnen p(A) = 1 annehmen. Man verwende nun
Alv| = |v| aus dem Beweis von 6.3.3 b).
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6.4 Die Exponentialfunktion von Matrizen

Definition 6.4.1 Da die Potenzreihe e* =7 'Z—l: den Konvergenzradius
oo hat, konvergiert nach 6.2.13 die Reihe

> A
k=0
fiir alle A € (C),,. Wir setzen dann natiirlich e = Y77 | L A,

Satz 6.4.2 Sei A € (C),,.

a) Hat A die Eigenwerte a; (j =1,...,n), so hat e* die Eigenwerte e%
(j=1,...,n). Insbesondere gilt det e = 5P 4.

b) Seien A, B € (C),, mit AB = BA. Dann gilt eA*B = eAeB. Insbeson-
dere ist (eA)™t = e=A. Also ist e regulir.

Beweis. a) Sei gemafl 5.4.15

a1 *
T 'AT =D =
0 an
eine obere Dreiecksmatrix. Wegen
b
DF =
0 ak
folgt
et *
T=1AT = eT—lAT _ D
0 etn
Also sind e, ..., e% die Eigenwerte von e und somit

n
dete? = H e% = eli=1% = ¢SP4,
j=1

b) Wir wissen bereits, dafl e?, eP und e(A+B) existieren. Es gilt nun

An n l k
eheB = Y AT B S (S A B

o noo(m) gn— 0 (A+B)"
= 3 LS (A EBE =y AEBT  (A+B),
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Hauptsatz 6.4.3 Sei A € (C),.
a) Ist F(t) definiert durch F(t) = e*4, so gilt F'(t) = Ae!d = !4 A,
b) Ist G(t) € (C), mit G'(t) = AG(t), so gilt G(t) = e G(0).
c) Ist y(t) € C" mit y'(t) = Ay(t), so gilt y(t) = e'Ay(0).

Beweis. a) Wegen 6.4.2 b) gilt fiir 0 # ¢ € R, dal

é(F(t te)— F(t) = é(e“‘ ~B) = (A+ A+ )

Dabher ist

Offenbar gilt Aef4 = et4A.
b) Sei G'(t) = AG(t). Da die Produktregel auch fiir Matrizenfunktionen
gilt, ist
(e7tAG (1)) = (e ) G(t) + e 1 AG()
= —Ae "G (t) + e M AG(t) = 0.

Dies zeigt e 4G (t) = G(0).
c¢) Der Beweis verlduft wortlich wie der in b). O

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall n = 1, also e* € C.

Satz 6.4.4 Seiz=x+ iy € C mit x,y € R.

a) Dann gilt e* = e*(cosy+isiny) und |e*| = e*. Insbesondere ist e* # 0
fir alle z € C.

b) Fiiry € R ist cosy = (" + e~ %) und siny = 5 (e — e™).
c) Ist 0 # c € C, so gibt es ein w € C mit c = e™.

Beweis. a) Wegen 6.4.2 b) ist e* = e%e® und

. - Nk
o = T70 4
2k . 2k+1
= Z?:o(_l)k% + lZZO:o(—l)km
= cosy + isiny.
Es folgt
z|2 — 6230(

e cos?y + sin? y) = 2%,
| Y y
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b) Aus ' '
e’ =cosy+isiny und e Y = cosy — isiny
folgt die Behauptung.
c) Sei ¢ = |c¢|(cosv + isinv) # 0. Wegen |c¢| > 0 gibt es ein v € R mit
|| = e". Setzen wir nun w = u + v, so erhalten wir e* = c. O

Die Verallgemeinerung von 6.4.4 c) lautet:

Satz 6.4.5 Sei A € (C),, mit det A # 0. Dann existiert ein B € (C),, mit
A=ebB.

Beweis. Sei zunéachst

A= L =aE+ N € (C),
0 a

mit 0 # a € C. Das Polynom

$2 xn—l
g= + g + ...+ m
hat die einfache Nullstelle 0. Nach 5.4.12 gibt es daher ein Polynom f mit
f(0) =0 und

2 fn—l N

Wir setzen C = f(a='N). Wegen N™ = 0 und f(0) = 0 gilt C"™ = 0. Es
folgt
02 Cn—l

1
“ L TER R o

e¢ — E,
also

aE+ N =a(E+a 'N)=ae®.
Wegen 6.4.4 c) gibt es ein b € C mit a = €. Dies liefert

A=aE + N = ebeC = PE+C,

Sei nun allgemein
J1
T AT = ,
Jk
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mit Jordan-Kastchen J; und det J; # 0. Nach Obenstehendem gilt J; = e
mit geeigneten C;. Dies liefert

et
T AT = =e,
eCr
Gy
wenn wir C' = setzen. Also ist
Ck
A= TeCr—1 — TCT™! _ B

mit B = TCT~". Insbesondere folgt (ew )™ = B = A. 0

Mit Hilfe der Exponentialfunktion lassen sich Systeme von linearen Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten leicht 16sen. Wir benttigen
dazu den folgenden Satz.

Satz 6.4.6 Sei A € (C),, und seimy =[], (z — ar)™ das Minimalpoly-
nom von A mit paarweise verschiedenen ay, € C. Ist et = (fi;(t)), so hat
jedes f;; die Gestalt

fij(t) = Z e piji(t)

k=1

mit p;ji € Clt] und Gradp;jr < nyp — 1.
Beweis. Die Jordansche Normalform von A sei

J1
T AT =
Jr

Dabei sei Ji eine Jordan-Matrix von der Gestalt
al

J = —aE+ N
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mit @ = a, und J vom Typ (z, z) mit z < ng. Eine direkte Rechnung liefert

t2 tzfl

1t L. =

t?—

eIt — paBt Nt _ at 01t ... o=
000 ... 1

Die Komponenten von e’* haben somit die Gestalt e®!p(t) mit p € CJt]
und Gradp < ng — 1. Wegen

A =T T = (f(1))

folgt die Behauptung. O

Hauptsatz 6.4.7 Sei A € (C),, und sei y(t) = (y;(t)) (als Spaltenvektor)
mit fir t € R differenzierbaren y;(t) (j = 1,...,n). Die Losung der Diffe-
rentialgleichung

y'(t) = Ay(t)

lautet dann y(t) = ey(0). Sie ist durch Vorgabe von y(0) eindeutig be-

stimmt. Ist
m

ma = H(:c —ag)""

k=1

mit paarweise verschiedenen ayx das Minimalpolynom von A, so hat jedes
yi(t) die Gestalt

m
yi(t) = D e pi(t)
k=1
mit p;i, € Clt] und Gradp;r, < ng — 1.
Ferner gibt es zu jedem k und jedem | < ng — 1 Lésungen der Gestalt

(e®'p;x(t)) mit max; Gradp;, = I.
Ist insbesondere A diagonalisierbar, so ist

yi(t) = Z cine !
k=1

mit ¢;, € C.
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Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung steht in 6.4.3 c). Die
Gestalt der y;(t) folgt aus der in 6.4.6 angegebenen Gestalt von eAt. Ge-
nauer: Ist

ap 1 0... 0 O
0 akl... 0 0
Je=|
000.. a5 1
0 00... 0 ag
0
vom Typ (ng,ng) und v; = | 1 |, wobei die 1 an der Stelle [ steht mit
0

[ < ny, so folgt wegen der Gestalt von e’*!, dass

t171

Jit t | =1

e’kly; = e% = (ea’“tfjk(t))

mit max; fj; = [ — 1. Daraus folgt die Behauptung. O

In 8.5 und 8.6 werden wir 6.4.7 zum Studium linearer Schwingungen
einsetzen. Dabei ist eine Differentialgleichung der Form

y"(t) = —Ay(t) — By ()

zu losen, wobei A und B von spezieller Gestalt sind.

In 9.2 verwenden wir die Exponentialfunktion, um den Ubergang von
der Infinitesimalalgebra der orthogonalen Gruppe zur orthogonalen Gruppe
zu vollziehen, eine fiir die Theorie der Liegruppen grundlegende Operation.

Aufgabe 6.4.1

a) Es gibt kein B € (R)y mit ef = <_11 _01) .

Man gebe ein A € (C)y an mit e = <_11 _01 )

b) Fiir ungerades n gibt es kein B € (R),, mit ef = —E.
c¢) Fiir gerades n gibt es ein B € (R),, mit ef = —E.
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Aufgabe 6.4.2
. o 2w 1 o 2mi —1 . A_B _ (A+B) _ _B_A
a)FurA—<0 0>undB—<0 0>g11tee =e =e"e”,
aber AB # BA.

.. o 0 2 . 1 O . A B _ _B._A (A+B)
b) FurA—(_zﬁ 0>undB—<0 _1>gllte e =eet Fe :

Aufgabe 6.4.3 Sei

alO...0
Oal...0

A=1 ... . | =aE+ N € (C),.
000...a

Dann hat e das Minimalpolynom (x — e*)™. Insbesondere hat e nur ein
Jordan-Késtchen zum Eigenwert e®.

Aufgabe 6.4.4 Sei A € (C),,. Dann sind gleichwertig.
a) Ist x(t) irgendeine Losung von z’(t) = Axz(t), so gilt lim;_. . z(t) = 0.

b) Jeder Eigenwert von A hat einen negativen Realteil.

Aufgabe 6.4.5

q l1—gq
gilt Spur A% > 1.

a) Sei A = (1 PP ) € (R)2 stochastisch mit 0 < p,q < 1. Dann

b) SeiAzE—Bmith(p _qp> und 0 < p+ ¢ < 1. Man zeige,

daB es eine Matrix C' gibt, derart da e“? stochastisch ist fiir ¢ > 0
und e¢ = A gilt.

Hinweis zu b): Man bilde C = — %° B2 = 180=p=0) p pany jst

i=1"j p+q
1_ Pps  ps
eCt — pta  ptq
g5~ 1 _ gs
p+q ptq

mit 0 < s =1— etlos-P=9) < 1 fiir t > 0, also e“* stochastisch.
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Aufgabe 6.4.6 Man lose das Gleichungssystem
. 1 :
yt)==> yt) (@G=1....n)
7j=1

zu vorgegebenen Anfangswerten y;(0) (j =1,...,n).

Aufgabe 6.4.7 Man bestimme alle Losungen des Gleichungssystems
010

y'(t) = Ay(t) mit A = [ 00 1 |, welche reellwertig und fiir ¢ — oo be-
100

schréankt sind.

Aufgabe 6.4.8 Vorgelegt sei die Differentialgleichung
n—1

() Y+ D by () =0
j=0

mit b; € C (j=0,...,n—1). Sei

r

n—1
"+ Z bjxj = H(m —a;)*
§j=0

i=1

mit paarweise verschiedenen a; € C. Dann bilden die
the®t (i =1,...,mk=0,...,2— 1)

eine C-Basis des Vektorraums der Losungen von (x).

Hinweis: Man gehe vermoge

y" ()
zu einem System z/(t) = Az(t) iiber. Dabei ist
n—1
fA =z" + ijmj =m4y.
j=0
Zu jedem Eigenwert a; hat A nur ein Jordan-Késtchen; siehe Aufgabe 5.5.8
und Satz 5.7.4 .
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6.5 Anwendung: Irreduzible stochastische Prozesse

Mit Hilfe des Eigenwertbegriffs und des Ergodensatzes 6.2.8 greifen wir die
Behandlung stochastischer Matrizen erneut auf.

Hauptsatz 6.5.1 Sei A = (a;;) eine stochastische Matriz vom Typ (n,n).
Dann gilt:

a) Stets existiert P = lz‘mk_wo% Zf;é AJ. Dabei ist P stochastisch mit
P=P?2=PA=AP.

b) Genau dann existiert limy_.o, A¥, wenn 1 der einzige Eigenwert von
A vom Betrag 1 ist. ‘
(Ezistiert limy,_,o, A*, so gilt auch limy_, o, A*¥ = limy_. o % Zf;& A,
siche Aufgabe 6.2.5)

Beweis. a) Auf dem Raum C™ der Spaltenvektoren verwenden wir die Norm
I+ lloo mit
() [loo = max fa].
j=1,....,n

ERRES}

Lassen wir A durch Multiplikation von links auf C™ operieren, so gilt nach
6.2.4 a), daB

| Al = m?XZ |a;;| = 1.
j=1
Somit ist A bzgl. der Norm || - ||« eine Kontraktion. Daher existiert nach
dem Ergodensatz 6.2.8 der Grenzwert P = limy_, o P mit P, = % Zf;é Al
Da jedes Py stochastisch ist, ist auch P stochastisch. Wegen 6.2.8 gilt ferner

P=P?>=AP = PA.

b) Ist 1 einziger Eigenwert von A vom Betrag 1, so existiert limy_,o, A*
nach 6.2.12 b). Angenommen, P = limj_, ., A® existiert und es sei Av = av

mit |a| =1 und v # 0. Dann folgt

Pv= lim A*v = lim d*v.
k—oo k—oo
Wegen
0# lim ¢® = lim o*™! =a lim of
k—o00 k—o00 k—o0
erzwingt dies a = 1. a

Die Voraussetzung in 6.5.1 b) ist in der Regel nicht leicht zu kontrollie-
ren. Hier hilft mitunter der folgende Satz.
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Satz 6.5.2 (Gershgorin®) Sei A = (a;;) € (C),, und sei b ein Eigenwert
von A.

a) Es gibt eini € {1,...,n} mit |b— a;;| < 2?21 i i)

b) Insbesondere gilt |b| < maxy Z?:l |ak;|. (Dies wissen wir bereits aus
6.2.11.)

Beweis. a) Sei v = (z;) # 0 ein Spaltenvektor mit Av = bv und weiterhin

|z;| = max; |x;|. Aus
n
Z Qi T5 = bl’l
j=1

folgt
n n n
il b —aul =1 D agzl < D agllal < >0 ai] ).
J=Li#i =14 J=1,j#i

Wegen |z;| > 0 zeigt dies die Behauptung.
b) Nach a) gilt fiir ein geeignetes i

n n
1b] = (b — aii) + aii| < [b— ai| + |ai| < Zl laij] < m,?XZl |a;]-
j= j=

Satz 6.5.3 Sei A = (a;;) eine stochastische Matriz vom Typ (n,n).
1

a) Iste = | 1 |, so gilt Ae = e. Insbesondere ist 1 ein Eigenwert der

1
Matriz A.

b) A hat den Spektralradius 1, d.h. p(A) = 1.

c) Ist b ein Eigenwert von A mit |b| = 1, so gehdren zu b nur Jordan-
Kistchen vom Typ (1,1).

d) Seia;; >0 firallei =1,...,n. Ist b ein Figenwert von A mit |b| = 1,
s0 gilt b=1. Wegen 6.5.1 b) ezistiert dann limy_ o, A*.

9Semion Aronovich Gershgorin (1901-1933) Leningrad. Algebra, Funktionentheorie,
Approximation und numerische Methoden, Differentialgleichungen.
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Beweis. Die Aussage a) ist trivial, b) folgt aus 6.5.2 b) und c¢) aus 6.2.8 b).
d) Ist b ein Eigenwert von A, so gibt es nach 6.5.2 a) ein ¢ mit

n n

’b—a“”§ Z |aij|: Z a,-jzl—aii.
J=1,5#1 J=1,j#i
Ist [b] = 1, so folgt aus (b — a;;)(b — aii) < (1 — a;;)? wegen a;; > 0 sofort
2<b+bunddann [b—1>=2—-b—-b<0, also b= 1. O

Bemerkungen 6.5.4 a) Sei A stochastisch von der Gestalt

pq00...0
p0gqg0...0
p00qg...0
p000...¢q
p000...¢q

vom Typ (n,n) mit p+ ¢ =1 und 0 < p < 1. Eine direkte Rechnung zeigt
ppq...pd"tg" 0 ... 0
ppq...pgd""t 0 ¢*... 0

U P :
ppq...pg" 1 0 0 ...¢"

ppg...pg" 1 0 0 ...¢"

fir k<n—1,und fir kK > n —1 gilt

n—2 ., n—1

ppgpg® ... pg" % q
Ak:Anflz . . .

n—2 ,n—1

ppqpg* ... pg" "% q

Wegen (A"~ 1) = 1 hat A"~! die Eigenwerte 0,...,0,1. Somit hat auch A
die Eigenwerte 0, ...,0, 1. Ist

pr1 + qIo
1 px1 + qT3

A = =0,
Tn pT1 + qZTn

pT1 + gy
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so sind wegen ¢ > 0 dann o, ..., z, eindeutig durch x; bestimmt als
_ b
T; = —=x1.

Somit ist dim Kern A = 1. Daher hat A zum Eigenwert 0 genau ein Jordan-
Késtchen vom Typ (n — 1,n —1).

b) In manchen Fillen hat eine stochastische Matrix A vom Typ (n,n) genau
n verschiedene Eigenwerte. Dann ist A nach 5.5.9 a) diagonalisierbar (siehe
6.5.13).

Wie in 3.4.10 und 6.3.1 bilden wir zu einer substochastischen Matrix
A = (a;j) einen gerichteten Graphen I'(A).

Satz 6.5.5 Sei A = (a;;) eine irreduzible substochastische Matriz vom Typ
(n,n) und b ein Eigenwert von A mit |b] = 1.

a) Ist Av = bv mit dem Vektor v = (x;) # 0, so gilt z,, = b"*™x;. falls
es inT'(A) einen gerichteten Weg der Linge l(k, m) von k nach m gibt.
Insbesondere folgt dim Kern(A — bE) = 1. Ferner ist A stochastisch

b) Gibt es inT'(A) einen geschlossenen Weg der Linge m, so gilt b™ = 1.
c) Es gibt ein m <n mit b™ = 1.

d) Gilt a;; > 0 fiir wenigstens ein i, so ist b= 1.

e) Gibt es 1,5 mit i # j und a;;aj; >0, so gilt b=1 oder b = —1.

f) Gibt es in T'(A) geschlossene Wege der Lingen k und m mit der Be-
dingung ggT(k,m) =1, so ist b= 1.

Beweis. a) Sei Av = bv mit v = (x;) # 0 und sei ferner k so gew&hlt, daf
|z| = max; |z;| > 0 ist. Aus

bryp = Zakjazj
j=1
folgt wegen |b| = 1 dann
n n n
k] = bar] = | D ajwsl < Y arglrl < Y anjlew] < lwl-
= o = @ = ®)

Somit steht bei (1), (2) und (3) das Gleichheitszeichen. Gleichheit bei (1)
besagt wegen der Aussage iiber Gleichheit bei der Dreiecksungleichung fiir



366 6 Normierte Vektorriume und Algebren

komplexe Zahlen, daf} alle z; mit ay; > 0 gleichgerichtet sind. Gleichheit bei
(2) bedeutet |z ;| = |xg|, falls ap; > 0 ist. Gleichheit bei (3) zeigt 2?21 agj =
1. Insgesamt liefert dies, daf} alle x; mit ax; > 0 gleich sind. Fiir jedes m
mit ag., > 0 folgt

n n
(%) bz = Zaijj = (Z k) )T = Ty
pst j=1

Sei nun m beliebig. Da A irreduzibel ist, gibt es in I'(A) einen Weg
k=jo—J1— ... = jt_1 — je = m.
Wiederholte Anwendung von (x) zeigt

bry =,
b xy = bxj, = xj,

t. _
b’y = x5, = Ty

Dazu beachte man, dafl in (x) der Index k& (mit || = max; |x;|) schrittweise
durch ji, jo, ... ersetzt werden darf wegen

| = e[ ==,

Somit erhalten wir
(o) Mgy =2

falls in I'(A) ein gerichteter Weg der Lénge [(k,m) von k nach m existiert.
Da wegen |z;| = |z3| die obige Uberlegung fiir alle Indizes i gilt, folgt
Z?:l a;; = 1 fiir alle ¢. Somit ist A stochastisch. Da xj, nun alle z,, eindeutig
festlegt, folgt dim Kern(A —bE) = 1. Ubrigens zeigt (+*) wegen |b| = 1 auch
|zk| = |Tp| > 0 fiir alle & und m.
b) Ist

J=Jo—=J1 == Jm =]
ein geschlossener Weg in I'(A) von der Linge m, so folgt mit (xx), dafl
b™mx; = xj. Wegen x; # 0 zeigt dies b™ = 1.
c) Da A irreduzibel ist, gibt es in I'(A) Wege von beliebig grofier Linge. Sei

Jo—J1 = ... = Jn

ein Weg der Lange n. Da es nur n Zutédnde gibt, muf} es einen geschlossenen
Teilweg

jr_>jr+1_>~'-_)jr
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der Linge m mit m < n geben. Wegen b) folgt ™ = 1.

d) Ist a;; > 0, so ist ¢ — i ein geschlossener Weg der Lange 1. Nach b) ist
daher b = 1.

e) Ist a;jaj; > 0,s0ist i — j — i ein geschlossener Weg, und mit b) erhalten
wir b% = 1.

f) Nach b) gilt b* = b™ = 1. Wegen ggT(k, m) = 1 gibt es nach 2.3.4 Zahlen
r,s € Z mit rk + sm = 1. Damit folgt

b= (") (™) = 1.
]

Satz 6.5.6 Ist A substochastisch und b ein Eigenwert von A mit |b| = 1,
s0 ist b eine Finheitswurzel.

Beweis. Sei A vom Typ (n,n). Ist A irreduzibel, so ist b nach 6.5.5 c) eine
Einheitswurzel. Ist A reduzibel, so gibt es nach 3.4.10 eine Permutations-

matrix P mit
B 0
1 .
poar=(53)

wobei Typ B = (m,m) mit 1 < m < n. Da b ein Eigenwert der substo-
chastischen Matrix B oder D ist, ist b geméf3 einer Induktion nach n eine
Einheitswurzel. O

Hauptsatz 6.5.7 Sei A stochastisch vom Typ (n,n). Wir setzen voraus,

dafs
zZ1
P=lim A"=]
k—o0 :
Zn
mit Zeilenvektoren z; ewistiert.
a) Dann gilt z; A = z; (j=1,...,n).
b) Ist dim{w | wA = w} =1, so gilt
z
z
lim A¥ =1 .|,
k—oo
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wobei der Zeilenvektor z = (x1,...,x,) eindeutig bestimmt ist durch

zA =z und ijzl.

j=1
Insbesondere ist dies der Fall, wenn A irreduzibel ist. Ist A irreduzibel,
so auch A*, und mit 6.3.3 d) folgt x; > 0 fiir alle j.
Beweis. a) Existiert P = limy_. o, A%, so gilt

P = lim A = (Jim AMYA = PA,

k—oo

und dies heif3t

zj=zjAftir j=1,...,n.
b) Da die Zeilen z; von P die Gleichung z; = z;A erfiillen und z; die
Zeilensumme 1 hat, folgt nun z; = z mit z = (v1,...,2,) und D7, z; = L.

Ist A irreduzibel, so erhalten wir mit 6.5.5 a)
1 =dim{v|Av=v}=n—-1r(A—E)
=n—r(A" — E) = dim{w' | A'w' = w'}
= dim{w | wA = w}.

O

Die Berechnung von limy_, ., A* fiir irreduzibles A verlangt also nur
die Losung des homogenen linearen Gleichungssystems zA = z. Bei der
Behandlung von stochastischen Matrizen mit absorbierenden Zusténden in
3.4.11 hatten wir ein inhomogenes lineares Gleichungssystem zu losen. Man
kann zeigen, daB die Berechnung von limj_, ., A stets auf die Losung von
linearen Gleichungssystemen hinauslauft (siehe [11], S. 446).

Der Beweis von 6.2.12 zeigt, dafl die Geschwindigkeit der Konvergenz
der A% (k = 1,2,...) wesentlich vom betragsmiflig grofiten Eigenwert von
A im Inneren des Einheitskreises abhingt. Daher besteht ein praktisches
Bediirfnis nach Information iiber diese Eigenwerte (siehe 6.3.6, Aufgabe
6.5.8 und Bemerkung 6.5.13 b)).

Beispiele 6.5.8 (random walk)

a) Vorgegeben sei ein Labyrinth aus n > 1 Zellen. Jedes Zellenpaar sei durch
hochstens eine Tiir verbunden und alle Tiiren seien in beiden Richtungen
passierbar (anders als in 3.4.12 und den dortigen Aufgaben). Sei ¢; > 0
die Anzahl der Tiiren, welche aus der Zelle ¢ hinausfithren. Im Labyrinth
befinde sich eine Maus. Der Zustand ¢ liege vor, wenn die Maus in der Zelle
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i ist. Die Ubergangsmatrix A = (a;;) sei wie folgt definiert:
a; =pmit 0 < p<1firallei=1,...,n und

0 — lt_—_p, falls eine Tiir von Zelle ¢ nach j existiert
v 0, sonst.

Das Labyrinth sei zusammenhingend, was bedeutet, dal A irreduzibel ist.
Ist a;; > 0, so ist auch a;; > 0, da alle Tiiren in beiden Richtungen pas-
sierbar sind. Nach 6.5.5 e) hat daher A auf dem Einheitskreis hochstens die
Eigenwerte 1 und —1. Ferner ist dim Kern(A — E) = 1 nach 6.5.5 a). Wir
behaupten nun, dafl vA = v fiir v = (t1,...,t,) gilt:

Es ist ndmlich

n
1_
Yo tigr =tep+ X ti7E
ok, g=1

n
=tep+(1—-p) > 1=tip+ (1 —p)tp=1ts.
j—k,j=1

Ist —1 nicht Eigenwert von A, so folgt mit 6.5.7, dafl

1 ... Tp
lim AF = | : I

k—oo
r1 ... ITp

wobei z; = tl+t—7+tn ist. Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, nach
langer Zeit die Maus in der Zelle j zu finden, nur abhingig von der Anzahl
t; der Tiren von Zelle j, nicht aber vom Ausgangszustand. Ist p > 0, so
existiert limy_,o, A nach 6.5.3 d).

b) Wir betrachten insbesondere das Labyrinth

o

mit n > 2. Im zugehorigen, offenbar zusammenhéngenden Graphen sind
dann
1—-2—-1 und 1-2—->n+1—1

geschlossene Wege der Léngen 2 und 3. Nach 6.5.5 f) ist somit 1 einziger
Eigenwert von A vom Betrag 1, auch fiir p = 0. Daher existiert limj_, o A*



370 6 Normierte Vektorriume und Algebren

nach 6.5.1 b), und mit a) erhalten wir

3 3 1

4dn " 4n 4
lim A* = :
hes 3 31

4dn """ 4n 4

Beispiel 6.5.9 Sei G eine endliche Gruppe. Wir definieren einen random
walk ProzeB auf G wie folgt:

Gegeben sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf G mit p(g) > 0 fiir
;ﬂie g € Gund ) ;p(g9) = 1. Wir definieren einen Elementarproze wie
olgt:
Wir wéhlen zufillig mit der Wahrscheinlichkeit p(h) ein h € G und gehen
von g nach hg. Die Ubergangsmatrix dazu ist

A = (ag,n) mit agp = p(hg_l).

a) Wir stellen einfache Eigenschaften von A zusammen.

(1) age,nt = agp, fur alle g, h,t € G.

(2) ZheG Qg,h = Zher(hg_l) =1 und dec Ag.h = deap(hg_l) =1,
denn die Abbildungen h — hg~! und g — hg~! sind bijektiv auf G. (Eine
stochastische Matrix A mit (2) nennt man doppelt stochastisch).

(3) Zu A € Hom(G,C*) bilden wir den Spaltenvektor v = (z,) # 0 mit
zg = Ag). Wegen

Y agnan =Y plhg HA(hg A (9) = (Y p(DA(E))zg
heG heG teG
gilt
v = (3 DA

teG
Somit ist ), p(t)A(t) ein Eigenwert von A.

t
b) Setzen wir AF = (ag’{})b), so gilt
ag

= th Qg,t1 Aty by - - - Aty ,h
= 30, p(tig p(tatyh) ... p(htt))
= Zrl...rkg:hp(rl)p(TQ) e 'p(rk)7

letzteres vermoge r; = ht;_llﬂ"g = tk_lt,:iz, ...,rp = t1g7'. Genau dann
ist also A irreduzibel, falls es zu allen g, h ein k gibt mit
k
a;f)b = Z p(r1)...p(rg) > 0.

ri..rp=hg—1
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Also gibt es rj € G mit r1...r, = hg~! und p(r;) > 0. Definieren wir den
Trager T(p) von p durch

T(p) ={g919€G, plg) >0},

so ist also A genau dann irreduzibel, wenn G von T(p) erzeugt wird.
c) Sei A irreduzibel und sei b ein Eigenwert von A mit |b| = 1. Ferner sei
Av = bv mit v = (y4) # 0. Nach 6.5.5 a) gilt

ygn = BB pigh)y,
wobei wir einen Weg in I'(4) von 1 nach gh iiber h verwenden. Ist
l=rg—rm—...=rx=g9
ein Weg von 1 nach g, so ist wegen (1)
h=roh - rih— ... > rixh=gh
ein Weg in I'(A) mit {(h, gh) = [(1,g). Wéhlen wir y; = 1, so folgt
ygn = b'EMPEI) — gy

Also gibt es ein A € Hom(G,C*) mit y, = A(g). Dabei gilt

b=by = Z a1 pYn = Z p(R)A(R).

heG heG

Fiir geeignetes m gilt h™ = 1, also A(h)™ = A(h™) = 1 und somit |[\(h)| = 1.
Wegen

L=l =) pMAM)] <D p(h) =1

heG heG

sind alle A(h) mit p(h) > 0 gleich. Dann ist b = A(h) fiir alle h mit p(h) > 0.
Dies zeigt T(p) C hKern A.
d) Einen Eigenwert b von A mit [b| = 1 # b gibt es nach ¢) genau dann,
wenn T(p) C hKern A # Kern A fiir ein 1 # A € Hom(G, C*) gilt, und dann
ist b= A(h).

Sei nun A irreduzibel, und es gebe keinen Eigenwert b von A mit |b| =
1 # b. Dann existiert limy_.o, A¥. Wegen (2) gilt
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Wegen der Irreduzibilitdt von A ist nach 6.5.5 a) jeder Zeilenvektor z mit
zA = z ein Vielfaches von (1,...,1). Also gilt

3=
S|=

lim A% = | : : mit n = |G|.

k—oo

3h

1

e) Ist G abelsch, so kann man sehr viel mehr sagen:

Die Charaktertheorie endlicher abelscher Gruppen (siehe Huppert [10], S.
487 ff) zeigt, daB es |G| Elemente A aus Hom(G, C*) gibt, und die Eigen-
vektoren (A(g)) von A sind linear unabhéngig. Also ist A diagonalisierbar,
und die . p(9)A(g) mit A € Hom(G, C*) sind die sémtlichen Eigenwerte
von A.

Beispiel 6.5.10 (Mischen von Spielkarten)
Vorgegeben seien m > 1 Spielkarten. Die Zustédnde des Systems seien die
n = m! moglichen Lagen der Karten. Wir wihlen einen Zustand aus, und
bezeichnen den Zustand, der aus ersterem durch die Permutation o aus S,,
entsteht, mit 0. Gegeben sei ferner eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf
Sm mit p(o) > 0 fiir alle 0 € Sy, und Y g p(o) = 1. Der elementare
Mischprozef3 sei wie folgt definiert:
Wir wihlen zufillig eine Permutation p mit der Wahrscheinlichkeit p(p), und
gehen dann vom Zustand o in den Zustand po iiber. Die Ubergangsmatrix
dazu ist

A = (ay,) mit a, » = p(ro™ ).

(Im Fall des Mischens von Skatkarten hat also A den Typ (32!,32!); dies
kann man nicht hinschreiben.)

Wir haben daher einen Prozefl auf der symmetrischen Gruppe S;, im Sinne
von 6.5.9 vor uns.

Nach 4.2.4 ist die Signumsfunktion der einzige nichttriviale Homomorphis-
mus von S,,, in C*. Mit 6.5.9 folgt daher:

(1) > ses,, p(o)sgno ist ein Eigenwert von A.

(2) Genau dann ist A irreduzibel, wenn T(p) die symmetrische Gruppe S,,
erzeugt.

(3) Die einzigen Eigenwerte von A vom Betrag 1 sind 1 und eventuell —1,
und zwar —1 genau dann, wenn T(p) C (1,2) A,,.

(4) Erzeugt T(p) ganz S,, und gilt T(p) N A,, # 0, so folgt
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11
n n
lim AF = :
. :
e 1 1
L .1

Alle Zusténde des Systems sind also nach langem Mischen mit derselben
Wahrscheinlichkeit % zu erwarten, unabhéngig von der Ausgangslage der

Karten (faires Mischen,).
Ist T(p) N A, = 0, so wechselt man beim Elementarprozef} stets von A,, zu

(1,2) A,,,, und offensichtlich konvergiert die Folge der A* nicht.

Die Vorstellung, daf8 im Elementarproze nur Uberginge in benachbarte
Zustinde moglich sind, erkldrt das héufige Auftreten von stochastischen

Jacobi-Matrizen.

Satz 6.5.11 Ses

aj bl 0 0 ... 0 0 0
C1 a2 b2 0 ... 0 0 0

OC2 agbg... 0 0 0

00 0O c.e. Cp—2 p—1 bn,1
00 0O0... 0 cpoq1 ap

eine stochastische Jacobi-Matriz.

a) Sind alle b; und alle ¢; positiv, so ist A irreduzibel. Ist auflerdem wenig-
stens ein a; positiv, so ist 1 der einzige Figenwert von A vom Betrag
1. Sind hingegen alle a; = 0, so ist —1 ein Figenwert von A.

b) Ist crca...cn1 >0 und yA =y, so gilt

by bibs bi...bp—1

y:y1(17_7 IRERE
C1 Ci1C2 C1...Ch—1

¢) Sind alle b;, ¢; und wenigstens ein a; positiv, so gilt
Yr -+ Yn
lim A" = | : ],

k—o0
Y1 --- Yn

wobei die y; wie in b) mit der Nebenbedingung 2?21 y; = 1 zu bestim-
men sind.
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Beweis. a) Da in I'(A) der Weg
l1—-2—-...wn—-n-1—...—=1

existiert, ist A irreduzibel. Wegen b1¢; > 0 ist 1 — 2 — 1 ein geschlossener
Weg der Léinge 2. Also sind 1 und moglicherweise —1 nach 6.5.5 b) die
einzigen Eigenwerte von A vom Betrag 1. Ist wenigstens ein a; positiv, so
ist —1 nach 6.5.5 d) nicht Eigenwert von A. Ist hingegen a1 = ... = a,, = 0,
so gilt Ay = —y fiir y = (y;) mit y; = (—1)77L.

b) Die Gleichung y = yA mit y = (y;) besagt

Y1 = y1a1 + yaC1

Yj = Yj—1bj—1 +yja; + yjric;

Yn = ynflbnfl + Ynln.

Also ist
y2c1 = y1(1 —a1) = y1by.

Durch eine Induktion nach j beweisen wir y;11c; = y;b;. Fiir j +1 < n ist
némlich

yi1¢; = yi(1 —a;) —yj—1bj

= y;(1 — a;) — yjc;—1 = y;b;.
SchlieBlich ist
ynflbnfl - yn(]- - an) = YnCn—1-

Daraus folgt rekursiv die Formel fiir y;.
c) Nach a) ist 1 der einzige Eigenwert von A vom Betrag 1. Also existiert
limg oo A* nach 6.5.1 b). Die Zeilen z von limj,_,, A* sind Lésungen von
zA = z, werden also durch b) bestimmt. O

Beispiel 6.5.12 (Pélya’s'® Urnenmodell)

Auf zwei Urnen U; und U seien n > 2 weifle und n schwarze Kugeln verteilt,
und zwar n Kugeln in jeder Urne. Der Zustand j (0 < j < n) liege vor, falls
sich genau j weifle Kugeln in U; befinden. Der Elementarprozefl verlaufe wie
folgt: Wir ziehen blind je eine Kugel aus U; und Us, wobei jede Kugel mit
derselben Wahrscheinlichkeit % gezogen werde, und legen dann diese Kugeln
vertauscht in Uy bzw. Uy zuriick. Sei A = (a;;) die Ubergangsmatrix mit
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0 < 4,5 < n. Dann ist a; ;1 die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen eines
Kugelpaars weify aus Uy, schwarz aus Us. Da Uy genau j schwarze Kugeln
enthélt, ist . .
a1 =21 = 3—22
nn n
Ahnlich folgt

(n—j)

2j(n —J)
T+l = T 5 und a;; = ———5—-=

n?
Alle iibrigen a;; sind 0. Somit erhalten wir die Ubergangsmatrix
0 1 0 0

aio a1 a2 0
0 a91 as ass

A=
On—1,n—2 An—1,n—1 On—1n
0 1 0
Mit 6.5.11 folgt
Yo Y1 --- Yn
lim AF = : :
Yo Y1 --- Yn
mit 1 a@12...0n—1
. a cOn—1,n
(yOa Yi,--- ayn) - yO(la m: a101a221 gooog a10a21---an71,n72)

= 50((5)* (D)%, (1))

Dabei ist ¢y zu bestimmen aus

n

=Sn=n3 ()

J=0

Aus 5.1.5 a) wissen wir Z?:o (")2 = (27?) Also folgt y; = (?)2/(2") Fiir

J n
J < 5 gilt dabei yo < y1 < ... < y;. Das maximale y; liegt vor fiir j =

(n gerade) bzw. j = 22 (n ungerade). Fiir n = 10 ist zum Beispiel

2
Yo = Y10 = 0, 000005
Y = Yg = 0, 000541
Yo = ys = 0,010960
Ys = Y7 = 0, 077941
Y1 = ye = 0, 238693
ys = 0,343718

[N =

Aus ys + ys + ys = 0,821104 erkennt man eine deutliche Konzentration auf
die Mitte 5 = 5.
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Bemerkungen 6.5.13 a) Ist

aj b1 0 0 ... 0 0 0
C1 a2 b20 0 0 0

0 Co as b3 0 0 0
A= . . .. : : :
00 0 O0... Cp—2 Up_—1 bn—l
00 0O0... 0 cpo1 an

eine Jacobi-Matrix mit positiven b;,¢; und reellen a;, so hat A genau n
verschiedene Eigenwerte. Insbesondere ist A also diagonalisierbar. (Siehe
[11], S. 409).

b) Nach einem Resultat von H.W. Gollan und W. Lempken [7] hat die
stochastische Matrix A aus 6.5.12 die Eigenwerte

(n—i)% —i

St 0<i<n),

a; =

also

2 1
l=ay>a1=1——>...>a, =——.
n n

Dies belegt die langsame Konvergenz des Prozesses fiir grofie n.

Aufgabe 6.5.1 Ist A eine stochastische Matrix und ist limg_, o % Z;:é Al
regulér, so ist A = F.

Aufgabe 6.5.2 (Ehrenfest!!-Diffusion)

Ein Gefif sei durch eine durchlissige Membran in zwei Kammern 77 und
T, aufgeteilt. Im Gefafl seinen n > 1 Molekiile derselben Art. Der Zustand
j (0 < j < n) liege vor, falls sich genau j Molekiile in 77 befinden. Im
Elementarprozefl wechsele genau eines der Molekiile die Kammer, jedes mit
derselben Wahrscheinlichkeit %

a) Die Ubergangsmatrix A ist eine Jacobi-Matrix mit dem Eigenwert —1.

b) Man zeige

mit y; =27" (7;)

1 Paul Ehrenfest (1880-1933) Sankt Petersburg, Leiden. Physiker, Statistische Mecha-
nik, Quantentheorie.
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Aufgabe 6.5.3 Sei A = (a;i) stochastisch vom Typ (n,n) und sei
(P) {1,...,n} =B U...UB,,

eine Partition mit B; # (). Wir nennen (P) zuléssig fiir A, falls
D ark =) ask
kEB; kEB;

fir alle r, s € B; und alle 4,5 = 1,...,m gilt. Wir setzen

bij = Z ar, firr e B;.
keB;

Man zeige: B = (b;;) ist stochastisch vom Typ (m,m), und fiir die charak-
teristischen Polynome gilt fg | f4. Insbesondere ist jeder Eigenwert von B
auch ein Eigenwert von A.

Aufgabe 6.5.4 Wir betrachten das Labyrinth aus 6.5.8 b) mit der Uber-
gangsmatrix A und mit p = 0. Dann gilt:
a) A hat den Eigenwert —z.
b) Ist n gerade, so hat A den Eigenwert —2.
c¢) Ist 3| n, so ermittle man weitere Eigenwerte von A.
)

d

Fiir n = 6 bestimme man alle Eigenwerte von A.

27

Aufgabe 6.5.5 Sei A eine irreduzible stochastische Matrix und e™m
Eigenwert von A. Wir wéhlen einen Zustand 1.

ein
a) Sind ny und ny die Lingen zweier Wege in I'(A) von 1 nach 4, so gilt
n1 = ny mod m.
b) Fiir 0 <14 < m setzen wir
B; = {j| alle Wege in I'(A) von 1 nach j haben Léngen I(1,7) = ¢ mod m}.

Dann ist
BoUBiU...UB,,_1

eine fiir A zuléssige Partition. Daher ist ™ — 1 ein Teiler von f4.
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c) Bei geeigneter Numerierung der Zustéinde hat A die Gestalt

0 Aops 0 0...0
0 0 A20...0

Am_10 0 0 0...0
Aufgabe 6.5.6
a) Wir betrachten die stochastische Matrix A aus 3.4.9 a), welche bei der
Vererbung der Farbenblindheit auftritt.
1) Durch By = {1,2},B; = {3,4} und B3 = {5,6} wird eine fiir A
zuléissige Partition definiert.

2) A hat die Eigenwerte 1,1, %, —%7 1+4\/5 und 1—4\/5_

b) Fiir die Matrix A aus 3.4.9 b) ermittle man alle Eigenwerte. (Man
verwende den Késtchensatz.)

Aufgabe 6.5.7 Sei A die stochastische Matrix zu dem random walk Prozef3
aus 6.5.9 auf der endlichen Gruppe G. Sei U eine Untergruppe von G und
G= U?Zl g;U die Zerlegung von G in Nebenklassen nach U.
a) Setzen wir B; = g,;U, so ist G = By U ... U By, eine fiir A zulédssige
Partition, d.h. Zhenga&h = Zheng ap, fiir alle s,t € g;U und alle
i,].
b) Sei |G/U| = 2 und sei A der Homomorphismus von G in C* mit
Ag) = 1 fiir g € U und \(g) = —1 fiir g ¢ U. Die Ubergangsmatrix B
vom Typ (2,2) gemé Aufgabe 6.5.3 hat dann die Eigenwerte 1 und

> gec P(9A9)-

Aufgabe 6.5.8 Wir betrachten den Mischprozefl aus 6.5.10 fiir m = 3 mit
der Wahrscheinlichkeitsverteilung p mit

p((1,2)) = p((1,2,3)) = % und p(7) = 0 sonst.

Ordnen wir Sz und die Zusténde gemiB ¢, (1,2), (1,3), (2, 3), (1,2,3), (1, 3,2),
so erhalten wir die Ubergangsmatrix

= O O Ok O
O O O ONI=
D= O O OoON= O
ON= O O O
S ONE O ONI=
O O O O
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a) Wegen r(A) = 3 erhilt man die Eigenwerte 1,0,0, 0, —%, —%.

b) Mit U = {¢,(1,2)} < S3 erhélt man geméfl Aufgabe 6.5.7 eine zuléssi-
ge Partition. Diese liefert die Eigenwerte 1,0, —%.

(Dieses Beispiel zeigt, daf§ der Eigenwert > s p(p)sgnp aus 6.5.10 ia.
nicht der betragsmifig grofite Eigenwert im Innern des Einheitskreises ist.)

Aufgabe 6.5.9 Wir betrachten den random walk Prozef aus 6.5.9 auf der
endlichen Gruppe G. Man beweise: Genau dann ist die Ubergangsmatrix A
zur Verteilung p normal im Sinne von 8.2.4 (d.h. AA" = A'A), falls

> p(h)p(hg) = p(h)p(gh)

heq heq
fiir alle g € G gilt. Fiir abelsches G ist daher A stets normal fiir alle Vertei-
lungen p.
(Obige Formel und Sitze der elementaren Gruppentheorie gestatten es, auch
alle nichtabelschen Gruppen zu bestimmen, fiir welche alle Ubergangsma-
trizen normal sind. Dies sind nur die direkten Produkte der Quaternionen-
gruppe der Ordnung 8 mit abelschen Gruppen vom Exponenten 2.)

Aufgabe 6.5.10 Auf zwei Urnen U; und Us; seien insgesamt n Kugeln ver-
teilt. Der Zustand ¢ (0 < i < n) liege vor, wenn sich genau i Kugeln in
Uy befinden. Im Elementarprozefl werde zufillig eine der n Kugeln gezo-
gen, jede mit derselben Wahrscheinlichkeit % Dann werde diese Kugel mit
der Wahrscheinlichkeit p > 0 nach U; gelegt, mit der Wahrscheinlichkeit
¢ = 1 —p > 0 nach U,. Man stelle die Ubergangsmatrix A auf und zeige
limg_, oo AF = (zij) mit z;; = (’;)qu"_j.

Aufgabe 6.5.11 Ist A eine stochastische Matrix mit |det A| = 1, so ist A
eine Permutationsmatrix.

Hinweis: Man zeige: A™ = F fiir geeignetes m und verwende Aufgabe 3.4.2.
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In diesem Kapitel fithren wir Skalarprodukte auf Vektorrdumen {iber
beliebigen Korpern ein. Dies fithrt zu einem Orthogonalitdtsbegriff und or-
thogonalen Zerlegungen. Auf die klassischen C- oder R-Vektorrdume mit
definitem Skalarprodukt gehen wir dann in den Kapiteln 8 und 9 ausfiihr-
lich ein. Ab 7.3 interessieren uns Vektorrdume mit isotropen Vektoren. Dazu
geben wir zwei ganz verschiedene Anwendungen. In 7.4 verwenden wir fiir
endliche Korper K das kanonische Skalarprodukt auf K™, um den Dua-
len eines Codes C' < K" zu definieren. Dies liefert weitere Beispiele von
interessanten Codes und allgemeine Strukturaussagen. In 7.5 versehen wir
den Vektorraum R* mit einem indefiniten Skalarprodukt. Dies fiihrt zum
Minkowskiraum und seinen Isometrien, den Lorentz-Transformationen. Die-
se Ergebnisse wenden wir in 7.6 an, um die geometrischen Grundlagen der
speziellen Relativitdtstheorie von Einstein darzustellen. Die spezielle Re-
lativitdtstheorie von 1905 steht neben der Quantentheorie am Anfang der
groflen Revolutionen in der Physik des 20. Jahrhunderts, die die Vorstellun-
gen von Raum und Zeit grundlegend veréndert haben.

7.1 Skalarprodukte und Orthogonalitit

Definition 7.1.1 Sei K ein Koérper, a ein Automorphismus von K und V
ein K-Vektorraum.

a) Eine Abbildung (-,-) : V x V — K heifit ein a-Skalarprodukt auf V',
falls fiir alle v; € V und alle a € K gilt:
(1) (v1 +v2,v3) = (v1,v3) + (v2,v3) und
(v1,v2 +v3) = (v1,v2) + (v1,v3)
(2) (av1,v2) = a(v1,v2) und
(v1, avy) = (aa)(vy,v2).
b) Ist o = idk fiir alle a € K, so nennen wir (-, ) kurz ein Skalarprodukt
auf V.
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c) Sei K =R oder K = C und ac = ¢ fiir alle ¢ € K (also o = idg, falls
K =R). Ferner sei

(v,w) = (w,v) fir alle v,w € V.

Dann gilt (v,v) € R fiir alle v € V. Wir nennen V' semidefinit, falls
(v,v) > 0 fiir alle v € V, und definit, falls (v,v) > 0 fur alle 0 #v e V

1st.

Wir beweisen bereits hier die Ungleichung von Schwarz, die in Kapitel
8 bei der Theorie der Hilbertrdume eine zentrale Rolle spielen wird.

Satz 7.1.2 (Schwarzsche Ungleichung) Sei V' ein Vektorraum tber dem
Korper R oder C.

a) Ist (-,-) ein semidefinites Skalarprodukt auf V', so gilt fir alle v; € V
die Ungleichung
\(017U2)|2 < (v1,v1) (v2,v2).

b) Sei (-,-) sogar definit. Genau dann gilt

\(U1702)|2 = (v1,v1) (v2,v2),
wenn vy und ve linear abhdngig sind.

(v1,v2)

s o) sofort

Beweis. a) Ist (ve,v2) > 0, so folgt mit a =

0 < (v1 + ava, vy + avsy)

= (v1,v1) + a(ve,v1) + a(vy,v2) + aa(ve, ve)

N [(v1,02)]* | (01, 02)

a ( " 1) ? (02702) (Uz,vz)

(v, v1)(v2, 02) — [(v1,v2) ]
(v2,v2)

Ist (vi,v1) > 0, so betrachte man dhnlich 0 < (bvy + vg,bvy + vo) mit
b= —%. Sei schlieBlich (v1,v1) = (v2,v2) = 0. Fiir ¢ = —(v1, v2) folgt
dann

0 < (v1 + cva,v1 + cvg) = (v, v1) + ¢(v1,v2) = —2 |(vl,v2)|2,

also (v1,v2) = 0.
b) Seien zuerst v; und vy linear abhéingig, etwa v; = bvg mit b € K. Dann
ist (v1,v1) = |b]?(ve, ve) und

[(v1,v2)[* = [b(v2,v2)|* = [b]* (v2,v2)? = (v1,v1) (v2, v2).
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Sei umgekehrt
[(v1,v2)[* = (v1,01) (v2,v2).

Ist v = 0, so sind v; und wvs trivialerweise linear abhingig. Ist vo # 0, so

folgt mit a = — EZ;Z;; wie oben

(v1,v1) (v, v2) — [(v1,v2) |

=0.
(v2,v2)

(v1 + ave, vy + ave) =

Da (-, ) definit ist, erzwingt dies v + ave = 0. O

Beispiele 7.1.3 a) Sei V = K™. Ferner sei a ein Automorphismus von K
und (a;5) € (K),. Fir v; = (2;) und vy = (y;) setzen wir

111,1)2 g ajkx] Oéyk:
7,k=1

Offenbar ist (-, ) ein a-Skalarprodukt.
b) Wichtige Spezialfille von a) erhalten wir fiir K = R oder K = C in der

Gestalt
/Ulv U2 Z 'I‘jy‘j

Fir v = (z;) # 0 ist dann (v,v) = ijl |z;]? > 0. Also ist (-,-) definit.
Mit 7.1.2 folgt daher

n n n
D w1 < > sl
7j=1 7j=1 7j=1

c¢) Das Skalarprodukt (-,-) auf R* mit

((z5), (yj)) = x1y1 + T2y2 + T3y3 — 62x4y4

(¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum) beschreibt die Geometrie des soge-
nannten Minkowskiraums, welche der Kinematik der speziellen Relativitéts-
theorie zugrunde liegt Wir kommen darauf in 7.5 und 7.6 zuriick. Nun gibt
es Vektoren v # 0 mit (v,v) =0, etwa v = (¢,0,0,1).

Definition 7.1.4 Sei V ein Vektorraum von endlicher Dimension mit dem
a-Skalarprodukt (-, ) und sei B = [vy, ..., v,] eine Basis von V. Wir nennen

G(B) = ((vj,vk))jk=1,....n
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die Gramsche! Matriz und
D(B) = det G(B)
die Diskriminante von V zu B.

Lemma 7.1.5 Sei V' ein Vektorraum von endlicher Dimension mit dem
a-Skalarprodukt (-,-). Seien B = [v1,...,v,] und B = w1, ..., w,| Basen

von V und .
w; = Zajkvk (j=1,...,n).
k=1

a) Dann gilt G(B') = (a;;)G(B)(cai;)".
b) Ferner ist D(B') = D(B)det(a;;) a(det(a;;)). Ist insbesondere die
Diskriminante D(B) # 0 fiir eine Basis B von V', so gilt D(B’) # 0
fiir jede Basis B" von V.
Beweis. a) Es gilt

n

(wj, wy) ZaJTUT,ZakSUS = Z ajr(vr, vs)(aars).

r,s=1
Also ist (wj, wy) der (4, k)-Eintrag in (a;;)G(B)(aa;)t.
b) Dies folgt sofort aus a) wegen det(aajx)' = a(det(a;i)). O

Satz 7.1.6 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit dem a-Skalar-
produkt (-,-). Dann sind gleichwertig:

a) Aus (v,w) =0 fir allew € V folgt v = 0.
b) Fir jede Basis B von V gilt D(B) # 0.
c¢) Es gibt eine Basis B von V mit D(B) # 0.
d) Ist (w,v) =0 fir allew € V, so ist v =0.
Beweis. a) = b) Sei B = [vy,...,v,] irgendeine Basis B von V und ferner

v =3 7_, zjv; mit z; € K. Die Bedingung, daB (v, w) = 0 fiir alle w € V
gilt, ist offenbar gleichwertig mit

U Uk E .7}] U],Uk

1Jorgen Pedersen Gram (1850-1916) Dinemark. Orthogonale Funktionensysteme,
Zahlentheorie, Versicherungsmathematik. Arbeitete nur im Versicherungswesen, nie an
einer Universitéat.
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fir k = 1,...,n. Nach Voraussetzung hat dieses lineare Gleichungssystem
nur die Losung v = 0, also 1 = ... = x,, = 0. Nach 4.3.16 ist daher die
Diskriminante D(B) = det((vj,vs)) # 0.

b) = ¢) Dies ist trivial.

c¢) = d) Sei nun B = [vy,...,v,] eine Basis von V mit D(B) # 0. Sei
v = Z?:l xjv; mit (w,v) = 0 fiir alle w € V. Dies ist gleichwertig mit

n

0= (vg,v) = Z(axj) (vg,vj) firk=1,...,n.
j=1

Wegen D(B) # 0 hat dieses Gleichungssystem nur die Losung ax; = 0 fir
j=1,...,n. Somit gilt v = 0.

Durch Vertauschung von rechts und links in den Skalarprodukten erhélt
man ebenso d) = b) = a). O

Definition 7.1.7 Sei V ein Vektorraum von endlicher Dimension mit dem
a-Skalarprodukt (-,-). Gelten die Aussagen aus 7.1.6, so nennen wir V' und
(+,-) reguldr, anderenfalls singuldr.

Beispiele 7.1.8 a) Sei B = [vy,...,v,] eine Basis von V und sei (-,-) ein
a-Skalarprodukt auf V' mit

(vj,vx) = djka; und a; € K.

Dann ist D(B) = ay ...ay. Nach 7.1.6 ist V genau dann regulér, wenn alle
a; # 0 sind. Insbesondere sind die Rédume aus 7.1.3 b) und der Minkowski-
raum aus 7.1.3 ¢) reguldr.

b) Sei B = [v1, w1, ..., Unm, Wy,] eine Basis von V und (-, -) ein Skalarprodukt
auf V mit
(vj,vk) = (wj, w) =0
und
(vj, wk) = Gk = e(wg, vy)

fir alle j,k = 1,...,m, wobei stets € = 1 oder € = —1 ist. Dies liefert die
Gramsche Matrix

01

el

01
e 0
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Mit dem Késtchensatz folgt nun D(B) = (—¢)™. Also ist V regulér. Ist
e = —1, so erhalten wir fiir alle v = 3°7" | (z;v; + yjw;) € V mit z;,y; € K
sofort

m
Z 3y (vj, wy) + yjzi(w;,v;)) = 0.
Jj=1

Satz 7.1.9 SeiV ein K-Vektorraum von endlicher Dimension mit dem re-
guliren a-Skalarprodukt (- ,-). Dann gibt es zu jedem f € Hom(V, K) genau
einw €V mit f(v) = (v,w) fir alleveV.

Beweis. Fir w € V definieren wir f,, € Hom(V, K) durch f,(v) = (v, w).
Wegen

(a1 fuy + a2 fu,) (V) = a1 (v, w1) + az(v,w2) = (v, (@ ar)wr + (@™ az)ws)
ist U = {fw | w e V} ein Unterraum von Hom(V, K). Wegen
dim V' = dim Hom(V, K)

haben wir nur dimU = dim V' nachzuweisen. Sei [wq,...,w,]| eine Basis
von V. Angenommen, es gelte die Relation E?Zl ajfuw; = 0. Fiir allev € V
bedeutet dies

n

OZZajfwj(v):Z (v, wy) U,ZO[ a;)wj).
j=1

Jj=1 J=1

Wegen der Regularitét von (-,-) folgt somit Y7, (a~'a;)w; = 0, also
ap = ... = ap = 0. Dies zeigt dimU = dimV = dimHom(V, K). Die
Eindeutigkeit von w ist klar. O

Definition 7.1.10 Seien V und V' zwei K-Vektorriume mit a-Skalarpro-
dukten (-, -) und (-, -)’". Eine Abbildung A € Hom(V, V') heifit eine Isometrie
von V in V', falls

(Avl, A’Ug)/ = (1)1, 1)2)

fiir alle v1,v9 € V gilt. Ist V.=V’ und (-,-) = (-,-)’ so nennen wir A eine
Isometrie von V.

Bereits in dieser Allgemeinheit kénnen wir bemerkenswerte Aussagen
beweisen.

Satz 7.1.11 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n und dem requldrem
a-Skalarprodukt (-,-). Dann gilt:
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a) Die Isometrien von V bilden eine Gruppe.

b) Sei B = [v1,...,v,] eine Basis von V mit der Gramschen Matrix
G(B) = ((vj,vx)). Ferner sei A € End(V') mit Av; = >"7_, ajvy fir
ji=1,...,n. Genau dann ist A eine Isometrie von V, wenn

G(B) = (ajr)" G(B) (aaji).

c) Ist A eine Isometrie von V', so gilt det A a(det A) = 1. Ist insbeson-
dere o = idg, so ist det A = £1.

d) Sei a = id und A eine Isometrie von V. Ist f4 das charakteristische
Polynom von A, so gilt

Fa(w) = (—o)" det A £a ().

Ist insbesondere a ein Eigenwert von A (eventuell in einem Erweite-
rungskérper von K ), so ist auch a=! ein Eigenwert von A.

e) Sei Char K # 2. Ferner sei a = idg und A eine Isometrie von V. Ist
det A = (—1)""1, so hat A den Eigenwert 1. Ist det A = —1, so hat
A den Eigenwert —1.

Beweis. a) Ist Av =0, so folgt 0 = (Av, Aw) = (v, w) fiir allew € V. Da V
regulér ist, erhalten wir v = 0. Somit ist A ein Monomorphismus, also ein
Isomorphismus wegen dim V' < oo. Aus

(v,w) = (AA v, AA w) = (A~ 1w, A" )

folgt, daB8 auch A~' eine Isometrie von V ist. Ahnlich sieht man, da8 das
Produkt von Isometrien wieder eine Isometrie ist. Also bilden die Isometrien
von V eine Gruppe.
b) Es gilt
(Avj, Avy) = (Z QrjUr, ZaskUS) = Z arj(vr, vs)(aas),
r=1 s=1 r,s=1
und dies ist der (j, k)-Eintrag von (a,;)'G(B)(aaji). Offenbar ist A genau
dann eine Isometrie von V, falls (Av;, Avy) = (v;,vy) fiir alle j, k gilt. Dies
bedeutet
G(B) = (a;1)" G(B) (aa;y).
c) Ist A eine Isometrie von V, so gilt
det G(B) = det(a;1)" det G(B) det(aajx) = det A det G(B) a(det A).

Wegen det G(B) # 0 folgt die Behauptung.
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d) Setzen wir G = G(B), so gilt nach b), daB (ajr) = G ((a;x)") "' G ist.
Wegen det A = +1 = det A~! zeigt dies
fa(z) = det(zE — (ajx)) = det(zE — G ((ajx)") " 'G)
= det G7H(2E — (a;1)7')!G = det(zE — (aj) ™)
= det((—2)(; E — (a;x))(ajr) ")
— (—a)ndet A fa(L).
e) Sei Char K # 2. Aus d) folgt fa(1) = (—1)"det A fa(1), also fa(1) =0,

falls (—1)" det A = —1 ist. Ist det A = —1, so ist fa(—1) = —fa(—1), also
fa(=1)=0. O

Die bisherigen Aussagen, insbesondere 7.1.11, benétigen lediglich die Re-
gularitét des Skalarproduktes. Auf Vektorrdumen mit einem a-Skalarpro-
dukt fithren wir nun eine geometrische Sprechweise ein, namlich die Ortho-
gonalitét von Vektoren. (Einen Winkel zwischen Vektoren werden wir erst
in 9.1.1 unter spezielleren Voraussetzungen einfiihren.) Als schwache Anleh-
nung an geometrische Vorstellungen werden wir wenigstens verlangen, dafl
Orthogonalitédt eine symmetrische Relation ist.

Definition 7.1.12 Sei V' ein Vektorraum mit a-Skalarprodukt (-,-).

a) Folgt aus (vy,v2) = 0 stets auch (ve,v1) = 0, so nennen wir (-,-)
orthosymmetrisch.

b) Sei (-, -) orthosymmetrisch. Ist M eine Teilmenge von V', so setzen wir
M+ ={v|veV, (v,m)=0 fir alle m € M}.

Offenbar ist M+ ein Unterraum von V, selbst dann, wenn M keiner
ist. Insbesondere sagen wir, dafl v1 und vo zueinander orthogonal sind,
falls (vy,v2) = 0 gilt.

Satz 7.1.13 Sei V ein Vektorraum von endlicher Dimension mit dem re-
guldren, orthosymmetrischen a-Skalarprodukt (- ,-). Dann gilt:
a) Ist U <V, so gilt dimU+ = dimV — dimU. Ferner ist Ut =U.

b) Ist U <V und U regulir beziiglich der Einschrinkung von (-,-) auf
U, so gilt V.=U ® U~L. Ferner ist auch UL requldr.

c) FirU; <V (j =1,2) gelten

(U 4+ Uo)r =UNUS und (U NU)*T = Ut + Uyt
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Beweis. a) Sei [ug, ..., U] eine Basis von U und [vy, ..., v,] eine Basis von

V. Genau dann gilt v = Z?Zl T;vj € UL mit x; € K, wenn

(%) (v, ug) Zx] v, Uk)

fir k =1,...,m gilt. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir
(x;) mit der Matrix
A= ((vj,wr)) j=tom -

Wir zeigen, dafl die Spalten von A linear unabhéngig sind, daf alsor(4) = m
gilt:

Sei 0 = >0, ar(vj,uy) fiir j =1,...,n mit a;, € K. Da der Automor-
phismus « bijektiv ist, gibt es by € K mit ar = abg. Fir j = 1,...,n folgt

damit . .

Z (ab)(vj,up) = (vj,Zbkuk).

k=1 k=1
Da (-,-) reguldr ist, erzwingt dies Y ;- bpup = 0, also by = ... = b, =0
und somit a3 = ... = a,, = 0. Die Losungen (x1,...,x,) von (*) bilden

daher einen Unterraum von K™ der Dimension n —r(A) = n—m. Dies zeigt
dimU" =n—m=dimV — dimU

und dim U+t =dimV — dimU+ = dimV — (dimV — dim U) = dim U.
Da wegen der Orthosymmetrie, die wir bislang nicht benutzt haben, offenbar
U< U gilt, ist U+ =U.

b) Ist U reguliir, so ist U N UL = 0. Mit a) folgt dann

dim(U + Ut) = dimU 4+ dim U+ = dim V,

also V=U@®U*. Wegen U+ NU++ =UL NU =0 ist auch U~ regulir.
c¢) Aus den Definitionen folgt sofort (U + Us)*t = Ui~ N Us- Wegen a) gilt
U, = VVZ-L mit W, = UZ-L. Damit folgt
Ui NU; = Wi N W5 = (Wi + Wa)™*,

und somit

(U NU)Lt = (Wi + Wo)tt =Wy + Wy = Ut + U5
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Ist U ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums von nicht not-
wendig endlicher Dimension, so gilt U++ = U. Also gelten auch die Aussa-
gen in 7.1.13 c¢) fiir abgeschlossene Unterrdume.

Um einen Uberblick iiber alle orthosymmetrischen a-Skalarprodukte zu
geben, beweisen wir einfache Aussagen iiber Kérperautomorphismen, welche
wir mehrfach benutzen.

Satz 7.1.14 Sei K ein Kirper und o ein Automorphismus von K mit
2 .
o =idg # a.

a) Die Menge Ko ={a|a € K, aa = a} ist ein Teilkorper von K.

b) Sei Char K # 2. Dann gibt es ein 0 # ¢ € K mit ac = —c. Es gilt
2 e Ko und K = Ky ® Kyc. Insbesondere ist dimg, K = 2.

¢) Ist Char K = 2, so gibt es ein ¢ € K mit ac = ¢+ 1. Dabei ist
A+ceKyund K =Ky ® Kye.

d) Durch S(a) = a+ aa fira € K wird ein S € Homg, (K, Kg) definiert
mit Bild S = K. Dabei gilt

KernS = {a —aa | a € K}.

Ferner gibt es ein 0 # b e K mit ab+b = 0.

e) Durch N(a) = a(aa) wird ein Homomorphismus N von K* in K
definiert mit

b
Kern N ={— |be K*}.
ern {ab‘ € K*}
Ist |K| < o0, so gilt Bld N = K.

f) Ist B ein Automorphismus von K, der alle Elemente von Ky element-
weise festlafSt, so gilt § = idx oder f = a.

g) Sei |K| < oo und Char K = p. Dann gilt | K| = p®™, und es gibt genau
einen Automorphismus o von K mit o? = idyx # «, definiert durch
aa =a?" fir alea € K.

Beweis. a) Dies ist trivial.
b) Wegen o # idy gibt es ein b € K mit b — ab # 0. Setzen wir ¢ = b — ab,
so ist ¢ # 0, und wegen o? = idg erhalten wir

c+ac=b—ab+ab—a’*b=0.
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Daher gilt
a(c®) = (ac)? = ¢ € K.
Fir a € K ist
a= 1(a—l—aa) + l(a——aa)c
2 2 c
mit

1(a— aa)

1
§(a+aa)€Ko und 3 € K.

c
Daher gilt K = Kg + Kgc. Offenbar ist Ko N Kgc =0, also K = Ky @ Kyc.
c) Sei nun Char K = 2 und 0 # b — ab = b + ab. Setzen wir ¢ = S0
folgt

_b
b+ab’

e — ab _ab+b+ b e
 b4+ab b+ab b+ab '

Daher ist
a(+e)=(c+1)?+(c+1)=c*+ce K,

Ist a € K, so gilt wegen Char K = 2 weiterhin
a=(a+ (a+aa)c)+ (a+ aa)e.
Offenbar ist a + aa € K. Wegen
ala+ (a+aa)c) =aa+ (a+ aa)(c+ 1) =a+ (a + aa)c

ist auch a+ (a+aa)c € K. Dies zeigt K = Ko+ Koc. Ist a = be € KoN Kye,
so gilt
a=aa=(ab)(ac) =blc+1) =a+0b,

somit b = a = 0. Dies beweist Ky N Kgc = 0 und daher K = Ky & Kyc.
d) Offenbar ist S ein Homomorphismus von K* in K. Fiir a € K und
b e Ky gilt

S(ba) = ba + a(ba) = ba + (ab)(aa) = b(a + aa) = bS(a).

Dies zeigt S € Homg, (K, K¢). Zum Beweis von Bild S = K| reicht also der
Nachweis von S # 0. Ist Char K # 2, so gilt S(1) =1+al =1+1#0. Ist
Char K = 2, so gibt es ein a € K mit

0#a—aa=a+aa=S5(a).
Somit ist Bild S = K. Ist a = b — ab so gilt wegen o? =

S(a)=a+aa=b—ab+ a(b—ab) =0,
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also a € Kern S. Sei umgekehrt S(a) = a+aa = 0. Wegen Bild S = K| gibt
es ein ¢ € K mit ¢ + ac = 1. Damit folgt

ac — a(ac) = ac — (aa)(ac) = a(c + ac) = a.

Daher gilt
KernS ={a—aa|a € K}.
Ist a # aa und b = a — aa, so gilt b # 0 und b+ ab = 0.

e) Offenbar ist N ein Homomorphismus von K* in K;. Wegen o? = idy
gilt N(awa) = N(a) und daher

{% |be K™} < KernN.

Sei 1 = N(a) = a(aa). Ist a # —1,s0ist b=1+a # 0 und

ab=14+aa=1+a'=0a"',

also a = &. Ist a = —1 und ¢ € K mit ¢ # ac, so setzen wir b = ¢ — ac.

Dann ist
0#£ab=ac—c=—-b=a"'b.

Sei schliefllich |K| < co. Dann liefert b — —b einen Epimorphismus von K*
auf Kern N mit dem Kern K. Dies zeigt | Kern N| = |K* : Kj| und daher

| K|

Bild N| = ———— = |K{|.
| 1 ‘ |Kel‘nN’ | 0|

Wegen Bild N < Kjj folgt Bild N = K.
f) Sei 8 ein Automorphismus von K, der Ky elementweise festlaft. Ist
Char K # 2, so gilt nach b), da K = Ky @ Koc mit ¢ € Ky ist. Dar-
aus folgt
(Be)? = Be® = ¢,

Dies zeigt fc = ¢ oder fc = —¢, also f = idk oder 3 = a.

Ist Char K = 2, so gilt nach ¢), da K = K ® Koc mit ¢? + ¢ € Ky ist.
Daher ist

(Be)? + Be =2+,
und somit
0= (Bc—c)(fc—c—1).

Also ist fc = c oder Bc = ¢+ 1, und daher 8 = idi oder 8 = a.
g) Sei nun |K| < co. Wegen K = Ko ® Kqc folgt | K| = |Ko|*> = p™. Da K*
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nach 5.1.12 zyklisch ist, ist K nach 2.1.14 ¢) die einzige Untergruppe von
K* mit |[K§| = p™ — 1. Nach f) gibt es daher genau einen Automorphismus
a von K mit a? = idg # a. Offenbar tut dies o mit e = a?”, denn

Ko={alacK,d" =a}.
g

Nun kénnen wir alle orthosymmetrischen a-Skalarprodukte beschreiben.

Hauptsatz 7.1.15 (G. Birkhoff?, J. von Neumann?®) Sei V ein Vektor-
raum mit requldrem, orthosymmetrischem a-Skalarprodukt (-,-).
a) Ist a = idg, so gilt
(01,112) = (U27U1)
oder
(v1,v2) = —(vg,v1).
fiir alle v; € V.. Das Skalarprodukt ist also symmetrisch oder schief-

symmetrisch.

b) Sei a # idx und dimV > 2. Dann gilt o® = idg, und es gibt ein
be K* derart, daf$ das a-Skalarprodukt [-, -] mit [v1,ve] = b~ (v1,v2)
fiir alle v; € V' die Gleichung

[v2,v1] = afvy, V2]

erfillt. )
(Man beachte, dafs beim Ubergang von (-,-) zu [-,-| sich die Orthogo-
nalitdt nicht dndert.)

Beweis. Ist a = idg und V = Kw, so gilt
(v, yv) = zy(v,v) = (yv, 2v)

fir alle z,y € K.

Sei weiterhin dimV > 2 und 0 # vy € V. Durch die Festsetzungen
f(v) = (v,v9) und g(v) = a1 (vg, v) werden Elemente f und g in Hom(V, K)
definiert. Dazu beachte man die Gleichung

g(av) = a (v, av) = o ((aa)(vg, v)) = aa™ " (vo, v) = ag(v)

2Garrett Birkhoff (1911-1996) Harvard. Algebra, Verbandstheorie, Hydrodynamik,
Numerik.

3John von Neumann (1903-1957) Princeton. Mengenlehre, Funktionalanalysis, theo-
retische Grundlagen fiir elektronische Rechner, Spieltheorie.
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fir alle v € V und a € K. Da (-,-) orthosymmetrisch ist, ist f(v) = 0
gleichwertig mit g(v) = 0. Setzen wir W = Kern f = Kern g, so erhalten

wir V.= W @ Kv' mit f(v') # 0 # g(v'). Wegen f(v — Z;Ez,,gv’) = 0 ist
f = alvo)g mit

a(vg) = 58:; € K*. Das heif}t

(1) (v,v9) = a(vy)a™*(vg, v)
fiir alle v, vy € V. Zweimalige Anwendung dieser Gleichung liefert
(2) (v,v0) = a(ve)a™(a(v))a™?(v, vo).
Seien zuerst vg und v linear unabhéngig. Wegen 7.1.13 gilt
dim V — 2 = dim(vg, v1 )+ = dim((v) L N (v1)1),

also (vg)* # (v1)*. Seien w,u € V mit (w,v9) = 1 und u € (vo)*, aber
u & (v1)+. Wir withlen b € K so, daB

(w + bu,vy) = (w,v1) + blu,v1) = 1.
Dabei ist (w + bu,vp) = 1. Mit (2) und v = w + bu folgt dann
1 = a(vg)ata(v) = alvy)a ta(v),

und daher a(vg) = a(vy).

Sind vg und v; linear abhéngig, so gibt es wegen dimV > 2 ein v € V,
welches von vy und vy linear unabhéngig ist. Dann erhalten wir a(vg) =
a(v2) = a(vy). Somit ist a(v) = a € K* konstant. Es folgt 1 = aa~'a und
aus (2)

(v,v0) = a2 (v, vp).
Wegen K = {(v,v0) | v € V} zeigt dies a? = idx und dann a(aa) = 1.
a) Ist a = idg, so folgt a? = 1, also a = 1. Dann gilt wegen (1)

(v, v1) = a(v1, ve) fiir alle vy, vy € V.

b) Sei nun a? = idx # a. Wegen a(aa) = 1 gibt es nach 7.1.14 e) ein
b € K* mit a = 2. Definieren wir [-,] durch [v1,v2] = b~ (v1,v2), so ist
[-, ] ein reguléres, orthosymmetrisches a-Skalarprodukt mit

[v2,v1] = b~ (v, v1) = b~ taa(vy, ve) = (ab) ~ta(vy,v2)
= a(b™ (v, v2)) = afvy, va].



394

7 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Definition 7.1.16 Wir betrachten weiterhin folgende Félle von reguléren,
orthosymmetrischen a-Skalarprodukten (-, -).

(1)

Es gelte a = idg und (v,v) = 0 fir alle v € V. Fiir v1,v2 € V ist
dann
0= (Ul + V2, V1 —|—’l)2) = (’Ul,Ug) + (1)2,’01).

Also ist (-,-) schiefsymmetrisch. Wir nennen dann (-,-) symplektisch
und V einen symplektischen Vektorraum. Die Gruppe der Isometrien
von V heifit symplektische Gruppe. Wir bezeichnen sie mit Sp(V).

(Ohne Beweis: Fiir A € Sp(V) ist det A = 1. Siehe [11], S. 531-532.)
Ist @ = idx und Char K # 2, so betrachten wir symmetrische Skalar-
produkte (-,-) mit

(v1,v2) = (vg,vy) fiir alle v; € V.

Fiir Char K = 2 schlieflen wir jedoch symmetrische, nicht symplek-
tische Skalarprodukte ausdriicklich aus. Dies hat mehrfache Griinde;
einige finden sich in 7.3.2 und 7.3.12.

(Im Fall Char K = 2 betrachtet man stattdessen sogenannte quadra-
tische Formen, auf die wir nicht eingehen; siehe [5], Chap. IX, X.) Die
Gruppe der Isometrien von V nennen wir die orthogonale Gruppe und
bezeichnen sie mit O(V'). Wir nennen

SO(V) = {G | G € O(V), det G = 1}

die spezielle orthogonale Gruppe.

Ist a® = idg # o und
(v1,v2) = a(ve,vq) fiir alle vy, vy €V,

so nennen wir (-, -) unitdrund V einen unitdren Vektorraum. Die Grup-
pe der Isometrien von V' bezeichnen wir mit U(V') und nennen sie die
unitire Gruppe. Wir nennen

SUV) = {G | G € U(V),det G = 1}

die spezielle unitire Gruppe.

Liegt einer der drei Fille vor, so nennen wir V' einen klassischen Vektorraum,
das zugehorige Skalarprodukt ein klassisches Skalarprodukt und die Gruppe
der Isometrien eine klassische Gruppe.
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Wir erwihnen, dafl es Automorphismen o von C gibt mit o? = idc #
a und aR # R. Alle solchen « sind unstetig. Im Fall von unitiren C-
Vektorrdumen interessieren wir uns nur fiir den Fall ac = €. Fiir endliche
Korper K gibt es nach 7.1.14 g) hochstens einen Automorphismus « von K
mit o? = idg # a.

Ist a ein Automorphismus von C von endlicher Ordnung, so gilt Ord a <
2. (Siehe [15], S. 10.)

Aufgabe 7.1.1 Sei (-,-) ein orthosymmetrisches a-Skalarprodukt auf V'
und W ein Unterraum von V.

a) Genau dann wird durch
[v1 + W, vz + W] = (v1, v2)
ein a-Skalarprodukt [-, -] auf V/W definiert, wenn W < V= ist.
b) Genau dann ist [-,-] regulir, wenn W = V- gilt.
Aufgabe 7.1.2 Sei (-,-) ein semidefinites Skalarprodukt auf dem Vektor-
raum V.
a) Dann ist U = {v |v € V| (v,v) = 0} ein Unterraum von V.

b) Die Festsetzung
[v1 + U, v2 + U] = (v1,v2)

ist wohldefiniert und liefert ein definites Skalarprodukt [-, -] auf V/U.

Hinweis zu a): Man benutze die Schwarzsche Ungleichung.

Aufgabe 7.1.3 Auf dem K-Vektorraum (K), der Matrizen wird durch
(A, B) = Sp AB ein regulidres, symmetrisches Skalarprodukt definiert mit
(AB,C) = (A,BC) fur alle A, B,C € (K),.

Aufgabe 7.1.4 Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n mit regulérem,
orthosymmetrischem a-Skalarprodukt (-,-). Sei U < V mit dimU =n — 1
und A # E eine Isometrie von V mit Au = u fiir alle u € U.

a) Sei (-, -) symplektisch. Dann gibt es ein 0 # w € U mit U+ = (w) < U.
Man zeige:
Av —v € U™ fiir alle v € V. Ferner gibt es ein ¢ € K* mit

Av = v + ¢(v,w)w fiir alle v € V.

Dabei ist det A = 1.
(A heifit eine symplektische Transvektion.)
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b) Sei (-,-) symmetrisch, Char K # 2 und U regulir. Dann ist Ut = (w)
mit (w,w) # 0. Es gilt Aw = —w und allgemein
2(v,w)

AV =0 )

w fir alle v e V.

Dabei ist det A = —1.
(A heifit die orthogonale Spiegelung an U.)

c) Sei (-,-) symmetrisch, Char K # 2 und U singulér. Dann ist U+ < U
und Av—v € U fiir alle v € V. Daraus folgere man A = FE, entgegen
der Voraussetzung.

d) Sei (-,-) unitédr und U regulir. Dann ist U+ = (w) mit (w,w) # 0 und
Aw = aw mit a(aa) =1 # a.

(A heiBt eine unitdre Spiegelung.)
e) Sei schliefllich (-,-) unitir und U singulir. Dann ist U+ = (w) mit
(w,w) = 0. Es gilt
Av=v+ ¢(v,w)w fiir allev € V

mit ¢ € K* und ¢+ ac = 0.
(A heifit eine unitire Transvektion.)

Aufgabe 7.1.5 Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n. Wie in 4.5 bil-
den wir die Graimann-Algebra

G\V)= Srcm Koy
mit M = {1,...,n}.
a) Auf G(V) sei ein Skalarprodukt (-,-) definiert durch
ab = (a,b)vpr + Z cjuy.
|J|<n

Dann ist (-,-) reguldr, und es gilt (ab,c) = (a,bc) fiir alle Elemente
a,b,c e G(V).
b) Es gilt
_ 0 fiir J #1
(vr,00) = {il fiir J =1,

wobei I das Komplement von I in M ist.
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c¢) Ist n ungerade, so ist (-,-) symmetrisch.

d) Ist n gerade und Char K # 2, so ist (-,-) nicht einmal orthosymme-
trisch.

Hinweis zu c): Man verwende vjv; = (—1)|I| Ty vy,

Aufgabe 7.1.6 Sei K ein Korper mit Char K = 2 und V ein K-Vektorraum
mit symmetrischem Skalarprodukt (-,-). Sei [v1,...,v,] eine Basis von V
mit (’Ui, Uj) = (51]

a) V ist regulér.

b) Die Menge U = {v | v € V, (v,v) = 0} ist ein Unterraum von V mit
dim U = n — 1. Insbesondere wird V nicht von isotropen Vektoren
erzeugt. (Man vergleiche mit Aufgabe 7.3.10.)

c) Es gilt dim U+ = 1. Man gebe U+ an.

d) Ist K = K2, so gibt es fiir jedes a € K Vektoren v mit (v,v) = a.
Ist |K| = q endlich, so gibt es fiir jedes a € K genau ¢"~! Vektoren
v eV mit (v,v) = a.
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7.2 Orthogonale Zerlegungen

Definition 7.2.1 Sei V ein Vektorraum mit orthosymmetrischem a-Skalar-
produkt (-, ).

a) Ein Vektor v € V heifit isotrop, falls (v,v) =0 gilt.

b) Ein Unterraum U < V heiit isotrop, falls (u1,u2) = 0 fir alle u; € U
gilt.

c) Gilt V = U; @ Uy mit (u1,u2) = 0 fur alle u; € Uj, so schreiben wir
V = U; L Us und nennen dies eine orthogonale Zerlegung von V.

Lemma 7.2.2 Sei V' ein K-Vektorraum mit dem «-Skalarprodukt (-,-).
Dieses sei unitir oder symmetrisch, im zweiten Fall jedoch Char K # 2.
Gilt (v,v) =0 fiir alle v € V, so ist V isotrop.

Beweis. Ist V nicht isotrop, so gibt es vy, v € V mit (vy,v2) = (ve,v1) = 1.
Fiir alle a € K gilt dann

0 = (v1 + ave,v1 + avs) = a + aa.

Ist Char K # 2, so folgt fiir a = 1 ein Widerspruch. Ist Char K = 2, so ist
(+,-) unitér, also o # id. Dann gibt es ein a € K mit 0 # a —aa = a+ aa,
im Widerspruch zu a + aa = 0. Also ist V' doch isotrop. O

Satz 7.2.3 Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dem «-Ska-
larprodukt (-,-). Dabei sei (-,-) unitir oder symmetrisch, im zweiten Fall
jedoch Char K # 2. Dann gibt es eine sog. Orthogonalbasis B = [v1, ..., v,]
von V. mit (vj,v) = 0 fiir j # k. Setzen wir a; = (vj,v;), so gilt a; = aa;

und . . .
O v, > i) =D ajai(ay;).
j=1 j=1 j=1

Genau dann ist (-,-) requlir, falls ay ...a, # 0 ist.

Beweis. Ist V isotrop, so ist nichts zu beweisen. Anderenfalls gibt es nach
7.2.2 ein v; € V mit (v1,v1) = a1 = aa; # 0. Dann ist (v;) reguldr und
V = (v1) L (v1)*. GemisB einer Induktionsannahme hat (v;)+ eine Ortho-
gonalbasis [va, . .., v,]. Die restlichen Aussagen sind dann trivial. ad

Satz 7.2.3 gilt auch fiir Char K = 2, falls (-, -) symmetrisch, jedoch nicht
symplektisch ist. Dies verlangt einen etwas anderen Beweis, da sich die Vor-
aussetzungen nicht immer auf Unterrdume vererben (sieche Aufgabe 7.2.1).



7.2 Orthogonale Zerlegungen 399

Die a; in 7.2.3 sind keineswegs eindeutig bestimmt. Sie héngen von der
Basis B ab. Immerhin ist D(B) = ay ...a, nach 7.1.5 b) bis auf Faktoren
aus K*2 bzw. N(K*) eindeutig bestimmt. Fiir allgemeine Kérper K ist keine
abschlieflende Aussage bekannt. Fiir die Kérper R, C und endliche Kérper
geben wir in den folgenden Satzen jedoch abschlieende Aussagen.

Satz 7.2.4 Sei V ein K-Vektorraum von endlicher Dimension.

a) Sei'V ein R-Vektorraum mit requlirem, symmetrischem Skalarprodukt
(+,-). Dann gibt es eine Orthogonalbasis [v1,...,v,] von V mit

(vi,v;) =0 fir i # j und (vi,v;) € {1, —1}.

b) SeiV ein C-Vektorraum mit reguldrem, symmetrischem Skalarprodukt
(+,-). Dann gibt es eine sogenannte Orthonormalbasis [vy, ..., v,] von
V mit (/Ui,l)j) = 51]

c) Sei V' ein C-Vektorraum mit requldrem, unitirem o-Skalarprodukt
(+,+) zu dem Automorphismus o von C mit ac = €. Dann gibt es
eine Orthogonalbasis [v1, . ..,v,] von V mit

(vi,v5) =0 fir i@ # j und (v;,v;) € {1, -1}

(Daf$ die Anzahl der v; mit (v;,v;) = 1 in b) und c¢) unabhingig von der
Basis ist, werden wir erst in 7.53.14 sehen.)

Beweis. Nach 7.2.3 gilt V' = (vy) L ... L (v,) mit (v;,v;) = a; # 0. Fiir
0 # bj € K ist

(ijjy bjl)j) = bj(()ébj)@j.
a) Ist K = R, so kénnen wir die b; so wihlen, da§ b%a; € {1, —1}.

b) Ist K = Cund (-, -) symmetrisch, so kénnen wir sogar b3a; = 1 erreichen.
c) Sei K = C und (-,-) unitdr. Dann gilt

aj = (vj,v;) = (vj,v;) =a; € R.

Da {bb | b € C*} die Menge aller positiven reellen Zahlen ist, kénnen wir b;
so bestimmen, da8 b;bja; € {1, —1} ist. 0

Satz 7.2.5 Sei K ein endlicher Korper und V ein n-dimensionaler Vek-
torraum iber K mit requldrem, orthosymmetrischem a-Skalarprodukt (-, -).
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a) Sei Char K # 2 und sei (-,-) symmetrisch. Nach Satz 2.5.4 gilt nun
|K* : K*?| = 2, also K* = K*?> U K*?c mit ¢ ¢ K*2. Dann gibt es
eine Orthogonalbasis [v1, ..., v,] von V mit

(vi,vj) =0 firi#j
(Ui,Ui) =1 furl <i<n
(Un,vn) =1 oder =c

b) Sei (-,-) unitir. Dann gibt es eine Orthonormalbasis [vy, ..., v,] von
V mit (vi,vj) = 0; firi=1,...,n.

Beweis. a) Nach 7.2.3 gilt V = (w1) L ... L (w,) mit (wj,w;) = a; # 0.
Nach 2.5.4 gibt es Elemente x1,22 € K mit alx% + agm% =1. Sein > 2.
Setzen wir v; = xjw; + Tawse, so ist (vi,v1) = 1. Wiederholte Anwendung
dieses Schlusses zeigt

V= <1}1> ... L <1}n>
mit (v;,v;) = 1 fir 1 < j < n — 1. Durch Ersetzung von v, durch bv,
konnen wir schlielich erreichen, da8l (v,,v,) € {1, c} ist.
b) Nun ist nach 7.2.3

V=(w)L...L(wy)

mit (w;,w;) = aj = aaj # 0. Nach 7.1.14 e) gibt es daher b; € K* mit
(bjw;, bjw;) = bj(abj)a; = 1.
Setzen wir v; = bjwj, so ist (v;,v;) = 1. O

Man beachte, daf§ die Aussage in 7.2.5 b) einfacher ist als in a), obwohl
in b) auch Char K = 2 zugelassen ist, in a) jedoch nicht.

Aufgabe 7.2.1 Sei Char K = 2 und sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum
mit regulédrem, symmetrischem Skalarprodukt (-,-). Man zeige:

Ist (-,-) nicht symplektisch, so gibt es eine Orthogonalbasis [vy, ..., v,] von
V.

Hilfe: Man wéahle vy, ..., v, als Menge von linear unabhéngigen Vektoren
mit

(vj,vr) =0 fiir j #k
(vj,v5) = a; # 0
mit maximalem m. Dann gilt m > 1 und

V=(un)l...L{vy,) LW

Ist W # 0, so gibt es wi, ws € W mit (w1, wz) =1 und (wj,w;) = 0. Man
betrachte nun vy, = vy, + w1 und vy, | = Uy — Ay Wws.
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7.3 Die Siatze von Witt

Die Biicher von E. Artin* [1] und J. Dieudonné® [6] haben dem Studium
klassischer Vektorrdume und ihrer Isometriegruppen wesentliche geometri-
sche Impulse gegeben. Da die meisten endlichen einfachen Gruppen Isome-
triegruppen von klassischen Vektorrdumen iiber endlichen Kérpern sind, ist
das Interesse an diesen Gruppen besonders grof3. In diesem Abschnitt geben
wir eine Einfiithrung in diese Fragen.

Lemma 7.3.1 Sei V' ein Vektorraum tiber K mit requldrem, klassischem
Skalarprodukt (-,-). Es gebe ein 0 # vy € V. mit (v1,v1) = 0. Dann gibt es
ein vy € V- mit (v1,v2) =1 und (ve,v2) = 0. Dabei gilt

V = <’U1,’U2> 1 <1)1,’U2>L

Beweis. Da V' regulér ist, gibt es ein w € V mit (vy,w) = 1. Wegen
(v1,v1) = 0 sind v; und w linear unabhéngig. Ist (-,-) symplektisch, so
gilt (w,w) = 0, und wir setzen vo = w. In den anderen Fillen gilt dann
(v1,w) =1 = (w,vy1). Setzen wir vy = avy +w mit a € K, so ist (vy,v3) =1
und

(v2,v2) = a + aa + (w,w).

Ist (-,-) symmetrisch und Char K # 2, so kénnen wir a so wihlen, dafl
(v2,v2) = 2a + (w,w) = 0.

Ist (-,-) unitédr, so gilt (w,w) = a(w,w). Daher gibt es nach 7.1.14 d) ein
a € K mit a4+ aa + (w,w) = 0. Da (v1,vs) regulér ist, gilt die behauptete
Zerlegung von V. a

Bemerkung 7.3.2 Ist Char K = 2 und (-, -) symmetrisch, aber nicht sym-
plektisch, so gilt 7.3.1 nicht:

Wir wihlen dazu V' = (vy,v2) mit dim V' = 2. Ein reguléres, symmetrisches
Skalarprodukt (-,-) wird dann definiert durch

(x1v1 + T2v2, Y101 + Y2v2) = T1Y2 + Tay1 + Taye.
Offenbar ist (vq,v1) = 0, aber

(z1v1 + Zova, L1071 + Tovy) = 25 # 0 fiir alle x5 # 0.

4Emil Artin (1898-1962) Hamburg, Notre Dame, Bloomington, Princeton. Kérpertheo-
rie, Ringtheorie, Gruppentheorie, Klassenkérpertheorie, geometrische Algebra.

5Jean Alexandre Eugéne Dieudonné (1906-1992) Nancy, Sao Paulo, Michigan, Paris,
Nizza. Mitbegriinder der Bourbaki-Gruppe. Analysis, Topologie, algebraische Geometrie,
Invariantentheorie, klassische Gruppen, Geschichte der Mathematik.
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Dieser Sachverhalt ist der Grund dafiir, dafl die meisten Sitze dieses
Abschnittes bei symmetrischen Skalarprodukten in Charakteristik 2 nicht
gelten, siehe auch Beispiel 7.3.12.

Definition 7.3.3 Sei V ein K-Vektorraum mit a-Skalarprodukt (-, -).

a) Sei H = (vy,v2) < V mit (v1,v1) = (v2,v2) = 0 und (vy,v2) = 1.
Dabei sei (-,-) ein klassisches Skalarprodukt. Dann nennen wir H
eine hyperbolische Ebene und vy, vs ein hyperbolisches Paar. Offenbar
ist H regulédr und dim H = 2.

b) Sei (-, -) ein klassisches Skalarprodukt auf V. Gilt V.= Hy; L ... L H,,
mit hyperbolischen Ebenen H, so heifit V' ein hyperbolischer Raum.

c¢) Ein Vektorraum V mit orthosymmetrischem Skalarprodukt (-, -) heifit
anisotrop, falls (v,v) # 0 fiir alle 0 # v € V gilt.

Lemma 7.3.4 Sei V ein Vektorraum diber K mit requldrem, klassischem
Skalarprodukt (-,-). Ferner sei U = (uq,...,un) ein isotroper Unterraum
von V mit dimU = m. Dann gibt es vy,...,v,, € V mit

(vj,ve) =0 wund (uj,vg) =06, firj k=1,...,m.

Daher gilt
V={(up,v1) L ... L (Upm,vm) LW

mit hyperbolischen Ebenen (uj,v;) und geeignetem W . Insbesondere ist also
2dimU < V.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach m. Die Induk-
tionsbasis ist durch 7.3.1 gesichert. Wir setzen Uy = (uq,...,Un—1). Dann
gilt Uy < U, also UL < Uy-. Daher gibt es ein w € Us- mit w € U™, also
(uj,w) =0%# (um,w) fiir j =1,...,m—1. Sei H = (U, w). Die Gramsche
Matrix zur Basis [u,,, w] von H ist

0 (Um,w)

(W, Up,) (W, w)
Wegen (w, u,,) # 0 ist H regulér. Nach 7.3.1 gibt es daher ein v, € H mit
(U, V) = 1 und (v, vy,) = 0. Also ist H eine hyperbolische Ebene und

H < Uy . Dies zeigt H- > U+ = U. Da H* regulir ist, gibt es nach
Induktionsannahme vy, ..., Vm_1 € H+ mit

(vj,vk) = 0 und (u;,vg) = ;i
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fir j,k=1,...,m — 1. Dabei gilt
H* = (up,v1) L ..o L (Ume1,Vm-1) L W
mit geeignetem W. Wegen V = H 1 H* folgt schliefllich die Behauptung
V= (u,v1) L ... L (Upm,vm) LW

O

Hauptsatz 7.3.5 (E. Witt) Sei V ein K-Vektorraum mit requldrem, klas-
sischem Skalarprodukt (- ,-).

a) Sei U ein mazimaler isotroper Unterraum von V, d.h. ein isotroper
Unterraum, der in keinem isotropen Unterraum von V echt enthalten
ist. Ist [uq, ..., um] eine Basis von U, so gilt

V=(u,v1) L ... L {um,vm) LV
mit hyperbolischen Paaren uj,v; und einem anisotropen Unterraum
Vo. Insbesondere ist 2 dimU < dim V.

b) Sei
V = <U17U1> J_ J_ <um7/Um> J— ‘/0

mit hyperbolischen Paaren uj,v; und anisotropem Vy. Dann ist
(U1, ..., Up) ein mazimaler isotroper Unterraum von V.

Beweis. a) Die Anwendung von Lemma 7.3.4 liefert
V = <U,1,1)1> ... L (um,vm> 1 ‘/0

mit hyperbolischen Paaren u;,v;. Angenommen, Vj enthalte einen isotropen
Vektor w # 0. Wegen (u;,w) = 0 fur j = 1,...,m ist dann U L (w)
isotrop und echt gréfler als U. Dies widerspricht jedoch der Wahl von U als
maximaler isotroper Unterraum. Somit ist Vj anisotrop.

b) Sei w = Z;.nzl(wjuj +y;v;) +wo mit wy € Vy derart, daBl (uq, ..., U, w)
isotrop ist. Dann gelten

0= (uj,w)=ay; (G=1,...,m)

und
0 = (w,w) = (wp, wg).

Da V} anisotrop ist, folgt wg = 0, also w € (uy, ..., Up). Somit ist (u, ..., upy)
maximal isotrop. O
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Daf} die Zahl m und der Isometrietyp von Vy durch V eindeutig bestimmt
sind, werden wir in 7.3.10 beweisen.

Hauptsatz 7.3.5 fithrt die Untersuchung von V' zuriick auf die Untersu-
chung des anisotropen Raumes Vj. Hier beginnt die eigentliche Arbeit. Ist
V' symplektisch, so ist Vy = 0, und wir erhalten in 7.3.6 ein abschlielendes
Resultat, welches nicht vom Korper abhéngt. Fiir Vektorrdaume mit symme-
trischem oder unitdrem Skalarprodukt kennt man nur fiir spezielle Kérper
abschlielende Resultate. Solche geben wir fiir R, C und endliche Korper in
den Sdtzen 7.3.13 bis 7.3.16 an.

Satz 7.3.6 Sei V' ein requldrer, symplektischer Vektorraum.

a) Es gilt V.=Hy L ... L Hy,, mit hyperbolischen Ebenen H;. Insbeson-
dere ist dim V' = 2m gerade. Ist uj,v; ein hyperbolisches Paar in H;,
50 ist (U1, ..., Um,V1,...,Vm] eine Basis von V, und es gilt

m

m m
(zjuj + y;v5), E : ziuj + y;v;)) § : T3y — T5Y;5)-

b) Sind V und V' reguldre, symplektische K -Vektorriume derselben Di-
mension, so gibt es eine Isometrie von V auf V.

¢) Alle mazimalen isotropen Unterrdume von V- haben dieselbe Dimensi-
on %dim V. Ist U ein maximaler isotroper Unterraum von V', so gibt
es einen mazimalen isotropen Unterraum U’ von V mit V. =U @& U’.

Beweis. a) Nach 7.3.5 gilt V. = H; L ...H,, L Vy mit hyperbolischen
Ebenen H; und anisotropem V. Da V' symplektisch ist, folgt Vy = 0. Die
restliche Aussage unter a) ergibt sich unmittelbar.
b) Sei gemésf a)

V=(up,v1) L... L (Upm,Vm)

und
V= (uf,vy) L. L{ul,,v)

m’ ¥m

mit hyperbolischen Paaren u;,v; und u],vj Dann wird durch

Auj:u; und Avj:v; (j=1,...,m)

eine Isometrie von V auf V' definiert.
c¢) Dies folgt aus 7.3.5. O
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Hauptsatz 7.3.7 (E. Witt) Sei V' ein K-Vektorraum mit requldrem, klas-
sischem Skalarprodukt (-,-). Seien Uy und Uy Unterrdume von V und sei
G eine Isometrie von Uy auf Us. Dann gibt es eine Isometrie H von V' auf
sich mit Hu = Gu fiir alle u € Uy.

Den Beweis von 7.3.7 bereiten wir durch einen Hilfssatz vor.

Lemma 7.3.8 Sei V' ein K-Vektorraum mit reguldrem «-Skalarprodukt.
Dabei sei entweder (-,-) symmetrisch und Char K # 2 oder (-,-) unitdr.
Seien v,w € V mit (v,v) = (w,w) # 0. Dann gibt es eine Isometrie H von
V mit Hv = w.

Bewetrs. Wir unterscheiden drei Fille.
Fall 1: Sei w = av mit a € K*. Nach Voraussetzung ist

(v,v) = (w,w) = a(aa)(v,v),
also a(aa) = 1. Wir definieren eine Abbildung H von V' durch

Hv=av und Hu=wu fir alleu € (v)*.

Offenbar ist H eine Isometrie von V mit Hv = w.
Fall 2: Sei W = (v, w) ein regulérer Unterraum der Dimension 2. Ist G eine
Isometrie von W mit Gv = w, so definieren wir eine Isometrie H von V
durch

Hu=Gu firueW und

Hu' =4 fir v e Wt.

Also kénnen wir im Beweis weiterhin V' = (v, w) annehmen. Angenommen

es wire (v —w)* = (v). Dann wiirde folgen

0= (v,v—w)=(v,v) — (v,w) = (w,w) — (v,w) = (w—v,w).

Dann wére aber
(v) = (v—w)" =

w),
entgegen dim (v, w) = 2. Also ist (v — w)t # (v) und ebenso gilt auch
(v —w)t # (w). Sei (v —w)t = (u). Dann ist

V= (v,w) = (v,u) = (w,u).

Wegen (v,u) = (w,u) wird durch Hu = u, Hv = w eine Isometrie H von
V' definiert.
Fall 3: Sei schlielich dim (v, w) = 2, aber U = (v, w) nicht regulér. Sei

U= (v) L{t)=(w) L)
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mit
(v,t) = (w,t) = (t,t) = 0.
Nach 7.3.1 gibt es im reguliren Raum (v)® ein hyperbolisches Paar t, .

Wir setzen
W = (t,t') L (v) = (v,w) ® ().

Dann ist W regulir, dim W =3 und V = W L W+. Wie im Fall 2 kénnen
wir V' = W annehmen. Nun gilt V' = (¢,¢') L (v). Der regulire Vektorraum
(w)* enthilt den isotropen Vektor ¢, daher nach 7.3.1 ein hyperbolisches
Paar t,t"”. Also gilt auch V = (¢,t”) L (w). Nun wird durch

Ht=t Ht =t' Hv=w
eine Isometrie von V definiert. O

7.3.9 Beweis von 7.3.7
a) Sei V' symplektisch und U reguldr. Dann ist auch U, = GU; regulir.
Also gilt

V=U LU =U, LU .

Wegen dim Uit = dim Us- und der Regularitit von UjL (j = 1,2) gibt es
nach 7.3.6 b) eine Isometrie I von Ui~ auf Us-. Dann ist H mit

Hu+vu') =Gu+ I

fiir w € Uy und v’ € Uf- eine Isometrie von V mit Hu = Gu fiir alle u € U;.
b) Sei nun das Skalarprodukt symmetrisch (und dann Char K # 2) oder
unitdr. Fiir reguléres Uy beweisen wir die Behauptung durch Induktion nach
dim U;. Dabei wird die Induktionsbasis fiir dim U; = 1 durch Lemma 7.3.8
geliefert. Nach 7.2.3 besitzt U; eine Orthogonalbasis [uq, ..., u,]. Setzen
wir Gu; = u} fiir j = 1,...,m, so gilt

0 # (uj,u;) = (Guj, Guj) = (u},uj).

377

Nach Lemma 7.3.8 gibt es eine Isometrie A von V mit Au,, = u],. Nun
sind (Auq, ..., Aty 1) und (u},...,u’, ) regulire Unterrdume von (u’ )+,
und die Abbildung D mit DAu; = u; = Gu,; liefert eine Isometrie. Nach
Induktionsannahme gibt es daher eine Isometrie B von (u/,)* mit BAu; =
ug fir j =1,...,m—1. Wir setzen B zu einer Isometrie C von V fort durch

1 /

m*

Cu = Bu fiir u € (u,,)~ und Cu,, =u

Dann gilt
CAuj = BAu; :u; =Gu; firj <m-—1
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und
CAuy, = Cul, = ul, = Gup,.

Somit ist C'A eine Fortsetzung von G auf V.

c¢) Nun liege der allgemeine Fall vor. Sei Uy = R L T mit R =U{- NU; =
(U1, Up). Ist t € TNT, so folgt t € Uy NUf = R, also t = 0. Somit ist
T regulir. Nach Lemma 7.3.4 gibt es v; € T+ (j = 1,...,m) mit

Ui+ (v1, ..., 0m) = (u1,v1) L ..o L (U, 0) LT

und hyperbolischen Paaren u;,v;. Entsprechend gibt es hyperbolische Paare
Guj,v; (j =1,...,m) aus (GT)* mit
U+ (v, ...,v ) = (Guy,vi) L ... L (Gup,vl,) L GT.

Dann ist A mit

Auj = Guj, Av; = v;, At=GtfurteT

eine Isometrie des regulidren Raumes Uy + (v1, . .., vy, ) auf Us+ (v], ..., 0).),
welche G fortsetzt. Nach a) bzw. b) lafit sich A zu einer Isometrie von V/
fortsetzen. O

Hauptsatz 7.3.7 gestattet mehrere wichtige Folgerungen.

Satz 7.3.10 Sei V' ein klassischer requlirer Vektorraum.

a) Alle mazimalen isotropen Unterrdume von V' haben dieselbe Dimen-
S10M.

b) Sei V=U, LU+ =Us L Us. Gibt es eine Isometrie von Uy auf Us,
s0 gibt es auch eine Isometrie von Ui~ auf Us-.

c) Sei gemdfl 7.5.5
V=H L. . LH,lVo=H L. LH LV

mit hyperbolischen Ebenen Hj,Hj‘ und anisotropen Vo, V. Dann gilt
m =n, und es gibt eine Isometrie von Vo auf V.

d) Sei U ein isotroper Unterraum von V. Ist A € GL(U), so gibt es eine
Isometrie B von V mit Bu = Au fiir alle w € U.

e) Sind v,w isotrope Vektoren in V, so gibt es eine Isometrie G von V
mit Gv = w.
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Beweis. a) Seien U; und Us; maximale isotrope Unterrdume von V' und et-
wa dim U; < dim Us. Sei G eine injektive lineare Abbildung von U; in Us.
Wegen der Isotropie von U; und U, ist G eine Isometrie von Uy auf GU;.
Nach 7.3.7 gibt es eine Isometrie H von V in sich mit HU; = GU; < Us.
Da auch HU; maximal isotrop ist, folgt HU; = Us, also dim U; = dim Us.
b) Ist G eine Isometrie von U; auf Us, so gestattet G eine Fortsetzung zu
einer Isometrie H von V. Dann folgt HU{- = (HU,)*+ = Us-.

c) Geméaf 7.3.5 b) hat V' maximale isotrope Unterrdume der Dimensionen
m und n. Nach a) gilt daher n = m. Offenbar gibt es eine Isometrie von
Hy L ...1L H,auf H L ... L H/ . Nachb) gibt es daher auch eine
Isometrie von V) auf V(.

d) Dies folgt aus 7.3.7, da jede lineare Abbildung von U auf sich eine Iso-
metrie von U ist.

e) Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus 7.3.7. O

Definition 7.3.11 Sei V ein regulédrer klassischer Vektorraum. Wir be-
zeichnen mit ind V' die Dimension der maximalen isotropen Unterrdume
von V und nennen ind V' den Index von V.

Beispiel 7.3.12 Sei K ein Koérper mit Char K = 2 und |K| > 2. Sei
V = (v1,v2) ein K-Vektorraum der Dimension 2 mit symmetrischem Ska-
larprodukt (-,-) und

(vl,vl) = (Ul,vg) = (Ug,vl) = 1, (2}2,2)2) =0.

Wegen |K| > 2 gibt es ein a € K* mit a # 1. Wegen (ve,v2) = 0 ist G
mit Guy = avy eine Isometrie von (ve). Ist H eine Isometrie von V' mit
Hvy = Gug = avg und Hvy = buy + cvg, so gelten

1= (v1,v2) = (Hvy, Huy) = ab

und
1= (vi,v1) = (Hvy, Hvy) = b2 + 2bc = V2.

Wegen Char K = 2 folgt b = 1, dann aber auch a = 1, entgegen der An-
nahme a # 1. Also gestattet G keine Fortsetzung zu einer Isometrie von

V.

Beispiel 7.3.12 zeigt deutlich, warum in Charakteristik 2 Vektorrdume
mit symmetrischem Skalarprodukt eine Sonderrolle spielen.
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Satz 7.3.13 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R oder C mit
requlirem, symmetrischem oder unitirem Skalarprodukt (-,-). Sei gemdf
7.3.5

V=H1...LH, L1V

mit hyperbolischen Ebenen H; und anisotropem Vj.
a) Ist V ein C-Vektorraum und (-,-) symmetrisch, so gilt dim Vy < 1.

b) Sei V' ein R-Vektorraum mit symmetrischem Skalarprodukt oder ein
C-Vektorraum mit unitirem a-Skalarprodukt zu dem Automorphismus

a von C mit ac = C. Dann hat Vy eine Orthogonalbasis [vy, ..., v,]
mit (vj,v;) =1 fir alle j = 1,...,r oder (vj,v;) = —1 fiir alle j =
1,...,7

Beweis. Nach 7.2.4 hat V{ eine Orthogonalbasis [v1, ..., v,] mit

(vj,vj) =1 fiir j <s, und
(Uj,Uj) =—1fiirs+1 S] <r,

wobei 0 < s < r.
a) Ist V ein Vektorraum iiber C, so gilt s = r. Wére r > 2, so wére

(v1 + vg,v1 +ive) = 1 +i? = 0.

Also gilt r < 1.
b) Wére 1 < s < r, so wire

(V1 = Vst1,v1 — Vsy1) = (v1,01) + (Vs41,Vs41) = 0,
ein Widerspruch. Also gilt s =0 oder s = r. O

Die Verbindung zwischen 7.2.4 und 7.3.13 stellt der folgende Satz her.

Satz 7.3.14 Sei V' ein R-Vektorraum mit requldrem, symmetrischem Ska-
larprodukt oder ein C-Vektorraum mit requldrem, unitdrem o-Skalarprodukt
und ac =¢. Sei [v1,...,v,] gemdf$ 7.2.4 eine Orthogonalbasis von V' mit

(vj,v;) =1 firj <s, und
(vj,vj) =—1 firs+1<j<n.

a) Dann gilt ind V' = min{s,n — s}.
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b) (Trigheitssatz von SylvesterS) Die Zahl s ist die mazimale Dimension
von Unterrdumen W mit (w,w) > 0 fir alle 0 # w € W. Insbesondere
ist s fir jede Orthogonalbasis w1, ..., wy,| von V die Anzahl der w;
mit (w;,w;) > 0. Wir nennen
(1,...,1,-1,...,-1)
—— ————
S n—s
die Signatur von V.
Beweis. a) Sei k = min{s,n — s}. Wegen
(Uj + Vs+75,Uj + Us+j) =0

und
(0j + Vs, 0j = Vspj) = 2

fir j <k ist H; = (vj,vs4,) eine hyperbolische Ebene. Es folgt
V=H L..LH LV,

wobei V) eine Orthogonalbasis aus einigen v; hat, und alle (v;,v;) sind
gleich, nédmlich 1 oder —1. Somit ist Vy anisotrop, also k der Index des
Vektorraums V.

b) Ist 0 # w € (v1,...,vs), so gilt (w,w) > 0. Ist W ein Unterraum von V'
mit (w,w) > 0 fiir alle 0 # w € W, so gilt

Wﬂ<1)5+1,...,vn> =0.

Daher ist dim W < s. Somit ist s fiir jede Orthogonalbasis [wy, ..., w,] von
V' die Anzahl der w; mit (w;,w;) > 0. 0

Lemma 7.3.15 Sei K ein endlicher Korper und V' ein endlichdimensiona-
ler K -Vektorraum mit requlirem a-Skalarprodukt (-,-). Ferner sei V' aniso-
trop.

a) Sei Char K # 2 und K* = K*?> U cK*? (siehe 2.5.4). Ist (-,-) symme-
trisch, so liegt einer der folgenden Fille vor:
vV ={0},
V = (v) mit (v,v) =1,
V = (v) mit (v,v) =c,
V - <'U1,'02> mit (vlavl) — 17 (’Ul,’UQ) =0 und (0271)2) = —¢C.

6 James Joseph Sylvester (1814-1897) Oxford. Invariantentheorie, Matrizen, Geome-
trie, Mechanik.
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b) Ist (-,-) unitdir, so gilt V.= {0} oder V = (v) mit (v,v) = 1.
Beweis. a) GeméaB 7.2.5 a) sei [v1,...,v,] eine Orthogonalbasis von V' mit

(vj,vj) =1 fir1 <j <nund
(U, V) =1 oder = c.

Ist n > 3, so gilt
(xv1 + yvg + vs, V1 + YU + v3) = 2+ %+ (vs, v3).

Nach 2.5.4 existieren z,y € K mit 22 + 4% + (vs3,v3) = 0. Also gilt n < 2.
Ist n = 2, so gilt fiir alle x € K, daf

((B’Ul + v, 2V + 'Ug) = $2 + (’UQ,’UQ) 7é 0,

also —(vg,v2) € K*? ist. Dann konnen wir (vg,v2) = —c annehmen.
b) Nach 7.2.5 b) hat V eine Orthonormalbasis [v1, . .., v,] mit (vj, vy) = 0j4.
Angenommen n > 2. Dann gilt

(v1 + V2,01 + 2V2) = 1 + z(ax).

Wegen 7.1.14 e) gibt es ein € K mit z(ax) = —1. Also gilt doch n < 1.0

Satz 7.3.16 Sei K ein endlicher Kirper und V' ein K -Vektorraum der Di-
mension n. mit requlirem o-Skalarprodukt (-,-) und Basis B.

a) Sei Char K # 2 und (-,-) symmetrisch. Ist 24 n, so hat V den Index

n—1

2

Ist n = 2m, so gilt
indV = m, falls D(B)(—1)™ € K*?,
indV =m —1, falls D(B)(—1)™ ¢ K*2.

Somit bestimmen dim V und D(B)K*? den Isometrietyp von V.
b) Ist V unitir, so gilt
indV =%,  falls2|n,
indV =21 falls 2{ n.

2

Beweis. a) Wegen 7.1.5 é&ndert sich die Diskriminante D(B) bei Basiswech-
sel nur um Faktoren aus K*2.
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Ist n = 2m + 1, so gilt nach 7.3.5 und 7.3.15
V=H L..LH, LV,
mit dim Vy = 1. Also ist ind V' = "Tfl Sei nun dim V' = 2m. Fiir
V=H L...lH,
ist bei geeigneter Basis B’ dann D(B’) = (—1)™. Ist gemif 7.3.15
V=H 1...LHp 1L {(wy_1,wy)

mit (w,_1,wn_1) = 1, (Wp_1,w,) = 0 und (wy,,w,) = —c mit ¢ ¢ K*?, so
folgt mit geeigneter Basis B’ nun D(B’) = (—1)"c. Wegen

D(B)D(B')"'=D(B)(-1)" € K*?

bzw.
D(B)D(B')"! = D(B)(-1)"¢ ! € K*?

folgt die Behauptung.
b) Ist V unitér, so gilt nach 7.3.15

oder

V=H,L...1lH,1lVWV
mit hyperbolischen Ebenen H; und dimVy = 1. Also ist indV = m = 3
oder indV = an O

Beispiel 7.3.17 Sei K ein endlicher Koérper mit |K| = ¢. Auf V= K"
betrachten wir das symmetrische, offenbar regulére Skalarprodukt (-, -) mit

((z5), (y;)) = ijyj.

a) Sei 21 ¢. Ist 2 { n, so hat V nach 7.3.16 den Index 251. Sei n = 2m gerade.
Nun gilt ind V' = m genau dann, wenn V eine orthogonale Summe von m
hyperbolischen Ebenen ist, also nach 7.3.16 genau dann, wenn (—1)"K*? =
D(B)K*?* = K*2. Dies erfordert 2 | m oder —1 € K*2. Nach 2.5.5 gilt
—1 € K*? genau dann, wenn 4 | g — 1.

b) Einfacher ist die Situation fiir Char K = 2. Ist 2m <n < 2m + 1, so ist

U={(z1,21,....Tm,Tm) | z; € K}
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bzw.

U=A{(z1,21,...,Tm,Tm,0) | z; € K}

ein isotroper Unterraum von V mit dimU = m. Wegen Char K = 2 gilt
iibrigens

((25), (z5)) = fo = (Z z;)°.

Daher ist der Unterraum

W= {(z;) | Z%‘ =0}

die Menge aller isotroper Vektoren in V. Insbesondere ist V' keine orthogo-
nale Summe von hyperbolischen Ebenen.

Aufgabe 7.3.1 Sei H = (v1,v3) eine hyperbolische Ebene und vy, vy ein
hyperbolisches Paar. Wir bestimmen die Gruppe I(H) aller Isometrien der
Ebene H.

a)

b)

Ist das Skalarprodukt (-,-) auf H symplektisch, so ist A € End(H)
genau dann eine Isometrie von H, wenn det A = 1 ist. Somit ist I(V) =
SL(2, K).

Sei (-,-) symmetrisch und Char K # 2. Die Isometrien von H sind
dann gerade die Abbildungen A der Gestalt

Avy = avy, Avy = a ‘o,
oder

Avy = avy, Ave =a tug

mit a € K*. Insbesondere hat dann O(H) einen abelschen Normaltei-
ler vom Index 2.

Sei (-, -) unitér. Ist Char K # 2, so gibt es ein ¢ € K mit ac = —c # 0
(siehe 7.1.14 d)). Setzen wir [wy,ws] = ¢(wi,ws), so ist [-,-] ein a-
Skalarprodukt mit [we,w1] = —afw, ws]. Fir Char K = 2 gilt diese
Gleichung bereits fiir (-, -).

Seien uq,us € H mit
[u1, u1] = [uz, ug] = 0, [u1,us] = —[ug, u1].
Sei A € U(H) mit det A = 1. Ist

Auy = ajiur + arguz, Aug = asug + axus,
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so gilt aajp, = ajp.

Hinweis: Man zeige:

o (o) = (22) = (4)
w ()=t ()= (1),

Setzen wir
Ko={ala€ K, aa = a},
so gilt also SU(H) ={A| A€ U(H), det A = 1} = SL(2, K).

(Nach 7.3.16 b) liegt dieser Fall fiir dim V' = 2 bei unitdrem Skalar-
produkt und endlichem Kérper K vor.)

und

Aufgabe 7.3.2 Sei K ein endlicher Kérper und V' ein Vektorraum iiber
K mit reguldrem Skalarprodukt (-,-). Sei i(V') die Anzahl der isotropen
Vektoren v € V', wobei auch v = 0 mitgezahlt wird.

a) Sei dimV = 2m, |K| = ¢, Char K # 2 und (-,-) symmetrisch. Sei
V = H 1 W mit einer hyperbolischen Ebene H. Man zeige:

(V) = @7 = ™2 4 qi(W).
Daraus leite man
i(V)=¢* 1 +¢m — ¢! fiir indV =m

und
i(V)=¢*1 —¢™ +¢™ ! fiir indV=m-—1
her.
b) Sei dimV = n, |K| = ¢ und (-,-) unitéir. Sei V = (v) L W mit
(v,v) = 1. Dann gilt:
(V) =i(W) + (@ —i(W))(g + 1)
und daher
i(V)=¢"" + (=D)"¢" =" 7).

Aufgabe 7.3.3 Sei Char K # 2 und sei V ein K-Vektorraum mit re-
guldrem symmetrischem Skalarprodukt. Ferner sei dimV = 2m und ind V =
m.
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a) Sind Wi, Wy isotrope Unterrdume von V' mit dim W; = m, so gibt es
ein G € O(V) mit GW; = Ws.

b) Sei W ein isotroper Unterraum von V mit dim W = m. Ist GW =W
und G € O(V), so ist det G = 1.

c) Sei J die Menge aller maximalen isotropen Unterrdume von V der
Dimension m. Ist W € J, so gilt J = J1 U Jo mit

Jv = {GW | G € SO(V)},
Jo = {GW |G € O(V), G &SO(V)}.
und J1 N Je = 0.
d) Fir Wi, Wy € J und Wy = GW7 mit G € O(V) gilt

m mod 2, falls G € SO(V)

dim Wy N Wa = { m — 1 mod 2, falls G ¢ SO(V).

e) Sei speziell m = 2. Fir Wy, Wy € J; (j = 1,2) gilt Wi n W, =0. Far
W; € Jj (j = 1,2) ist hingegen dim W1 "Wy = 1. Zu jedem 0 # v € V
mit (v,v) = 0 gibt es genau ein W; € J; (j = 1,2) mit WiNWy = (v).
Hinweis zu d): Es gilt
Wi+We=W1NW5 L <w1,wi) ... L (wT,w;)
mit hyperbolischen Paaren w;,w; und w; € Wi, wj € Wa. Dabei ist
W1 :W1ﬂW2 1 <w1,...,wr>,
und daher dim Wy N Wy = m — r. Sei
V="V L (wy,w)) L... L {(w,,w).
Ist G € O(V) mit Gy, = F und Gw; = wj, Gwj = w; (j =1,...,7), so
gilt GW1 = W2 und det G = (—1)T.

Ubersetzt in die Sprache der affinen oder projektiven Geometrie liefert
diese Aufgabe die beiden Geradenscharen auf dem einschaligen Hyperboloid.

Aufgabe 7.3.4 Sei V = (vy,...,v,) ein R-Vektorraum mit symmetrischem
Skalarprodukt. Dabei sei dim V' = n und

(vj,vj)=a firj=1,...,n

(vi,vj) =b fiir j # i mit b # 0.

Sei V' regulér, also (a — b)(a + (n — 1)b) # 0.
Man zeige:
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a) Ist 0 < 222 < n, soist indV = 1.
b) Anderenfalls ist ind V' = 0.

Hinweis: Fiir n > 2 und (z;) # 0 beweise man, dafl f mit f(z1,...,2z,) =
(2?21 z;)? die Sphire S = {(z;) | Z?:l x% = 1} auf das Interval [0, n]
abbildet.

Aufgabe 7.3.5 Sei V ein Vektorraum mit reguldarem, symmetrischem Ska-
larprodukt (-,-) und U < V mit U < UL. GemiB der Aufgabe 7.1.1 wird
durch

[v1 + U, v2 + U] = (v1,v2)

fiir v; € UL ein regulires Skalarprodukt [-,-] auf UL /U definiert.
Man zeige:
indU~+/U =indV — dim U.

Aufgabe 7.3.6 Sei V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum mit regulé-
rem, symmetrischem Skalarprodukt und G eine Isometrie von V. Ist dim V'
gerade und ind V' ungerade, so hat G einen reellen Eigenwert.

Hinweis: Beim Beweis gehe man mit Induktion nach dim V' wie folgt vor:
(1) Man darf annehmen, daf§ es ein U = GU < V gibt mit dimU = 2 und
UNUL =0oder U <UL

(2) Ist U < U%, so hat U+ /U ungeraden Index. Per Induktion hat die von
G auf U+ /U bewirkte Isometrie einen reellen Eigenwert.

(3) Ist U eine hyperbolische Ebene, so hat Gy einen reellen Eigenwert.

(4) Ist UNU* = 0 und U anisotrop, so hat U+ ungeraden Index. Also hat
Gy einen reellen Eigenwert.

Aufgabe 7.3.7 SeiV ein K-Vektorraum mit regulrem unitédrem a-Skalar-
produkt.
a) Ist v € V mit (v,v) # 0 und a € K* mit a(aa) = 1, so gibt es ein
G € U(V) mit Gv = av und det G = a.
b) Ist 0 # v € V mit (v,v) =0 und a € K*, so gibt es ein G € U(V) mit
Gv = av und det G = _-.
c) Es gilt
{det G|GeUWV)}={alaec K", alaa) =1} = {2 | be K*}.
d) Seien u,v € V mit u # 0 # v und (u,u) = (v,v) = 0. Dann gibt es
ein G € U(V) mit G(u) = (v) und det G = 1.
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Aufgabe 7.3.8 Sei V ein K-Vektorraum mit reguldrem unitdrem Skalar-
produkt (-,-) mit indV > 1 und dimV = n > 2. (Ist K endlich, so gilt
ind V' > 1 nach 7.3.16.) Sei G = U(V') die Gruppe der Isometrien auf V.

a) G ist transitiv auf Q@ = {(v) |0 #v €V, (v,v) = 0}.

b) Sei (v) €  und sei G, die Untergruppe von G, welche (v) fest 1a8t.
Dann hat G, auf € drei Bahnen, némlich

O ={(v},

Qs = {(w) | (v) # (w) €Q, (v,w) =0},

Qs = {(w) | (w) € Q, (v,w) =1}.

Ist ind V = 1, so ist Qg = (). Ferner gibt es zu (v1), (v2), (w1), (wa) € Q
mit (v1) # (ve) und (w;) # (w2) dann ein G € U(V) mit G(v;) = (w;)
fiir j = 1,2. Die Gruppe U(V) operiert 2-fach transitiv auf 2.

(Ist |K| < o0, so liegt ind V' =1 nur fiir dim V' = 2 oder 3 vor.)

c) Sei |K| = ¢%. Nach Aufgabe 7.3.2 b) ist

"+ (=D)"(¢" — g — 1

Q| =
|‘ q2_1

Dann ist |Q3] = ¢?"~3. Somit ist auch || bekannt.

Aufgabe 7.3.9 Sei V ein K-Vektorraum von endlicher Dimension mit re-
guldrem symplektischen oder symmetrischen Skalarprodukt. Im Falle des
symmetrischen Skalarproduktes sei Char K # 2 und ind V' > 1. Man formu-
liere und beweise fiir beide Félle die Aufgabe 7.3.8 entsprechenden Aussa-
gen.

Aufgabe 7.3.10 Sei V ein regulérer klassischer Vektorraum mit ind V' > 1.
Dann wird V' von isotropen Vektoren erzeugt. (Man vergleiche jedoch mit
Aufgabe 7.1.6.)
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7.4 Anwendung: Duale Codes

Mit Hilfe des kanonischen Skalarproduktes auf K™ definieren wir zu je-
dem Code C seinen Dualen C+ < K™. Die Struktur eines Codes l#8t sich
weitgehend durch das zugehorige Gewichtspolynom beschreiben. Dies gibt
an, wieviele Codeworte vom Gewicht 4 fiir ¢ = 0,1,...,n existieren. Be-
merkenswert ist nun der Dualitdtssatz von MacWilliams, den wir in 7.4.7
beweisen. Er beschreibt das Gewichtspolynom von C* einzig aus Daten des
Gewichtspolynoms von C. Besondere Stirke zeigt der Dualitétssatz, wenn
sich entweder das Gewichtspolynom von C' oder von C* leicht berechnen
148t oder C selbstdual, d.h. C' = C* ist.

Definition 7.4.1 Sei K ein endlicher Kérper und V' = K. Durch
(), () = Y _ x5,
j=1

wird auf V ein regulidres symmetrisches Skalarprodukt definiert. Sei C' <V
ein [n, k]-Code.

a) C*+ <V heiBt der zu C duale Code. Wegen 7.1.13 ist C ein [n,n— k]-
Code.

b) Ist C = C*, so nennen wir C' selbstdual.

Bemerkung 7.4.2 Sei |K| = ¢. Die Existenz eines selbstdualen Codes
C = C+ in K" erfordert

dimC =dimC*+ =n —dimC,
also n gerade. Ist 2 | g, so ist nach 7.3.17 b) keine weitere Bedingung nétig.
Ist jedoch 2 1 ¢, so folgt mit 7.3.17 a), daBB 4 | n oder 4 | ¢ — 1.
Definition 7.4.3 Sei C ein [n, k]-Code tiber K mit |K| = g.
a) Ist r € Nund r | wt(c) fiir alle ¢ € C, so heifit C' r-dividierbar.

b) Ist
Aj = el eeC, wi(e) = j}|

fiir j =0,...,n, SO nennen wir

Az) = Zijj € Z[z]
§=0
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das Gewichtspolynom von C. Offenbar ist Ay = 1 und weiterhin gilt
Lemma 7.4.4 Sei C = C* ein bindrer selbstdualer Code der Linge n iiber
dem Kérper K = Fy. Dann gilt:
a) C ist 2-dividierbar.
b) (1,...,1) € C. Insbesondere gilt Aj = A,,_; fir alle j.

c) Gilt 4 | wt(c) fir alle ¢ aus einer Basis von C, so ist C 4-dividierbar.

Beweis. a) Sei ¢ = (¢1,...,¢,) € C. Wegen |K| = 2 folgt

also 2 | wt(c).
b) Seie=(1,...,1). Fiir ¢ = (cq,...,¢,) € C gilt dann

(e,c) = ch = Zc? = (¢,c) =0,
j=1 j=1

also e € C+ = C. Fiir ¢ € C folgt ¢+ e € C mit wt(c+ e) = n — wt(c).
c) Die Behauptung folgt sofort, falls wir fiir 4 | wt(c) und 4 | wt(c¢’) auch
4| wt(c+ ') zeigen kénnen.

Sei also 4 | wt(c) und 4 | wt(c’). Bezeichnet T(c) = {j | ¢; # 0} den
Trager von ¢, so erhalten wir

(%) wt(c+ ') = wt(c) + wt(c') — 2| T(c) N T(c)|.

Wegen
0=(cd)= > 1=|T(e)NT(c)|1

!
cjfcjfl

gilt 2| | T(c) N'T(c')|, und die Behauptung folgt unmittelbar aus (x). O

Wir sind nun in der Lage, den bereits in 3.7.5 angekiindigten perfekten
bindren [23,12, 7]-Code zu konstruieren.
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Beispiel 7.4.5 (Golay; 1949) Sei |K| = 2.
a) Sei C; < K® und erzeugt von

11010001 2
ao—|otror001 | |2
" 1oo110101 | | 2

00011011 24

Wegen (z;,2;) = 0 fiir alle 4,5 = 1,...,4, gilt C; < C{. Da dimC; = 4
ist und dimC; = 8 — dim C{- nach 7.1.13, erhalten wir C; = Ci-. Wegen
4| wt(z;) fiir alle i = 1,...,4 ist C7 nach 7.4.4 ¢) ein 4-dividierbarer Code.
Somit ist C ein selbstdualer [8,4, 4]-Code.

Sei Oy < K® und erzeugt von

00010111
00101101
01011001
10110001

Gy =

Da C5 aus C; durch die Permutation

(ClaCQa- . .,C7,Cg) = (077067' . '7cla08)

der Spalten entsteht, ist Cy ebenfalls ein selbstdualer [8,4,4]-Code.

Ferner sieht man durch Lésen eines linearen Gleichungssystems leicht,

daf3
(1) CiNCy =A{(0,...,0),(1,...,1)}

ist.
b) Wir setzen nun

C={(c1+cac)+ca,c1+ ¢ +¢)| e, c) €Ch,cp €Cr} < K,
Da die Codeworte
(2) (c1,0,c1), (0,¢),¢)) und (e2,c2,c2)
eine Basis von C enthalten, gilt dim C' = 12. Wegen a) und |K| = 2 sind

samtliche Codeworte aus (2) orthogonal zueinander. Somit ist C' ein selbst-
dualer [24, 12]-Code.
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Es bleibt die Bestimmung des Minimalgewichts von C'. Da die Codeworte
aus (2) alle ein durch 4 teilbares Gewicht haben, ist C' nach 7.4.4 c) ein 4-
dividierbarer Code. Wir zeigen nun, dafl kein Codewort vom Gewicht 4
existiert. Wegen

wt(z + y) = wt(x) + wt(y) — 2| T(x) N T(y)]
fiir 2,y € K® haben die Komponenten ¢; + co, ¢} + ¢ und ¢; + ¢ + ¢z in
0#c=(c1+ca, ¢} + 2,01+ ) +2)

alle gerades Gewicht. Sind alle drei Komponenten ungleich 0, so folgt sofort
wt(c) > 8, da C 4-dividierbar ist. Sei also mindestens eine der Komponenten
gleich 0. Die Bedingung (1) in a) erzwingt dann ¢y = (0,...,0) oder ¢y =
(1,...,1). In beiden Féllen folgt nun leicht wt(c) > 8.

Somit ist C' ein selbstdualer [24, 12, 8]-Code. Er heifit bindrer erweiterter
Golay-Code und wird mit Gol(24) bezeichnet. Die Automorphismengruppe
von Gol(24) ist eine hochinteressante Untergruppe von So4, die sogenannte
Mathieu-Gruppe Mgy mit [May| = 244823040 = 219.33.5.7.11-23.
¢) Der Code Gol(23) < K23 entstehe aus Gol(24) durch Streichen der letzten
Position. Wir erhalten dann offenbar einen [23,12,7]-Code. Dieser Code,
genannt der bindre Golay-Code, ist perfekt (siehe 3.7.5), denn es gilt die
Kugelpackungsgleichung

°\ (23
2% = |K|* = | Gol(23) < , ) = 212911,
Jj=0 J

Zum Beweis des Dualitétssatzes 7.4.7 bendtigen wir das folgende Lemma,
welches allgemeiner fiir beliebige endliche abelsche Gruppen gilt.
Lemma 7.4.6 Sei K ein endlicher Korper mit Char K = p und |K| = p’.
a) Sei Hom(K*,C*) die Menge aller Abbildungen von K in C* mit

Aa~+0b) = A(a) A(b)

fiir alle a,b € K. Ist 0 # a € K, so gibt es ein A € Hom(K ™, C*) mit
Aa) # 1.
b) Es gilt

> Aa) = { K|, falls A(a) =1 fir alle a € K

0, anderenfalls.
a€K
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Beweis. a) Sei [c1,...,cf] eine Basis von K iiber Ky ={0,1,...,p—1}. Ist
a= Z;.c:l ajc; mit a; € Ko, so werden durch \j(a) =% mit e? =1#¢ €
C Abbildungen \; € Hom(K T, C*) definiert. Ist a; # 0, so ist \;(a) # 1.
b) Sei b € K mit A(b) # 1. Dann folgt

> Ma) =D AMa+b)=Ab) Y Aa).
acEK acK acK
Dies zeigt ), .5 A(a) = 0. O
Es ist bemerkenwert, daf8 sich das Gewichtspolynom von C* explizit

durch das von C ausdriicken 1af3t.

Hauptsatz 7.4.7 (Dualitéitssatz von MacWilliams) Sei C' ein [n, k]-Code
iber dem Kérper K mit |K| = q und dem Gewichtspolynom

A(z) = Z A
j=0

Dann hat C* das Gewichtspolynom

B(w) = ¢~ *(1+ (¢ — )2)" A(E555)

=q "0 A1 — o) (1+ (¢ — D).

Beweis. Sei 1 # A € Hom(K™*,C*). Fiir jedes u € K™ bilden wir das
Polynom

glu,x) = > M(u, )z € Cla.

veK™

Wir berechnen .. g(c,x) auf zwei verschiedene Weisen. Zunéchst ist
1 D oglez)= > > Mev)a™ .
ceC veEK™ ceC

Fiir v € C+ gilt dabei

2 D Alew) =D _A0)=[C| ="

ceC ceC

Sei v ¢ C* und [cy, ..., ;] eine Basis von C mit (cy,v) # 0. Dann ist

Yeco M(€0) = X0y exr M5y aje;,0))

®) k
= Zaz,...,akeK A((23'22 ajcj7v)) ZaleK )‘(al(clav))~
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Wegen {ai(c1,v) | a1 € K} = K und 7.4.6 b) ist Y . A(ai(c1,v)) = 0.
Aus (1), (2) und (3) folgt somit

@) Y glex)=|C| Y ) =¢"B(a).

ceC veCL
Wir definieren den Hamming-Abstand wt auf K durch

wt(a) = 0 fiir a =0,
| 1 fiir a # 0.
Sei u = (u1,...,u,) und v = (v1,...,v,). Dann ist wt(v) = Z?Zl wt(v;).

Damit folgt
G(u,2) = e pen NS vy )a iz e

= ZUEK" H?:l )\(Uj’(}j)th(Uj)

= H;L::[ Z'UjeK )\(u‘]’UJ)_’L‘Wt(UJ)
Dabei gilt

wt(a) — _ . o

Z )\(uja)th(a) = ZaEK r 1+ (¢— 1z f?r uj =0
acK L4+ (Xoupex AMb))z =1 —z fiir wu; #0,

wobei wir ), A(b) = 0 aus 7.4.6 b) verwendet haben. Die Anzahl der
uj # 0 ist gleich wt(u); die Anzahl der u; = 0 ist n — wt(u). Somit folgt

gu,z) = (1 =) (1 + (g — 1)a) ),
Dies liefert schliellich
Sec9(ea) = (14 (@ = D) S et ¥
— (14 (g — Do) A=),

Zusammen mit (4) folgt nun die Behauptung.
g

Bemerkungen 7.4.8 a) Sei n = 2k und C = C* ein selbstdualer [n, k]-
Code iiber dem Koérper K mit |K| = ¢q. Wegen 7.4.7 gilt dann fiir das
Gewichtspolynom

Al) = ¢ * Y1 A1 —2) (14 (g — 1))
= q "0 A (1= + (D% +...)
(I1+n—4)(q—-Dz+ (n;j)(q —1)22% +...).
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Dies zeigt:

1=Ag = q*Y 7 A
Ar = ¢ "0 g Ai((n=5)(g—1) =)
=q "Y1 0 Aj(n(g —1) — jq)
= n(g—1)—q * Y0 jA;
Ay = ¢~ Yo Aj(=iln =g = 1) + () + (")) (= 1)?).
b) Sei C' ein binérer [n,k,d]-Code. Ferner sei das Gewichtspolynom A(x)

gegeben durch A(x) = Y27 Ajz’. Dann hat C* nach 7.4.7 das Gewichts-
polynom

> Bja) =B(x) =2 A;j(1—a)(1+x)".
j=0 j=0
Somit ist By = 2773 " | A; K7 (i), wobei

Kn(a) = Z”: (_1)k<i><n;x> it <;z> :x(w—l)..é!(x—kH)_

k,1=0,
k+l=j

Die K} (x) heilen Krawtchouk”-Polynome . Insbesondere erfiillen die A; also

die Relationen
Ap=1 A1 =...=A;_1=0,

A >0firi=d,...,n,
>oino AiK} (1) > 0 fiir j = 0,...,n.

Beispiel 7.4.9 Das Gewichtspolynom des bindren erweiterten Golay-Codes
Gol(24) ist

A(x) = 14 75928 + 257622 4 759216 4 22 -

Sei A(z) = Z?io Ajz? das Gewichtspolynom von Gol(24). Wegen der 4-
Dividierbarkeit von Gol(24) und Asy—; = A; fiir alle i (siche 7.4.4 b)) er-
halten wir

A(r) =1+ Az® + Ba'? + Ax'® 4 224

"Mykhailo Pilipovich Krawtchouk (1892-1942) Kiew. Analysis, Geometrie, Wahr-
scheinlichkeitstheorie und Statistik.
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Dabei gilt
(1) 2+24+B=2"2%

Wegen 7.4.8 a) ist weiterhin

24 , , j —j

o 0= = DA+ () + ()
= 552 +40A — 12B.

Aus (1) und (2) folgt nun A = 759 und B = 2576.

Der Dualitétssatz liefert in leicht umgewandelter Form die sogenannten
MacWilliams-Identititen.

Lemma 7.4.10 (MacWilliams-Identitéten) Sei C' ein [n, k|-Code tiber ei-
nem Korper mit ¢ Elementen. Dann gilt

S ("N a4 =S <”—j> |
ZO< r > ! JZO i)

firr=20,...,n, wobei A; die Koeffizienten im Gewichtspolynom von C und
B; die zu C* sind.

Beweis. Vertauscht man in 7.4.7 die beiden Codes C und C* so erhilt man
A(z) = ZAi:pi =g "=k Z Bij(1—z)(1+ (¢g—1)z)" 7.
i=0 j=0
Ersetzt man = durch z~! und multipliziert die Gleichung mit z", so folgt

ZAil,n—i _ q—(n—k) ZB](x _ 1)](1. 4 (q _ 1))n—j_

i=0 j=0

Differenziert man diese Gleichung mittels der Leibniz-Regel r-mal, so erhélt
man

n—r n—1 i o n " T n_] i
) | n—i—T _ (n—k) ) ] _ 1\n—j—1
E Az< . >r.x =gq ;:O B; ZE:O <l> ( ; >l.(m—|—q 1)

r—1

( J >(r—l)!(x—1)j(’"l).
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Setzen wir z = 1 und beachten, dal auf der rechten Seite der Gleichung nur
Terme fiir j = r — [ {iberleben, so folgt

- [n—i A, — gt (n ]>
Z%( r ) ! JZO =)

O

Aus der Sicht der Fehlerkorrektur sind [n, k, d]-Codes optimal, wenn die
Singleton-Schranke (siehe 3.7.7) erreicht wird, also d = n — k + 1 gilt. Zu
dieser Klasse von Codes gehoren die Reed-Solomon-Codes, die wir bereits
in 3.7.13 kennengelernt haben.

Definition 7.4.11 Ein [n,k, d]-Code heifit ein MDS-Code (mazimum di-
stance separable code), falls d =n — k + 1 gilt.

Uberraschend ist nun, da8 das Gewichtspolynom eines MDS-Codes voll-
sténdig durch die Parameter n, k, ¢ festgelegt ist. Zum Beweis dieser bemer-
kenswerten Aussage bendtigen wir noch

Lemma 7.4.12 Sei C' ein Code der Dimension k > 1. Genau dann ist C
ein MDS-Code, wenn C+ ein MDS-Code ist.

Beweis. Wegen C++ = (C ist nur eine Richtung zu zeigen. Sei also C' ein
[n, k,n—k-+1]-MDS-Code. Sei d* die Minimaldistanz von C*. Die Singleton-
Schranke liefert dann

d-<n—-(n—-k) +1=k+1.

Angenommen, es gebe 0 # ¢ € C+ mit wt(c) < k. Wir wihlen c als erste
Zeile der Erzeugermatrix G von C*. In G gibt es dann n — k Spalten,
welche in der ersten Zeile mit 0 besetzt sind, und daher linear abhingig
sind. Wegen d(C') = n — k + 1 miissen nach 3.7.10 aber je n — k Spalten in
G linear unabhéngig sein, da G eine Kontrollmatrix von C' ist. ad

Satz 7.4.13 Sei C ein [n,k,n — k + 1]-MDS-Code iber einem Korper K
mit |K| = q. Dann hat C das Gewichtspolynom A(x) = Z?:o Ajzd mit

Ap_pir = (k T) 5 (n oA T) (¢ =1)

firr=1,....kund Ay =...=A,_, =0.

@M
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Beweis. Wegen 7.4.12 erreicht C+ ebenfalls die Singleton-Schranke, ist also
ein [n,n — k, k+ 1]-Code. Wegen A; =0 firi=1,...,n—k und B; = 0 fiir
1=1,...,k liefern die Mac-Williams-Identitéiten die Gleichungen

n—j .
3 (n . Z>Ai = <T.L>(qk—f—1) fir j=0,... k—1.
i=n—k+1 J J
Fir j =k — 1 folgt
n
An—g1 = (k _ 1) (g—1).

Fir j = k — 2 erhalten wir

k—1 n
<k B 2>An—k+1 + Ap_pyo = (k _ 2) (¢® — 1),

n

Az = (") (@ =)= (0= k4 2(a - 1)

Man sieht nun leicht per Induktion, daf§ fiir r = 1,..., &k die Gleichung

o= (" ) S (T E )

=0

also

gilt. O

Das Gewichtspolynom eines beliebigen [n, k,d]-Codes C' ist i.a. nicht
eindeutig durch n, k,d und ¢ bestimmt. Es ist jedoch bemerkenswert, dafl
Ay,..., A s, wobei dt die Minimaldistanz von C* ist, das Gewichtspoly-
nom eindeutig bestimmen (siche [23], S.94).

Zur Vorbereitung auf ein weiteres Beispiel beweisen wir

Lemma 7.4.14 Sei 2t |K|=q und V = K*, versehen mit dem Skalarpro-
dukt (-,-) mit
((z5); (y)) = T1y2 + T2y1 + T3ys — cT4ys
und ¢ ¢ K*2. Dann ist indV = 1.
a) In'V gibt es genau (¢> + 1)(q — 1) isotrope Vektoren # 0.

b) Sei W <V mit dimW = 3. Dann gibt es genau zwei Mdéglichkeiten
fiir die Anzahl der isotropen Geraden in W :
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(1) In W gibt es nur eine isotrope Gerade (v). Dann gilt
W= (v) LU= (v)*.

Insbesondere ist W durch (v) eindeutig bestimmt. Also gibt es
g% + 1 solche W.

(2) Es gilt W = (v1,v2) L (w) mit einem hyperbolischen Paar vy, vy
und (w,w) # 0. Dann enthdlt W genau q + 1 isotrope Geraden.

Beweis. a) Sei ((z;),(x;)) = 2z129 + 23 — cx? = 0. Ist 1 = 0, so folgt
x3 = x4 = 0. Dies liefert ¢ — 1 isotrope Vektoren (0, z3,0,0) # 0. Fiir 7 # 0
konnen wir z3, x4 beliebig wihlen. Dann ist x5 eindeutig bestimmt. Dies
liefert weitere ¢?(q — 1) isotrope Vektoren. Insgesamt enthilt V also

=1+ (q—1) = (¢ +1)(¢g—1)

isotrope Vektoren # 0.

b) Wegen 7.3.15 enthélt jede Hyperebene W von V' isotrope Vektoren # 0.
Sei zuerst (v) # 0 die einzige isotrope Gerade in W. Ist W = (v) @ U,

so ist U anisotrop. Angenommen, es gebe ein v € U mit (v,u) = a # 0. Fiir

T = —% folgt dann
(xv +u,xv +u) = 2ax + (u,u) = 0,

entgegen der Annahme. Also ist W = (v) L U = (v)*. Daher ist W durch
(v) # 0 mit (v,v) = 0 eindeutig bestimmt. Nach a) gibt es ¢> + 1 solche W.

Nun enthalte W isotrope Geraden (vy) # (ve). Wir konnen offenbar
(v1,v2) = 1 annehmen. Dann ist W = (vy,v2) L (w). Da V den Index 1
hat, ist (w,w) = a # 0. Wir suchen z,y, z € K mit

U1 + Yvs + zw, xv1 + Yyve + zw) = 2x +az?=0.
( y Y ) y

Nun gibt es in W genau 2(q — 1) isotrope Vektoren xv; und yvy. Ferner
nimmt % fiir zy # 0 jeden Wert aus K* mit der Vielfachheit ¢ — 1 an.

2
Genau (q—21) der _?y liegen in K*2, und zu jedem von diesen gibt es zwei
z mit 2zy + az? = 0. Insgesamt liefert dies

2q-1)+(¢-1)°=¢"—1

isotrope Vektoren # 0 in W, also ¢ 4+ 1 isotrope Geraden. O
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Beispiel 7.4.15 a) Sei 21 |K| = ¢ und V = K* mit dem Skalarprodukt
(+,-) mit

((z), (3)) = T1y2 + T2y1 + T3y3 — cTays,

wobei ¢ € K*2. Nach 7.4.14 gibt es in V genau n = ¢ + 1 isotrope Geraden
<U¢>. Sei

Zil 211 - -+ 2nl
v; = : und G =
Zi4 %14 -+ Zn4
Die Zeilen von G bezeichnen wir mit z; = (215,...,2,5) (j =1,...,4). Wir

bilden den Code C' = (z1, 22, 23, z4). Da die isotropen Vektoren

1 0 —1 c

1 1
0]”10]”° 1 ’ 0
0 0 0 1

linear unabhéngig sind, ist 7(G) = 4. Somit ist C ein [n,4,d]-Code. Wir
bestimmen nun d.

Sei

0#c= ijlajszC’
4

4
= (c1y..050n) = (ijl ajzij, .- -723:1 ajznj)-

Die Gleichung ¢; = 0 bedeutet Z?Zl a;zi; = 0, und dies heifit, daf v; in der
Hyperebene

He = {(z;) | Zaa’«%‘j =0}

liegt. Somit ist
wt(c) = n — (Anzahl der ¢; = 0)
= n — (Anzahl der v; € H,.)

Nach 7.4.14 ist wt(c) = ¢* oder wt(c) = n — (¢ + 1) = ¢*> — ¢. Durch Wahl
der (a;) # 0 erhélt man so alle Hyperebenen von V. Also gibt es ¢ € C' mit
wt(c) = g% — q. Daher ist C ein [¢® + 1,4, ¢* — g]-Code.

b) Der duale Code C+ hat G als Kontrollmatrix. Sind vy, v zwei Spalten
von G, so ist (v1,vs) eine hyperbolische Ebene, enthélt also nur die isotro-
pen Geraden (vy) und (vg). Somit ist kein Tripel von Spalten von G linear
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abhéngig. Hingegen sind die Spalten

|
—_

1

S = O

1
2
’ 1
0

o oo
O =

0

linear abhingig. Daher hat C+ die Minimaldistanz 4. Somit ist C* ein
[¢®> +1,¢% — 3,4]-Code.

c) Das Gewicht wt(c) = ¢? tritt genau dann auf, wenn die Hyperebene
H. nur eine isotrope Gerade enthilt. Nach 7.4.14 b) gibt es ¢? + 1 solche
H., und diese kommen von (¢* + 1)(¢ — 1) Codeworten c. Somit hat C' das
Gewichtspolynom

Al) =1+ (¢" —¢* +¢* — q)x‘f—q + (- +q— 1)x‘12.

d) Der Code C* ist optimal, d.h. es existiert kein [¢? + 1, ¢ — 3, d]-Code Cj
mit d > 4. Falls doch, so liefert die Singleton-Schranke

d<@+1—(*-3)+1=5,

also d = 5. Somit ist Cy ein MDS-Code. Wegen 7.4.12 ist Cy- ebenfalls ein
MDS-Code, hat also die Parameter [¢?+1,4, ¢*> —2]. Sei B(x) = 23:31 B;xt
das Gewichtspolynom von Cy-. Mit 7.4.13 folgt

B = () )l -1~ @ - vl

Wegen ¢ > 2 ist B2 < 0, ein Widerspruch. Ahnlich 148t sich zeigen, daf
C ebenfalls optimal ist.

Als Anwendung der Codierungstheorie beweisen wir eine schwache Versi-
on des Satzes von Bruck and Ryser iiber die Ordnungen endlicher projektiver
Ebenen (siehe 3.8.8).

Satz 7.4.16 FEs gibt keine endliche projektive Ebene der Ordnung m =
6 mod 8.

Beweis. (E.F. Assmus, Jr.%) (1) Sei I die Inzidenzmatrix einer solchen pro-
jektiven Ebene. Dann ist I vom Typ (m? +m +1,m? +m +1). Sind z; die
Zeilen von I, so gelten

(2i,25) =m+1 und (z;,2;) =1firi#j.
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Somit gilt
m+1 1 1
1 m+1... 1
IIt =
1 1 ...m+1

Mit 4.3.21 a) folgt wegen det I = det I, daB
det I2 = det IT' = (m + 1)>m™ +™,
Somit ist )
det I = +(m+1)m" 2

(2) Sei C' der binére lineare Code, welcher I als Erzeugermatrix hat, welcher
also von den mod 2 gelesenen Zeilen von I aufgespannt wird. Sei dim C' = r,
daher

k=dimCt=m?+m+1—r

Weiterhin sei H eine Kontrollmatrix fiir C, also
C={c|ceFP+m+l Hct = 0}.

Wegen r(H) = k konnen wir H = (Ej, Hy) annehmen. (Durch eventuelles
Vertauschen von Koordinaten sind wir dabei auf einen dquivalenten Code
iibergegangen.) Wir fassen die Matrix H mit Eintrédgen 0 und 1 als Matrix

iiber Q auf und bilden
_( Ex Ho
A= ( ot ) .
24

det TA? = det I = +(m+ 1)mmT

Dann gilt

Ist z eine Zeile von I, so folgt

in Fy. Also liegen die ersten k Spalten von IA! in 27Z. Somit gilt

m2+m

2 | (m + 1)m ™=

. 2 2
Wegen m = 6 mod 8 erhalten wir k < 2™ also r > TEmt2,
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(3)SeiI = | I : | und C der von den Zeilen von I iiber F5 erzeugte binére

1
Code. Also hat C die Linge m? + m + 2. Fiir die Zeilen v; von I gilt

(vi,v;)) =m+2=0mod 2 und (v;,v;) =2=0mod 2.
Daher ist C < C+, und somit
2dim C < dim C + dim C*+ = m? + m + 2.
Also folgt
m? +m + 2
—

Zusammen mit (2) erhalten wir C = C*. Die Zeilen der Matrix I enthalten
m+2 Einsen. Also wird C erzeugt von 4-dividierbaren Vektoren. Nach 7.4.4
ist C' somit 4-dividierbar. Nach einem Satz von Gleason® (siche Willems
[23], 3.3.22) hat ein selbstdualer, binérer, 4-dividierbarer Code eine durch 8
teilbare Liange. Aber wegen m = 6 mod 8 ist

r=dim C = dim C <

m? +m+2 =4 mod 8,

ein Widerspruch. Somit existiert keine endliche projektive Ebene der Ord-
nung m = 6 mod 8.

Aufgabe 7.4.1 Sei C ein binirer 4-dividierbarer Code. Dann gilt C' < C*.

Aufgabe 7.4.2 Sei Gol(12) der ternére erweiterte [12,6,6]-Golay-Code
aus 3.7.21. Man zeige unter Benutzung von 7.4.8, dafl Gol(12) das Gewichts-
polynom A(z) = 1 + 26425 + 4402° + 24212 hat.

Aufgabe 7.4.3 Man bestimme das Gewichtspolynom eines Hamming-Co-
q"—1
q—17

des C mit den Parametern [n = n — k, 3] iiber den Dualititssatz von

MacWilliams.

Hinweis: C* ist der in Aufgabe 3.7.4 beschriebene Simplex-Code mit den

Parametern [n, k, ¢*~!]. Alle Codeworte ungleich 0 in C*+ haben das Gewicht
k—1
q .

Aufgabe 7.4.4 Sei C ein [n,k,n — k + 1]-MDS-Code.
a) Ist k> 2 soist g>n—k+1.
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b) Ist k <n—2,s0ist ¢ >k + 1.

Hinweis: Berechne A,, 1o im Gewichtspolynom von C.

Aufgabe 7.4.5 Sei C = O+ ein bindrer selbstdualer [2k, k]- Code. Dann
ist C' r-dividierbar genau fiir r = 2 (siehe 7.4.4) oder r = 4.

Hinweis: (1) Durch Ubergang auf einen #quivalenten selbstdualen Code
diirfen wir G = (E | A) als Erzeugermatrix von C' annehmen, wobei E
vom Typ (k, k) ist.

(2) G+ = (=A' | E) ist Erzeugermatrix von C*.

(3) Sei ¢ = (1,0,...,0,a,%,...,%x) die erste Zeile von G, wobei wir a = 1
wihlen diirfen. Ist ¢ die erste Zeile von G, so betrachte man das Skalar-
produkt (¢, ') = wt(c) + wt(c) — 2| T(c) N'T()].

Aufgabe 7.4.6 (P. Delsarte) Sei K = Fs und C eine beliebige Teilmenge
von K". Ist

D; ={(c,d) | (e,d) € C x C, d(e, ') =i},

sogilt 0 <Y (DK} (i) fiiralle j =0,...,n, wobei die K7 () Krawtchouk-

Polynome sind. (Dies verallgemeinert 7.4.8 b).)
Hinweis: Fiir j € {0,...,n} betrachte man 0 < ) vexn, (Zcec(—l)(vvc))Q,

wi(v)=)

wobei (-, ) das Skalarprodukt aus 7.4.1 bezeichnet, und verwende

Y (DO = K7 ()

vEK™M,
wt(v)=j

fiir beliebiges w € K™ mit wt(w) = 1.
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Minkowskiraum und Lorentzgruppe

In diesem Abschnitt entwickeln wir die geometrischen Grundlagen der spe-
ziellen Relativitédtstheorie von Einstein.

Definition 7.5.1 Sei V =R* = {(z;) | z; € R,j = 1,2,3,4}.

a) Wir versehen V' mit dem symmetrischen Skalarprodukt (-, -) definiert

d)

durch
((z5), (y5)) = T1y1 + T2y + T3Y3 — 02$4y4,

wobei c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum sei. Dann bilden die Vek-
toren e; = (0;5) (i,7 = 1,...,4) eine Orthogonalbasis von V' mit

(ej,ej) =1fur j=1,2,3 und (eq,e4) = —c2.

Insbesondere ist V' reguldr. Natiirlich kénnen wir den Vektor e4 durch

e, = ¢ ley mit (€),€}) = —1 ersetzen. Aber mit Riicksicht auf die

physikalischen Anwendungen tun wir dies nicht. Wir nennen V' mit
dem Skalarprodukt (-,-) den Minkowskiraum.

Die Menge
L={v|veV, (v,v)=0}

der isotropen Vektoren aus V', auch Lichtvektoren genannt, heif3t Licht-
kegel.

Die Vektoren in
R={v|veV, (v,v)>0}

nennen wir raumartig , die Vektoren in
Z={v|veV, (vv) <0}

zeitartig.

Die Isometrien von V heilen Lorentz'?-Transformationen. Die Grup-
pe aller Isometrien von V nennt man die Lorentzgruppe.

Wir fassen einige Eigenschaften des Minkowskiraums, die sich sofort aus
7.3.14 ergeben, zusammen.

19Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) Leiden. Theoretische Physik.
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Lemma 7.5.2 Sei V der Minkowskiraum.

a) Die maximalen isotropen Unterrdume haben die Dimension 1.
b) Ist (v,v) <0, so gilt V = (v) L (v)*, wobei (-,-) auf (v)*+ definit ist.

c) Sei V.=V, L Vo mit dimV; = 2. Bei geeigneter Numerierung ist
dann Vi eine hyperbolische Ebene und (-,-) ist definit auf V5.

Beweis. a) Nach 7.3.14 hat V den Index 1.

b) Sei (v,v) < 0 und somit V = (v) L (v)*. Ist [wy, wg, w3] eine Orthogo-
nalbasis von (v)*, so gilt nach 7.3.14, daf8 (wj, w;) > 0 fiir j = 1,2, 3 ist.
c) Sei [wy,ws] eine Orthogonalbasis von Vi und [ws,wy4] eine Orthogonal-
basis von V. Nach 7.3.14 sind unter den Zahlen (w;,w;) drei positiv und
eine negativ. Ist etwa (wq,w;) < 0, so ist V; eine hyperbolische Ebene und
(+,-) ist definit auf V5. O

Lemma 7.5.3 Auf der Menge Z = {v | z € V, (2,2) < 0} definieren
’u}jr eine Relation ~ durch 21 ~ 22, falls (z1,22) < 0 ist. Dann ist ~ eine
Aquivalenzrelation mit den Aquivalenzklassen

Zt ={z](2,2) <0 und (z,e4) < 0}
= {(z;) | 3 + 23 + 23 — 223 < 0, x4 > 0}.
und
Z-={-z|z€e 2}
= {(z;) | 3 + 23 + 23 — 223 < 0, x4 < O}.
Beweis. Die Relation ~ ist offenbar symmetrisch und reflexiv. Wir haben zu
zeigen, daf sie auch transitiv ist. Sei also z; € Z (j = 1,2,3) mit (z1,23) <0
und (z3, 22) < 0. Wir kénnen (z3, z3) = —1 annehmen. Sei
2j = u;j + a;jz3 mit u; € <23>J‘ (] = 1,2),
wobei also a; = —(z;,23) > 0 gilt. Dabei ist 0 > (zj,2;) = (u;,u;) — a3
Nach 7.5.2 b) ist (-,-) definit auf (z3)*. Mit der Schwarzschen Ungleichung

7.1.2 folgt
(u1,u2)? < (u1,u1)(ug, uz) < afaj.

Wegen a; > 0 gilt
(21, 22) = (u1,u2) — araz <0,

also z1 ~ 29.
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Offenbar ist
Zt={z]z€ Z,z2~es} ={(zj) | 2] + 25 + 25 — 2] <0, 24 > 0}
eine Aquivalenzklasse von ~. Fiir 21,29 € Z71 gilt
(=21, —22) = (1, 22) < 0.
Also ist auch
Z - ={-2|2z€ 2"} ={(x;) | v + 23 + 25 — 2] <0, 14 < 0}
eine Aquivalenzklasse von ~. Offenbar ist Z = Z+ U Z~. a

Obiger Beweis zeigt iibrigens, dafl die Aussage 7.5.3 fiir jeden R-Vektorraum
der Signatur (1,...,1,—1) gilt.
Satz 7.5.4 Sei L die Lorentzgruppe.

a) Dann ist

S={G|GeL,detG =1}
ein Normalteiler von L mit |[L/S| = 2.

b) Die Gruppe
L*={G|GeL, G2+ =z2"}

ist ein Normalteiler von L mit |L/LT| = 2.
¢) Setzen wir ST =Lt NS, soist St <L und |L/ST| = 4.

Beweis. a) Wegen 7.1.11 c) gilt det G = £1 fiir G € L. Es gibt Abbildungen
G € L mit det G = —1, etwa die Spiegelung G' mit Ge; = ¢; fiir j = 1,2,3
und Gey = —ey, und fiir diese gilt L = SUGS.

b) Fiir 21,22 € Z mit 21 ~ 2z und G € L gilt Gz; € Z und

(Gz1,G22) = (21,22) <0,
Also ist Gz ~ Gzy. Daher gilt
GZT=Z"uwnd GZ~ =2~

oder

GZt=Z wmd GZ~ = Z™.
Der zweite Fall tritt auf fir G = —F mit det(—F) = 1. Ist G € L und
G ¢ LT, sogilt GZ+ =Z~ = (—FE)Z*, also —G € L*. Dies zeigt schliefSlich
L=L"U(—FE)L". Daher ist LT < L mit |L/L*| = 2.
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c) Wegen ST = LTNSgilt ST<L.Da—FE € Sund —E ¢ Lt ist —FE ¢ ST,
also ST < S. Aus
|S/ST|=1S/LTNS|=|SLT/S| <|L/S|=2
folgt |S/ST|=2und S = ST U(—FE)ST. Somit ist
IL/S*] =IL/S|18/SF| = 4.
O

Bemerkungen 7.5.5 a) Sei V' ein K-Vektorraum mit reguldrem, symme-
trischem Skalarprodukt und Char K # 2. Wegen 7.1.11 ¢) ist dann

O(V)/SO(V) = {1, -1}.
Ist ind V' > 1, so gibt es einen Normalteiler N von SO(V') mit
SO(V)/N = K*/K*2,
Dabei ist N der Kern der Spinornorm (siehe [1], S. 196).
b) Es gilt ST = SL(2,C)/(—E). (siehe [11], S. 615 ff.)

Satz 7.5.6 Sei V der Minkowskiraum und [e1, e, es3,¢e4] die Orthogonalba-
518 aus 7.5.1.

a) Sei [wy,wa, ws] eine Orthonormalbasis von (ey,ea,es). Sei ferner G
eine Isometrie von V mitdet G = 1 und Gw; = wj firj = 1,2. Genau
dann gilt G € ST, wenn es eine reelle Zahl u gibt mit —c < u < c
derart, dafs

(uws + e4),

Ul

1 U
Gws = E(wg, + 6—264), Gey =

wobes

fiir w € [eq, ez, e3] und
1
Gey = E(U +ey).

Wir setzen dann G = L(v) und nennen L(v) die Lorentz-Translation
zuv. Ferner setzen wir L(0) = E.
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¢) Seien v; € (e1,e2,e3) mit (v1) = (v2) und (vj,v;) < c*. Dann gilt
L(v)L(vy) = L (%) .
Insbesondere ist L(v)~t = L(—v). Fiir jedes v € {(e1,ea,€3) ist
{L(v) | v € (vo) und (v,v) < c*}
eine abelsche Untergruppe von ST.

Beweis. a) Setzen wir
1
U = Cws3 + €4, Uy = @(cwg —e4),

so gilt
(u3,u3) = (ug,uq) =0, (u3,ug) = 1.

Man beachte, daf3 die Vielfachen von w3 und uy die einzigen isotropen Vek-
toren in (us,us) = (w3, eq) sind. Wegen det G = 1 und

G(ws, eq) = G(wl,w2>L = (11117102>L = (w3, €4)
gilt somit Gus = aus, Gus = a~'uy mit @ € R*. Damit G € ST ist, mufl

fiir ein
Z = X3U3 + T4Uy

mit (z,2) = 2z3x4 < 0 auch Gz ~ z gelten, also
(Gz,2) = (a+a Y)xzzy <O.

Dies verlangt a +a~! > 0, also a > 0. Wir rechnen dieses Resultat um auf
die Orthogonalbasis [w1, we, w3, e4] von V. Aus

G(cws + e4) = a(cws + eq), G(cws —eyq) = a_l(cwg —eyq)
mit a > 0 folgt

ng =
G€4 =

(a+a Mws+ 5 (a—a ey

(a—a Hws + 3(a+a ey

N[O N

Wegen a > 0 ist a + ¢~ > 2. Daher gibt es ein u mit —c¢ < u < ¢ und

Sata)=(1-"5)%
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(Die mathematisch nicht motivierte Einfiihrung von w hat physikalische
Griinde; siehe 7.6.3.)
Wir setzen weiterhin

’LL2 1 2
d=(1—-——=)2 = )
( c2) a+al
Dann ist
1 1o 1 1o 1 —d? u?
jeme )y =glata ) -l=—0" =5
Das Vorzeichen von u kénnen wir so wéhlen, daf
Sla—abH="1
(a—a™") p”t
Dann ist
Gw —l(w +£e) Ge —l(uw + e4)
3 = 5 Ws+ ), 4= L uws + eq).

b) Dies folgt durch eine einfache Rechnung.
c) Sei vj = u;vy (j = 1,2) mit (vo,v9) =1 und —c < u; < c¢. Wir setzen

Da ST eine Gruppe ist, gilt L(ujws)L(usws) € ST. Da ferner w; und ws
bei L(ujws)L(usws) fest bleiben, gibt es nach a) ein ug mit

L(U1w3)L(U,2’lU3) = L(U3w3).
Dies verlangt
%(U}?} + %es) = L(uzws)ws

w
= L(ulwg)L(u2w3)w3

— dlldz{(l 4 uzgz )w3 4 u1:gu2€4}'

Daher gelten

d1d2 U1U2 d1d2
a =1+ 2 und  wuq +u2:d—3u3.
Dies liefert
(75} + u9
us =

- uius *
I+ =52
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Fir v; = ujws (j = 1,2) gilt also

Dafl durch

B V1 + V2
L(v1)L(v2) = L(w '
O
wy oy — U2
1 2 1+ UEUQ

auf (—c,c) eine Gruppenstruktur definiert wird, haben wir bereits in Auf-

gabe 2.1.2 gesehen.

Der folgende Satz beschreibt die allgemeine Lorentz-Transformation.

Satz 7.5.7 Sei G € L. Dann gibt es eine Lorentz-Translation L(v) im Sin-
ne von 7.5.6 und eine Isometrie H von V mit Hey = ey derart, dajf
G = L(v)H ist. Dabei gilt G € ST genau dann, wenn det H = 1 und

Hey = ey ist.

Beweis. Sei Gey = aeq +v' mit a € R und v' € (ey, e9,e3). Dann ist

—c? = (€4, e4) = (Geq,Gey) = (v, ') — a®.

Dies zeigt

und daher a? > 1.

Aa?—1)= (', v) >0

Ist ' =0, so folgt a = +1, also Gey = +e4 und daher

G(e1,ez2,e3) = (e1, ez, €3).

In diesem Fall sei H = G und v = 0. Sei weiterhin (v’,v") > 0, also a® > 1.
Wir bestimmen u durch

und setzen w = (v/,v)~2¢’. Dann ist (w,w) = 1 und

mit b € R und

Gey = aeq + bw

—c? = (Gey,Gey) = —a*c® + b2
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Daraus folgt
2

U
vV =c*a®—1) = FE
Daher ist

1 U
G€4 = :EE€4 + Ew.

Durch die Wahl des Vorzeichens von u kénnen wir dabei
Gey = ié(ezl —uw) = £ L(—uw)ey
(mit w anstelle von ws aus 7.5.6) erreichen. Also gilt
L(—uw) *Gey = +ey.

Setzen wir v = —uw und H = L(v)"'G, so folgt Hey = +e4. Ist det G =1,
so ist auch det H = 1. Sei Hey = ce4 mit € = 1. Genau dann gilt G € ST,
wenn Gey ~ ey4, also

(Geyg,eq) = (L(v)Hey,eq) = e(L(v)eq,eq) < 0.

Wegen (L(v)eq, eq) < 0 heifit dies € = 1. O

Definition 7.5.8 Sei V ein K-Vektorraum mit symmetrischem Skalarpro-
dukt (-,-). Eine Abbildung A € GL(V) heiit eine Ahnlichkeit, falls es ein
a(A) € K* gibt mit

(Av, Aw) = a(A)(v,w)

fiir alle v,w € V. Ist Char K # 2, so reicht dafiir bereits
(Av, Av) = a(A)(v,v)

fiir alle v € V. Ist I eine Isometrie von V, so ist bI eine Ahnlichkeit fiir alle
be K*.

Das folgende Lemma benétigen wir zur Begriingung der speziellen Re-
lativitatstheorie.

Lemma 7.5.9 Sei V' der Minkowskiraum und A € GL(V). Fir allev € V
mit (v,v) =0 sei auch (Av, Av) = 0.

a) Dann ist A eine Ahnlichkeit von V.

b) Es gibt eine Isometrie von V und ein b € R* mit A = bl.
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Beweis. a) Sei V = (v, w;) L Vj mit einem hyperbolischen Paar vy, w; und
anisotropem Vj der Signatur (1,1). Setzen wir

[v,w] = (Av, Aw),

fiir v,w € V, so ist [, ] ein symmetrisches Skalarprodukt auf V', und es gilt
[v,v] =0, falls (v,v) = 0 ist. Somit ist

[v1,v1] = [w1,w1] = 0.
Sei [v1,w1] = a. Fiir vg € Vp und = € R* gilt

(U(;;O)wlyvo + zv1 — (002’—::0)101) = (Uo,vo) - (UO,UO) =

(vo + vy —

Also ist auch

(U(J? UO)
X

(v, v0)

0= |vg+zv1 — =

w1, Vg + V1 — wq

(an Uo)
R oam

T ’LUl].

= [vo, o] — a(vo, vo) + 2[vo, Tv1 —
Die Verwendung dieser Gleichung fiir x = 1 und x = —1 liefert
[vo, vo] = a(vg, vp)
und dann fiir alle x € R*

(vo, vo)

[vo, zv1 — wy] = 0.

Da es ein # € R* mit 22 # 1 gibt, zeigt dies
[vo, v1] = [vo, w1] = 0
fiir alle vg € V. Daher gilt

[vo, Vo] + 2axy
= a((vo,vo) + 2zy)
= a(vo + zv1 + ywi, vy + zv1 + Yyw1).

[vo + V1 + ywy, v + TV + Yw]

Dies zeigt
(Av, Av) = [v,v] = a(v,v)

fiir alle v € V. Somit ist A eine Ahnlichkeit.
b) Nach a) haben wir (Av, Av) = a(v,v). Ist a = b*> > 0, so ist b~ 1A eine
Isometrie von V. Angenommen, a < 0. Wegen a) gilt

V = A<1)1, w1> 1 AV()
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mit
(Avg, Avg) = a(vg,vp) < 0

fiir alle 0 # vy € V. Somit hat AV, die Signatur (—1,—1). Dies ist nicht
moglich, da V' die Signatur (1,1,1,—1) hat. Also ist doch a > 0. O

Aufgabe 7.5.1 Sei V = (w1, w4) L (wa,ws) der Minkowskiraum mit

(w1, ws) = (w2, w2) = (w3, w3)

=1,
(wlawl) = (w4,w4) = (w27w3) =0.

a) Fiir jedes Paar a,b € R ist die Abbildung G(a,b) mit
( b)w1 = wq,
G(a,b)wy = aw; + wo,
G(a,b)ws = bw; + ws,
G(a,b) 3

Wy = —§(CL2 + b2)w1 — awg — bw3 + W4y

eine Isometrie von V mit G(a,b) € ST.

b) Fiir (a,b) # (0,0) hat G(a,b) das Minimalpolynom (x — 1)3, ist also
insbesondere nicht diagonalisierbar.

c) Es gilt
G(a,b)G(d', V') = Gla+d' b+ V).

Somit ist {G(a,b) | a,b € R} eine abelsche Gruppe.
Aufgabe 7.5.2 Sei V' der Minkowskiraum und w € V mit (w,w) # 0.

Durch
Sw = —w, S(v)=wv fiir v e (w)*

wird eine Spiegelung S aus der Lorentzgruppe L definiert mit det S = —1.
a) Ist (w,w) >0, sogilt S € LT.
b) Ist (w,w) <0, so gilt S & LT.

Aufgabe 7.5.3 Sei V der Minkowskiraum und G € L.

a) Hat G keine isotropen Eigenvektoren, so gibt es eine Zerlegung
V = H 1 H* mit einer hyperbolischen Ebene H und GH = H.

b) Ist det G = 1, so hat G einen reellen Eigenwert mit isotropem Eigen-
vektor.
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7.6 Anwendung: Spezielle Relativitiatstheorie

Auf der Tagung der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte in Koln
am 21. September 1908 begann der Mathematiker Hermann Minkowski sei-
nen Vortrag iiber Raum und Zeit mit folgenden Sétzen. ”Die Anschauun-
gen iiber Raum und Zeit, die ich ihnen hier entwickeln mochte, sind auf
experimentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin liegt ihre Stérke. Th-
re Tendenz ist eine radikale. Von Stund an sollen Raum fiir sich und Zeit
fiir sich vollig zu Schatten herabsinken, und nur noch eine Art Union der
beiden soll Selbstéandigkeit bewahren”. Was war geschehen?

Die klassische Elektrodynamik ging von der Vorstellung aus, daf§ Licht
eine Schwingung eines elastischen Mediums, des Lichtéathers sei. Nach klassi-
scher Vorstellung sollte sich die Geschwindigkeit einer bewegten Lichtquelle
zur Lichtgeschwindigkeit addieren bzw. subtrahieren. Der beriihmte Versuch
von Michelson!! zeigte jedoch, dafl dieser Effekt nicht auftritt. Vielmehr
beobachtet ein bewegter Sender, dafl sich das Licht von ihm aus in allen
Richtungen im Vakuum mit Lichtgeschwindigkeit ¢ ausbreitet.

Wir machen diese Beobachtungen, Einstein folgend, zur Grundlage von
Axiomen.

Axiome 7.6.1 Wir beschreiben Ereignisse in Raum und Zeit durch die
Angabe eine Quadrupels (z;) € R*. Ein Beobachter ordnet jedem phy-
sikalischen Ereignis beziiglich des von ihm benutzten Bezugssystems drei
Raumkoordinaten 1, x9,x3 und eine Zeitkoordinate z4 = ¢ zu. Die in der
klassischen Physik von allen Beobachtern gleichartig vollzogene Zerlegung
des R* in einen rdumlichen und einen zeitlichen Anteil wollen wir jedoch
nicht {ibernehmen. Wie Minkowski sagte, muf} sie aufgegeben werden. Wir
nennen (1, ro,rs,r4) einen Weltpunkt. Welche Transformationen

(x17x27x37x4) - (xllv x/Zv xév xil)

sollen zul&ssig sein?

Axiom 1. Die Transformation werde beschrieben durch

4
' zbj+zajk33k (G=1,....,4)
k=1

mit det(a;) # 0.

M Albert Abraham Michelson (1852-1931) Chicago, Pasadena. Physiker, Optik.
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Axiom 2. Ist ,
Z x? — 22 =0,
j=1
so sei auch ,
Zx—b (x), —bg)*> = 0.

Jj=1

Dies entspricht der physikalischen Aussage, dafl der zweite Beobachter das in
(x1,x2,x3,24) = (0,0,0,0), also in (x}, b, 2%, x)) = (b1, ba, b3, by) ausgesen-
dete Lichtsignal im Vakuum genau so beobachtet wie der erste Beobachter.
Es breitet sich ndmlich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ in konzentrischen
Kugeln um (by, by, bg) aus, beginnend zum Zeitpunkt ¢’ = by.

Die mathematische Folgerung aus diesen Axiomen liefert der folgende
Satz.

Satz 7.6.2 Sei V' der Minkowskiraum und [vi,v2,v3,v4] eine Orthogonal-
basis von V. mit

(vj,v;) =1 fiir j =1,2,3 und (v4,v4) = —c>.
Genau dann ist
4
x;:bj—FZajkxk (jZl,...,4)
k=1

eine zuldssige Transformation im Sinne von 7.6.1, wenn die zugehdrige Ab-
bildung A € End(V') mit

4
Av; = apve (G=1,...,4)
k=1
eine Ahnlichkeit von V ist. Dann hat A die Gestalt A =dL mit0 <d e R
und einer Isometrie L von V.
Beweis. Ist v = 2?21 x;v; ein isotroper Vektor aus V, so gilt
3

0= (v,v) = Zx? — a3

j=1
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Dann ist

(Av, Av) = Zi:1(2?:1 ap;z;)? — 02(2;:1 as;x;)”
= S0 (@) — b)? — () — ba).

Somit ist A eine lineare Abbildung, welche isotrope Vektoren genau dann
auf isotrope Vektoren abbildet, wenn die Transformation

(£C1,x2,3737$4) - (xllyxéaxgale)

zuliissig ist. Nach 7.5.9 ist dann A eine Ahnlichkeit, hat also die angegebene
Gestalt. O

Auf die zahlreichen Folgerungen aus Einstein’s Theorie in Mechanik,
Elektrodynamik und Optik kénnen wir hier nicht eingehen. Wir miissen
uns auf wenige rein kinematische Aussagen beschrinken, die jedoch bereits
iiberraschend sind.

Lorentz-Transformationen 7.6.3
Wir betrachten geméf 7.5.6 die Isometrie L(—uwvq) mit |u| < ¢, d = - 2—22
und

L(—uvy)vy = é(vl — C%1)4),

L(—uvy)v; = v; fir j =2,3,

L(—uvi)vy = 2 (—uvy + vy).

Da L(—uwvq) eine Isometrie ist, wird nach 7.6.2 durch

(1 —uzy), z) = fiir j =2,3,

(—%%1 + 1’4)

) =%
) =%
eine zulissige Abbildung definiert. Ist z4 = t die Zeit des ersten Beobachters,
so hat der Nullpunkt (x},z5,25) = (0,0,0) des zweiten Beobachters im
System des ersten Beobachters zur Zeit ¢ die Koordinaten (ut, 0,0), vollfiihrt
also eine Translation mit der konstanten Geschwindigkeit u beziiglich des
ersten Beobachters. Aber die in der klassischen Theorie giiltige Gleichung
t’ =t gilt nun nicht mehr. Vielmehr ist

1, u
/ /
t = Ty = E(_C_Q:I:l +t)
Die beiden relativ zueinander bewegten Beobachter haben also nicht den-

selben Zeitbegriff.
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Bei den nun zu besprechenden Effekten der speziellen Relativitéatstheorie
schreiben wir stets (x,y, z,t) statt (x1,x2,23,24) und legen die Transfor-

mationen

x =

t =

(x —ut), ¢y =y,2' =z,
(—=zz+1)

Q- Q=

mit d = /1 — 2—22 zugrunde. Dies ist keine wesentliche Beschrankung, da

nach 7.5.7 jede Lorentz-Transformation ein Produkt einer Lorentz-Trans-
lation in einer geeigneten Richtung mit einer orthogonalen Abbildung des
Raumes ist.

Wir kommen nun zu den kinematischen Effekten.

Die Einsteinsche Addition der Geschwindigkeiten 7.6.4
a) Fir Lorentz-Translationen L(v;) mit (v1) = (vs) hatten wir in 7.5.6 die
Regel L(v1)L(v2) = L(vs) mit

1

— —1 n (”16’2”2) (v1 + v2)

U3

festgestellt, wobei fiir (vj,v;) < ¢ (j = 1,2) auch (vs,vs) < ¢? gilt. Bewegt
sich der Beobachter 2 relativ zum Beobachter 1 mit der Geschwindigkeit
w1 und der Beobachter 3 relativ zum Beobachter 2 mit der zu w; gleich
oder entgegengesetzt gerichteten Geschwindigkeit us, so bewegt sich der
Beobachter 3 relativ zum Beobachter 1 mit der Geschwindigkeit

u U1 + usg
3= =
I 2
Sind u; und wug sehr klein gegeniiber ¢, wie in der klassischen Mechanik, so
ist ug ~ uy + uso. Ist jedoch uy = us = %c, so erhalt man ug = %c.

b) Der Versuch von Fizeau'? mifit die Lichtausbreitung in einem Medium
M, welches sich mit konstanter Geschwindigkeit u bewegt. Ist = die Licht-
geschwindigkeit in M mit dem Brechungsindex n > 1 des Mediums M, so
liefert die Einstein-Addition

c
n Tu c U c 1
n ~ (= 1— )~ =4+ (1= —
1+7%Lc (n+u)( nc) n+( nQ)u

2
(bis auf Terme der GréBenordnung %-).



448 7 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Man nennt 1 — -5 den Fresnelschen'® Mitfiihrungskoeffizienten. Fizeau

konnte diesen Effekt in stromendem Wasser nachweisen.

Liangenkontraktion und Zeitdilatation 7.6.5
Wir legen wieder die Formeln

' =

t =

(x —ut), ¢y =y, =z,
(—%x+t)

(5

Q- Q=

aus 7.6.3 zugrunde.

a) Wir betrachten einen Stab in den beiden Bezugssystemen (z,y, z,t) und
(x',y', 2/, t"), welche wie oben zusammenhéngen. Im zweiten Sytem ruhe
der Stab. Seine Endpunkte seien in (z/,7/,2") = (0,0,0) und (2/,y’,2') =
(lp,0,0), wobei wir [y die Ruhelénge des Stabes nennen. Der erste Beobach-
ter liest zu einem Zeitpunkt t die beiden Endpunkte x, und z; des Stabes
ab. Nun ist

1 1
xl = C—l(aca — ut) und x), = E(l‘b — ut).
Dies liefert N /
lozxg—xgza(xb—xa): 7

wobei | = xp — x, die vom ersten Beobachter ermittelte Stablange ist. Somit
hat der Stab fiir den ersten Beobachter die Lange

2
zzmh—%<m

Dies ist die von Lorentz postulierte Kontraktion.

b) Wieder sei der Zusammenhang zwischen zwei Bezugssystemen durch die
obigen Formeln gegeben. Eine Uhr ruhe im zweiten System und markiere die
gleichméflig verteilten Zeitpunkte t,t5,... mit 7/ = ¢/, — ¢’. Die Umkehr
der obenstehenden Gleichungen liefert

1 1
T = a(x' +ut') und t = E(c%x’ +t).

Da unsere Uhr im zweiten System ruht, folgt

7_/

tiv1 —t; = =(tjp — ;) = =z

SHN
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Also erscheint im ersten System die Zeiteinheit der Uhr als

Dies ist die Einsteinsche Zeitdilatation.

Die Zeitdilatation findet eine experimentelle Bestétigung bei der Beobach-
tung von Mesonen, die in der Atmosphére unter dem Einflu der Hohen-
strahlung entstehen. IThre mittlere Zerfallszeit in Ruhe ist etwa 7/ = 1.5-1076
Sekunden. In dieser Zeit legt ein Meson hochstens 1.5 - 10~6¢ = 450 Meter
zuriick. Man beobachtet jedoch als hiufigste Weglinge den viel grofieren
Wert von etwa 20 Kilometern. Im Bezugssystem eines auf der Erde ruhen-
den Beobachters entspricht dies einer mittleren Zerfallszeit von 7 = 7-107°
Sekunden. Also hat in diesem Bezugssystem die Zeitdilatation den Wert

1 T 7-107°

=_=-"""__ ~50
7 1.5-10°6

2
u
-

Dies ergibt fiir die Mesonengeschwindigkeit den Wert

1

~e(l — ——).
ur el = =505

Diese hohe Geschwindigkeit der Mesonen 1483t sich auf anderem Weg durch
Energiemessungen bestétigen.

Relativitit der Gleichzeitigkeit 7.6.6

Zwei Beobachter, deren Bezugssysteme sich mit der Geschwindigkeit u # 0
zueinander auf der z-Achse bewegen, beobachten zwei Ereignisse. Beobach-
ter 1 sehe diese Ereignisse in den Weltpunkten (x1,0,0,¢;) und (x2,0,0,t2).
Der Beobachter 2 sehe sie in den Weltpunkten (2/,0,0,¢}) und (z5,0,0,t})

mit

/

Uu
;= (—C—2$j—|—tj).

SHNS

(v — uty), t; =

SHNS

Dabei ist

ty—ty = St = t1) = (22 — ).

S
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Ist t1 = to, beobachtet der erste Beobachter also beide Ereignisse gleich-

zeitig, so ist th # t}, falls zo # xq ist. Somit ist Gleichzeitigkeit eine vom
Beobachter abhéngige Aussage.

Wir haben mit einem Experiment aus der Optik, dem Michelson-Versuch,
begonnen. Dies fithrte zu einer véllig neuen Geometrie von Raum und Zeit.
Nur wenige kinematische Folgerungen konnten wir hier behandeln. Die Vor-
hersagen der speziellen Relativitdtstheorie wurden bei zahlreichen Experi-
menten zur Optik und Elektrodynamik bewegter Korper, insbesondere bei
der Beobachtung von schnellen Elektronen und der Feinstruktur des Was-
serstoffspektrums mit grofler Genauigkeit bestétigt. Zahlreiche Folgerungen
der Relativitiatstheorie in Elektrodynamik und Optik findet man in Relati-
vitdtstheorie von Max von Laue (siehe [14]).



8 Hilbertriume und ihre Abbildungen

Auf Vektorrdumen iiber R oder C mit definitem Skalarprodukt definieren
wir iiber das Skalarprodukt eine Norm. Damit sind die Ergebnisse der Kapi-
tel 6 und 7 verfiigbar. Dies fithrt zur reichen Theorie der Hilbertraume. Un-
sere algebraischen Methoden erzwingen freilich weitgehend eine Beschran-
kung auf Hilbertrdume endlicher Dimension, denn dann ist die Komplettheit
automatisch gegeben. Fiir Hilbertrdume von endlicher Dimension betrach-
ten wir eingehend lineare Abbildungen, die beziiglich des Skalarproduktes
ein spezielles Verhalten zeigen, ndmlich die normalen, unitéren und hermite-
schen Abbildungen. Die Eigenwerttheorie der hermiteschen Matrizen findet
in 8.5 und 8.6 Anwendung bei der technisch wichtigen Behandlung linearer
Schwingungen. Hier kommen die Ergebnisse dieses Kapitels mit den Séatzen
iiber lineare Differentialgleichungen aus 6.4 zusammen. Um léangere physika-
lische Ausfithrungen zu vermeiden, beschranken wir uns bei der Behandlung
linearer Schwingungen auf Beispiele aus der Mechanik.

Die Theorie der Hilbertrdume und ihrer Abbildungen hat die Analysis
im 20. Jahrhundert revolutioniert; sie hat u.a. eine einheitliche Behandlung
grofler Klassen von Differential- und Integralgleichungen erlaubt. Auch die
Quantenmechanik bedient sich der Sprache der Hilbertrdume und ihrer her-
miteschen Abbildungen. In 8.3 gehen wir kurz darauf ein und beweisen die
Heisenbergsche Unschérferelation.

Viele Sédtze dieses Kapitels gestatten Verallgemeinerungen auf Hilbert-
rdume von beliebiger Dimension. So dient das Studium der endlichdimen-
sionalen Fille auch zur Vorbereitung auf die Funktionalanalysis von Ope-
ratoren auf Hilbertrdumen.

8.1 Endlichdimensionale Hilbertraume

Bereits in 7.1.2 haben wir fiir R- oder C-Vektorrdume mit definitem Ska-
larprodukt die Schwarzsche Ungleichung bewiesen. Wir verwenden sie hier,
um eine Norm einzufiihren.

Satz 8.1.1 Sei V' ein Vektorraum tiber R oder C von beliebiger Dimension
mit einem definitem Skalarprodukt (-,-). Dies bedeutet (v1,v2) = (va,v1)
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und (v,v) >0 fir0#veV.
a) Durch || v || = /(v,v) wird eine Norm || - || auf V definiert. Dabei ist
[or + v [ =l v | + [ vz

genau dann, wenn v1 = bvy oder vy = bvy mit 0 < b € R gilt.

b) Fiir alle vi,vo € V' gilt die sogenannte Parallelogrammgleichung
[or = w2 |2+ [ o1 + vz [P=2(] o1 1P + [ 02 7).

Beweis. a) Offenbar gilt || v || > 0. Weiterhin ist || v ||= 0 nur fir v = 0
und

| av || = v/ (av, av) = \/a@(v,v) = |a| || v ] .

Nachzuweisen bleibt noch die Dreiecksungleichung. Nach 7.1.2 haben wir
|(v1,v2)| <[l v1 || || v2 ||. Damit folgt

| v1 42 |

(v1 + va,v1 + v2)

(v1,v1) + (v1,v2) + (v2,v1) + (v2,v2)
(v1,v1) + 2Re(vy,v2) + (v2, v2)

| v1 ||2 +2(v1, v2) [+ || v2 |12

< ol +2for [l oz |+ [ vz |12

= ([[vr | + [l v2 )?

IN

Dabei gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn
Re(v1,v2) = |(v1,v2)| = v [[[| vz || -
Mit 7.1.2 folgt etwa v; = bvg mit b € C und
b|(v2,v2) = |(bvg,v2)| = |(v1, v2)] = Re(vy,v2) = Reb (v, v2).
Ist vy # 0, so erhalten wir Reb = [b| und b € R, also 0 < b € R. Fiir v =0

ist trivialerweise auch v; = 0.
b) Es gilt

| v1 — vg H2 + || v1 + v H2 (v1 — v2,v1 — v3) + (V1 + V2, V1 + V2)
= 2(vi,v1) + 2 (v2,02) = 2([[ o1 |2+ || v2 ||?).

O
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Bemerkung 8.1.2 (J. von Neumann) Sei V' ein normierter Vektorraum
iiber R oder C, und es gelte die Parallelogrammgleichung

lor = v I + [l or + vz [P=2(] on I + [ 02 )

fiir alle v1,v9 € V. Wir definieren

1
(v1,v2) = Z(H vr F g || = o1 — w2 |I?),

falls V' ein R-Vektorraum ist, und
1 2 2 . 2 2
(v1,v2) = Z(H v1 v |7 = [[vr — w2 [|7 i | vr +ivg |7 =i | v —dva [[7),

falls V' ein C-Vektorraum ist. Dann ist (-, -) ein definites Skalarprodukt mit
(v,v) =|| v ||?. (Siehe [11], S. 108-111.)

Definition 8.1.3 Sei V ein Vektorraum iiber R oder C mit definitem Ska-
larprodukt. Ist V' vollsténdig beziiglich der Norm aus 8.1.1, so heifit V' ein
Hilbertraum.

Da in diesem und den folgenden Abschnitten unsere Methoden meist
nur fiir endlichdimensionale Hilbertrdume effektiv sind, setzen wir ab hier
stets voraus, dafl die vorkommenden Hilbertrdume, sofern nichts anderes
ausdriicklich gesagt wird, endlichdimensional sind. Diese sind dann nach
6.1.11 a) automatisch vollstindig. Die Definitheit des Skalarproduktes lie-
fert, daf jeder Unterraum U von V regulir ist. Wegen 7.1.13 b) gilt somit
fiir einen Hilbertraum (da endlichdimensional) V =U L U*.

Beispiele 8.1.4 a) Sei V =R" oder V = C" mit dem Skalarprodukt
(), () = >_ 275
7j=1

Wegen ((z), (x7)) = >2j_, ;75 = 37, |7;]? ist (-, -) definit. Die Schwarz-
sche Ungleichung 7.1.2 liefert nun

n n n
> w g <> P ) il
pst =1

=1

Wegen dim V' < oo ist V' ein Hilbertraum.
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b) Sei V' = CJ0, 1] der Vektorraum der auf [0, 1] stetigen, komplexwertigen
Funktionen. Setzen wir

mmzﬁﬂwmﬁ

so ist (-,-) ein Skalarprodukt. Ist 0 # f € C|0, 1] und f(to) # 0, so gibt es
wegen der Stetigkeit von f ein a > 0 mit | f(¢)|* > a in einer Umgebung von
to. Dann ist

1
/ F(O)2dt > 0.
0

Also ist (-, -) definit. Nun liefert 7.1.2 die Ungleichung

yéﬂmmmsALmﬂﬁAmwMt

Allerdings ist C]0, 1] nicht vollsténdig (siche Aufgabe 6.1.3). Erst bei Ver-
wendung des Lebesgueschen® Integrals erhilt man einen freilich nicht end-
lichdimensionalen Hilbertraum.

c) Sei V = (C),. Fir A = (a;;) und B = (b;;) aus V setzen wir

(A,B) =Sp AB' = Z a;jxbj-
jk=1

Offenbar ist (-, ) ein definites Skalarprodukt. Wegen dim(C),, = n? ist (C),,
ein Hilbertraum.

Satz 8.1.5 (Orthogonalisierungsverfahren von E. Schmidt?) Sei V ein
Vektorraum tiber R oder C mit definitem Skalarprodukt (-,-) und seien
V1, .., Um linear unabhdingige Vektoren aus V. Dann g¢ibt es Vektoren

J
wj:Zajkvk (j=1,...,m)
k=1

mit aj; # 0 und (w;, wi) = 05. Firl <k <m gilt dabei

(U1, vy = (W1, ..., Wg).

'Henri Lebesgue (1875-1941) Paris. Maftheorie, Integrationstheorie, Topologie, Po-
tentialtheorie.
2Erhard Schmidt (1876-1959) Ziirich, Berlin. Integralgleichungen, Funktionalanalysis.
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Beweis. Wir beginnen die Konstrukion der w; mit wy = || v1 || 7' v;. Dann

ist (w1, w1) = 1. Seien bereits wy, ..., w;_; fiir j < m mit den gewiinschten
Eigenschaften gefunden. Wir machen den Ansatz

7j—1
w; = C(Z brwi, + v;)

k=1
mit ¢, b € K. Wegen wy = Zle apvy fir k < j ist w; = Z‘ljzl a;jv; mit
geigneten aj;; und ¢ = a;;. Fiir 1 <k <j—1ist

0 = (wj, wg) = c (b + (vj,wk))
gefordert. Diese Bedingung erfiillen wir mit by = —(v;, wi). Wegen
Uy ¢ <U1, e ,’Uj,1> = <’UJ1, co ,’wj,1>

ist 3277 bpwy 4 vj # 0. Daher kénnen wir ¢ so bestimmen, daf

7j—1 7j—1
1= (wj,w;) = CE(Z brwy, + 'Uj,Zbkwk + ;).
k=1 k=1
Offenbar gilt dann (vq,...,v;) = (wy,...,w;) fir j <m. 0
Hauptsatz 8.1.6 Sei V' ein Vektorraum iiber R oder C mit definitem Ska-

larprodukt (-, ) und dimV < oo.

a) V hat eine Orthonormalbasis. Insbesondere gibt es bis auf Isometrie
nur einen Hilbertraum der Dimension n.

b) Ist[v1,...,v,] eine Orthonormalbasis von V', so liefert die sogenannte
Fourierentwicklung?
n
v = Z(v, V;j)v;.

j=1

Ferner gilt der allgemeine Satz von Pythagoras?*, namlich

(0.0) =3 |

3Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) Paris. Reihen, mathematische Physik.
4Pythagoras von Samos (~ 569 ~ 475 v.Chr.) Mathematiker und Astronom.
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¢) (Besselsche® Ungleichung) Sind vy, ..., vy, aus V. mit (vj,vr) = 8k,
so gilt
m
miny; ex (v Zij], Zij] (v,v) |(v,v5) )12 >o.
7j=1

Das Minimum wird nur fir y; = (v,v;) angenommen.

Beweis. a) Die erste Aussage folgt sofort durch Anwendung von 8.1.5 auf
eine Basis von V. Sei W ein weiterer Hilbertraum mit dim W = dim V. Ist
[v1,...,v,] eine Orthonormalbasis von V und [wy,...,w,] eine Orthonor-
malbasis von W, so definiert Av; = w; (i = 1,...,n) offenbar eine Isometrie
von V auf W.

b) Sei [v1,...,v,] eine Orthonormalbasis von V und v = 377 | z;jv; mit
z; € K. Dann ist

n

(v,0) = Y vy, v8) = @k
j=1
und
R IR RIS
jok=1 j=1
c) Es gilt
(v = 2000 Y5, 0 = D05, Yiv5) =
= (1), 1)) - mel yj(vjv U) - mel E(U Uj) + Z;nzl |yj’2
= (v,v) = 322551 vy, 0)12 + 2201 (yy — (0,07)) (75 — (v, ;)
= (v,v) = 22551 [(vy, 0)12 + 200 Ny — (v, 05) )
> (v,v) = 320% |(vg,0)
Dies beweist die Behauptung. a
Sei V' ein komplexer Hilbertraum und [vy, . .., v,] eine Orthonormalbasis.

Weiterhin sei I eine Isometrie von V mit

n
Iv]:Zaijvi (z:l,,n)
=1

5Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) Konigsberg. Astronom, Mathematiker, Geodiit.
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Dann gilt

n

n
6]]6 vgavk E al]v’HE alkvl E az]alk ’Ul,i)l E A5k,

il=1 =1

also E = (a;;)!(@;) und daher auch (a;;)(a@;)! = E. In Ubereinstimmung
mit 7.1.16 (3) gibt dies Anlaf} zur

Definition 8.1.7 Sei A € (C),,. Gilt AA" = E, so nennen wir A unitiir.

Satz 8.1.8
a) Sei V' ein komplexer Hilbertraum und A € End(V'). Dann gibt es eine
Orthonormalbasis vy, ..., v,] von V mit
A(vi, ... v5) < (v1,...,05)

firj=1,...,n
b) Sei A = (aij) € (C),. Dann gibt es eine unitire Matriz U, so dafl

bi1 b1z ... bip
0 bao ... bay,
UtAU = . | .
0 0 ...bun
obere Dreiecksgestalt hat.
Beweis. a) Nach 5.4.15 c) gibt es eine Basis [wy,...,w,] von V mit
A(wl,. .. ,w]’> S <U)1,. . .,’U)j>
fiir j < m. Nach 8.1.6 gibt es sogar eine Orthonormalbasis [v1,...,v,]| von
V mit
(wl,...,wj> = <’U1,...,'Uj>
fiir j < n.

b) Sei [wy,...,w,] eine Orthonormalbasis von V und A € End(V) mit

n
Aw]:Zakjwk (j=1,...,n).
k=1
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GemiB a) sei [v1, . . ., vp] eine Orthonormalbasis von V mit Av; = Z{g:1 b V.
Wir definieren eine Isometrie U aus End(V') durch

Uw; = v; (j=1,...,n).
Dann gilt
J J
U AUw; = U™ Av; = U™ o = Y bijwy.
k=1 k=1
Ist (u;x) die Matrix zu U bzgl. [wy,...,w,], so heiit dies
(i)™ () (wje) = (bje)-
Dabei ist (u;;) nach 8.1.7 eine unitidre Matrix. O

Satz 8.1.9 Sei V ein Hilbertraum mit dim V = n.

a) Seiw; € Vmitj=1,....k und k <n. Dann gilt det ((w;, w;)) > 0.
Genau dann ist det ((w;,w;)) > 0, wenn wi, ..., wy linear unabhdngig
sind.

b) Sind wy,...,wx €V, so gilt
dim (w1, ..., wg) =1 (Wi, w;))ij=1,.. k-
Insbesondere ist v ((w;, w;)) < n, also det ((w;, w;)) =0 fir k> n.

Beweis. a) Sei U < V mit w; € U und dimU = k. Sei [eq,...,e;] eine
Orthonormalbasis von U und

Dann ist
k k k k
(wi,wj) = O auer, Y amjem) = Y ailmy(er,em) = > audi;.
=1 m=1 I,m=1 =1
Dies zeigt
det ((w;, w;)) = det(ay;)" det (ar;) = | det (ali)|2 > 0.

Genau dann ist det ((w;, w;)) > 0, wenn det (a;;) # 0, wenn also w, ..., wg
linear unabhéngig sind.
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b) Wir setzen W = (w; ..., w,) und kénnen annehmen, dafl [wq, ..., wy,]
eine Basis von W ist. (Man beachte dazu, dafl bei Permutation der w; die
Zeilen und Spalten von ((w;,w;)) vertauscht werden, wobei sich der Rang
nicht dndert.)

(1) Wir zeigen zuerst r((w;, w;)) <m = dim W :

Fir m < I < k gelten Gleichungen der Gestalt w; = Z;nzl ajjw;. Fiir
1 < s < k folgt daher

m
(wsywr) =Y a5 (ws, ;).
j=1

Somit ist fiir [ > m die [-te Spalte

(wla wl)

(wk; wy)

der Matrix ((w;,w;)) linear abhéngig von den Spalten mit den Nummern
1,...,m. Also hat ((w;,w;)) hochstens m linear unabhéngige Spalten. Daher
gilt r ((w;i, wy)) < m.

(2) Da wy,...,w,, linear unabhéngig sind, gilt nach a)

det ((wi, w;))ij=1,...m 7 0
Also sind die Zeilenabschnitte
((wj, 1), s (wj, wm))
mit 1 < 7 < m linear unabhéngig. Erst recht sind dann die vollen Zeilen
((wj, w1), ..., (wj, wk))
fur 1 < j <m der Matrix ((w;,w;));i j=1,..  linear unabhéngig. Dies zeigt
r ((wi, w;))ij=1,...r > M.

O

Satz 8.1.10 (Allgemeiner Kongruenzsatz) Sei V' ein Hilbertraum. Seien
Vlyevn, Up, W, ..., Wr € V. Genau dann gibt es eine Isometrie G von V. mit
Gvj =wj firj=1,...,r, wenn (v;,v;) = (wj,wy) firj,k=1,...,r ist.
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Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar.

Sei also
(vj,v) = (wj,wy) fur jk=1,...,r
Mit 8.1.9 b) folgt
dim (vy,...,v,) = v ((vj,V%))j k=1,..r
I ((wj, We))jk=1,..,r
= dim (wq, ..., w,).
Wir numerieren die v; so, daf8 [vy,...,vy] eine Basis von (vy,...,v,) ist.

Abermals, nach 8.1.9 b), folgt dann

m =dim (vi,...,vm) = 1 ((vj,0%))jk=1,...m
= 1 ((wj, w))jk=1,....m
= dim (wy, ..., wn).
Somit ist [wq,...,wy,] eine Basis von (wi,...,w,). Wir definieren eine li-
neare Abbildung G; von (vy,...,v,,) auf (wy,...,w,,) durch

Gl’l}j = Wy (1 S ] S m)

Wegen

ist G1 eine Isometrie. Wegen

dim (v1,...,vm)" =dimV —m = dim (w1, ..., w,)*
gibt es nach 8.1.6 a) eine Isometrie G von (vy, ..., v,)" auf (wy, ..., w,)"*.
Definieren wir G € End(V') durch G(v+v") = Gio+Gov' fiirv € (vy,...,Um)
und v’ € (v1,...,v,)7T, so ist G eine Isometrie von V auf sich mit
G’Uj = wj fﬁrj: 1,...,m.

Wir haben noch Gv; = w; fiir m < j < r nachzuweisen.
Fiir m < j < r gelten Gleichungen der Gestalt

m
v = E a;jrvr  mit aj € K.
k=1

Daher ist

(1) (UJ'?Us) = Zajk(vkavs)
k=1
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firm<j<rund 1l <s<m. Dawy,...,v, linear unabhéngig sind, gilt
nach 8.1.9 a)
det ((vka Us))k,s:l ..... m 7& 0.

Also sind die ajj durch das Gleichungssystem (1) eindeutig festgelegt.
Fiir m < j < r gilt analog

m
w; = ijkwk mit bjk e K
k=1

und

2)  (vj,vs) = (wj,ws) = bjk(we,ws) =D bj(vk, vs)
k=1 k=1

fir m < j < rund 1 < s < m. Da die Gleichungssysteme (1) und (2)
eindeutig l6sbar sind, folgt a;, = bjj, fir allem < j <rund 1 <k < m.
Fiir m < j < r folgt somit
m m
Gv; = Zajkak = ijkwk = wj.
k=1 k=1
g

Satz 8.1.11 (Maschke, vgl. 3.6.9) Sei V' ein Hilbertraum und G eine end-
liche Gruppe von linearen Abbildungen aus End(V').

a) Es gibt ein definites Sklarprodukt |- -] auf V mit [Gv, Gw] = [v,w] fir
alle G € G und alle v,w e V.

b) Ist U ein Unterraum von V mit GU < U, so gilt auch GU+ < U+ fiir
alle G € G, wobei UL beziiglich |-, ] zu bilden ist.

Beweis. a) Durch

[v,w] = Z(Gv,Gw)
Geg
wird wegen [v,v] > (v,v) ein definites Skalarprodukt [-, -] definiert. Fiir alle

H € G gilt dabei

[Hv, Hw| = Z(GHU,GHU)) = [v,w].
Geg

b) Diese Aussage folgt sofort aus a). O
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Aufgabe 8.1.1 Sei

> ={(ao,a1,...) | a; €R, Y a3 < oo}
j=0

Dann ist [2 beziiglich des Skalarproduktes ((a;), (b;)) = Z;io a;b; ein nicht

endlichdimensionaler Hilbertraum, also insbesondere vollstandig.

Aufgabe 8.1.2 Auf [—1,1] definieren wir die sogenannten Legendre®-Poly-
nome
Ly(z) = (2% = 1)")™,

wobei (™ die n-te Ableitung bezeichnet.
a) L, ist ein Polynom vom Grad n.
b) Durch partielle Integration beweise man

/1 Ly (z)Lyp(z)de =0 fiir m #n.

-1

¢) Man berechne f_ll Ly(x)?dz.

(Die Legendre-Polynome treten bei zahlreichen Problemen der mathema-
tischen Physik auf, so bei der Berechnung des Spektrums des Wasserstoft-
atoms.)

Aufgabe 8.1.3 Sei

a) H, ist ein Polynom vom Grad n.
b) Es gilt
/ e_IQHm(x)Hn(:c)d:U = 0 fiir m # n.

— 00

(Die sogenannten Hermite-Polynome H, (x) spielen eine Rolle bei der quan-
tenmechanischen Behandlung des harmonischen Oszillators.)

6 Adrien-Marie Legendre (1752-1833) Paris. Himmelsmechanik, Variationsrechnung,
elliptische Integrale, Zahlentheorie, Geometrie.
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Aufgabe 8.1.4 Sei V ein Hilbertraum der Dimension n und [vq,...,v,]
eine Basis von V. Dann gibt es genau eine Basis [wy,...,w,] von V mit

(vi,wj):éij (’i,j:1,...,n).

Aufgabe 8.1.5 Sei V = C” mit n > 1, versehen mit einer der Normen
n
(@) =" la;l oder || (z5) [loo = max ;.
7j=1

Man zeige, dafl es kein definites Skalarprodukt (-, -) auf dem Vektorraum V'
gibt mit (v,v) =|[ v [} oder (v,v) =l v [|3.
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8.2 Adjungierte Abbildungen

Satz 8.2.1 Seien U,V und W Hilbertrdume (iber K =R oder K = C).
a) Zu jedem A € Hom(V, W) gibt es genau ein A* € Hom(W, V') mit
(Av,w) = (v, A*w) fir allev € V,w € W.

Wir nennen A* die Adjungierte zu A.
b) Es gilt A** = A.
c¢) Fir alle A, B € Hom(V, W) und alle ¢ € K gelten

(A+ B)* = A" + B* und (cA)* =cA™.
d) Fir A € Hom(V,W) und B € Hom(U, V) gilt (AB)* = B*A*.
e) Es gelten
Kern A* = (Bild A)* und Bild A* = (Kern A)*.
Insbesondere haben A und A* denselben Rang.

f) Ist A ein Monomorphismus (bzw. Epimorphismus), so ist A* ein Epi-
morphismus (bzw. Monomorphismus). Ist A ein Isomorphismus, so
auch A*, und es gilt (A*)~! = (A=1)*.

Beweis. a) Fiir ein festes w € W ist f mit
fw) = (Av,w) firveV

ein Element in Hom(V, K). Da (-, -) regulér ist, gibt es nach 7.1.9 ein durch
w eindeutig bestimmtes w’ € V' mit

(Av,w) = (v,w’) fiir allev € V.
Wir definieren eine Abbildung A* von W in V durch w’ = A*w. Somit gilt
(Av,w) = (v, A*w) fiir allev € V,w € W.

Wir zeigen nun, dafl A* linear ist:
Fiir alle v € V,wy,wy € W und ¢1,co € K gilt wegen ¢ = ¢ fiir ¢ € C
namlich

(v, A*(cqwy + cows)) = (Av, crwy + cows)
= 1 (Av,wy) + e (Av, we)
= 1 (v, A*wy) + C2(v, A*w,)

= (v,c1 A*wy + ca A% w,).
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Wegen der Regularitéit von (-, -) folgt daraus

A* (01w1 + 02w2) = c1 A*wy + ca A% ws.

b) Fiir alle v € V und w € W gilt
(Av,w) = (v, A"w) = (A*w,v) = (w, A**v) = (A" v, w).

Daher ist Av = A**v, also A™* = A.
c¢) Die Behauptungen folgen aus

(v, (A4 B)*w) = ((A+ B)v,w) = (Av,w) + (Bv,w)
= (v, A*w) + (v, B*w) = (v, (A* + B*)w)

und
(v, (cA)*w) = ((cA)v,w) = c(Av,w) = c¢(v, A*w) = (v,cA*w).
d) Fiir alle u € U und w € W gilt
(u, (AB)*w) = (ABu,w) = (Bu, A*w) = (u, B*A*w).

Dies zeigt (AB)* = B*A*.
e) Wir haben

(Av,w) = (v, A"w) fiir alle v € V;w € W.

Fiir w € (Bild A)* folgt A*w = 0. Also gilt (Bild A)t < Kern A*. Fiir
w € Kern A* folgt andererseits w € (Bild A)t. Die Anwendung auf A*
liefert wegen A** = A dann

Kern A = Kern A** = (Bild A*)*.
Schiefllich folgt mit 7.1.13, daf3
(Kern A)* = (Bild A*)*+ = Bild A*.
Mit 7.1.13 erhalten wir nun

r(A*) = dim Bild A* = dim(Kern A4)*
= dimV — dimKern A
= dimBild A = r(A).

f) Dies folgt aus e) und
A*(A Y = (A 'A) = E* =E.
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In den folgenden Sdtzen studieren wir weitere Eigenschaften von A*,
insbesondere auch die Norm.

Satz 8.2.2 Sei V' ein Hilbertraum und [v1,...,v,] eine Orthonormalbasis
von V. Ferner sei A € End(V).
a) Gilt Av; =377 arjvp (j=1,...,n), so ist

n
A*vj:Za]_-kvk (j=1,...,n).
k=1

Die Matriz zu A* bzgl. der Orthonormalbasis [vy, . .., v,] ist also (@k;)".
b) Es gilt det A* = det A.
c) Ist fa = Z?:o cjzd das charakteristische Polynom von A, so ist das
Polynom fa = Z?:o c;x? das charakteristische Polynom von A*.

d) Ist a ein Eigenwert von A mit der Vielfachheit k, so ist @ ein Eigen-
wert von A* mit derselben Vielfachheit k.

e) Ist my das Minimalpolynom von A, so ist ma das Minimalpolynom
von A*.

Beweis. a) Wegen A** = A gilt
(A*vj,v8) = (vg, Avg) = (v, Y aiwvi) = Gjx.
i=1

Dies zeigt A*v; = Zzzl AV
b) Wegen a) gilt

det A* = det(ajz)" = det(ajx) = det A.
c) Mit a) folgt

far = det(@E — (@r)") = det(aE — (a7))" = det (@B — (ay0)) = Ja.
d) Fiir f,g € K|x] bestitigt man leicht fg = fg. Ist
fa=(z—a)g mit g(a) #0,
so folgt mit c), daB8 fa- = fa = (x —a@)*g, wobei
g(@) = g(a) # 0.
Also ist @ ein Eigenwert von A* mit der Vielfachheit k.
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e)Ist g=>, g;j7) € Klx], so gilt
= GAYT = (D _giA) = g(A)".
J J
Somit ist g(A*) = 0 genau fiir g(A) = 0. Dies zeigt ma~ = ma. 0

Satz 8.2.3 Sei V' ein Hilbertraum. Auf End(V') verwenden wir die Alge-
brennorm || A || mit

I All= sup I Avl= mox | Av ]
: >

(Fiir 0 <[ v || <1und v =] v |~! v gilt nmlich || v’ || = 1 und weiterhin
| Av [[=[lv |} Av" [| <l Av"].)
a) Fir A€ End(V) gilt | A" [|=| Al und || A || =] AA* | =] A*A|.
b) Fiir A, Aj € End(V) folgt aus A = lim;_.oc A;j auch A* =lim;_, Aj.

Beweis. a) Fiir alle v € V gilt

| A*v ||2 = (A*v, A*v) = (AA*v, )
< || AA*v ||| v | (siehe 7.1.2)
< [ AA*[v]?*.
Dies zeigt (siehe 6.2.3)
() AT P<AAT <A A

Fiir A = 0 sind unsere Behauptungen trivial. Ist || A || > 0, so folgt sofort
|| A* || <] A Ebenso ist auch

FA =A™ [ <] A"

Somit gilt | A ||=] A* ||, wegen (*) also auch | A [|?=| AA* ||. Weiter
folgt

TAP=]l A" 2 =] AA™ ||=]| A" A .
b) Dies erhalten wir wegen || A — A; || = (A - 4;)" [|=]| A* = A7 |. O

Definition 8.2.4 Sei V ein Hilbertraum und A € End(V). Wir nennen A
normal, falls AA* = A* A gilt.
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Satz 8.2.5 Sei V' ein Hilbertraum und A eine normale Abbildung aus End(V').
Dann gelten

A% |[=] A" fir k=1,2,...
und p(A) =|| A ||, wobei p(A) der Spektralradius von A ist.
(Nach 6.2.10 b) gilt p(A) <|| A || fiir alle A € End(V).)

Beweis. a) Sei zuerst A = A* (derartige Abbildungen werden wir speziell
im n#chsten Abschnitt untersuchen). Nach 8.2.3 ist dann

A= AA* =] A% ||

Wegen (A™)* = (A*)™ = A™ folgt durch Induktion nach k daher

2k—1 2k—1

k k
A= Al® ) =114 [IP=]4%|.

Mit 6.2.10 erhalten wir
p(A) = lim /|| 42" | = lim %/ A2 =]l 4].
Wegen A™ = (A™)* erhalten wir mit dem bereits Bewiesenen
| A™ || = p(A™) = p(A)™ = A ™.

b) Sei nun A normal, also AA* = A*A. Wegen (AA*)* = A A" = AA*
konnen wir a) anwenden und erhalten unter Beachtung von 8.2.3 a)

A2 = || A || (A" || > ]| A®(A")* |

= || (AA")* || (wegen AA* = A*A)

= || AA* ||k (Anwendung von a) auf AA*)

= A|* (wegen 8.2.3a))
Also gilt || A% || =] A ||* fiir alle k. Mit 6.2.10 folgt daraus

p(A4) = Tim {/] A% =] A].
d

Satz 8.2.6 Sei V' ein Hilbertraum und A € End(V) eine normale Abbil-
dung.

a) Fir allev €V gilt (Av, Av) = (A*v, A*v).
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b) Sei U ein Unterraum von V- mit AU < U. Dann gelten A*U < U,
AUL <UL und A*U+ < U*L.

c) Sei AU <U < V. Ist Ay € End(U) die Finschrinkung von A auf U,
so gilt (Ay)* = (A*)y und Ay ist normal.

d) Istv eV mit Av =av und a € K, so gilt A*v = av.
e) Ist Av = av und Aw = bw mit a # b, so gilt (v,w) = 0.
Beweis. a) Da A normal ist, gilt fiir alle v € V
(Av, Av) = (v, A" Av) = (v, AA™) = (v, A" A%v) = (A%v, A™v).

b) Sei [v1,...,vy,] eine Orthonormalbasis von U. Wir ergéinzen diese durch
eine Orthonormalbasis [v,,11,...,v,] von U+ zu einer Orthonormalbasis
[U1,...,v,] von V.Wegen AU < U gehort zu A bzgl. der obigen Orthonor-
malbasis eine Matrix der Gestalt

(v5)

mit B vom Typ (m,m). Da A normal ist gilt

BB '+CC ¢D'\ _ <B c) B o) (B o <B C)
pc' DD 0D)\C D cp)J\oD
B'B  B'C
¢'B C'c+D'D )’

Dies zeigt
Sp(BB' + CC')=SpB'B = Sp BB,
also Sp CC' =0.1st C = (cij), so ist
Sp Cat = Z |cij|2-
4,

Dabher folgt C' = 0. Dies zeigt AU+ < U™, sowie A*U < U und A*U+ < U+,
c) Wegen A*U < U gilt fur alle uy,us € U

(Avur, uz) = (Aur, uz) = (w1, A'uz) = (u1, (A")yus).
Dies zeigt (Apy)* = (A*)y. Es folgt
Ay(Ap)" = Auy(A")y = (AA" )y = (A" A)y = (A")vAu = (Av) " Av.
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Also ist auch Ay normal.
d) Aus Av = av folgt mit b) unmittelbar A*(v) < (v), also A*v = bv mit
b € K. Dabei ist

a(v,v) = (Av,v) = (v, A*v) = (v,bv) = b(v,v),

also b =a@.
e) Die Behauptung folgt wegen d) aus

a(v,w) = (Av,w) = (v, A*w) = (v,bw) = b(v, w).
g

Hauptsatz 8.2.7 Sei V ein Hilbertraum dber C und A € End(V). Dann
sind gleichwertig:

a) A ist normal.

b) Es gibt eine Orthonormalbasis [v1,...,v,] von V mit Av; = a;v; und
a; €C firjg=1,...,n

¢) Fir alleveV gilt || Av || =] A*v ||.

Beweis. a) = b) Da V ein komplexer Vektorraum ist, existiert ein v; € V
mit (v1,v1) = 1 und A(v1) < (v1) (v ist ein Eigenvektor von A). Nach
8.2.6 b) gilt A(vy)* < (v1)*, und wegen 8.2.6 ¢) ist A,,,. normal. Eine
Induktion nach dim V' liefert die Behauptung.

b) = c¢) Sei [v1,...,v,] eine Orthonormalbasis von V' mit

Av; = a;v, (j=1,...,n)

und a; € C. Ist v =377 zjv; mit x; € C, so folgt

n
| Av [|> = (Av, Av) Zx]ajvj,Zac]ajvj Z |aj|2|$j|2~
j=1

Nach 8.2.6 d) gilt A*v; = @;v,;. Damit folgt &hnlich
I A% 2= fag Py * = || Av |* .
j=1
c) = a) Fiir alle v,w € V gilt nun

(A(v +w), A(v + w)) = (A" (v + w), A" (v + w)).
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Wegen
(Av, Aw) + (Aw, Av) = (Av, Aw) + (Av, Aw) = 2Re(Av, Aw)

und der entsprechenden Gleichung in A* erhalten wir Re(Av, Aw) = Re(A*v, A*w).
Aus

(A(v +iw), A(v + iw)) = (A" (v +iw), A% (v + iw))
folgt analog Im(Av, Aw) = Im(A*v, A*w). Daher gilt fiir alle v,w € V
(A" Av,w) = (Av, Aw) = (A%v, A*w) = (AA™v, w).
Dies zeigt A*A = AA*. Somit ist A normal O

Im Beweis a) = b) von 8.2.7 haben wir den Fundamentalsatz der Alge-
bra verwendet. Man kommt auch ohne diesen Satz aus, wie Aufgabe 8.3.1
zeigt. Eine Beschreibung der normalen Abbildungen auf R-Hilbertrdumen
findet sich in Aufgabe 8.2.3.

In 7.1.16 haben wir die Isometriegruppe eines Hilbertraumes unitére
Gruppe genannt. Genau dann ist A eine Isometrie, wenn

(v,w) = (Av, Aw) = (v, A" Aw)

fiir alle v,w € V gilt, wenn also A* = A~! ist. In Ubereinstimmung mit
7.1.16 kénnen wir also definieren

Definition 8.2.8 Sei V ein Hilbertraum und A € End(V). Wir nennen A
eine unitire Abbildung, wenn A* = A~ ist.

Hauptsatz 8.2.9 Sei V' ein Hilbertraum und A € End(V). Dann sind
gleichwertig:

a) A ist unitdr.

b) Fiir allev eV gilt || Av || =|| v ||. Insbesondere ist || A | = 1.

c) Fir alle v,w € V ist (Av, Aw) = (v,w).
Ist V' ein Hilbertraum tber C, so sind a) bis c) gleichwertig mit

d) V hat eine Orthonormalbasis [v1, . .., v,] mit Av; = a;v; und |a;| = 1.
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Beweis. a) = b) Dies folgt sofort aus
b) = c¢) Fiir alle v,w € V gilt nun (A4
Das ergibt (Av, Aw) + (Aw, Av) = (v,w) + (w, v). Ist V ein R-Hilbertraum,
so ist (v, w) = (w,v), also (Av, Aw) = (v,w). Ist V ein C-Hilbertraum, so
folgt aus (A(v + iw), A(v + iw)) = (v + tw, v + tw) dhnlich wie oben

—~

Av, Av) = (v, A*Av) = (v,v).
v+w), A(v +w)) = (v+w,v + w).

\_//\
/-\

(Av, Aw) — (Aw, Av) = (v,w) — (w,v).

Dies ergibt insgesamt (Av, Aw) = (v, w).
c) = a) Fiir 0 # v € V ist (Av, Av) = (v,v) > 0. Also existiert A~!. Fiir
alle v,w € V folgt

(v, A*w) = (Av,w) = (Av, AA  w) = (v, A w),
also A* = A1

Sei weiterhin V' ein C-Hilbertraum.

a) = d) Da eine unitdre Abbildung normal ist, gibt es nach 8.2.7 eine
Orthonormalbasis [v1, ..., v,] von V mit Av; = a;v; und a; € C. Dabei gilt

1= (vj,v5) = (Avj, Avj) = |a;* (vj,v5) = |a |,

also |a;| = 1.

d) = b) Istv =737,

n n
(Av, Av) Z%aavavz%aava Z |21 a;|* = Z 2] = (v,0)
j=1 j=1

O

xjv; mit x; € C, so folgt

Eine Beschreibung der unitidren Abbildungen auf R-Hilbertraumen, der
sogenannten orthogonalen Abbildungen, geben wir in 9.1.3.

Definition 8.2.10 Eine Matrix (a;;) € (C),, heifit normal, falls
(ai;)(@;)" = (@) (ai;)
gilt.

Die Sétze iiber normale bzw. unitire Abbildungen gelten entsprechend
fiir normale bzw. unitdre Matrizen. So ist zum Beispiel nach 8.2.7 eine nor-
male komplexe Matrix diagonalisierbar und nach 8.2.9 hat eine unitére kom-
plexe Matrix nur Eigenwerte vom Betrag 1.
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Aufgabe 8.2.1 Sei V ein Hilbertraum iiber C.
a) Ist dimV =2 und A € End(V) mit || A || = p(A), so ist A normal.
b) Fiir dimV > 3 gibt es stets A € End(V) mit || A ||= p(A), aber A
nicht normal.
Aufgabe 8.2.2 Sei V ein Hilbertraum iiber C und A eine normale Abbil-
dung aus End(V'). Man zeige:
a) Ist A%v =0 mit v € V, so auch Av = 0.
b) Ist g € Clz] mit g(A)? = 0, so ist auch g(A) = 0.
c) A ist diagonalisierbar.

(Dabei soll 8.2.7 nicht benutzt werden.)

Aufgabe 8.2.3 Sei V ein R-Hilbertraum und A eine normale Abildung aus
End(V).

a) Es gibt eine orthogonale Zerlegung V' =V; L ... L V,,, mit AV; <V}
und dim V; < 2.

b) Ist dimV; = 2 und Vj nicht A-invariant zerlegbar, so bestimme man
die Matrix zu Ay, beziiglich einer Orthonormalbasis von V.

Aufgabe 8.2.4 Sei V ein Hilbertraum iiber R oder C und A € End(V).
Man zeige: Genau dann ist A normal, wenn es ein Polynom (aus R[z] bzw.

Clz]) gibt mit A* = f(A).
Hinweis: Man verwende Aufgabe 8.2.3.

Aufgabe 8.2.5 Sei V ein Hilbertraum und seien A, B € End(V). Ist A
normal und AB = BA, so gelten auch A*B = BA* und AB* = B*A.

Aufgabe 8.2.6 Sei V' ein Hilbertraum und seien A, B,C € End(V) mit
AC = CB. Sind A und B normal, so gilt A*C = CB*.

Hinweis: Man wende Aufgabe 8.2.5 auf (13 g) und (8 g) an.

Aufgabe 8.2.7 Sei V ein Hilbertraum iiber C und U € End(V') unitér.
Man zeige die Existenz von P = limg_, o % Zf;é U,

Hinweis: U ist diagonalisierbar.
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Aufgabe 8.2.8 Sei V' ein Hilbertraum iiber C und seien A, B € End(V),
wobei A normal und B beliebig sei. Ist ¢ ein Eigenwert von A + B, so gibt
es einen Eigenwert a von A mit |a — ¢| <|| B ||.

Aufgabe 8.2.9 Sei

010
A= 001 und B:(bw)G(R)g
100

mit b;; > 0 fir alle ¢,j. Dabei sei B stochastisch mit || B ||= 1. Also ist

C = %A + %B stochastisch und irreduzible.

a) Man zeige, dafi 1 der einzige reelle Eigenwert von C' ist. (Also lassen

sich die Aussagen in 6.5.5 nicht auf Eigenwerte im Innern des Ein-
heitskreises ausdehnen.)

b) Ist

111
B=z|111],
3\111

so zeige man, dafl C' die Eigenwerte 1, %5, %52 hat, wobei €2 = 1 # «.

Hinweis zu a): Man verwende Aufgabe 8.2.8 und die Tatsache, da8 fiir &3 =
1 # ¢ die Kreisscheibe {c € C | |2¢ — ¢| < § kein reelles ¢ enthiilt.
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8.3 Hermitesche Abbildungen
Definition 8.3.1

a) Sei V ein Hilbertraum und A € End(V). Wir nennen A hermitesch,
wenn A = A* gilt. Ist A hermitesch und det A # 0, so ist A~! wegen
8.2.1 f) ebenfalls hermitesch.

b) Eine Matrix (a;;) € (C),, heiBit hermitesch, falls (a;;) = (@;;)" ist.
Im Gegensatz zu beliebigen Abbildungen 143t sich fiir hermitesche Abbil-
dungen (sogar normale Abbildungen, siche Aufgabe 8.3.1) ohne Verwendung
des Fundamentalsatzes der Algebra direkt ein Eigenwert angeben, ndmlich

|| A | oder — || A |. Mehr noch, sogar alle Eigenwerte sind reell, welches
tiefgreifende Konsequenzen in den Anwendungen hat, insbesondere in der

Physik.

Satz 8.3.2 Sei V' ein Hilbertraum und A = A* € End(V).
a) Dann gilt || A || = max),| <1 |(Av,v)|.
b) Ist || A || = |(Avg,vo)| mit || vo || < 1, so gilt

AU() = (AU(),U())’UO =+ H A H V0.
Beweis. a) Wegen dim V' < oo ist
EV)={vlveV |v]|<1}

nach 6.1.12 kompakt. Wir zeigen, dafl die Abbildung f von V in R mit
f(v) = |(Av,v)| auf E(V) stetig ist. Da der Absolutbetrag stetig ist, geniigt
der Nachweis, dafl g mit g(v) = (Av,v) auf E(V) stetig ist. Dies folgt aus
|(AU1,U1) — (A'UQ,'UQ)‘ = ](Avl,vl) — (Avl,vg) + (A’Ul,vg) - (AUQ,UQ)|

< [(Avy, 01 — v2)| + [(A(v1 — v2), v2)]
Ao [[[For —o2 || + [ Al o1 = o2 ||| v2 |
2 AN v — w2 |l

IN A

fur || v; || < 1 (j = 1,2). Nach einem bekannten Satz aus der Analysis hat
eine stetige Funktion ein Maximum auf einem Kompaktum. Somit gibt es
ein vy € E(V) mit

M = max |(Av,v)| = [(Avg, vo)].

loll <1
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Dabei gilt
M = |(Avg, vo)| <[[ Avo [[[[vo [ <[ A

Fiir alle 0 # v € V folgt daher

(age o) 1<

also
() [(Av,o)l <M [v]?.
Zum Beweis von M =] A | konnen wir offenbar A # 0 annehmen. Sei
v eV mit Av # 0 und || v || < 1. Setzen wir
1
w=-—-—A
| Av ||

so ist || w || = 1. Wegen (x) folgt mit 8.1.1 b) dann

AM > M2 [[v]? +2 [ w?)
M([v+w|* + [lv—w]?)
[(A(v + w), v+ w)| + [(A(v — w),v — w)]
|(A(v +w),v+w) — (A(v —w),v — w)|
2|(Av, w) + (Aw,v)|
2|(Av,w) + (w, Av)| (wegen A* = A)
|(Av, g Av) + (g Av, Av)l

= 1A 4H(AU Av) =4 | Av || .

AV VAR

|
DO

Somit ist

| All= max || Av <M <[ A].

Dies zeigt

A= max |[(Av,v
| All= max [(dv,0).

b) Sei nun || A || = |(Avg, vo)| mit || vo || < 1. Wegen
(Avo,vo) = (v, A*vg) = (vg, Avg) = (Avg,v0) € R
gilt (Avg,vg) =|| A || oder (Avg,vg) = — || A ||. Es folgt
(Avg — (Avg, vg)vg, Avg — (Avg, vg)vg)
=|| Avo ||* —2(Avo, v9)? + (Avo,v0)? || vo |2
< |l Avo [|* —(Avo, vo)? (wegen || vo [[ < 1)
= Avo [ = [[A[P<[ AJ* (| vo [IP 1) <0.
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Dies zeigt Avy = (Avg, vo)vp. O
Hauptsatz 8.3.3 Sei V' ein Hilbertraum und A € End(V). Dann sind
gleichwertig:

a) A ist hermitesch.

b) Es gibt eine Orthonormalbasis [v1, ..., v,] von V mit Av; = a;v; und
a; € R.

Ist V' ein C-Hilbertraum, so sind a) und b) gleichwertig mit
c) Fir allev eV ist (Av,v) reell.

Beweis. a) = b) Nach 8.3.2 gibt es einen reellen Eigenwert a; von A. Sei
vy € V mit Avy = aqvy und || v ||= 1. Wegen A(v1) < (v1) gilt nach 8.2.6
b) auch A(v1)* < (v1)*. Ist A,,yo die Einschrinkung von A auf (v1)+, so
gilt nach 8.2.6 ¢), daf§

(A<’U1>J‘)* — (A*)<’U1>J‘ - A(’U1>J"

GemiB einer Induktion nach dimV besitzt (v;) eine Orthonormalbasis
[va, ..., v, mit
Avj =av; (j=2,...,n)

und a; € R. Dies liefert die Aussage unter b).
b) = a) Fiir alle j, k gilt
(A*v; — Avj,vg) = (v, Avg) — (Avj, vg)
= (vj, arvr) — (a;05, %)
= (@ — a;)(vj,vr) = (ar — a;)dx = 0.
Dies zeigt Av; = A*v; fir j =1,...,n, also A = A*.

Sei nun V ein C-Hilbertraum.
a) = c) Fir alle v € V gilt

(Av,v) = (v, A%v) = (v, Av) = (Av,v),
also (Av,v) € R (dies gilt trivialerweise auch, falls V' ein R-Hilbertraum
ist).
c) = a) Fiir alle v,w € V gilt nun

(Av,w) + (Aw,v) = (A(v + w),v + w) — (Av,v) — (Aw,w) € R
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und
i{(Aw,v) — (Av,w)} = (A(v +iw),v + iw) — (Av,v) — (Aw,w) € R.

Daraus folgt Im(Av, w) = —Im(Aw, v) und Re(Av,w) = Re(Aw, v). Somit
ist

(Av,w) = (Aw,v) = (v, Aw),
also A = A*. O

Satz 8.3.4

a) Sei A = (a;;) € (C),, hermitesch. Dann existiert eine unitire Matrix
U, so daff UL AU eine Diagonalmatriz ist.

b) Sei A = (a;j) € (R),, symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale
Matriz U, so daff UL AU eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. Sei K = C oder K = R und sei V ein K-Hilbertraum mit Ortho-

normalbasis B = [w1,...,wy,]. Wir setzen Aow; = >.7_, apjwy fir j =
1,...,n. Dann ist Ay hermitesch. Wegen 8.3.3 existiert eine Orthonormal-
basis [v1,...,v,] von V mit Agv; = a;v; fiir j =1,...,n, wobei a; € R ist.

Sei Uy € GL(V') mit Upw; = v; fiir j = 1,...,n. Dann ist Uy eine Isometrie,
also Uy unitér bzw. orthogonal in b). Ferner gilt

Uy M AgUgw; = Uy M Agvy = Uy Hajvy) = ajw;,

und somit
ai

U™ AU = p(Uy ' AoUo) s = ;

an

wobei U die Matrix zu Uy bzgl. der Basis B ist.
O

Nach 8.3.4 b) hat eine reelle, symmetrische Matrix nur reelle Eigenwerte.
Dies gilt i.a. nicht fiir eine komplexe, symmetrische Matrix, wie

(75)

mit den Eigenwerten ¢ und —i zeigt.
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Anwendung 8.3.5 (Hauptachsentransformation)
Sei V.= R" und 0 # A = (a;;) € (R),, eine symmetrische Matrix. Wir
definieren eine sogenannte quadratische Form q : V — R vermoge

i=1 i<j T

und betrachten fiir d € R die Hyperfliche Fyq :={x € V' | q(x) = d}. (Setzen
wir beispielweise A = E, so ist F; = {zx € V | > 27 = 1} die Ein-
heitssphére.) Da A symmetrisch ist, existiert nach 8.3.4 b) eine orthogonale
Matrix U € (R),, so da8

d
U TAU = =D.
0 d,

Mit der Variablentransformation U(y;) = (z;) erhalten wir fiir die Spalten-
vektoren x = (x;) und y = (y;)

q(z) = (Uy) A(Uy) = y'U' AUy = y'U ' AUy = y'Dy = > _ diys}.
i=1
Somit gilt
Fd:{xeV|xtAx:d}:U{yGV|ytAy:Zdiyi2:d}_
=1

Sei [eq,...,e,] die kanonische Basis des R™. Die paarweise orthogonalen
Réume (Uey),. .., (Ue,) heiflen die Hauptachsen der Hyperfliache.

Beispiel 8.3.6 (Kurven zweiter Ordnung)

Sein=2und A= (% ;) € (R): regulir. Fiir d # 0 erhalten wir mit 8.3.5

Fy = {2 € R? | ax? + b3 + 2cx120 = d} = U{y € R? | dyy? + doy3 = d}
:U{y€R2 %y%—k%y%:l}.

Wir setzen
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wnd dy d 1 1 b—c?
1 a2 ab—c¢

und unterscheiden die Falle:

1) 6>0und a<O0:

In diesem Fall ist did~! < 0 und dod™! < 0, also F; = 0.

2) f>0und o > 0:

Nun ist did~' > 0 und dod~" > 0. Die Menge

#0,

2 2
i frew | H i)
W& 8
beschreibt eine Ellipse.
Y2 z2 Y1
\'U
1

3) B <0 und «a beliebig:
Wir diirfen annehmen, dal did=! > 0 und dad~! < 0 ist. Nun beschreibt
die Menge

2 2
Fi={ye® | - s =1
W) /-d)
eine Hyperbel.
Y2 x2 Y1

Der folgende Satz belegt die Sonderstellung der hermiteschen Projektio-
nen, die in der Spektralzerlegung (siehe 8.3.8) einer normalen Abbildung
eine Rolle spielen.
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Satz 8.3.7 Sei V ein Hilbertraum und P = P? € End(V). Dann sind
gleichwertig:

a) Es gilt || P || <1, also (Pv, Pv) < (v,v) fir allev € V.
b) Kern P = (Bild P)*.
c) P = P* ist hermitesch.
Beweis. a) = b) Wegen
V =Bild P L (Bild P)* = Bild P @ Kern P

gilt dim (Bild P)* = dim Kern P.
Angenommen, Kern P £ (Bild P)*. Dann gibt es v € Kern P mit (v,v) = 1
und w = Pw € Bild P mit (v, w) = 1. Es folgt

(v —"2w,v—2w) = (v,v) = 2(v,w) — 2(w,v) + 4(w, w)
1 -4+ 4(w,w)

4(w,w)

(P(v —2w), P(v — 2w)),

A

entgegen || P || < 1.
b) = ¢) Seien v = v; + v2 und w = wy + we mit vy, w; € Bild P und
V9, wo € Kern P. Dann ist

(Pv,w) = (v, w1 +w2) = (v1,w1) = (v1 + v2,w1) = (v, Pw).

Dies zeigt P = P*.
c) = a) Ist P = P*, so folgt mit der Schwarzschen Ungleichung

| Pv||*= (Pv, Pv) = (v, P*Pv) = (v, P?v) = (v, Pv) < v ||| Pv |,

also || Pv || <[l v || O

Satz 8.3.8 (Spektralzerlegung) Sei V' ein Hilbertraum tber C und A eine
normale Abbildung aus End(V'). Seien aq,...,ay,, die verschiedenen Figen-
werte von A und V; = Kern(A — a;E). Sei ferner

Pj =P} =P} € End(V)
die hermitesche Projektion mit Bild P; = V; und Kern P; = VjJ-. Dann
gelten
E:ZP] und A:Zaij
j=1 j=1

mit Pij = (SjkPj.
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Beweis. Da A nach 8.2.7 diagonalisierbar ist, gilt V' = @7, V;. Ist Av = av
und Aw = bw mit a # b, so gilt nach 8.2.6 ¢), daf (v,w) = 0. Also ist

V=ViL.. LVy,=1",V,.

Wegen Kern P; =145 Vi, = VjJ- gilt P; = P} nach 8.3.7. Sei v = ZTzl oF
mit v; € V;. Dann ist

also 37", P; = E. Ferner gilt

PijU:P]"Uk - {Uj :PjU fuI‘j:k

Dies zeigt PPy = 0;,P;. Aus (371, a;Pj)v = 37" aju; = Av folgt

j=1

schlielich A = Z;nzl a; P;. O

Im Spektralsatz fiir hermitesche Abbildungen auf unendlichdimensiona-
len Hilbertraumen sind die Summen in 8.3.8 durch sogenannte Stieltjes-
Integrale zu ersetzen.

Die folgenden Ausfithrungen bediirfen einiger Vorbereitungen. Die Hei-
senberg-Gleichung AB — BA = E gestattet nach 6.2.5 keine Losungen mit
beschréinkten Abbildungen A, B. Andererseits sind auf dem ganzen Hilbert-
raum beliebiger Dimension definierte hermitesche Abbildungen beschréankt
(siehe Kapitel 6 in [20]). Daher miissen wir die Definition der hermiteschen
Abbildungen abschwichen.

Definition 8.3.9 Sei V ein Hilbertraum von beliebiger Dimension. Wir
nennen einen Homomorphismus A eines nicht notwendig abgeschlossenen
Unterraums D(A) von V in V' symmetrisch , falls gilt:

(1) D(A) ist dicht in V.

(2) Fiir alle v,w € D(A) gilt (Av,w) = (v, Aw).

Satz 8.3.10 Sei V' ein Hilbertraum von beliebiger Dimension und seien A
und B symmetrische Abbildungen mit Bild A C D(B) und Bild B C D(A).
Seien a,b € R und Ao = A—aF, By = B—bE. Firv e D(A)ND(B) sei
ferner

A(Ap,v) = +/(Agv, Agv) und A(By,v) = +/(Bov, Bov).
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Setzen wir [A, B] = AB — BA, so gilt
1
A(Ao, v)A(Bo,v) 2 5[([4, Blv, v)].
Beweis. Fiir v e D(A) N D(B) folgt mit der Schwarzschen Ungleichung

A(Ao,U)A(Bo,U) ’(AOU,BOU)‘

= |(BoAov,v)|

> [Im(BoAgv, v)|

= %|(B0A0v,v) — (BoAgv,v)|
%|(B0A0v, v) — (v, BgAgv)|

= 2|((BoAo — AgBo)v,v)|

= 3/([4, Bv,v)|.

Anwendung 8.3.11 (Heisenbergsche Unschérferelation)
Der Zustand eines Elektrons, welches sich auf der x-Achse befindet, wird
beschrieben durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung v mit

/ |(z)|?dz =1 (Lebesgue-Integral).

Wir betrachten ¢ als Element des Hilbertraums

V= {wy/ 2)|?dz < oo}

mit dem Skalarprodukt

o) = [ daip@a

wobel die Elemente aus V' als Restklassen nach dem Unterraum
MI/ #)[2dz = 0}

aufzufassen sind (siche Aufgabe 7.1.2).
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Die Observablen werden in der Quantenmechanik beschrieben durch sym-
metrische Abbildungen. Der Erwartungswert der Observablen A im Zustand
1 € D(A) ist die reelle Zahl (A, ). Insbesondere betrachten wir den Orts-
operator @ und den Impulsoperator P, welche fiir ) aus dem Raum

W ={¢ |y € C>(—00,0), 1 hat kompakten Triger}
definiert sind durch
QY =2y und Py =i
Dabei ist W dicht in V', und es gelten QW C W und PW C W. Ferner ist

(Qv,¢) = / " i @)eE)de = (1 Qp)

— o0

und wegen des kompakten Tragers von ¢ und ¢

| @@ + @@ = @R =0

— o0

Die letzte Gleichung zeigt

Pop) =i [ W@t =—i [ @i = 6. Po)
Somit sind P und ) symmetrische Abbildungen. Dabei gilt

(PQ — @P)Y = i{(zy)) — ¢} = i),

also [P,Q] = iE. Setzen wir Py = P — aE und Q¢ = @ — bE, so folgt mit
8.3.10 die Ungleichung

(P, QI )] = 5 () =

DN | —

A(Po, ) A(Qo, %) >

Dies besagt, dal man nicht gleichzeitig Ort und Implus des Elektrons
beliebig genau messen kann. (Den Planckschen” Faktor h haben wir dabei
unterdriickt.) Eine analoge Aussage gilt immer dann, wenn P und @ nicht
vertauschbar sind. So sind Energie und Zeit, Drehimpuls und Winkel, und
viele andere Paare von physikalischen Groflen nicht gleichzeitig beliebig
genau mefbar.

Die fundamentale Heisenbergsche Unschérferelation ist also eine rein mathe-
matische Folgerung aus der Schwarzschen Ungleichung (das mathematische
Modell der Quantentheorie vorausgesetzt).
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Fiir die Behandlung von Schwingungsproblemen in 8.5 und 8.6 benotigen
wir den Begriff der nichtnegativen bzw. positiven Abbildung. Sie findet auch
Anwendung bei der Bestimmung lokaler Extrema reellwertiger Funktionen
in mehreren Verdnderlichen, worauf wir allerdings nicht eingehen.

Definition 8.3.12 Sei V ein Hilbertraum und A = A* € End(V).

a) Wir setzen A > 0, falls (Av,v) > 0 fiir alle v € V, und A > 0, falls
(Av,v) > 0 fiir alle 0 # v € V gilt.

b) Sei [vy,...,v,] eine Orthonormalbasis von V' und

n

Avj = g arjvr,  mit  ag; = a .
k=1

Ist v = 30, wjv5, so ist (Av,v) = > 7, ax;jz;T. Genau dann ist
A >0, wenn szzl ar;z;Tx > 0 fiir alle (z;) gilt. Wir schreiben dann
(ajk) Z 0.

Lemma 8.3.13 Sei V' ein Hilbertraum und A = A* € End(V) mit A > 0.
Dann wird durch [v,w] = (Av,w) fir v,w € V ein semidefinites Skalarpro-
dukt [ -] auf V definiert. Es gilt

|(Av, w)| < (Av,v)(Aw,w) fir alle v,w € V.
Ist (Av,v) =0, so ist Av = 0. Gilt sogar A >0, so ist [-,-] definit.

Beweis. Wegen

[w,v] = (Aw,v) = (w, Av) = (Av,w) = [v, W]

und [v,v] = (Av,v) > 0 ist [-, -] ein semidefinites Skalarprodukt. Nach der
Schwarzschen Ungleichung 7.1.2 gilt daher

’(Avvw)|2 = |[U7w”2 < [U,U][w,w] = (Av,v)(Aw,w).

Ist (Av,v) =0, so folgt (Av,w) = 0 fiir alle w € V, also Av =0. Ist A > 0,
so gilt [v,v] = (Av,v) > 0 fiir alle 0 # v € V. Somit ist [-, -] definit. O
Satz 8.3.14 Sei V' ein Hilbertraum und A = A* € End(V).

a) Genau dann gilt A > 0 (bzw. A > 0), wenn alle Eigenwerte von A
nichtnegativ (bzw. positiv) sind.
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b) Ist A >0, so existiert A1, und es gilt A= > 0.
Sei auch B = B* € End(V).
c) Ist AB = BA, so ist AB hermitesch und sogar AB > 0, falls A >0
und B > 0 ist.

d) Ist A >0, so ist AB hermitesch beziiglich des definiten Skalarproduk-
tes [v,w] = (A7 tv,w) (siehe 8.3.13). Ist zudem B > 0 (bzw. B > 0),
so ist AB > 0 (bzw. AB > 0) beziiglich des Skalarproduktes [-,-].
Insbesondere ist AB diagonalisierbar.

Beweis. a) Ist A >0 (bzw.A > 0) und Av = av mit 0 # v € V, so gilt
a(v,v) = (Av,v) >0 ( bzw. > 0).

Also sind alle Eigenwerte von A nichtnegativ (bzw. positiv).
Sei umgekehrt [vy,...,v,] eine Orthonormalbasis von V' mit

Avj =a;v; und a; >0 (bzw. a; > 0).

Fiir v = Z?Zl zjv; € V gilt dann (Av,v) = Z?:l ajlzj[* > 0 (bzw. > 0,
falls v # 0). Somit ist A > 0 (bzw. A > 0).

b) Ist A > 0, so sind alle Eigenwerte von A positiv. Somit existiert A~1.
Nach 8.3.3 ist auch A~! hermitesch. Da die Eigenwerte von A~! die Inver-
sen der Eigenwerte von A sind, folgt A=! > 0.

c) Wegen AB = BA ist (AB)* = B*A* = BA = AB. Also ist AB hermi-
tesch. Wegen der Vertauschbarkeit von A und B sind A und B nach 5.5.11
simultan diagonalisierbar. Also gibt es eine Basis [wy, ..., w,] von V mit

Aw; = ajw; und Bw; = bjw;.

Dann ist
ABwj = ajbjwj

mit a;b; > 0. Nach a) gilt daher AB > 0.
d) Wegen b) ist A=! > 0. Nach 8.3.13 definiert somit [v,w] = (A~ v, w) ein
definites Skalarprodukt auf V. Dabei ist

[ABv,w] = (A"*ABv,w) = (v, Bw) = (AA~ v, Bw)
= (A=, ABw) = [v, ABw).

Also ist AB hermitesch beziiglich [-,]. Ist B > 0 (bzw. B > 0), so gilt
[ABv,v] = (v, Bv) = (Bv,v) >0 bzw. > 0.
Somit ist AB > 0 (bzw. AB > 0) beziiglich des Skalarproduktes [-, ].
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Der folgende Satz ist ein Analogon dazu, dass man aus nichtnegativen
reellen Zahlen eindeutige nichtnegative reelle Wurzeln ziehen kann.

Satz 8.3.15 Sei V' ein Hilbertraum und A € End(V') hermitesch mit A > 0.
Ferner set m eine natirliche Zahl. Dann existiert genau eine hermitesche
Abbildung B > 0 mit B™ = A. Ist C € End(V)) mit CA = AC, so gilt auch
CB = BC.

Beweis. Sei [vq,...,v,] eine Orthonormalbasis von V' mit
Avj = a;v; (j=1,...,n).

Wegen A > 0 gilt nach 8.3.14 a), dass a; > 0. Also existieren 0 < b; € R
mit b7" = a;. Wir definieren B € End(V') durch

B’Uj:ijj (]:1,,71)

Dann ist B nach 8.3.3 hermitesch, und es gelten B"™ = A sowie B > 0
wegen 8.3.14 a).

Zum Beweis der Eindeutigkeit von B gehen wir so vor:

Seien aq,...,as die verschiedenen Eigenwerte von A. Dann gilt

V=W 1l...1LV mit V; = Kern (A — a; E).
Sei nun H > 0 mit H™ = A. Dann ist AH = HA. Fir w € Vj gilt daher
AHw = HAw = a;Hw,

also HV; < V;. Nach 8.2.6 ¢) ist die Einschrankung von H auf V; hermitesch.
Also gibt es nach 8.2.2 eine Orthonormalbasis [vj1,. .., V) ;] von V; mit

Hl)jk = bjkvjk
und bj, € R. Wegen H > 0 ist bj, > 0. Wegen H™ = A gilt
bﬂ:aj (kzl,,nj)

Dies erzwingt b;i, = b;, also H = B.
Ist f das Interpolationspolynom mit f(a;) = b; fir j = 1,...,s, so ist
B = f(A). Aus CA = AC folgt daher CB = BC. 0

Satz 8.3.16 Sei V' ein Hilbertraum und A € End(V'). Dann gilt:

a) AA* > 0 (bzw. AA* > 0, falls A invertierbar ist). Insbesondere sind
alle Eigenwerte von AA* reell und nichtnegativ (bzw. positiv).
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b) || A||>= p(AA*) ist der grifte Eigenwert von AA*.

c) Sei [v1,...,v,] eine Orthonormalbasis von V und
n
Avj:Zaijk (]:1,,7’L)
k=1

Dann gilt Sp AA* = Z;L w1 |ajk|?, was unabhingig von der gewdhlten
Orthonormalbasis ist.

d) Setzen wir || A |2 = (szzl |ajk|2)% (siehe 6.2.4¢)), so gilt
1
— Al <ITANZIA--
=A<l Al<]AlL

(Da die Eigenwerte von AA* meist nicht bekannt sind, liefert dies
mitunter nitzliche Abschitzungen fir || A ||. Die Frage, wann die
Grenzen || A ||=1 A2 oder | A ||= \/Lﬁ || A ||2 erreicht werden, wird

in Aufgabe 8.3.5 beantwortet.)

Beweis. a) Dies folgt aus (AA*v,v) = (A*v, A*v) > 0 und 8.3.14 a).
b) Da AA* hermitesch ist, folgt mit 8.2.3 a) und 8.2.5, da8
A= AA™ || = p(AA").

c¢) Nach 8.2.2 a) gilt A*v; = ;_, aj5vk. Somit folgt

n n
AA™ v = E ckjvr  wobel ¢ = E aja.
k=1 =1

Dies zeigt
SpAAT =) cjj= Y lagl =] Al3.
j=1 ji=1

d) Seien geméf a)
by >by>...>2b,>0

die Eigenwerte von AA*. Mit b) und c) folgt
| A|P=b; <b;+...+b,=SpAA* =] A|3.

Andererseits gilt

1 1
FAIP=b1 > — (b1t 4ba) =~ [[ A5

n
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Der folgende Satz ist ein Analogon zur Polarzerlegung z = |z|e’¥ einer
komplexen Zahl, wobei 2z = |z|2.

Satz 8.3.17 (Polarzerlegung) Sei V' ein Hilbertraum und A € End(V).
Dann gibt es ein hermitesches H > 0 und ein unitires U mit A = UH.
Dabei ist H eindeutig bestimmt durch H?> = A*A und H > 0. Ist A regulir,

so gilt H > 0, und dann ist auch U eindeutig bestimmt. Weiterhin gilt stets
[Al=IHI.

Beweis. Nach 8.3.16 a) ist A*A > 0.
a) Sei zunédchst A reguldr. Wegen 8.3.15 gibt es ein hermitesches H > 0 mit
A*A = H?. Dabei ist H regulir, also H > 0. Fiir alle v € V gilt

(Av, Av) = (v, A* Av) = (v, H*v) = (Hv, Hv),
daher
(AH ‘v, AH 'v) = (v,v).

Somit ist AH ! = U unitér.
Ist A =UH mit U unitiar und H hermitesch, H > 0, so folgt

A*A=HU*UH = H?,

und dadurch ist H wegen 8.3.15 eindeutig bestimmt.
b) Nun sei A beliebig. Seien aq, ..., a,, die Eigenwerte von A und sei

a= g?;%\aj\.

Ist 0 < t < a, so hat A(t) = A+ tE die Eigenwerte a; +t # 0, ist also
regulér. Dabei gilt

FA@) <A+ ItE[<[ Al +a
Sei (t;) eine Folge mit 0 < t; < a und lim;_,o t; = 0. Wegen a) gilt
A(ty) = U(t;)H(t;)
mit unitdrem U(t;) und hermiteschem H(¢;) > 0. Dabei ist || U(¢;) ||=1

und

IHE) < UE) 1 AG) 1< Al +a.
Wegen der Kompaktheit der Einheitskugel in End(V') (siehe 6.1.12) gibt es
eine Teilfolge (t}) von (t;) mit lim; . U(t;) = U und lim; . H(t;) = H.
Offenbar ist U unitdr und H hermitesch. Wegen

(Hv,v) = lim (H(t;)v.0) = 0
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ist H > 0. Es folgt

A= lim A(t}) = lim U(t;) lim H(t;) = UH.

Jj—o0 Jj—o0 Jj—o0
Wegen 8.2.3 a) und 8.2.5 gilt
lAIP=]AAl=IH =] H |*.
g

Der Satz 8.3.14 a) liefert uns ein Kriterium zum Testen von A > 0 oder
A > 0, welches jedoch wenig handlich ist, da man i.a. die Eigenwerte nicht
bestimmen kann. Gesucht ist hier ein Kriterium, welches man direkt an der
Matrix A ablesen kann.

Definition 8.3.18 Sei A = (a;5) € (K)n, wobei K ein beliebiger Kérper
ist. Fir 1 <r < n nennen wir

den r-ten Hauptminor von A. Offenbar ist J,,(A) = det A.

Lemma 8.3.19 Sei K = C oder K =R und A = (a;;) € (K), hermitesch.
Weiterhin gelte fir alle Hauptminoren §, # 0 (r = 1,...,n). Dann gibt
es eine unipotente Matriz U dber K (d.h. eine obere Dreiecksmatriz mit
Diagonale 1), so dafs

1st.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dafl n > 1 und A von der Form

A= <§ Z) mit B € (K),_; hermitesch, v € K" !, und k € K
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ist. Wegen det B = §,_1 # 0 ist die Matrix B invertierbar, und es gilt
—t

B '=(B)'=(B _1)t. Fiira = k —ﬁt(ﬁ_l)tv gilt nun
4 (BO E B '\ _ B 0\ (E B v
“\#ta)\0 1 ) T \@BE YyBa)\0 1
B E 0 B0 E B~
“\@or1)\oa)\0 1 )
Setzen wir also
U— E B~
~\0 1 ’

so erhalten wir Ut(]g S)U =Aund a = Szzg = 65’: - Eine Induktion nach

n liefert nun die Behauptung. O

Satz 8.3.20 (Hauptminorenkriterium) Sei K = C oder K = R und sei
weiterhin A = (a;;) € (K),, hermitesch. Genau dann ist A > 0 , wenn alle
Hauptminoren von A positiv sind.

Beweis. Sei A > 0. Die Matrix

ist hermitesch, und es gilt B, > 0. Nach 8.3.13 sind alle Eigenwerte von B,
positiv, folglich ist auch ihr Produkt, d.h. die Determinante von B,., positiv.
Somit gilt 0,.(A) = det B, > 0.

Seien nun alle Hauptminoren positiv. Geméafl 8.3.19 sei A = U'DU mit

U unipotent und D diagonal mit Diagonaleintrigen 41, g—f, e 6‘5:1 - Wir
setzen
Vo1
[0}
)
B .= !
571
671,71

Dann ist B2 = D, und da BU invertierbar ist, gilt nach 8.3.16 a), da8
A=T'DU =T'BU = (BU)!BU >0

ist. O
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Die Bedingung A > 0 ld8t sich nicht so einfach beschreiben (siehe Auf-
gabe 8.3.8).

Aufgabe 8.3.1 Sei V ein C-Hilbertraum und A € End(V).
a) Dann gilt

A= —(A+ A"+ i%(A — A,
(3

N —

wobei (A + A*) und 4 (A — A*) hermitesch sind.

%

b) Ist A = Hy + iHy mit hermiteschen Abbildungen H;, Hs, so ist

1 1
Hi=—-(A+A") und Hy=—(A—-A").
2 21
c) Sei A = H;+1Hy mit hermiteschen Abbildungen H;, H>. Genau dann
ist A normal, wenn HyHy = Ho H; gilt.

d) Ohne Verwendung des Fundamentalsatzes der Algebra beweise man:
Ist A normal, so hat A einen komplexen Eigenwert.

Hinweis zu d): In c) sind H; und Hjy simultan diagonalisierbar, falls A
normal ist.

Aufgabe 8.3.2 Sei V ein Hilbertraum und A € End(V) mit || A | < 1.
Man zeige:

a) P =limp_oc ¢ Z?;S AJ ist eine hermitesche Projektion, und es gilt
V = Kern(A — E) L Bild(A — E).

b) Es gelten
Kern(A — E) = Kern(A* — E) und Bild(A — F) = Bild(A* — E).
Hinweis: Wegen des Ergodensatzes existiert P.

Aufgabe 8.3.3 Sei V ein Hilbertraum und w,w € V mit u # 0 # w. Sei
Ay w € End(V) definiert durch

Ay = (v, u)w.
a) Es gilt A}, = Aw,u-
b) Man bestimme alle Eigenwerte von A, .

c) Weiterhin ist || Ay || =| w ||| w ||
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d) Genau dann ist A, ., normal, wenn w = au mit a € C gilt. Genau
dann ist A, ,, hermitesch, wenn w = au mit a € R gilt.

Aufgabe 8.3.4 Sei [v1,...,v,] eine Orthonormalbasis von V' und seien
P; = P (j = 1,2) die hermiteschen Projektionen aus End(V) mit

Bild P, = (v1,...,vk) (1<k<n)
Bild P, = <'l)1 —|——|—’Un>

Man beweise || P, P ||= \/%

Aufgabe 8.3.5 In Ergiinzung zum Satz 8.3.16 d) beweise man:
a) Genau dann gilt || A || =[] A |2, wenn r(A4) < 1.
b) Genau dann ist | A || = \/LE || A2 mit n =dimV, wenn A = cU mit
0 <c e R und U unitar.
Aufgabe 8.3.6 Sei V ein Hilbertraum mit dim V' = n.
a) Dann ist H = {A | A= A* € End(V)} ein R-Vektorraum.
b) Man bestimme dimg H.

Aufgabe 8.3.7 Sei V ein Hilbertraum iiber C und U € End(V). Genau
dann ist U unitér, wenn U = e*f mit hermiteschem H gilt.

Aufgabe 8.3.8 Sei K = C oder K = R und sei A = (a;;) € (K), eine
hermitesche Matrix. Man zeige:

a) Ist A >0, so gilt §,(A) >0 fiir r=1,...,n.
b) Die Umkehrung von a) gilt i.a. nicht.
c) Esist A > 0 genau dann, wenn fiir alle 1 <k < n und alle

1< <i<... <1 <n

gilt
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Hinweis zu c): Man benutze
det(zE — A) = 2" —dp_12" '+ dp_02™ 2 — ... 4 (—1)"det A,

wobei d; = > det B und die Summe iiber alle Untermatrizen B vom Typ
(n — j,n — j) lauft, die aus A durch Streichen von Zeilen und Spalten mit
beliebigen Nummern k; < ... < k; entstehen.

Aufgabe 8.3.9 Sei A = UH geméf 8.3.17. Man zeige:
Genau dann ist A normal, wenn UH = HU.

Aufgabe 8.3.10 Sei A = (a;;) € (C),, mit A" = A. Genau dann gibt es
Vektoren vy, ...,v, € V mit (v;,v;) = a;5, wenn A > 0 ist.

Hinweis: Die Notwendigkeit A > 0 folgt aus 8.1.9 a). Ist umgekehrt A = B2
mit B = (b;;) geméf 8.3.15, so setze v; = (bi1, ..., bin).

In den folgenden Aufgaben 8.3.11und 8.3.12 sei V' stets ein Hilbertraum
mit den hermiteschen Projektionen P; = P/ (j = 1,2) aus End(V).

Aufgabe 8.3.11 Sei PP, = P, P,.
a) Dann ist P P, die hermitesche Projektion mit
Bild P, P, = Bild P; N Bild P

und
Kern P P, = Kern P} + Kern Ps.

b) R= P, + P, — P, P, ist die hermitesche Projektion mit
Bild R = Bild P; + Bild P»

und
Kern R = Kern P; N Kern Ps.

Aufgabe 8.3.12

a) Bs existiert P = limg_.oo (P P2)*. Dabei ist P = P? die hermitesche
Projektion mit
Bild P = Bild P, N Bild P,

und
Kern P = Kern P; + Kern Ps.
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b) Es gilt ebenfalls
1

Hinweis zu a): Wegen || P1 P || < 1 mul man fiir die Existenz von P nur
zeigen, daf aus | Py Pov || =|| v || die Aussage Piv = Pyv = v folgt (siehe
6.2.12).

Aufgabe 8.3.13 Sei V ein Hilbertraum und P eine Projektion aus End(V)
mit 0 # P # E. Dann gilt | P ||=|| E— P |.

Hinweis: Man verwende 8.3.16 b) und 5.4.6.

Aufgabe 8.3.14 (E. Schrohe) Sei V ein Hilbertraum und P = P? €
End(V) mit 0 # P # E. Zu jedem v € V gibt es dann ein v/ € V mit
[v =l v"[| und | Pv || =] (E = P)o" ||

(Dies liefert einen geometrischen Beweis fiir || P ||=| E— P | .)

Hinweis: Sei oBdA v # Pv # 0. Man setze

Pv (E—P)v

wp=—— und wy=-—1-—"+—
| Po | | (E =P |

und bestimme a € C durch (w; + we, w1 — awg) = 0. Dann ist |a| = 1 und
a# —1. Es gilt v € (wy,ws), also v = b(wy + ws) + ¢(wy — aws). Setzen wir
v" = b(wy +wz) — £(w1 — awy), so gelten die Behauptungen.

Aufgabe 8.3.15 Sei V ein Hilbertraum und A, B hermitesche Abbildun-
gen von V in sich. Man zeige: Ist 0 < A< B,sogilt | A || < B |
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8.4 Eigenwertabschitzungen

Sei V ein Hilbertraum und A € End(V') eine hermitesche Abbildung mit
den Eigenwerten a; > as > ... > ay. Sei [v,...,v,] eine Orthonormalbasis
von V mit Av; =ajv; (j=1,...,n). Istv= 2?21 xjv; mit

n
v) = Z ‘zj‘27
j=1

so gilt (Av,v) = 377, aj|z;|*. Daher ist

n—anZ\m]\2 (Av,v) <alz\x3\

j=1

Dies zeigt
a; = max (Av v) und a, = min (Av,v).
loll = o]l =1

Wir verschérfen dies zu einer Aussage, die auch die iibrigen Eigenwerte
erfaf3t.

Hauptsatz 8.4.1 (Mini-Max-Prinzip von R. Courant®) Sei V' ein Hilbert-
raum der Dimension n. Ferner sei A = A* € End(V') mit den Eigenwerten
ay > ... > a,. Dann gilt

ar = min max (Aw,w),

W<V wew
[l =1

wobei das Minimum tber alle Unterrdgume W von V mitdimW =n—k+1
zu bilden ist.

Beweis. Sei [v1,...,v,] eine Orthonormalbasis von V' mit
AUj:CLjUj (]:1,,7’L)

(1) Sei Wy = (vg, ..., vn), also dim Wy = n — k + 1. Fir w = 377, 2;v;
mit

1= (w,w) =) |aj|”

J=k

8Richard Courant (1888-1972) Gottingen, New York. Mathematische Physik, Diffe-
rentialgleichungen.
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folgt dann
(Aw, w) Zaﬂaxj\ <ak2|xj\ ag.

Wegen (Avg,vi) = ax und v, € Wy zeigt dies

ar = max (Aw,w) > inf max (Aw,w),
wEWO W wew
lwll = lwl =1

wobei das Infimum iiber alle Unterrdume W von V mit dmW =n -k +1
zu bilden ist.

(2) Sei W irgendein Unterraum von V mit dimW = n — k + 1. Setzen wir
U= (v1,...,0k), so gilt

dim (UNW) = dimU + dim W — dim (U + W)
> dimU +dimW —dimV
=k+(n—k+1)—n=1
Sei
k
wozz:ijj ceUnNWwW
j=1

mit (wo,wp) = 1. Dann folgt

max (Aw,w) > (Awg, wp) = E aj\y] > ap E ’ZUJ = ag.
llwl =1
Somit gilt
inf max (Aw,w) > ag.
w weWw
dim W=n—k+1 ||w| =1

Insgesamt liefert dies die Behauptung
ay = min max (Aw,w).

w<vVv S
dim W=n—k+1 |w] =1

O

Satz 8.4.2 SeiV ein Hilbertraum der Dimensionn undU <V mitdim U =
n—1. Sei A= A* € End(V) und sei P = P* € End(V) die hermitesche
Projektion mit Bild P = U. Wir setzen B = PAP|y. Seien a1 > ... > ay,
die Figenwerte von A und by > ... > b,_1 die Eigenwerte von B. Dann gilt

ar >by>ax>by > ... >ap_1 > b1 > ap.
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Beweis. Offenbar wird U von PAP in sich abgebildet, und B ist hermitesch.
Mit 8.4.1 folgt

b] = HliIl w<U max wew Bw,w)
dim W=n—j lwl =1

(
= IniIld' M‘jvg_U - max Hwﬁ‘fl (AP’LU,PU)) wegen P = P*
(

(

=min w<v max wew (Aw,w) wegen Pw=w firw e W <U
dim W=n—j |w]| =1

Y

min  w<v  max wew (Aw,w)
dim W=n—j |w] =1
= QAj41-
Setzen wir C' = —A, so hat C die Eigenwerte
—Qp > ... > —aq,
und PCP|y = —PAP|y hat die Eigenwerte
by > ... > by,

Anwendung des obigen Teilergebnisses auf —A zeigt —b; > —a;, also b; < a;
firj=1,...,n—1. O

Aus Satz 8.4.2 gewinnen wir leicht ein handliches Ergebnis fiir hermite-
sche Matrizen.

Satz 8.4.3 Sei A = (a;;) € (C),, eine hermitesche Matriz mit den Eigen-
werten a1 > ... > a,,. Ferner sei B = (ajk)j,kzl,...,n—l mit den Eigenwerten
by > ...>by_1. Dann gilt

a; >2by >ax> ... > by1 > ay.

Beweis. Sei V ein Hilbertraum der Dimension n und [v1,...,v,] eine Or-
thonormalbasis von V. Wir definieren Ay € End(V') durch

A()Uj :Zakjvk (j: 1,...,n).
k=1

Dann ist Ay hermitesch mit den Eigenwerten a; > ... > a,. Ferner de-
finieren wir die hermitesche Projektion P € End(V) durch Pv; = v; fur
j<n—1und Pv, =0. Fir j <n —1 gilt dann

n n—1
PA()PU]' = PA()Uj = Pzakjvk = Zakjvk-
k=1 Jj=1

Daher ist (aji)jk=1,.,n—1 die Matrix zur Einschrénkung von PAgP auf
Bild P = (v1,...,v,—1). Mit 8.4.2 folgt die Behauptung. O



8.4 Eigenwertabschitzungen 499

Wir behandeln ein Beispiel, welches bei einem Schwingungsproblem auf-
tritt (sieche 8.5.6).

Beispiel 8.4.4 Sei k € N und

2k —1 ... =1
-1

A= i
: C
—1

mit C = 0 obei
“\oB )"

kE —1... -1
-1 k ... -1

B = L .
-1 -1... k

vom Typ (k, k) sei, also A vom Typ (2k + 1,2k + 1).
Seien a; > ... > aggy1 die Eigenwerte von A. Nach 5.4.10 a) hat B die
Eigenwerte
E+1,....k+1,1.

k— 1‘%ach

Mit 8.4.3 erhalten wir daher
a1 > k+1>ay > k+1> ... > aok—2 > k+1 > aok—1 > 12> ao, > 1> agyy1.

Dies zeigt
a2 =...=Qop—o=k+1 und a9 =1.

Da A die Spaltensumme 0 hat, ist agi+1 = 0. Die fehlenden Eigenwerte a
und agj_1 ermitteln wir aus

(k+1)(2k—3)+1+ a1 +agk—1 =SpA=2k(k+1)
und
(k+1)%(2k —3) + 1 +a? + a3, = Sp A? = 2k> + 6k? + 2k.
Dies liefert a; +asy_1 = 3k +2 und a? +a%k_1 = 5k? 4 6k + 2. Daraus folgt
a1 =2k+1 und aop_1=k+ 1.
Also hat A die Eigenwerte 2k + 1,1{: +1,...,k+1,1,0.

2k—2 fach
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Wir schlieflen noch einen Satz an, in dem normale Abbildungen iiber die
Eigenwerte charakterisiert werden.

Satz 8.4.5 (I. Schur?) Sei A = (a;i) € (C),, mit den Figenwerten ay, ..., a,.

Wair setzen
1
TAl=( > lapl®)?.

J,k=1,...,n
a) Ist U unitdr, so gilt | Alla=|| U LAU ||2.
b) Ist A normal und U unitir, so ist auch U1 AU normal.

c) Es gilt Z?Zl laj|*> <|| A |3 . Dabei gilt die Gleichheit genau dann,
wenn A normal ist.

Beweis. a) Wegen U =v-! gilt

|UTAU |3 = Sp((U—TAU)"(UAU))
— Sp(T' AT U-14U)
=SpA'A=] A3
b) Aus AA' = A' A folgt
U-TAU[UTAU)t = U 'AUT A'U
= U MAAU =U- A" AU
= UA'UU AU = (U TAU) U~ AU.

c) Nach 8.1.8 gibt es ein unitires U mit

b11
-1 o . *
U AU = 0
bTLTL
in Dreiecksgestalt. Da by1, ..., by, die Eigenwerte von A sind, folgt mit a)
A= UTAU 3= 161> =D 1bil> =D lay[*.
i,j=1 j=1 j=1

91ssai Schur (1875-1941) Berlin, 1939 nach Israel emigriert. Gruppentheorie, Darstel-
lungstheorie, unendliche Reihen, Zahlentheorie, Matrizen.
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Genau dann gilt das Gleichheitszeichen, wenn U ' AU eine Diagonalmatrix
ist. Da Diagonalmatrizen offenbar normal sind, ist nach b) dann auch A
normal. Ist umgekehrt A normal, so gibt es ein unitédres U derart, dafl
U~'AU diagonal ist, und dann gilt || A 3= 3"7_, |a;>. 0

Aufgabe 8.4.1 Seien A, B normale Matrizen aus (C),,.
Man zeige: Ist AB normal, so ist auch BA normal.

Hinweis: Man benutze 8.4.5 ¢) und dafl AB und BA die gleichen Eigenwerte
haben.

Aufgabe 8.4.2 (Wielandt) Sei V' ein Hilbertraum tiber C und A € End(V)
eine normale Abbildung. Sei 0 # v € V und

moo = (v,v), me1 = (Av,v), myg = (v, Av), my1 = (Av, Av).
Fiir z € C sei ferner
f(2) =boo + bo1z + b10Z + b112Z
mit b;; € C. Ist
Re(boomoo + bo1mo1 + bigmig + biimii) > 0,

so besitzt A einen Eigenwert a mit Re f(a) > 0.

Hinweis: Man benutze eine Orthonormalbasis [v1,...,v,] von V mit Av; =
a;v; und a; € C.

Aufgabe 8.4.3 Sei V ein Hilbertraum und [vy,...,v,]| eine Orthonormal-
basis von V. Sei ferner A = A* € End(V). Sei v = 3_7_, zj0; und Av =
Z?:l y;v; mit z;,y; € Rund x; # 0 fiir j = 1,...,n. Dann enthélt das
Intervall
min &, max 21
i T 3 T
einen Eigenwert von A.

Hinweis: Man wende Aufgabe 8.4.2 auf das Polynom f(z) = —(z —¢)(Z—d)

mit ¢ = min; 4 ynd d = max; 4 an.
T @



502 8 Hilbertrdume und ihre Abbildungen
8.5 Anwendung: Lineare Schwingungen ohne Reibung

In 3.9.6 hatten wir die Gleichgewichtslage eines mechanischen Systems un-
tersucht. Jetzt studieren wir Schwingungen solcher Systeme.

Problem 8.5.1 a) Es seien n Massen m; > 0(j = 1,...,n) gegeben, wel-
che sich auf der z-Achse bewegen kénnen. Die Lage der Masse m; zur Zeit ¢
sei beschrieben durch die Angabe der Koordinate x;(t). Wie in 3.9.6 mogen
folgende Kréfte auf m; wirken:

(1) —cjj(z;(t) —a;)  mit  ¢j; > 0.

(2) —cjr(xj(t) —zk(t)) mit cjp =cp; > 0.

(3) ortsunabhéngige Krifte k;, etwa die Schwerkraft.

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen Kraft gleich Masse mal Beschleu-
nigung lauten dann

n

mjx;-’(t) —cjj(z;(t) Z cjk(x;(t) — 2i(t)) + kj
k=1, k#j
fir j =1,...,n. Wir setzen
x1(t) my k1 + criaq
x(t) = , M = und d = :
Zp(t) My, kyn, + Cnnan

Ferner sei A = (a;i) € (R),, mit

n
aj; = g cjr und  ajp = —cjy, fiir j # k.
k=1

Dann lauten die Bewegungsgleichungen
Mz"(t) = —Ax(t) + d.
Die physikalische Begriindung (actio = reactio) fiir ¢;, = cx; > 0 haben wir
bereits in 3.9.6 gegeben.
b) Wir stellen Eigenschaften der Matrix A zusammen.
Es gelten aj = ayj = —cj < 0 fiir j # k und >, _, ajx = ¢j; > 0. Fir
y = (y;) € C" folgt
(Ay,y) = 227 51 4Tk

= > i1 a5y + 225k 4k Tk + y;Tk)

= Z;kzl ajily;|* — > ik ik (YiY5 + YTk — YUYk — Y5ik)

= 27 (ke agw) i — X cp agelys — vkl
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Wegen > 7', ajr = ¢;; > 0 und aj, < 0 folgt (Ay,y) > 0 fiir alle y € C™,
also A > 0 im Sinne von 8.3.12.

c¢) Wie in 3.9.6 definieren wir auf {1,...,n} eine Aquivalenzrelation ~ durch
j ~ k, falls j = k oder falls es eine Folge

J=hFjeF  Fim=k

mit aj, ;... = —¢j, 5., < 0 gibt. Die Aquivalenzklassen zu ~ nennen wir
wieder die Komponenten zu A. Bei geeigneter Numerierung der Massen gilt

also
Ay

A: 9
Am

wobei A; jeweils zu einer Komponente gehort. Offenbar diirfen wir anneh-
men, dafl zu A nur eine Komponente gehort. Ist

(Ay, ) = ciilyi > =D ajrly; —wil* =0,
j=1

i<k
so folgt wegen a;; < 0 dann y; = ... = y,. Gilt ¢;; > 0 fiir wenigstens ein
j,soist y1 = ... =y, = 0. Dann ist A > 0, und wir nennen die einzige

Komponente zu A dann gebunden. Gilt jedoch c¢j; = 0 fiir alle j, so gilt
(Ay,y) = 0 genau dann, wenn alle y; gleich sind. Dann heifit die einzige
Komponente zu A frei. Mit 8.3.13 folgt dann Kern A = (f) mit

Liegt eine freie Komponente vor, so ist z(t) = vt f wegen Af = 0 fiir jedes
v € R eine Losung von Mz”(t) = —Ax(t). Sie beschreibt eine Translation
des Systems mit der Geschwindigkeit v.

Lemma 8.5.2 Zu einer Matriz A € (C),, bilden wir die Matriz A = (2 f)?)
aus (C)ay,.

a) Ist fa das charakteristische Polynom von A und f; das von A, so gilt
fi(z) = fa(z?). Sind ay,...,a, die Figenwerte von A, so hat A die
Figenwerte £\/ay, ..., £\/ay.



504 8 Hilbertrdume und ihre Abbildungen

b) Sei A diagonalisierbar mit den Eigenwerten a1 = ... = a, = 0 und
a; #0 firr+1 < j <n. Dann gibt es eine requlire Matriz T € (C)ay,
mit

J
J

T—lAT — 1/ ar—i—l ;
—Var41

- Van

wobei J = <8 é) genau r-mal in der Diagonalen steht. Ist insbesondere A
requldr und diagonalisierbar, so ist auch A diagonalisierbar.

Beweis. a) Wegen det xE # 0 folgt mit 4.3.11 a), daB

f(z) = det (fﬁ ;g) — det (22E — A) = fa(@?).

b) Sei R € (C),, eine regulére Matrix, so daf§

0

R 'AR=D =
Ar41

Qn

. . . _ R 0 . _ —1a _ 0 E
diagonal ist. Setzen wir S = (0 R)’SO ist B=S7"AS = <D O).Auf

die kanonische Basis [ey,. .., e2,] von C?" wirkt B also vermoge
Bej = ajen;, Be,i+j =¢€; (j=1,...,n).
Daher ist C*" = (e1,e,41)®...D (én, €2,,) eine B-invariante Zerlegung. Fiir

Jj <rista; =0, also
B@j = 0, B€n+j = €.
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Fiir j > r hat hingegen B auf (e;, e,,1;) die beiden verschiedenen Eigenwerte

V/@j; —/@j, und ist daher dort diagonalisierbar. Somit haben B und A den
angegebenen Jordan-Typ. a

Der folgende Satz behandelt Schwingungsprobleme, bei denen M nicht
notwendig eine Diagonalmatrix ist. (Dies tritt z. B. bei induktiv gekoppelten
elektrischen Schwingkreisen und Mehrfachpendeln auf; siehe [11], S. 264-268
und Aufgabe 8.5.5.) Die Bedingung M > 0 folgt daraus, daf} die kinetische
Energie 1(My/(t),y/(t)) fiir alle y/(t) # 0 positiv ist.

Satz 8.5.3 Vorgelegt sei
My"(t) = —Ay(t) + &

mit hermiteschen Matrizen M >0 und A > 0 aus (C),,.
a) Es gibt eine Gleichgewichtslage w, nimlich w = A= k.

b) Setzen wir z(t) = y(t) — w, so gilt M 2" (t) = —Az(t). Dann sind alle
Eigenwerte von M~1 A reell und positiv. Sind w?,...,w? die verschie-
denen unter den Figenwerten von M 1A, so gilt

‘s

2(t) = (dne™" + dige™"™")
=1

mit konstanten Vektoren d;;, welche die Gleichung
M_lAdlj = w?dlj

erfillen.
¢) Durch die Vorgabe von y(0) und y'(0) ist y(t) eindeutig bestimmit

(Kausalitétssatz der klassischen Mechanik).

Beweis. a) Wegen A > 0 existiert A=, Also ist w = A~ 'k eine Losung der
Bewegungsgleichung My" (t) = —Ay(t) + k.

b) Wir erhalten Mz"(t) = —Az(t). Setzen wir u(t) = <§,(t) >, so gilt

W' (t) = Bu(t) mit
B= (—MOlA g) '

Wegen M~! > 0 und A > 0 ist M~*A > 0 beziiglich eines geeigneten Ska-
larproduktes nach 8.3.14 d) hermitesch, also insbesondere diagonalisierbar



506 8 Hilbertrdume und ihre Abbildungen
mit lauter positiven Eigenwerten wJQ- (j=1,...,7). Nach 8.5.2 ist daher B
diagonalisierbar mit den Eigenwerten +iw; (j = 1,...,r). Mit 6.4.6 folgt

r

u(t) =Y (fne™ + fre™™)

=1
mit geeigneten f;; € C?". Erst recht hat somit auch z(¢) die Gestalt

T

z(t) = Z(d”ei“’lt + djpe "),

=1

Aus M2z"(t) = —Az(t) folgt wegen der linearen Unabhiingigkeit der e*
(I=1,...,r) durch Koeffizientenvergleich w?Md;; = Ady;.
c¢) Die Losung von u/(t) = Bu(t) lautet u(t) = eB'u(0), ist also durch

u(0) = < ZZ/<(%))> eindeutig festgelegt. O

Satz 8.5.3 erledigt das Problem aus 8.5.1 fiir den Fall, dafl nur eine
gebundene Komponente vorliegt. Liegt nur eine freie Komponente vor, so
fithrt der folgende Satz zum Ziel.

Satz 8.5.4 Sei wie in 8.5.1 die Bewegungsgleichung
Mz"(t) = —Ax(t) +d

vorgegeben, wobei nur eine Komponente vorliege, welche frei ist. Dann ist
d = (kj) der Vektor der duferen Krifte. Wir setzen

m = Z m; und k= Z k;
j=1 j=1
und bilden den Schwerpunkt
)= L3 myes(t) = L (a(t), £)
s(t) = — mix;(t) = —(Mz
m I m ’

1

der Massen mj, wobei f = | © | ist. Dann gilt

s(t) = %tQ + 5'(0)t + s(0).



8.5 Anwendung: Lineare Schwingungen ohne Reibung 507

Der Schwerpunkt vollfiihrt also eine Galileische Fallbewegung. Ferner gilt

w(t) = 52+ fo+ fit+ ) (fue™" + foe™™)
=1

mit konstanten Vektoren fo, f1, fij € C™. Dabei sind w? (I = 1,...,r) die
paarweise verschiedenen unter den von 0 verschiedenen FEigenwerten der
Matriz M~ A.

Beweis. Da nur eine Komponente vorliegt, gilt A > 0 und Kern A = (f)
1

mit f = | : | nach 8.5.1. Dann ist

$'(t) = E(Ma"(t), f) = £ (—Aw(t) +d. f)
= L(—a(t),Af) + 1(d, f) = £.
Daher folgt

s(t) = %tQ + 5'(0)t + s(0).

Um eine spezielle Losung xo(t) von Mz"(t) = — Az (t) +d zu finden, machen

wir den Ansatz L
l‘o(t) = %tzf +v

mit noch zu bestimmendem v € C". Wegen Af = 0 erhalten wir

ﬁMf = —Axo(t) +d=—Av +d.
m

Da A = A* ist, heif3it dies

ENMf—deBid A= (KenA)*
= (A ={(y) | Xj=  y; =0}

Da %M f — d die Koeffizientensumme
k n n
— > my =) k=0
i= j=1

hat, existiert ein v € C" mit £ M f—d = —Av. Setzen wir y(t) = z(t)—z(t),
so gilt My"(t) = —Ay(t). Wie in 8.5.3 schreiben wir dies in der Gestalt
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Z'(t) = Bz(t) mit

A(t) = (5,((?)) wmd B = (_Mo_lA g)

Wegen M~! >0 und A > 0 ist M~*A > 0 beziiglich eines geeigneten Ska-
larproduktes, also insbesondere diagonalisierbar mit lauter reellen, nichtne-
gativen Eigenwerten. Dabei ist wegen Kern A = (f) der Eigenwert 0 von A
und M ~'A einfach. Somit haben die Eigenwerte von —M ~'A die Gestalt

0,—w?,...,—w2_; mit 0 # wj € R. Nach 8.5.2 gibt es ein T" mit
J
iwl
—iwl
T 'BT =
Z‘(»“)n—l
_iwnfl
01 . . : .
und J = 00 ) Sind wy,...,w, die paarweise verschiedenen unter den

Wi, ... ,wn_1, so folgt mit 6.4.7, dafl
2(t) = fo+ fit + Z(leewjt + gjae ")
j=1
mit geeigneten f§, f1, gj1,g;2 € C*>". Dies liefert die behauptete Gestalt von
y(2). O

Wir behandeln ausfiihrlich ein klassisches Beispiel.

Beispiel 8.5.5 Auf der z-Achse seien n Massenpunkte mit derselben
Masse m > 0 angebracht. Durch Hookesche Kréfte derselben Stéarke ¢ > 0
seien sie wie in der Zeichnung angegeben untereinander und mit den
Punkten 0 und L verbunden.

m m

3

0 Z1 %2

n L

8

Die Koordinate der Masse mit der Nummer j zur Zeit ¢ sei x;(t). Wir
setzen zo(t) = 0 und x,41(t) = L fiir alle t. Geméf 8.5.1 lauten dann die
Newtonschen Bewegungsgleichungen
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mz; (t) = c(z;_1(t) — z;(t)) + c(zj41(t) — z;(2)).
In der Gleichgewichtslage ist x;(t) = x; zeitunabhéngig, also
0= —2x1 4+ 2o
0 = g g = 2y =F G (1<j<n)
0=xp-1—2x,+ L.
Daraus entnlmmt man leicht $J = jx1, und aus der letzten Gleichung dann

x1 = . Also gilt z; = +1 In der Gleichgewichtslage sind somit die

Massen aquldlstant verteilt. Setzen wir
yj(t):.%‘j(t)—.%‘j (jzl,,n)
und yo(t) = Yyn+1(t) = 0, so erhalten wir
my;/(t) = c(yj—1(t) — 2y;(t) + yj11(2)).

Mit y(t) = (y;(t))j=1,...,n. heiit dies

12
(1) = — = Ay(o)
wobei
2 -1 0 0 ... 00
-1 2 -1 0 ... 00
A= 0 -1 2 -1... 00| _95_5R
0O 0 0 0 ...-12

Wir suchen spezielle Losungen von der Gestalt
y(t) = (coswt)v (oder y(t) = (sinwt)v)

mit konstantem v # 0. Das verlangt

—w?(coswt)v = —i(cos wt)Av,
m
also )
Av =",
c

Somit ist mT“P ein Eigenwert von A. Der folgende Ansatz wird durch die

Vorstellung von stehenden Wellen auf [0, L] nahegelegt. Setzen wir

< gm
Sl n+1
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so folgt mit der Formel

. . a—-0 . a+p
sin a + sin 8 = 2 cos Sin ,
2 2
daf o .
Jﬂ’ 27
sm + sin == P |
3jm
sin —n+1 + sin == P | -
Bv; = = 2cos Wl
: n+1
o (n=1)jm . (ntl)jm
Sin | + sin po |

Somit hat B die paarweise verschiedenen Eigenwerte

2 =1,...,n).
cos T (1=10m)

Die Eigenwerte von A = 2E — B sind daher
gm
2(n+1)

Jm 2 JT .9 JT
2-2 =2(1 - —
cos o (1 — cos 2(n+1)—|—sm 3t 1)

) = 4sin?

Die Frequenzen w; unseres Systems erhalten wir also aus

als

Fiir alle ¢j,d; € C ist daher
n
= Z(Cj COS Cdjt = dj sin th)vj
j=1
eine Losung von my” (t) = —cAy(t).

Wir wollen zeigen, dafl dieser Ansatz allgemein genug ist, um y(t) zu
vorgegebenen y(0) und y'(0) zu gewinnen.

Nach 8.2.6 e) gilt fiir j # k
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(Dies ist ein diskretes Analogon zu foﬂ sin jtsinktdt = 0 fiir j # k.) Wir

berechnen
(03,9 Z sin? 257
i) n+1
Dazu setzen wir (bei festem j) o = % sowie a = Y j_, sin® ko und

b=>1_,cos’ka. Dann ist a+b=n+1 und

b - entl —1
—a= 2% = Re(1 e =Ret——— =
a Zcos ka=Re(l+e+...+€")=Re — 0,
k=0
wobei wir £ = €2/ gesetzt haben. Somit ist (vj,v;) = 2EL. Sei also

(¢j cosw;t + dj sinw;t)v;
1

n
Jj=

mit noch zu bestimmenden c;, d;. Wir verlangen

Dies heif3t

also

Ferner verlangen wir

also P
n
(¥'(0),v5) = djw;(vj,v5) = djw;——

Dies liefert

2 - jkm
dj= ———— 1(0) si .
= ST O

Daher lautet die Lésung unseres Problems

2 v (0 ik
: Zz:l Y (0) cos w;t + yl;(j ) sinw;t) sin TZ]—|—7T1 ;.
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Dieses Beispiel zeigt die physikalische Bedeutung der Fourierentwicklung
nach der Orthogonalbasis [vy, ..., v,] von C™.

Beispiel 8.5.6 Vorgelegt sei ein System aus 2n + 1 Massenpunkten dersel-
ben Masse m > 0. Wir numerieren die Massenpunkte mit 0,1,...,2n. Die
elastischen Kréfte seien ¢;;(z;(t) — x;(t)) mit

Coj = chZCO,n+j:Cn+j,0:c>0 fﬁrjzl,...,n,
Cijzcn+i,n+jzc>0 fﬁri,jzl,...,nmiti#j,
cj =0 in allen anderen Féllen.

<

(StoBiprozesse seien dabei ausgeschlossen.) Die Bewegungsgleichung lautet
dann

mz” (t) = —cAz(t),

wobei A die Matrix aus 8.4.4 (mit k¥ = n) ist. Als Frequenzen erhalten wir

w—\/>\/k+ \/(2k+1)%

Ausblick 8.5.7 a) Ein mechanisch sinnvolles Kriterium dafiir, dafl wie in
8.5.5 nur einfache Eigenwerte auftreten, scheint nicht zu existieren (siehe
jedoch Aufgabe 8.5.3). Liegt ein k-facher Eigenwert vor, so wird dieser bei
kleinen Stérungen in der Regel in k£ einfache Eigenwerte aufspalten. Ein fiir
die Quantenmechanik wichtiger Fall tritt ein, wenn ein Wasserstoffatom in
ein elektrisches bzw. magnetisches Feld gebracht wird. Die dann auftreten-
den Aufspaltungen der Spektrallinien sind als Stark-Effekt bzw. Zeeman-
Effekt bekannt.

b) In der technischen Mechanik besteht ein fundamentales Interesse an der
wenigstens angenidherten Bestimmung der Eigenfrequenzen eines schwin-
gungsfihigen Systems. Wird das System ndmlich mit einer periodischen
duleren Kraft angeregt, deren Frequenz nahe bei einer Eigenfrequenz des
Systems liegt, so schaukeln sich die Schwingungen auf, und bald tritt die
gefiirchtete Bruchresonanz ein. Im einfachsten Fall sieht das mathematisch
wie folgt aus:
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Sei
2" (t) + w?z(t) = sin7t.

Ist w? # 72, so erhilt man die Losung

sin 7t

2(t) = ——— +y(),

w2 — 72

und fiir w = 7 die Losung
() = — tcoswt + (1)
z(t) = ——tcosw
o Yy,

wobei ¢ (t) + w?y(t) = 0 ist. Ist 7 nahe bei w, so wird die Amplitude grof.
Ist w = 7, so wichst die Amplitude sogar linear in t iiber alle Grenzen.

Mit Hilfe des Minimax-Prinzips aus 8.4.1 studieren wir die Anderung
des Spektrums bei Anderung der elastischen Bindungen.

Satz 8.5.8 Vorgelegt sei wie in 8.5.1 die Bewegungsgleichung
Mz"(t) + Az(t) =0

eines Systems aus n Massenpunkten mit M, A € (C),, M > 0 und A > 0.
Dabei sei

(Ay,y) = chj‘y] +chk‘yy yil®

i<k

mit cj, > 0. Der Zusammenhang zwischen den c;, und A = (aji) wird nach
8.5.1 gegeben durch

n
cjj = E ajr, und cji = —aj flirj # k.
k=1

Seien w1 < ... < w, die Figenfrequenzen des Systems, also wj2- die Figen-
werte von M~YA. Wir verdndern das System, indem wir entweder

(1) alle elastischen Bindungen verstirken, also zu ¢j, > c;ji, tbergehen
oder

(2) alle Massen verkleinern gemdf$ 0 < m; < m;.

Sind 1 < ... <@, die Figenfrequenzen des neuen Systems, so gilt w; < @,
firallej=1,...,n

(Dies beschreibt eine wohlvertraute Erscheinung: Straffung der Saite erhoht
die Ténel)
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Beweis. Wegen M > 0 wird nach 8.3.13 durch [v, w] = (Mv,w) ein definites
Skalarprodukt definiert, und wegen 8.3.14 ist M ~!'A hermitesch beziiglich
[-,:]. Das Courantsche Minimax-Prinzip 8.4.1 besagt

w,% = mingim W=n—k+1 max[ wE}/\il [MﬁlAw, w]
. (M~ Aw,w]
= IMINdim W=n—k+1 MaXo£LweW T ww]

= MINdim W=n—k+1 MMAXQ£wcW (Mw,w) "

Wir betrachten zunéchst den Fall, dafl die Kréfte verstiarkt werden. Fiir alle
w = (w;) € C" gilt dann

(Aw,w) = 370 &|wil? + 37,2y, Ejrclwy — wi|?
> Y0 ciglwi [+ 305 g cirlwy — wy]?

= (Aw,w).

Aus )
(Aw, w) (Aw, w)
(Mw,w) = (Muw,w)

fiir alle w # 0 folgt daher @; > wj fiir alle j. Im Falle der Verkleinerung der
Massen ist (Mw,w) > (Mw,w), und daraus folgt ebenfalls @; > w;. 0

Aufgabe 8.5.1 Vorgelegt sei ein System aus n Massenpunkten derselben
Masse m > 0.
T 0

. . . . Y1 ¢
Wie in der Zeichnung angegeben seien diese Mas-
sen untereinander und mit dem Nullpunkt verbun- Y2 ¢
den durch Hookesche Kriifte derselben Starke ¢ > 0.
Auf alle Massenpunkte wirke die Schwerkraft mg.

Yn o
a) Man stelle die Bewegungsgleichung my” (t) = —Ay(t) + k auf.

b) Man zeige, dafl die Gleichgewichtslage gegeben ist durch

g = =" (nj - (é)) (1<j<n).
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¢) Man zeige, dal A die Eigenvektoren

sin ﬂ]
sin 263
v = .
sin n3;
mit 3; = (22];2” (7 =1,...,n) hat. Die Eigenwerte sind 2¢(1 —cos ;)
firj=1,...,n.

d) Man gebe die Frequenzen des Systems an.

Aufgabe 8.5.2 Wir betrachten ein System aus n Massenpunkten dersel-
ben Masse m > 0, welche wie in der Zeichnung durch gleichstarke Hookesche
Krifte verbunden sind.

12 n—-1 n
Keine weiteren Kréfte seien wirksam.

a) Man stelle die Bewegungsgleichung mz” (t) = — Az (t) auf.
b) Die Matrix A hat die Eigenvektoren

cos @
cos 3
Vj =
cos(2n — 1)y
mit o :% (j=1,...,n).
c) Die Eigenwerte von A sind 2¢(1 —cosey;) fur j=1,...,n

Aufgabe 8.5.3 Wir betrachten ein System aus n Massenpunkten der Mas-
sen mj; > 0 fiir j = 1,...,n. Dabei seien die Massen m; und m;;; durch
eine Hookesche Kraft der Stérke k; > 0 verbunden.

a) Man zeige, dal die Bewegungsgleichung die Gestalt 2 (t) = Ax(t) hat,

wobei
aq b1 0 ... 0 0
C1 a2 b2 0 0
Cn—1 Gn

eine Jacobi-Matrix mit 0 < b;¢; € R und a; € R ist.
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b) Es gibt eine Diagonalmatrix T, derart daf

aq d1 0o ... 0 0
dl a9 d2 0 0

T 'AT =
dn—l an

reell symmetrisch ist.
c) Die Matrix A hat n verschiedene reelle Eigenwerte.

Aufgabe 8.5.4 Sei
ayp az ag ... Ay

mit a;,b;,c € C.

a) Man bestimme alle Eigenwerte von A.

b) Sei A reell symmetrisch und a; = b; fir j = 2,...,n. Wann ist A > 07.
Hinweis zu a): Man betrachte A — cE.

Aufgabe 8.5.5 Wir betrachten n+1 induktiv gekoppelte elektrische Schwing-
kreise.

CO LO
| |
| RN
io(?)
Ly L4 Ly
L WAL o e D
i v i
i1(1) i(t) in(t)

- -
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Die Kapazititen und Induktivititen der Kondensatoren bzw. Spulen (an-
gedeutet durch || und 4 ) seien C; und L; (j = 0,1). Die Ohmschen!?

Widerstéande seien vernachlaffigt. Die Stromstérken, entgegen dem Uhrzei-
gersinn, seien 4;(t) (7 = 0,1,...,n). Fiir den Spaltenvektor i(t) = (i;(t))
liefert das Kirchhoff’sche!! Gesetz die Gleichung

Mi"(t) + Ai(t) =0

mit
L0+7”LL1 —Ll —Ll —Ll
—14 14 0O ... 0
M = -1 0 Ly ... 0
—L4 0 0 ... Iy
und
1
Co 1
A= “
1
C

(Siehe [11], S. 264-265.)
a) Man bestimme die Eigenwerte von M und A=1M.
b) Man beweise M > 0 und A > 0.

¢) Man ermittle die Eigenfrequenzen w des Systems aus der Gleichung
det(w™2E — A~1M) = 0.

10Georg Simon Ohm (1778-1854) Miinchen. Elektrizititslehre, Akustik.
1 Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) Heidelberg, Berlin. Elektrizititslehre, Strah-
lungstheorie.
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8.6 Anwendung: Lineare Schwingungen mit Reibung

Problem 8.6.1 a) Wir betrachten das Modell aus 8.5.1 und fiigen Rei-
bungskrifte hinzu, welche linear von den Geschwindigkeiten abhéangen. Ge-
nauer wirke auf die Masse m; eine Relativreibung

—djr(2j(t) —23,(t)  (k=1,...,n;k #j)

und eine Absolutreibung —d;;x’;(t). Dabei sei djz > 0 und wie in 8.5.1
dji = di;. Die Bewegungsgleichung lautet dann

Mz"(t) = —Ax(t) — Bx'(t),
wobel B = (bj,) mit bj; = > p_;dj, und b, = —dj fiir j # k. Wie in

8.5.1 gilt B > 0.
b) Wir betrachten die kinetische Energie

1 1
= 5 > mri(t)® = 5 (Ma'(),2'(t)
j=1
und die potentielle Energie

Zagkx] i (t <Am<> x(t)).

]kl

(Man bestitigt leicht, daB —2Y der auf die Masse m; wirkende Anteil der
Tj
Hookeschen Kriéfte ist.) Wegen ajr = ay; gilt

F(T+U) =35 myay ()] () + 3] ey @i (t)ze(t)
= 2o 2 (0)(mya () + kg ajeak(t))
= = 2ok ()b (t) = —(Ba' (1), 2/ (t)).

Aus B > 0 folgt § X :(T'+ U) < 0. Die Reibung verursacht also einen Verlust
der mechamschen Energle T + U, der sich in der Regel durch eine Warme-
entwicklung bemerkbar macht. Ist B > 0, so tritt ein echter Energieverlust
—(B2/(t),2'(t)) < 0 fiir alle Bewegungen mit z’(t) # 0 ein.

c) Wir betrachten allgemeiner

Mz"(t) = —Ax(t) — Ba'(t)
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mit hermiteschen Matrizen M > 0, A > 0, B > 0. Dazu bilden wir das
Gleichungssystem 2/ (t) = Cz(t) mit

z(t):<§,((?)> und cz(_Mo_lA _ME_IB).

Man beachte, dafl die Matrizen M~ A und M ~! B nach 8.3.14 d) hermitesch
sind beziiglich des definiten Skalarproduktes [-,:] mit [v,w] = (Mv,w).
Feinere Aussagen iiber die Losungen e“*z(0) von 2/(t) = Cz(t) hingen von
der Jordanschen Normalform von C' ab, die wir in 8.6.3 studieren.

Auch in der Elektrotechnik (siehe Aufgabe 8.5.5) kommen Schwingungen
mit Reibung vor. Dort tritt der Ohmsche Widerstand an die Stelle der
mechanischen Reibung.

Uber die Eigenwerte von C' gibt das folgende Lemma Auskunft.

Lemma 8.6.2 Seien M, A, B hermitesche Matrizen aus (C),, mit M > 0,
A >0 und B > 0. Ferner set

0 E
¢= (-M—lA —M—lB> '

Dann gilt:

a) Das charakteristische Polynom von C' ist
fo =det (*E+xM "B+ M *A).

b) Jeder Eigenwert von C hat einen nichtpositiven Realteil.

c) Ist B > 0, so hat jeder von 0 verschiedene Eigenwert von C einen
negativen Realteil.

d) Ist B =0, so ist jeder von 0 verschiedene Eigenwert von C rein ima-
gindr.

e) Fir alle Vektoren w # 0 aus C™ sei
(Bw,w)? > 4(Mw,w)(Aw, w).
Dann sind alle Eigenwerte von C' reell und nichtpositiv.
Beweis. a) Es gilt

) —-F
Jo(w) = det <M—1A 2E + M—lB> '



520 8 Hilbertrdume und ihre Abbildungen

Da xF mit M ~!A vertauschbar ist, folgt mit 4.3.11 a), da8
fo =det (2*E +xM™'B+ MtA).
b) Ist c ein Eigenwert von C, so gilt wegen a), dafl
det ((*E +cM™'B+M"tA) =0,

also auch det (c2M + ¢B + A) = 0. Somit gibt es einen Vektor v # 0 in C"
mit (M +cB+ A)v = 0. Das Skalarprodukt mit v liefert ¢?m +cb+a = 0,
wobei m = (Mwv,v) > 0,b = (Bv,v) > 0 und a = (Av,v) > 0. Also gilt

b n b2 — 4am.

C:_% 4m?2

Ist b — 4am < 0, so folgt Rec = —ﬁ < 0. Ist b — 4am > 0, so ist

b2 — dam b2
<

0< .
4m?2 T 4m?

Dann ist ¢ = Ree < 0.
c) Sei ¢ ein Eigenwert von C' mit ¢ € Ri. Dann folgt ¢ € R und

be = —mc? —a € RiNR = {0}.

Da B > 0 ist, erhalten wir b = (Bv,v) > 0, also ¢ = 0. Wegen b) haben
daher alle von 0 verschiedenen Eigenwerte von C negative Realteile.

d) Ist B =0, so gilt ¢ = £,/—2 mit % > 0.

e) Sei ¢ ein Eigenwert von C. Dann gibt es einen Vektor v # 0 in C™ mit

(M + cB + A)v = 0.

Setzen wir wieder m = (Mwv,v),a = (Av,v) und b = (Bv,v), so erhalten

wir ¢ = =22 mit w? = b? — dam. Wegen unserer Voraussetzung ist
0 < b? — dam < b2,
also c€ R und ¢ <0. O

Das nichste Lemma enthélt wesentliche Aussagen iiber die Jordansche
Normalform von C.

Lemma 8.6.3 Sei wieder

0 E
¢= <—M—1A —M—lB)

mit hermiteschen M > 0,A > 0,B > 0 aus (C),.
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a) Genau dann ist 0 ein Eigenwert von C, wenn det A =0 ist.
b) Die Jordan-Kdistchen von C' zum FEigenwert 0 haben die Gestalt (0)
J 01
oder | o |-
Dabei tritt der zweite Fall nur dann auf, wenn Kern A N Kern B # 0.

¢) Genau dann ist ia mit 0 # a € R ein Eigenwert von C, wenn
Kern B NKern(a®*M — A) # 0.

Zum Eigenwert ia treten nur Jordan-Kistchen (ia) auf.

d) Fiir alle Vektoren w # 0 aus C™ sei
(Bw,w)? > 4(Mw,w)(Aw, w).
Dann ist C' diagonalisierbar.

Beweis. a) Seien v,w € C™ und

v w
OZC(w) - <—M‘1AU—M_1Bw>'

Dies besagt w = Av = 0. Also gilt Kern C' # 0 genau, falls Kern A # 0 ist.
Zum Beweis der iibrigen Behauptungen erinnern wir an die Aussagen
in 6.4.7. Sei mg = (x — ¢)¥g mit g(c) # 0 das Minimalpolynom von C.
Die grofiten Jordan-Késtchen von C' zum Eigenwert ¢ haben dann den Typ
(k, k). Ferner besitzt 2/(t) = Cz(t) fiir jedes j < k eine Losung der Gestalt

2(t) = e (wo + wit + ... +wj_ 1t

mit von ¢ unabhéngigen w; und w;_; # 0. Wegen z(t) = (:f’((tt)) ) hat dann
z(t) die Gestalt
z(t) = e (vo +vit + ... +v;_1t771)

mit v;_; # 0. Nach dieser Vorbemerkung beweisen wir nun die Aussagen b)
bis d).
b) Sei z(t) = vo + v1t + v2t? eine Losung von

(%) Mz"(t) = —Ax(t) — Bx'(t).
Dann ist

2M’U2 = MCC”(t) = —A(’UO + vt + U2t2) — B(Ul + 2U2t).
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Ein Vergleich der Koeffizienten bei ¢2,¢ und 1 zeigt

(1) A’U2 = 0.
(2) AU1 + 2BU2 =0.
(3) A’Uo + BU1 = —2M1}2.

Wegen (2) und (1) gilt
2(Bvg,va) = —(Avy,v2) = —(v1, Ave) = 0.
Die Bedingung B > 0 liefert Bvy = 0 (siehe 8.3.13). Also ist auch Av; = 0.
Aus (3) folgt
2(Mvg,v9) = —(Avg,v2) — (Bvy,v2) = —(vo, Avg) — (v1, Bug) = 0.
Wegen M > 0 erzwingt dies vo = 0. Aus den verbleibenden Bedingungen
Avy = Avg + Bvy =0

erhalten wir (Bvy,v1) = —(Avg,v1) = —(vg, Avy) = 0. Wegen B > 0 ist
Bvy =0, also v1 € Kern ANKern B. Ist Kern ANKern B = 0, so ist v1 = 0.
Dann gibt es zum Eigenwert 0 von C' nur Jordan-Késtchen von der Gestalt
(0). Ist hingegen

0 # v; € Kern A N Kern B,

so ist z(t) = v1t eine Losung von (). Dann treten in C' zum Eigenwert 0
Jordan-Késtchen der Gestalt (8 é) auf, aber keine groferen.

c) Sei nun 0 # a € R und sei x(t) = e (vy + vit) eine Lésung von (x).
Dann ist

e M (—a®(vo + vit) + 2iavy) = Mx"(t)
= e[~ A(vy + v1t) — B(ia(vy + vit) +v1)].
Ein Koeffizientenvergleich bei ¢ und 1 liefert

(4) a’Mv, = Avy + iaBvy,
(5) —a’Muvg + 2iaMv, = —Avy — iaBvy — Buj.

Aus (4) folgt
((a®M — A)vy,v1) = ia(Bvi,v1) € RNiR = {0}.

Wegen a # 0 und B > 0 erzwingt dies Bv; = 0. Aus der Bedingung (4)
folgt dann (a?M — A)v; = 0. Mit (5) erhalten wir schlieBlich

2ia(Mvy,v1) = ((a2M — A — iaB)vg, v1)
= (vo, (a*M — A+ iaB)vy) = 0.
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Wegen M > 0 ist v1 = 0. Also gibt es zum Eigenwert ia von C nur Jordan-
Késtchen (ia). Es bleibt

—a?Muvy = —Avg — iaBuy,

also
((a®>M — A)vg,vo) = ia(Bug,vo) € RNiR = {0}.

Wegen B > 0 folgt Buvg = 0, also vy € Kern B N Kern(a?M — A).
d) Sei z(t) = e*(vg + v1t) eine Losung von (x). Ein Koeffizientenvergleich
bei ¢t und 1 liefert diesmal

(6) (c2M + ¢B + A)v; = 0,
(7) (2M + ¢B + A)vg = —(B + 2cM ).

Da ¢ nach 8.6.2 e) reell ist, folgt aus (7), daf§
(B+2cM)vy,v1) = —((2M+cB+A)vg, v1) = —(vg, (PM+cB+A)v;) = 0.
Somit gilt wegen (6) die Gleichheit

A(Mvy,v1) + c¢(Buy,v1) 4 (Avy,v1) = (Buy,vy) + 2¢(Muvy,v1) = 0.

Daraus folgt

0 (Bvy,v1) + 2¢(Muvy,v1))?
Buy,v1)? + 4c(Bvy, v1)(Muy, v1) + 4c2(Muy, v1)?
Buy,v1)? + 4c(Bvy, v1)(Muy, v1) — 4(Mwvy,v1)(c(Bvy, v1) + (Avg,vy))

Bvl,vl)Q — 4(Ml)1, Ul)(A’Ul,’Ul).

(
(
(
(

Wegen unserer Voraussetzung erzwingt dies v;1 = 0. Daher treten zum Ei-
genwert ¢ von C nur Jordan-Késtchen der Gestalt (c) auf. O

Hauptsatz 8.6.4 Vorgelegt sei die Gleichung
(%) Mz"(t) = —Ax(t) — Ba'(t)

mit hermiteschen M > 0,A >0 und B > 0 aus (C),.
a) Jede Losung x(t) = (z;(t)) von (x) hat die Gestalt

zi(t) = fi(t)e™,
k=1
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b)

d)
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wobei c1,...,c,. die verschiedenen Eigenwerte der Matrix

0 E
¢= <—M1A —MIB>

sind und die f;;, Polynome. Dabei ist Recy < 0. Ist B > 0, so ist
Reck < 0 fiir alle k. Ist ¢, = ay + tby, mit ag, b € R, so gilt

et = e (cos byt + isin byt).

Im Fall b, # 0 beschreibt dies Schwingungen, deren Amplitude gemdyfs
et fiir ap < 0 exponentiell abnimmt.

Genau dann ist 0, etwa ¢; = 0, ein Eigenwert von C, wenn det A =0
ist. In diesem Fall gilt Grad fj; < 1. Losungen von (x) mit Grad f;; =
1 fiir geeignetes j treten genau dann auf, wenn Kern A N Kern B # 0
ist. Dann gibt es Losungen von (x) vom Translationstyp x(t) = vt mit
0 # v € Kern A N Kern B.

Ist ein Eigenwert ci, # 0 von C rein imagindr, so gilt Grad f;, = 0.
Es gibt dann also Lésungen vom Typ xz(t) = e'*vy mit 0 # a € R,
aber keine Lisungen der Gestalt x(t) = €' (v + tv1) mit v1 # 0, bei
denen die Amplituden der Schwingungen linear mit t anwachsen.

Fiir alle w # 0 sei (Bw,w)? > 4(Mw,w)(Aw,w). Dann haben alle
Lésungen von (x) die Gestalt

P
.I'] (t) = Z djkeckt
k=1

mit ¢, < 0 und konstanten d;j.

Dieser Fall wird in der Schwingungstechnik als Uberddmpfung (over-
damping) bezeichnet. Die Reibungskrdfte sind dabei so stark, dafl sich
keine Schwingungen ausbilden kinnen. Es liegt ein reiner Abklingvor-
gang vor. Die Bedingung ist sicher erfillt, falls der kleinste Eigenwert

von B grifer als 2./|| A |||| M || ist.
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Beweis. Die Aussage unter a) folgt aus 8.6.2. Die iibrigen Aussagen folgen
aus 8.6.3. U

Lemma 8.6.3 macht keine Aussage iiber die Jordansche Normalform von
C bezliglich Eigenwerten ¢ mit Rec < 0. Das folgende Beispiel zeigt, daf3
keine Einschrinkungen bestehen.

Beispiel 8.6.5 (J. Frank) Auf der a-Achse seien n Massenpunkte der Mas-
se 1. Folgende Krifte mogen zwischen ihnen wirken:

Relativkrifte &(z;(t) — z;+1(t)) und Relativreibungen +(z(t) — 7,4 (t)),
jeweils zwischen den Massen j und j + 1 (1 < j < n), eine Absolutkraft
—x,(t) und Absolutreibungen —z’ (t) und —z/,(¢). Dann gilt

mit
1-1 0 0O 0 O 2-1 0 0O 0 O
-1 2 -1 0 0 O -1 2 -1 0O 0 O
A=| i i | wmdB= z z
0O 0 O -1 2 -1 0O 0 O -1 2 -1
0O 0 O 0-1 2 0O 0 O 0—-1 2

(1) Wir zeigen fc = (x + 1)?". Insbesondere ist —1 der einzige Eigenwert
von C":

Die Matrix C' zu n Massenpunkten bezeichnen wir mit C,,. Dann ist

fc, = det (z2E +xB + A) (siehe 8.6.2 a))
22 +2x+1 =g =1 0

. —xr—1 G2 AL Dy =D =g =]l

z+1 —1 0

= (z+1)det —x—1 z24+2x24+2 -—z-1
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gi = 1l -1 0
= (z+1)det 0 z2+2z+1 -—z-1

2+2x+1 -—z-1
= (z + 1)2det —x—1 T AL

= (z+ 1)2fcn_1.
Wegen fo, = (x + 1)? folgt fo, = (z + 1)".
(2) Es gilt dim Kern (C' + E) = 1:

(25 ()--().

so gilt w = —v und Av + Bw = w, also (A — B)v = —v. Ist v = (z;), so
heifit dies

—-10...0 T —T T
00 0 T2 0 T2
(A - B)U = . . = = —

0 0...0 Byp 0 By

Z1

0

Dies liefert v = | . |. Wegen w = —v folgt dim Kern (C' + E) = 1. Also
0

gehort zum Eigenwert —1 von C' nur ein Jordan-Késtchen vom Typ (2n, 2n).
Somit hat 2"/ (t) = —Axz(t) — B2/ (t) Losungen, welche Komponenten von der
Gestalt g(t)e~* enthalten mit Gradg = 2n — 1.

Die Behandlung der inhomogenen Bewegungsgleichung mit Reibung be-
reiten wir durch ein eigenartiges Lemma vor.

Lemma 8.6.6 Sei V' ein Hilbertraum und seien M, A und B hermitesche
Abbildungen aus End(V') mit M > 0 und B > 0. Dann gilt:

a) Bild A + BKern A = Bild A + Bild B.

b) V=M(Kern ANKern B) @ (Bild A+ BKern A).
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Beweis. a) Da A und B hermitesch sind, gilt wegen 7.1.13

(Bild A + BBild A)* = (Bild A)* N (BKern A)* = Kern AN (B Kern A)+
> Kern AN (Bild B)* = Kern A N Kern B.

Sei
w € (Bild A + BKern A)* = Kern AN (BKern A)*.

Dann ist Aw = 0 und fiir alle v € Kern A auch (Bw,v) = (w, Bv) = 0. Dies
zeigt
Bw € (Kern A)* = Bild A.

Somit gilt Bw = Au mit geeignetem u € V. Daraus erhalten wir
(Bw,w) = (Au,w) = (u, Aw) = 0.
Wegen B > 0 folgt mit 8.3.13, dafl Bw = 0. Dies zeigt
(Bild A + BKern A)* = Kern A N Kern B,

also
Bild A + BKern A = (Kern A N Kern B)+

= (Kern A)* + (Kern B)*
= Bild A + Bild B.

b) Sei U ein Unterraum von V. Ist v € U mit Mu € U+, so folgt (Mu,u) =
0. Wegen M > Oist u = 0. Also gilt MUNU+ = 0. Wegen dim MU = dim U
erhalten wir V.= MU @ U-*.

Wir wenden dies an mit U = Kern A N Kern B. Dies liefert

V = M(Kern A N Kern B) @ (Kern A N Kern B)*
= M (Kern AN Kern B) @ (Bild A + Bild B)
= M(Kern AN Kern B) @ (Bild A + B Kern A),

letzteres wegen a). O

Hauptsatz 8.6.7 Sei V' ein Hilbertraum und seien M, A, B hermitesche
Abbildungen aus End(V') mit M > 0,A >0 und B > 0. Ferner sei k € V.

a) Dann gibt es u € Kern ANKern B, v € Kern A und w € V- mit
2Mu = —Aw — Bv + k.

Dabei ist u eindeutig bestimmt, und es gilt 2(Mu,u) = (k,u). Ferner
ist u = 0 genau dann, falls k € (Kern AN Kern B)*.
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b) Nun ist
z(t) = ut® + vt + w
eine Losung von Mz"(t) = —Ax(t) — B2'(t) + k.
Beweis. a) Nach 8.6.6 b) gilt
V = M(Kern AN Kern B) @ (Bild A + BKern A).
Also gibt es u € Kern A N Kern B,v € Kern A und w € V' mit
2Mu = —Aw — Bv + k.
Dabei sind Mwu und u eindeutig bestimmt, und v = 0 gilt genau fiir
k € Bild A + BKern A = Bild A + Bild B = (Kern A N Kern B)*.

Dabei ist
(k,u) = 2(Mu,u) + (Aw,u) + (Bv,u)
= 2(Mu,u) + (w, Au) + (v, Bu) = 2(Mu,u).
b) Es gilt Ma"(t) = 2Mu = —Aw — Bv+ k = —Axz(t) — B2/(t) + k. 0

Beispiel 8.6.8 Vorgegeben sei das System aus 8.6.1. Es bestehe im Sinne
von 8.5.1 aus einer einzigen Komponente.

Fall 1: Sei A > 0. Dann ist z:(t) = A~k eine Lésung der Bewegungsgleichung
(%) Mz"(t) = —Ax(t) — Ba'(t) + k,
welche einer Gleichgewichtslage entspricht.

Weiterhin sei die Komponente frei. Dann ist k = (k;) der Vektor der &ufleren
1

Krifte. Nach 8.5.1 c) gilt Kern A = (f) mit f = | :
1
Eine Gleichgewichtslage existiert genau dann, wenn

k€BildA = (Kern A)* = (f)* ={(t;) | Y _t; =0}

Dies bedeutet 2?21 k; =0.
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Fall 2: Sei Bf # 0, somit Kern A N Kern B = 0. Wegen B > 0 gilt nach

8.3.13, daB
<(Bf,f) = Z byj — Z%

t,J=1
wobei die d;; die Absolutreibungen angeben. Nach 8.6.7 hat die Bewegungs-
gleichung nun eine Losung der Gestalt
z(t)=0btf +w mit b € R.

Dabei ist

0= Mz"(t) = —Aw — bBf + k.
Daraus folgt

0 = (Aw, f) +b(Bf, f) — (k. f)
(w, Af) +b(Bf, f) — (k, f)

Somit ist "
Die Losung z(t) = btf 4+ w beschreibt eine Translation mit der Geschwin-
digkeit bf, wobei die relative Lage der Massenpunkte konstant bleibt, also

keine Relativreibungen wirken.
Ist sogar B > 0, so hat die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung die

Gestalt
z(t) =btf +w+ Y fi(t)e ',
i

b=

mit Polynomen f; und Rec; < 0 (siehe 8.6.2 c)). Dann ist

tlggo 2’ (t) = bf.

Also ist bf die allen Massen gemeinsame Grenzgeschwindigkeit, bei welcher
schliefllich ein Gleichgewicht zwischen den elastischen Kriften, den Reibun-
gen und den dufleren Kriften k eintritt.

Dieses Modell beschreibt die alltéigliche Erfahrung, dafi Fallprozesse in
der Luft nicht nach dem Galileischen Fallgesetz v = gt mit anwachsen-
der Geschwindigkeit v verlaufen, sondern daf} sich unter dem Einfluss des
Luftwiderstandes eine Endgeschwindigkeit einstellt. (Unsere Annahme, dafl
die Reibung linear von der Geschwindigkeit abhingt, diirfte bei vielen
Vorgéngen kaum zutreffen.)
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Fall 3: Sei nun Bf = 0, also Kern A N Kern B = (f). Dies heifit
0=(Bf,f)=>_dj,

also liegen keine Absolutreibungen vor. Nach 8.6.7 hat die Bewegungsglei-
chung eine Losung der Gestalt

z(t) = at’f + btf + w.
Dabei ist (mit u = af)
2a*(Mf, f) = a(k, f),

also "
o (k, f) _ Zj:l k;
In diesem Fall ist b beliebig. Nun beschreibt

Y
™) = 301, f)

2f+w

eine Galileische Fallbewegung.
Aufgabe 8.6.1 Sei

0 E
¢= <—M—1A —M—lB)

mit hermiteschen M > 0, A > 0 und B > 0 aus (C),,. Man beweise:
a) KernC = {(8) | Av = 0}.
b) KernC? = {(:;) | Av = Aw = Bw = 0} = Kern C3.
c¢) Sei ia mit 0 # a € R ein Eigenwert von C. Dann ist

Kern (C—iaFE) = {<z;}v) | (A—a®>M)v = Bv = 0} = Kern (C—iaF)?.
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d) Sei (Bw,w)? > 4(Aw,w)(Mw,w) fiir alle w # 0. Ist ¢ ein Eigenwert
von C, so gilt 0 > ¢ € R und

Kern(C—cE)z{(éi}) | (A+cB+cM)v =0} = Kern (C — cE)>.

Dies liefert die Informationen in 8.6.3.

Aufgabe 8.6.2 Sei

0 E
¢= < ~M~'A — MlB>

mit hermiteschen M > 0,4 > 0 und B > 0 aus (C),,.

a) Sind M~'A und M !B vertauschbar, so ist C*" eine direkte Summe
von C-invarianten, zweidimensionalen Unterrdumen. Wann ist C nicht
diagonalisierbar?

Liegen im Modell 8.6.1 nur Absolutkréfte und Absolutreibungen vor,
so tritt dieser Fall ein. Insbesondere gilt dies fiir n = 1.

b) Sei nun A = 0. Dann gelten:
(1) fo = a™det (zE + M~1B)

(2) KernCz{(S) | v €C"} und

Kern C? = {<Z}> | Bw =0} = Kern C3.
(3) Die Eigenwerte der Matrix M !B seien by = ... = by, = 0 und
0 <bry1 <...<b,. Dann hat C die Jordan-Ké&stchen

01
00 k-fach

(0) (n — k)-fach
(=b;) firk+1<j<n.

Hinweis zu a): Man verwende, dafl M ~*A und M !B simultan diagonali-
sierbar sind.



9 Euklidische Vektorrdume und orthogonale
Abbildungen

Mit den Hilbertraumen von endlicher Dimension iiber R, den euklidi-
schen Vektorrdumen, sind wir bei der klassischen Geometrie angekommen.
Hier gibt es neben Langen auch Winkel zwischen Vektoren. Ausfiihrlich
behandeln wir die Isometrien euklidischer Vektorrdume, die orthogonalen
Abbildungen. Am Spezialfall der orthogonalen Gruppen schildern wir die
Methode der infinitesimalen Abbildungen, die in der Lieschen Theorie ei-
ne zentrale Rolle spielt. Als Nebenprodukt erhalten wir einen natiirlichen
Zugang zum vektoriellen Produkt im R2®. Wir fithren den Schiefkérper der
Quaternionen ein und untersuchen mit seiner Hilfe die orthogonalen Grup-
pen in der Dimension drei und vier. Zum Abschlufl bestimmen wir alle end-
lichen Untergruppen der orthogonalen Gruppe in der Dimension drei, wobei
sich reizvolle Zusammenhénge mit den platonischen Koérpern ergeben.

9.1 Orthogonale Abbildungen euklidischer Vektorrdume

Die Einfiihrung des Winkels in Hilbertrdumen iiber R fithrt uns zur klassi-
schen euklidischen Geometrie.

Definition 9.1.1

a) Ist V ein Hilbertraum von endlicher Dimension n iiber R, so nennen
wir V einen euklidischen Vektorraum. Die Isometrien von V' heiflen
orthogonale Abbildungen. Sie bilden die Gruppe O(n).

b) Fiir v,w € V mit v # 0 # w gilt wegen der Schwarzschen Ungleichung
aus 7.1.2
e
“lelllwl T

Daher gibt es einen eindeutig bestimmten Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 7,

so daf3
(v, w)
——— = COoS .
[ o[l w
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Insbesondere gilt der Cosinussatz
lv+w|P=[v[®+[wl®+2 [v]]w]cose.
Satz 9.1.2 Sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension n.
a) Ist A eine orthogonale Abbildung von V auf sich, so gilt
(Av, Aw) = (v,w)  fiir alle v,w € V.
Daher ist A auch winkeltreu.

b) Ist A orthogonal, so gilt det A = £1. Die Menge der orthogonalen
Abbildungen von V' mit Determinante 1 bezeichnen wir mit SO(n).
Dann gilt SO(n) < O(n) und

O(n) =SO(n) UASO(n)
fir jedes A € O(n) mit det A = —1.
c) Ist Av=av mit A€ O(n),a € R und 0 #v €V, soista = =+1.
d) O(n) ist eine kompakte Gruppe.
Beweis. a) Aus
(v+w,v+w) = (Alv +w), A(v +w))

folgt wegen (v, w) = (w,v) sofort (Av, Aw) = (v, w).
b) Aus AA* = E erhalten wir wegen det A = det A* unmittelbar

1 = det AA* = (det A).

Die Abbildung A — det A ist ein Homomorphismus von O(n) in {1, —1} mit
dem Kern SO(n). Ferner gibt es orthogonale Abbildungen mit Determinante
—1, etwa die Spiegelung S mit

Svy = —v; und Sv; =v; (j =2,...,n),

wobei [vy,...,v,] eine Orthonormalbasis von V ist. Der Homomorphiesatz
besagt daher
O(n)/SO(n) = {1, -1},
woraus die Behauptung folgt.
c) Aus Av = av folgt (v,v) = (Av, Av) = a?(v,v), also a® = 1.
d) Ist [v1,...,v,] eine Orthonormalbasis von V und A € O(n) mit

n
Avj:Zakjvk (jzl,...,n),
k=1
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so gilt
0ij = (vi,vy) = (Av;, Avj) Zakzak]

Daher ist .
Z aij =SpAA* =n.

J,k=1
Also ist die Gruppe der orthogonalen Matrizen eine beschréinkte, offenbar
auch abgeschlossene Teilmenge des (R),,2 und somit kompakt. O
Hauptsatz 9.1.3 Sei V' ein euklidischer Vektorraum und A € O(n).
a) Es gibt eine orthogonale Zerlegung

V=wvil...1V,
mit AV; = V. Dabei liegt einer der folgenden F'ille vor:
(1) V; = (v;) ist eindimensional und
Avj = v; oder Av; = —v;.

(2) V; ist zweidimensional, und fir jede Orthonormalbasis [vj1, v 2]
von V; gilt
Avji = cos ;v +sing; vjo
AUj2 = —sin ¥ V51 -+ cos ©Yj Vj2
mit 0 < p; <21 und p; # 7. Insbesondere ist det Ay, = 1.

b) Seiny die Anzahl der v; mit Av; = vj und ny die Anzahl der vj mit
Avj = —vj;. Dann ist

k
fa=(z—-1)"(x+ 1) 1_[(1:2 —2cospjx+1)
j=1

die Zerlegung des charakteristischen Polynoms von A in irreduzible
Faktoren aus R[z]. Insbesondere sind ny,ns und die @; eindeutig durch
A bestimmt und unabhingig von der Zerlegung von V' in a).

c) Ist dimV = n und (—1)"det A = —1, so hat A den FEigenwert 1. Ist
det A= —1, so hat A den Eigenwert —1.

(Dies haben wir in 7.1.11 e) bereits unter viel allgemeineren Voraus-
setzungen bewiesen.)
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Beweis. a) Nach 5.4.20 gibt es einen Unterraum Vi von V mit AV} =V}
und dim V; < 2. Wegen 7.1.13 b) gilt V = V; L V- und AV;- = Vi, Durch
Induktion nach dim V' erhalten wir

V=wvlL...1LV,

mit dimV; < 2 und AV; = Vj. Ist V; = (v;), also Av; = a;v;, so gilt
a; = £1 nach 9.1.2 c).

Sei dimV; = 2, und V; enthalte keinen A-invarianten Unterraum der
Dimension 1. Sei [v;1,v;2] eine Orthonormalbasis von V; und

AUjl :an1+ij2, AUjQZCUj1+de2.
Da Ay, orthogonal ist, gelten
a2+ =c+d?>=1und ac+bd = 0.
Das charakteristische Polynom von Ay, ist
f=2*—(a+d)z+ ad — be.
Mit 9.1.2 b) folgt
ad — bc = det Ay, = £1.

Ist ad — bc = —1, so hat f bekanntlich eine reelle Nullstelle. Dann existiert
jedoch ein 0 # w € V; mit Aw = +w, entgegen unserer Annahme. Daher

ist ad — bc = 1 und
ab de) (10
cd —cd/) \0o1)"

Wegen A”{/j = A‘;jl folgt

(a)=(e0) = () = ()

Dies zeigt @ = d und b = —c. Wegen a® +b%> = 1 gibt esein o mit 0 < o <7
und a = cos ¢, b = sin p. Wegen b # 0 ist dabei ¢ # 0, 7.
b) Dies folgt sofort aus a) und

det (m —cosp; —sing;

. >::1:2—2008<pjx—|—1,
SN @5 T — COS @j

wobei 2% — 2 cos pjz + 1 keine reelle Nullstelle hat, also in R[z] irreduzibel
ist.

c) Wir haben n = n; +ng + 2k und det A = (—1)"2. Ist det A = —1, so gilt
2 { ng, also ny > 0. Wegen (—1)"det A = (—1)™ gilt ferner ny > 0, falls
(=1)"det A = —1 ist. O
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Wir betrachten nun orthogonale Abbildungen in den kleinen Dimensio-
nen zwei und drei.

Beispiel 9.1.4 a) Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 2 und
A e 0(2).

Sei zuerst det A = 1. Fiir jede Orthogonalbasis [v1,v3] von V' gilt nach
9.1.3, dafi

Avy = cospuvy +sinpve und  Avg = —sin p vy + cos p vs.

Dies gilt auch fir A = F mit ¢ = 0 und A = —F mit ¢ = 7. Wir set-
zen dann A = D(y). Die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus zeigen
D(¢1)D(p2) = D(p1 + p2). Also ist

SO(2) ={D(p) |0 < p < 27}

eine abelsche Gruppe. Ferner ist ¢ — D(y) ist ein Epimorphismus von R
auf SO(2) mit dem Kern 27 Z. Daher gilt SO(2) = R* /27 Z.
Sei nun A € O(2) mit det A = —1. Nach 9.1.3 ¢) hat A die Eigenwerte 1
und —1. Sei
Av; = v1 und Avy = —1v9

mit (vj,v;) = 1. Wegen
(01,02) = (AvlvAU2) = —(01702)

ist (v1,v2) = 0. Daher ist [v1, v2] eine Orthonormalbasis von V und A? = E.
Sei nun D(p) € SO(2). Wegen det D(¢)A = —1 folgt

E = (D(9)A)? = D()AD(p)A.
Daher ist
AT'D(p)A = D(p)~" = D(~).
Wegen
0(2) =S0O(2) UASO(2)

ist damit die Struktur von O(2) vollig beschrieben.

b) Sei nun dimV = 3 und A € SO(3). Nach 9.1.3 ¢) hat A den Eigenwert
1. Also gibt es ein v1 € V mit Av; = v; und (vq,v1) = 1. Offensichtlich ist
Alvy)*+ = (v1)* und det Ay = 1. Nach a) gilt fiir jede Orthonormalbasis

[v2,v3] von {v1)1 dann

Avy = cospve +sin pvg und  Awvs = —sin p vy + cos p 3.
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Beziiglich der Basis [v1, v2, v3] gehort also zu A die Matrix

1 0 0
0 cosp —sinp
0 siny cosp

mit Sp A = 14 2cos . Wir bezeichnen A als Drehung um die Achse v, mit
dem Drehwinkel .

Wir weisen darauf hin, dafl der allgemeine Kongruenzsatz 8.1.10 insbe-
sondere in euklidischen Vektorrdumen gilt.

Die folgende Aussage spielt eine wichtige Rolle beim Studium der Sym-
metrien von Kristallen, welches fiir die Kristallphysik die Grundlage bildet.

Satz 9.1.5 Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 3. Unter ei-
nem Gitter I' in V' wverstehen wir eine Menge

3
L= {> njv;|n; €L},
7j=1

wobei [v1,v92,v3] eine Basis von V ist.

a) Die linearen Abbildungen A € End(V) mit AT =T sind die A von der
Gestalt

3
Avj = Zakjvk (1=1,2,3)
k=1

mit ay; € Z und det(ay;) = £1.

b) Sei G eine endliche Untergruppe von SL(V) mit AT' = T' fiir alle
Elemente A € G. Wegen 8.1.11 gibt es ein definites Skalarprodukt
(.,.) auf V mit (Av, Aw) = (v,w) fir alle v,w € V und alle A € G.
Dann ist jedes A € G eine Drehung mit einem Drehwinkel, der ein
Vielfaches von 5 oder % ist.
Beweis. a) Wegen Av; € I' gilt Av; = 2221 apjv fir j = 1,2,3 mit
arj € Z. Da auch A7'T" = T gilt, entspricht A~! eine ganzzahlige Matrix.
Dies zeigt det A = 1. Gilt umgekehrt ay; € Z und det(ax;) = %1, so ist
einerseits AI' C I'. Da nach der Cramerschen Regel auch (ay;) " ganzzahlig
ist, folgt AT C T, also I C AT und somit AT’ =T.
b) Wegen det A = 1 ist A eine Drehung. Ist ¢ der Drehwinkel zu A, so gilt

14+2cosp=SpAeZ.
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Somit ist cosy € {—1, —%,0, %, 1}, also

2r ™ w

=L, 2, 0)
(pe{ﬂ-7372737}

O
Satz 9.1.6 SeiV ein euklidischer Vektorraum der Dimensionn undU <V
mit dimU =n — 1.

a) Sei E # S € O(n) mit Su = u fir alle w € U. Ist U+ = (w) mit
(w,w) =1, so gilt Sw = —w, also

Sv=v—2(v,w)w fir allev € V.

Insbesondere ist S? = E und det S = —1. Wir nennen S die Spiege-
lung an U.

b) Fiir jedes w € V- mit (w,w) = 1 wird durch
Sv=v —2(v,w)w
ein S € O(n) definiert, welches (w)* elementweise festlipt.
c) Seien S; (j = 1,2) Spiegelungen mit
Sjv=v —2(v,wj)w;,

wobei (wj,w;) =1 ist. Nach 8.1.10 gibt es ein Element G € O(n) mit
Gwy = wy. Dann gilt G718,G = Ss.

Beweis. a) Wegen SUL = U+ gilt Sw = aw mit a? = 1. Da S # F ist, folgt
a=—1, also Sw = —w. Fir v = u+ 2w mit v € U und = € R erhalten wir

Sv=u—zw=u+zw—2zxW="0v—2(vV,Ww)Ww.

Daraus folgt S? = F und det S = —1.
b) Offenbar ist S linear, und (w)* bleibt bei S elementweise fest. Wegen

(Sv, Sv) = (v —=2(v,w)w,v — 2(v, w)w)
= (v,v) — 4(v,w)? + 4(v,w)?*(w,w) = (v,v)

ist S eine Isometrie.
c) Fur alle v € V gilt

G718.Gv = G 1(Gv — 2(Gv,wy)wy) = v — 2(v, G~ w )G~ wy

= v — 2(v, w2)wy = Syv.
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Hauptsatz 9.1.7 SeiV ein euklidischer Vektorraum der Dimensionn > 1.

a) Ist E # A € O(n), so gibt es Spiegelungen Si,...,Sr mit A =
S1...5, und k <n.

b) Wir nennen A € SO(n) eine m-Rotation, falls es eine Zerlegung des
Vektorraums V =U 1L UL gibt mit dimU = 2 und

Au = —u fir alle u € U,
Aw=w fir allew € UL,

Ist dimV = n > 3, so ist jedes Element aus SO(n) ein Produkt von
héchstens n w-Rotationen.

Beweis. a) Fir n =1 ist A = —FE eine Spiegelung. Wir fithren den Beweis
durch Induktion nach n. Wegen A # E gibt es ein v € V mit Av — v # 0.

Wir setzen wy = ﬁ. Sei S die Spiegelung mit

S1v = v — 2(v, wr)w;.

Dann ist

(1) S1(Av —v) = v — Awv.
Wegen (Av — v, Av +v) = (Av, Av) — (v,v) = 0 gilt Av + v € (wy)+, also
(2) S1(Av +v) = Av + v.

Addition von (1) und (2) zeigt S;Av = v. Somit bleibt (v)* bei S;A
als Ganzes fest. Wegen dim (v)~ = n — 1 gibt es nach Induktionsannah-
me wa,...,wx € (v)X mit k < n und (wj,w;) = 1, sowie Spiegelungen
S%,..., Sy, aus O(n — 1) mit Stw; = —w; und S1Au = S5 ... Su fiir alle
u € (v)*. Sei S; die Spiegelung aus O(n) mit

Siw =w — 2(w, wj)w;.

Dann ist S} die Restriktion von S; auf (v)*, und wegen w; € (v)* gilt
ferner S;v = v. Damit folgt S1A4 = Sy... Sk, und wegen 5’1_1 = Sy dann
A=51...5 mit k <n.

b) Ist G € SO(n), so gilt nach a), daB G = S; ... S, mit Spiegelungen S;
und k£ < n. Wegen det A = 1 ist k gerade. Also reicht der Nachweis, dafl
jedes Produkt von zwei Spiegelungen ein Produkt von zwei m-Rotationen
ist. Seien S, S Spiegelungen an (w;)t bzw. (ws)t. Wegen n > 3 gibt es
ein ws € (wy,ws)® mit (w3, w3) = 1. Sei S5 die Spiegelung an (w3)*. Dann
ist

dim (w1, w3) = dim (we, w3) = 2.
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Setzen wir R1 = 5153 und R2 = SgSQ, So ist R1R2 = 5153%52 = 5152.
Dabei gelten

Riw, = S1w; = —wy wegen wi € <w3>J_,

Riws = Sl(—’u)3) = —ws3 Wwegen ws € <’lU1>J'

und Ryv = v fiir alle v € (wy, w3)*. Somit ist Ry eine m-Rotation. Ahnlich
sieht man, dafl auch R, eine m-Rotation ist. O

Satz 9.1.7 a) gilt iibrigens auch dann noch, wenn V' ein endlichdimen-
sionaler K-Vektorraum mit reguldrem symmetrischem Skalarprodukt und
Char K # 2 ist. Da dann Spiegelungen mit Sw = —w nur fir (w,w) # 0
definiert sind, erfordert der Beweis mehr Vorsicht.

Fiir die orthogonale Gruppe SO(3) geben wir weitere Erzeugende an.

Satz 9.1.8 Sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension 3 und sei
[v1,v2,v3] eine Orthonormalbasis von V. Sei D;(«) die Drehung von V' mit
der Achse v; und dem Drehwinkel o (i = 1,2,3). Fir G € SO(3) gelten
dann

a) G = Ds(a)D2(B)D1(v) fiir geeignete o, 3, 7.
b) G = Di(a)Ds(8)D1(7) fiir geeignete a, 53,7.

Beweis. a) Sei
Gv1 = a1v1 + agve + agzvs,

also a} + a3 + a3 = 1. Wir versuchen o und 3 zu finden mit

Gu1 = Dz(a)D2(B)v1 = D3(a)(cos Bvr + sin fus)

= cos f(cos avy + sin awvg) + sin fvs.
Diese Forderung wird erfiillt mit
a3 =sin B, a; = cos B cosa und as = cos Bsin a.

Somit ist
Dy(B) "' D3(a) ' Gy = vy,

und daher
Ds(B) ™" Ds(a) "G = Di(7)
fiir ein geeignetes ~.
b) Dies beweist man dhnlich. O
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Zur Beschreibung der Bewegungen eines Kreisels hat Euler die Aussa-
ge in 9.1.8 b) verwendet. Daher nennt man die dortigen «, 3,7y auch die
Eulerschen Winkel. Diese Winkel sind keineswegs eindeutig bestimmt (an-
derenfalls wiire SO(3) topologisch ein 3-Torus, was jedoch nicht zutrifft;
siehe 9.3.6).

Satz 9.1.9 SeiT ein Homomorphismus von O(n) in R*. Dann gilt entweder

7G =1 fiir alle G € O(n) oder TG = det G fir alle G € O(n).

Beweis. Ist S eine Spiegelung, so gilt 1 = 752 = (79)?, also 7.5 = £1. Sind
51,52 Spiegelungen aus O(n), so gibt es nach 9.1.6 ¢) ein G € O(n) mit
Sy = G718, G. Damit folgt

78 = 7(G7151G) = (1G) 1 (781)(7G) = 7.
Ist G € O(n) und G = S; ... S, mit Spiegelungen S}, so erhalten wir
TG = (TSl)k =1 oder 7G = det G,

jeweils fiir alle G € O(n). 0

Bemerkung 9.1.10 Wir erwéhnen eine interessante Charakterisierung eu-
klidischer Vektorraume.

Sei V' ein normierter reeller Vektorraum von endlicher Dimension. Fiir
v; €V (j=1,2) mit || vy ||=]| v2 || gebe es ein I aus der Gruppe

{I|IeGL(V), | Iv]=|v]| firalleveV}

der Isometrien von V mit Iv; = ve. Dann gibt es ein definites Skalarpro-
dukt (.,.) auf V mit (v,v) =] v ||? fiir alle v € V. Diese Aussage gehort
in den Umkreis des sogenannten Helmholtzschen' Raumproblems, in dem
euklidische Vektorrdume durch Beweglichkeit charakterisiert werden.

Bemerkung 9.1.11 a) In SO(3) gibt es eine freie Untergruppe F = (Fi, F3).
Dies bedeutet, daf jedes nichtriviale Element aus F auf genau eine Weise
die Gestalt Ay ... A, (m=1,2,...) hat mit A; € {Fy, F;", Fy, Fy '}, wo-
bei kein Teilprodukt A;A; 1 von der Gestalt Fij_l oder Fj_le (j=1,2)
auftritt. Die F; konnen wie folgt gewéhlt werden.

1_2/3 10 0
3 3
=22 1 | =0 1 —2v2
3 2 2\3/5 13
0 0 1 022 1
!'Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) Konigsberg, Bonn, Heidel-

berg, Berlin. Physiologe und Physiker.
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Der Beweis verlangt einige Rechnungen (siehe [21]).
b) Die Aussage unter a) liefert fiir die Mafitheorie grundlegende Folgerun-
gen:
Auf der Sphire
S={v|veR? (v,v)=1}

gibt es eine abzdhlbare Untermenge D und paarweise disjunkte Mengen
Al,AQ,Bl,BQ mit

S\D:A1UGA2:.31UHB2,

wobei G, H € SO(3) sind und A; NGAy = B; N HBy = (). Daraus folgt das
sogenannte Hausdorffsche? Paradozon:

Sei p ein Maf3 auf S, welches additiv bei endlichen disjunkten Mengen
ist, und invariant unter SO(3). Ist p auf A;, B; (j = 1,2) definiert, so folgt
der Widerspruch

w(S\ D) > (A1) + u(Az) + p(B1) + p(Ba),

aber
p(S\ D) = (A1) + p(Az) = p(B1) + u(Bz).

Also kann  nicht auf allen Teilmengen von S definiert sein. (Die Konstruk-
tion der Mengen A;, B; benétigt das Auswahlaxiom.)

Aufgabe 9.1.1 Sei V ein euklidischer Vektorraum und seien v, w € V.
a) Ist |v|=||wl,v#wund 0 <r <1, so gilt
fro+A=rjw|<[v].
b) Seid=| v—w]| und 0 <r < 1. Dann gibt es genau ein u € V mit
|v—u||=rdund ||w—wul=(1-r)d,
namlich v = (1 — r)v + rw.

Aufgabe 9.1.2 Sei [v1,...,v,] eine Orthonormalbasis des euklidischen Vek-
torraums V und A € O(n) mit

Avj = v fiir1 <j <nund
Av,, = vq.

Man bestimme die Zerlegung von V' im Sinne von 9.1.3.

2Felix Hausdorff (1868-1942) Leipzig, Greifswald, Bonn. Mengenlehre, Topologie,
Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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Aufgabe 9.1.3 Sei A = (a;;) € (R)3 und || A [|5=SpAA’ =37 a}.
Ist A orthogonal und det A = 1, so gilt

| A= E 3= 8sin® £,

wobei ¢ der Drehwinkel zu A ist.
Aufgabe 9.1.4 Sei [v1,v2,v3] eine Orthonormalbasis des euklidischen Vek-

torraums. Sei A; die Drehung mit Achse v; und Drehwinkel ¢; (i = 1,2).
Dann ist A; A eine Drehung mit dem Drehwinkel ¢, wobei

¥ Y1 P2
cos? = = cos? == cos? ==,

2 2 2

Aufgabe 9.1.5 Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 3. Seien
v; € V (j = 1,2) mit (vj,v;) = 1 und vy # +vy. Sei §; die Spiegelung
an (v;)*. Dann ist S1S2 die Drehung um die Achse w € (vy,v2)® mit dem
Drehwinkel ¢, der durch cos ¥ = £(v1,v2) bestimmt ist.

Aufgabe 9.1.6 Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n. Man
zeige, dal —FE nicht das Produkt von weniger als n Spiegelungen ist.

Aufgabe 9.1.7 Sei V ein euklidischer Vektorraum und A eine (nicht not-
wendig lineare) Abbildung von V' in sich mit

| Av—Aw [[=v—w]
fiir alle v,w € V. Dann gilt
Av = Bv + A0

mit einer orthogonalen Abbildung B.

Hinweis: Man definiere Bv = Av — A0 und beweise (Bv, Bw) = (v, w) fiir
alle v,w e V.

Aufgabe 9.1.8 Sei V ein euklidischer Vektorraum und A eine Abbildung
von V in sich mit Av = Bv+ w und B € O(n) sowie w € V.

a) Hat A den Fixpunkt vy, d.h. Avg = vp, und ist Tv = v + vg, so gilt
T—'ATv = Bv.

b) Genau dann hat A einen Fixpunkt, falls
w € Bild(B — E) = (Kern(B — E))™*.
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Sei weiterhin 2 < dim V' < 3 und Av = Bv+w mit B € O(V). Dabei habe A
keinen Fixpunkt. Der Fall einer Translation, d.h. B = FE, sei ausgeschlossen.
c) Ist det B =1, so gilt dim V' = 3. Sei Be = e mit (e,e) = 1. Dann gibt
es eine Translation T' der Gestalt Tv = v + u derart, daf}
T 'ATv = Bv +w'
gilt mit 0 # w’ € (e).
( T7YAT heifit eine Schraubung.)
d) Ist det B = —1, so ist B eine Spiegelung. Sei Be = —e # 0. Dann gibt
es eine Translation T' derart, dafl
T 'ATv = Bv +w' mit 0 # w' € {e)*.
(T~YAT heifit eine Gleitspiegelung.)

Aufgabe 9.1.9 Sei V ein euklidischer Vektorraum und A eine lineare Ab-
bildung von V' auf sich, welche die Orthogonalitit erhélt, d.h. aus (v, w) =0
folge stets (Av, Aw) = 0. Dann gilt A = aB mit a > 0 und B € O(V). Ins-
besondere erhélt A dann auch alle Winkel.
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9.2 Liealgebra und vektorielles Produkt

In diesem Abschnitt betrachten wir die orthogonalen Gruppen von einem
analytischen Standpunkt aus, der sich im Verlauf des vergangenen Jahr-
hunderts zu einer zentralen Disziplin der Mathematik entwickelt hat, der
Theorie der Liegruppen® und Liealgebren. Als Nebenprodukt dieser Uber-
legungen erhalten wir einen natiirlichen Zugang zum vektoriellen Produkt
im dreidimensionalen euklidischen Vektorraum.

Definition 9.2.1 Sei V ein R-Vektorraum von endlicher Dimension. Ist A
eine Abbildung von R in GL(V), so heifit

BildA = {A(t) | t € R}

eine Einparameteruntergruppe in GL(V'), falls gilt:

(1) A ist differenzierbar.

(Ist A(t) beziiglich einer Basis die Matrix (a;;(t)) zugeordnet, so gehort
zur Ableitung A’(t) die Matrix (aj;(t)).)

(2) A ist ein Gruppenhomomorphismus von R in GL(V), also
A(tl + tg) = A(tl)A(tQ) fiir alle tj € R.

Differentiation nach t; liefert fiir t; = 0 und ¢5 = t die Gleichung
A'(t) = A’(0)A(t), und ebenso folgt A’(t) = A(t)A’(0).
Satz 9.2.2 Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n.

a) Ist B € End(V) mit B* = —B, so wird durch A(t) = ‘P eine Einpa-
rameteruntergruppe in SO(n) mit A’(0) = B definiert.

b) Ist A eine Einparameteruntergruppe in SO(n) mit A'(0) = B, so gilt
B* = —B, A(t) = '8 und A'(t) = BA(t) = A(t)B.

c) Ist G € SO(n), so gilt G = B mit einem geeigneten B* = —B. Also
liegt jedes Element aus SO(n) in einer Einparameteruntergruppe.

Beweis. a) Nach 6.4.2 existiert e!®, und es gilt

Aty + to) = ellrtt2)B — otiBet2aB — A(1) A(ty).

3Marius Sophus Lie (1842-1899) Christiania (Oslo), Leipzig. Liealgebren, Liegruppen,
Differentialgeometrie, Differentialgleichungen.
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Da die Abbildung B — B* nach 8.2.3 b) stetig ist, folgt

A" = (520 5B = X5 51(B7Y
= S5 fi(=BY = e =AW

j=0 T

Also gilt A(t) € O(n). Wegen B* = —B ist SpB = 0 und nach 6.4.3 a)
daher
det A(t) = e5P1B =0 =1,

Dies zeigt A € SO(n). Nach 6.4.3 a) ist A’(t) = BA(t) = A(t)B, insbeson-
dere A’(0) = B.

b) Sei nun A eine Einparameteruntergruppe in SO(n) mit A’(0) = B. Dann
gilt A'(t) = BA(t) und

0=F = (A@t)*A(t)) = A (t)*A(t) + A(t)* A'(t).

(Offenbar ist (A(t)*)" = A’(t)*, wie man durch Riickgriff auf Matrizen sofort
sieht.) Insbesondere folgt

0= A'(0)*A(0) + A(0)*A'(0) = B* + B.

Das Gleichungssystem A’(t) = BA(t) mit A(0) = E hat nach 6.4.3 b) die
eindeutige Losung A(t) = e!B.
¢) Sei G € SO(n) und gemés 9.1.3

V=V, lV.1lVil...1lV,

wobei
Gv= vfirveV,,

Gv=—vfirveV_,
und beziiglich einer Orthonormalbasis [v;,w;] von V; sei
(%) Gvj = cosp;v; +sinp; w;
Gw; = —sing; vj + cos p; w;

mit geeigneten ¢; € R. Wegen det G = 1 ist dim V_ gerade. Daher kénnen
wir V_ orthogonal in zweidimensionale Rdume zerlegen, auf denen Formeln
vom Typ (%) gelten mit ¢; = 7, so dafl V_ weggelassen werden kann. Wir
definieren B € End(V') durch

Bv = 0 fiir v e V4,

Buvj = gjwj,

Bwj = —QOjUj .
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Dann ist B* = —B und (B?)y, = —go?EVj. Es folgt eBv = v fiir v € V. und

B, _ 1 pm,,.
evvg =3 o i Bv;

0o 1 m m fove) 1 m m
= (Xm=o ((Qm))! ‘P? )i + (=0 (émin!@? Hw;

= cos p; vj + sinp;w; = Gj.

Ebenso folgt ePw; = Gw;. Also gilt G = ¢® mit B* = —B. O

Bemerkung 9.2.3 Ist V ein C-Vektorraum, so wird die Gruppe GL(V)
von Einparameteruntergruppen iiberdeckt, denn nach 6.4.5 gibt es zu je-
dem G € GL(V) ein B mit G = eP. Ist V ein R-Vektorraum, so ist die
entsprechende Aussage nicht richtig, denn es gibt kein B € (R) mit

5 (-1 0
° _( 1 -1

(siehe Aufgabe 6.4.1). Jedoch wird noch eine Umgebung von E von Ein-
parameteruntergruppen iiberdeckt. Ist némlich || A || < 1, so existiert nach
6.2.13
= (1,
log(E+ A) = - A
en =5

7j=1
Man kann zeigen, dafl e!°8(F+4) = E + A gilt. Also wird die Menge
{G|GeGL(V), |G-E| <1}

von Einparameteruntergruppen iiberdeckt.

Satz 9.2.2 fiihrt uns zum Begriff der Liealgebra.

Definition 9.2.4 Sei K ein beliebiger Kérper und £ ein K-Vektorraum
von endlicher Dimension. Auf £ sei ein bilineares Produkt [.,.] definiert mit
[a,a] = 0 fiir alle a € £, und es gelte die sogenannte Jacobi-Identitit

[[a, 0], c] + [[b,c],a] + [[c,a],b] = 0O
fiir alle a, b, c € L. Daraus folgt
0=la+b,a+0b] =]|a,b]+ [b,al.

Wir nennen £ mit dem Produkt [-, -] eine Liealgebra .
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Beispiele 9.2.5 a) Ist V ein K-Vektorraum, so definieren wir auf £ =
End(V) ein Produkt [.,.] durch [A, B] = AB — BA. Dann gelten [A, A] =0
und

HA’ B],C] + [[B,C],A] + [[Cv A]aB] =0,

wie man leicht nachrechnet. Also ist £ eine Liealgebra.
b) Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n und

L(n)={B| B*=—-B € End(V)}.
Auf L(n) definieren wir das Produkt [.,.] durch [4, B] = AB — BA. Wegen
[A,B]* = B*A* — A*"B* = BA— AB = —[A, B|

ist £(n) eine Liealgebra. Durch
1 *
(Bl, BQ) = 5 Sp BlB2

wird nach 8.1.4 c¢) ein definites Skalarprodukt auf £(n) definiert. Fiir Ab-
bildungen A, B,C € L gilt dabei

([A,B],C) = $Sp(AB — BA)C* = 1 Sp(—ABC + BAC)
= 1Sp(—ABC + ACB) = 1 Sp A(BC — CB)*

= (4,[B,C)).
Insbesondere folgt
([A7 B]7A) = _([BvALA) = _(37 [AvA]) =0

und
([4,B],B) = (A,[B, B]) = 0.
Das Skalarprodukt (.,.) auf £(n) heifit in der Theorie der Liealgebren die

Cartan*-Killing® Form.

Die Liealgebra £(3) = {B | B* = —B € (R)3} liefert einen natiirli-
chen Zugang zum vektoriellen Produkt im dreidimensionalen euklidischen
Vektorraum.

4Elie Joseph Cartan (1869-1951) Paris. Liealgebren, Transformationsgruppen, Diffe-
rentialgleichungen, Differentialgeometrie.

5Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923) Miinster. Liealgebren, Transformations-
gruppen.
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Satz 9.2.6 Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 3. Wir ver-
sehen L(3) wie in 9.2.5 b) mit dem Skalarprodukt (.,.) mit

1 *
(Bl, BQ) = 5 Sp B1B2

fir B; € L(3). Sei ¢ irgendeine Isometrie von L(3) auf V. Fir v; = pB;
mit B; € L(3) definieren wir das vektorielle Produkt durch

v1 X vy = @By, Ba] = [~ 1, 0 Mg,
Dann gelten:

a) Das vektorielle Produkt x ist bilinear, und fir alle v; € V' gelten
V1 X Vg = — V2 X V1

und
(Ul XUQ) X’U3—|—(U2 XU3) X1)1+(U3><U1) XUQZO.

b) Ferner ist
(U1 X U27U3) = (Ul,UQ X U3).

Hieraus folgt unmittelbar (v1 X va,v1) = (v1 X vo,v3) = 0. Somit ist
V1 X Uy € <U1,UQ>L

¢) Es gibt eine Orthonormalbasis [e1, ez, e3] von V mit

€1 X ea =e3, €3 Xe3=e, e3Xe;=es.
d) Fir alle v; € V gilt

(v1 X vg) X v3 = —(v2,v3)v1 + (v1,v3)V2.
e) Firvj,w; € V ist ferner
(v1 X Vo, w1 X wy) = (v1,w1)(ve, w2) — (v1,ws2)(va, w1).
Insbesondere gilt also
(v1 X V2,01 X v2) = (v1,v1)(va,v2) — (v1,v2)%

Wegen der Schwarzschen Ungleichung ist v1 X vo = 0 genau dann,
wenn v1 und vy linear abhdngig sind.
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f) Ist (vi,v2) =] v1 || || v2 || cosp mit 0 < ¢ <, so gilt

o1 x vz [[=][ o1 || vz [| sin .

g) Firv; € V und G € O(3) gilt

Gvy X Guy = det G G(v1 X v3).

h) Abgesehen vom Vorzeichen ist das vektorielle Produkt eindeutig be-
stimmt, also unabhdngig von der Wahl von .

Beweis. a) Dies folgt sofort durch Ubertragung der Aussagen in 9.2.5 mittels
der Abbildung ¢.
b) Ist v; = ¢B;, so erhalten wir mit 9.2.5 die Behauptung

(v1 X v2,v3) = (p[B1, Bal, pB3)
([B1, Bal, B3) = (B, [B2, Bs))
= (pBi, p[B2, Bs]) = (v1,v2 X v3).

Insbesondere zeigt dies (v X vg,v1) = (v1 X vg,v2) = 0.
c) Wir setzen

010 001
Bi=|-100), By= 000
000 —-100
und
00 O
Bs=[By,B2]=100 —1
01 0

Einfache Rechnungen zeigen
1 *
(Bi,Bj) = 5 SszBJ = (51'3‘

und [Bg, B3] = Bi, sowie [Bs, B1] = Bj. Setzen wir e; = @B, so folgt
(ei,€ej) = d;; und

e] X ega =e€3, €2 Xez=¢e1, e€3Xe]=eq.
d) Wegen

(1)1 X ’1)2) X V3 € <U1 X 1)2>L N <U3>J' = <U1,U2> N <U3>J'
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fiir v1 X vo # 0 ist eine Formel der angegebenen Art naheliegend.
Da (vy X v3) X v3 und —(ve, v3)v1 + (v1, v3)ve in Bezug auf jedes v; linear
sind, geniigt der Nachweis von

(e; x ej) x e = —(ej,ex)e; + (ei, er)e;
fiir die Baisvektoren e; aus c). Sind ¢, j, k paarweise verschieden, so gilt
(ei x ej) X ep =xep X e =0

und
(ej,ex) = (e;,ex) = 0.

Ferner ist
(e; X e;) X e, =0 = —(e;,ex)e; + (e, ex)e;.

Fir {i,7,1} = {1, 2,3} gilt schlielich
(e; X €j) x e, =xe Xe ==xe;

und
((61' X 6]') X ei,ej) = (61' X €j,64 X ej) =L

Also ist
(ei X €j) X € =e; = —(6]',61')6’1‘ + (61‘,61')6]'.

e) Aus b) und d) folgt

(U1 X Vg, W1 X UJQ) = ((’Ul X Ug) X wl,wQ)
= (—(U27w1)U1 + (U17w1)v2,w2)

= (v1,w1)(va, w2) — (v1,w2)(ve, wr).
Insbesondere ist
(v1 X V2,01 X v2) = (v1,v1)(va,v2) — (v1,v2)%
f) Wegen (v1,v2) =|| v1 || || v2 || cos ¢ folgt mit e) nun

lor x v |2 = [[or [ vz |* (1= cos®p)

= vi [I* [ vz || sin® .
Da singp > 0 fiir 0 < ¢ < 7 ist, zeigt dies

o1 x vz [[=[[ o1 || vz [| sin .
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g) Fir v; € V (j = 1,2,3) definieren wir
Vol(vy,va,v3) = (v1 X vg,v3).

Offenbar ist Vol linear beziiglich seiner Argumente. Ist v; = wvq, so gilt
v1 X vg = 0. Ist v3 = v1 oder vs = vo, so ist vs orthogonal zu vy X wvs, also
(v1 X v2,v3) = 0. Somit ist Vol eine Volumenfunktion im Sinne von 4.3.4.
Fir G € O(3) gilt

(Gvy x Gua, Gvs) = Vol(Gvy, Gva, Gus)
= det G Vol(v1, va,v3) (siehe 4.3.6 ¢))
= det G (G(vy X v2),Gvs) (da G € O(3))
= (det G G(v1 X v3), Gus).

Da Gws beliebig ist, folgt
Gv1 X Gvg = det GG(v1 X v3).

h) Seien ¢; (j = 1,2) Isometrien von £(3) auf dem Vektorraum V. Dann ist
G = @o; + € O(3). Wir definieren vektorielle Produkte x und f durch

-1 —1
V1 X V2 = Q1] U1, @] U]

und
v1 2 = papy tur, 05 ).
Dann ist
v1fve = Gorlpr "G lor, o7 G g
= G(G_lvl X G_l’Ug)
= G(det G™! G~ 1(v; x v3)) (wegen g))
= det G~ (vy X v2)
mit det G~1 = +1. O

Die Jacobi-Identitét in 9.2.6 a) folgt tibrigens trivial aus der Aussage in
9.2.6 d).

Die Tatsache, dafl das vektorielle Produkt bei der Behandlung von Dreh-
bewegungen in der Mechanik vielfach auftritt, wird natiirlich durch seine
Herkunft als Multiplikation in der Liealgebra zur orthogonalen Gruppe er-
klirt. Die Differentialgleichung y/(t) = f x y(t) mit y(t), f € R3 beschreibt

wegen
('), y(t) = (' (1), f) =0
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eine Bewegung mit konstanten (y(t),y(t)) und (y(t), f). Dies ist eine Ro-
tation des Vektors y(t) von konstanter Linge um die Achse f. (Siehe auch
Aufgabe 9.2.1.)

Unabhéngig davon kann man zeigen, dafl die Situation in der Dimension
drei eine spezielle ist.

Bemerkung 9.2.7 Sei V ein euklidischer Vektorraum mit dimV =n > 3.
a) Auf V sei ein bilineares Produkt x gegeben mit folgenden Eigenschaften:
(1) v x w ist orthogonal zu v und w,
(2) (U X W, v X w) = (v,v)(w,w) - (an)2

fiir alle v,w € V. Aus (2) folgt v x v =0, also auch v X w = —w X v.
Dann ist n = 3 oder n = 7.

Der Beweis beruht auf einem Satz von Hurwitz iiber Produkte von Qua-
dratsummen. (Siehe [22] und Bemerkung 2.4.6.)

b) Auf V sei ein bilineares Produkt x erklart mit v x v = 0 fiir alle v € V.
Fir alle v,w € V und alle G € SO(n) gelte ferner

Gv x Gw = G(v X w).

Dann ist n = 3.

Der Beweis beruht darauf, dafi die zweite homogene Komponente G (V)
der Gramannalgebra G(V') (siehe 4.5.1) fiir n # 4 ein irreduzibler SO(n)-
Modul ist.

Wir verwenden nun, M. Kécher [13] folgend, das vektorielle Produkt zur

Herleitung von Formeln der sphérischen Trigonometrie. Sétze der sphéri-
schen Trigonometrie waren iranischen Gelehrten bereits vor 1100 bekannt.

Satz 9.2.8 Wir definieren ein Dreieck auf der Sphdre
S={v|veR? (v,v) =1}

als Durchschnitt von drei zweidimensionalen Unterrdumen E; (j = 1,2,3)
von R® mit dim E; N Ey, =1 fiir j # k und Ey N Ex N E3 = {0}. Sei

E1 ﬂEg = <’U>, E1 ﬂEg = <u>, und E2 ﬂEg = <U)>
mit w,v,w € S. Dann gilt

Ey = (u,v), Ey = (v,w) und E3 = (u,w).
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Dabei sind w,v,w linear unabhingig, und wir konnen (u X v,w) > 0 an-
nehmen. Wir definieren Winkel A, B, C' (zwischen den Seiten des Dreiecks)
durch

cos A = (v,w), cos B = (w,u) und cosC = (u,v).

Die Winkel zwischen den E; definieren wir als die Winkel zwischen den
Normalenvektoren, also durch

(uXw,uxw)

COS QA = Tscwl Tuxol]*
_ (vxXu,uxw)
€08 = fyscul Tl
(wxv,wXu)
cosy =

llwx o] [lwxwl*
Dann gelten:

a) (Sinussatz)
sina  sinf  sinvy
sinA  sinB  sinC’

b) (Erster Cosinussatz)

cos A = cos B cos C' + sin B sin C' cos 7.

Beweis. a) Nach 9.2.6 e) ist
| ux v |*= (u,u)(v,v) — (u,v)* =1 — cos® C' = sin® C
mit sin C' > 0. Wegen
(uxv,w)=(u,v Xxw) = (vxXw,u) =(v,wxu =(wXuuv)

ist (u x v, w) invariant bei zyklischer Vertauschung der Argumente. Aus der
Formel

v3 X (’Ul X 112) = (Ug,vg)vl — (Ul,v3)’02

in 9.2.6 d) folgt
(uxv) X (uxw)=(wuxv)u—(uuxv)w=(uXv,wu.
Also ist
(uxv,w) = | (uxv,wu|| =] (uxwv)x(uxw)|
=luxv||uxw|sna
=|u|lv] sinC ||ul]| w] sinB sina

= sin Bsin C'sin a.
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Wegen sin A sin Bsin C' > 0 folgt

sin (u X v,w)
sinA  sin Asin BsinC’

Da die rechte Seite gegeniiber zyklischen Vertauschungen invariant ist, folgt

sina  sinf sinvy
sinA  sinB sinC’

b) Wegen || u |[=| v =] w[l=1ist

sin BsinCcosa = || u X w ||| uxv | cosa
= (u Xw,u X U) = (u,u)(v,w) - (u,v)(u,w)

= cos A — cos B cosC.

Aufgabe 9.2.1 Sei V ein 3-dimensionaler euklidischer Vektorraum.

a) Ist A* = —A € End(V), so gibt es genau ein v € V mit Av = u x v
fiir alle v € V.

b) Sei Av = uxv mit u # 0. Man zeige: A* = —A, Kern A = (u), Bild A =
(u)*, und fiir das charakteristische Polynom f, und Minimalpolynom
ma gilt fa =ma = z(2?+ (u,u)).

c) Sei Av = u x v und (u,u) = a? # 0. Dann ist e’ eine Drehung mit
der Achse (u) und dem Drehwinkel at.

Aufgabe 9.2.2 Sei V ein 3-dimensionaler euklidischer Vektorraum und
u,w € V mit u # 0 # w. Sei A € End(V) definiert durch Av = (u x v) x w.
Man zeige:

a) ma = z(z — (u,w)).

b) Ist (u,w) =0, so ist m4 = 22 und f4 = 3. Ferner gilt
Kern A = (w)* > (u) = Bild A

und A ist nicht normal.

c) Ist (u,w) # 0, so gilt hingegen Bild A = (w)* und Kern A = (u). Nun
ist fa = x(x — (u,w))?. Genau dann ist A normal, wenn (u) = (w)
gilt, und dann ist A* = A.
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Aufgabe 9.2.3 Sei [e1, e2, €3] eine Orthonormalbasis des euklidischen Vek-
torraums V. Man zeige:

a) €y X €3 = :|:€1.

b) Ist ea X e3 = ey, so gilt e3 X e; = e3 und €1 X e = e3.

Aufgabe 9.2.4 Sei V der euklidische Vektorraum der Dimension 3 und
0 # G € End(V). Genau dann gilt

G(’Ul X ’Ug) = Gvy X Gug
fiir alle v1,v2 € V, wenn G € SO(3). Also ist SO(3) die Automorphismen-
gruppe der Lie-Algebra £(3).
Hinweis: Mit Hilfe von 9.2.6 e) zeige man zunéchst G € O(3).

Aufgabe 9.2.5 Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 3. Eine
Abbildung D € End(V') heiit eine Derivation, falls

D(Ul X Ug) = DUI X Vg + V1 X D’U2

fiir alle v1,v9 € V gilt. Man zeige:

a) Ist D,v = v x w fiir ein geeignetes w € V, so ist D,, eine Derivation,
eine sogenannte innere Derivation.

b) Jede Derivation von V ist eine innere.
¢) Man zeige [Dy, D] = Dyxw-

Hinweis zu b): Der Raum der Derivationen hat die Dimension 3.
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9.3 Quaternionen und die Gruppen SO(3) und SO(4)

Wir fithren den Schiefkdrper H der hamiltonschen Quaternionen als eine
Teilmenge von (C)s ein. Dies hat den Vorteil, dafl wir die Assoziativ- und
Distributivgesetze nicht nachpriifen miissen.

Satz 9.3.1 Im Matrizring (C)q betrachten wir die Teilmenge
a —b
H_{<5 E) | a,b € C}.
a) H ist eine R-Algebra, und fiir jedes 0 # q € H existiert ein Inverses

g ' € H mit
1 (10

1 ab
-1 _ a . _
< ‘|a|2+\b|2<—ba> firq (

Also ist H ein Schiefkéorper.

ndamlich

[l et

|
Q o
~_

b) Die Elemente

/(10 (0 (0 -1 (i 0
=\ o1 ) 2" \io) 27 \1 0) B0

bilden eine R-Basis von H. Dabei gelten

eoe; = ejeq = e; fir 0 < j <3,
e?:—eofu’rlgjg?)und

€163 = —€9€1 = €3, €2€3 = —€3€2 = €71, €361 = —€1€3 = €.

c) Es gilt

Z(M) = {q | q€H, qh = hq fir alle h € H} = Rey.

Beweis. a) Die Behauptungen folgen durch einfache Rechnungen.
b) Fiir @ = ap + ia; und b = by + ib; mit a;,b; € R gilt

(ao + ial —bo — ibl

i ) = ageg — bie; + bgea + ajes.
by — iby ao—wl) 0€0 1€1 0€2 1€3
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Man bestétigt leicht, da3 die e; {iber R linear unabhiingig sind und die
angegebenen Relationen erfiillen.
c)Ist ¢ = Z?:o zje; € Z(H), so gilt

e1q = Xpe1 — T1eg + Toe3 — T3e2
= qe; = Tpe1 — T1eg — T3 + T3ea.

Dies zeigt o = 23 = 0. Aus exq = ges folgt dann z1 = 0. O

Satz 9.3.2 Fiir ¢ = Z?:o zje; € H setzen wir

3
3k
q = Top€o — Zl‘j@j.
7j=1

a) Fir alle q1,q2 € H gilt dann (q1 £ ¢2)* = qf £ ¢35 und (q192)* = ¢5q7.
Die Abbildung q — q* ist also ein sogenannter Antiautomorphismus
von H.

b) Wir definieren die Norm N(q) von q¢ = Zj’:o xje; durch

3
N(q) = Zm? = detgq.
j=0
Dann gelten qq* = q*q = (Z?:o x?)eo und N(q1q2) = N(q1)N(g2).
Ist q1 = Z?:o xje; und qa = Z?:o yjej, so heif§t dies

3

3
) Qe w) =%

3
J=0 Jj=0 J=0

20 = LoYo — T1Y1 — T2Y2 — L3Y3
21 = ZoY1 + T1Yo + T2Ys — T3Y2
Z2 = ToY2 + T2Yo + T3Y1 — T1Y3
z3 = XoYs + T3Yo + T1Y2 — T2Y1-

Die Relation (%) ist eine Identitit im Polynomring, wie man leicht
durch eine einfache Rechnung nachpriift.

c) Fiirq, = Zj‘):o zje; und gy = Z?:o yje;, setzen wir (qi,qz) = Z?:o T;jY;.
Offenbar ist (.,.) ein definites Skalarprodukt auf H. Dabei gilt

2(q1,92)e0 = 145 + q247 -
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d) Fir
a —b >
q= (l_) - > :ijejEH
j=0
setzen wir S(q) = a + a = 2z, also
S(q)eo = q+q" = (a+a)eg = 2zpep.

Fiir alle g € H gilt dann

¢ — S(q)g+ N(q)eo = 0.

Ist ¢ € Reg, so ist f = 2% — S(q)x + N(q) das einzige normierte
Polynom aus R(z] mit 1 < Grad f <2 und f(q) = 0.

Beweis. a) Ist
> To + t1xr3 —T9 + 1T
_ o _ (o 3 —2 1
q—Z%xjej <m2+im1 mo—i$3>’
J:
so gilt

q* . Xo — i$3 T — i.’El . (—]t
—To — i$1 To + i.’Eg ’

wobei g¢ die zu ¢ transponierte, konjugiert komplexe Matrix ist. Damit folgt

(1) = @R)' ="'’ = ¢q;.

b) Ist ¢ = Z?:o zje;, so gilt detq = Z?:o x? = N(q) und

*

99" = q"q = N(q)eo.

Aus
N(q1g2) = det gigo = det g1 det g2 = N(q1)N(q2)

erhalten wir
3

3 3
AR I
j=0 j=0 J=0
wobei die z; die angegebene Gestalt haben.
c) Es gilt
2(q1,92)e0 = [N(q1 + ¢2) — N(q1) — N(g2)]eo
= (@1 + @)1 + @) — @i — 205
= 0195 + @245 -
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d) Fiir ¢ € H ist

7> = S(9)g+ N(g)eo =¢* — (¢ +q")g +qq* = 0.

_a_
=3

Fiir f = 2% + cx + d € R[z] folgt

Sei

S

>€Hmitq¢Reo.

S]]

a?—bb+ca+d —bla+a+c)
flg) = _ 2 ar oo :
bla+a+c) a“—bb+ca+d

Sei f(q) = 0. Ist b # 0, so verlangt dies ¢ = —a —a@ = —5(gq) und
a’> —bb—(a+a@)a+d=—aa—bb+d=0,

also B
d=aa+bb= N(q).

Ist b= 0 und a € R, so erzwingt f(q) = 0 nun a® + ca + d = 0. Dies heifit
c=—(a+a)=-5(¢) und d =aa = N(q). Ist f(¢g) =0 und Grad f =1, so
ist ¢ € Reg. ad

Bemerkung 9.3.3 Eine Polynomidentitéit der Gestalt

n n n

Qv =25

J=1 J=1 J=1

mit z; = Z?kzl ajik Ty und aj;, € R gibt es nach einem Satz von A. Hur-
witz nur fiir n = 1,2,4 und 8, wie wir bereits in 2.4.6 erwidhnt haben. Einen
eleganten Beweis dafiir, welcher einfache Tatsachen der Darstellungstheo-
rie endlicher Gruppen benutzt, gab B. Eckmann in Comm. Math. Helv. 15
(1942), 358-366. Einen anderen Beweis findet man in [3], S. 219 ff.

Obige Relation fiir n = 8 entspricht einer multiplikativen Norm in einer R-
Algebra der Dimension 8, den sogenannten Cayleyschen Oktaven O. Freilich
gilt in O nicht das volle Assoziativgesetz, sondern nur noch die Spezialfille

a(ab) = (aa)b, a(bb) = (ab)b, a(ba) = (ab)a.
Die ausgezeichnete Stellung der Quaternionen belegt der folgende Satz.

Hauptsatz 9.3.4 (G. Frobenius) Sei A eine assoziative R-Algebra mit
FEinselement eg und dimg A < 0o, in welcher jedes von 0 verschiedene Ele-
ment ein Inverses besitzt. Dann ist A isomorph zu R, C oder H.
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Beweis. (1) Sei a € A und a ¢ Rep. Dann gibt es ein irreduzibles f € Rx]
mit Grad f = 2 und f(a) = 0. Ferner existiert ein e; € Rep + Ra mit
6% = —€p:

Wegen dimg A < oo gibt es ein 0 # f € R[z] mit f(a) = 0. Sei f =
fi... fn mit irreduziblen Polynomen f; € R[z]. Da es in A keine Nullteiler
gibt, folgt aus 0 = f(a) = fi(a)... fn(a), daB es ein f; gibt mit f;(a) = 0.
Wegen a ¢ Reg gilt Grad f; = 2. Sei also

a? + ba + ceg = 0 mit b, c € R.

Da x? + bx + c irreduzibel in R[z] ist, folgt b — 4c < 0. Setzen wir

b
€1 = d(a + —60),

2
so ist
b2 b?
e? = d*(a® + ba + Zeo) = d2(z —¢)eg.
Wegen % — ¢ < 0 konnen wir d € R so bestimmen, dafl e? = —eq gilt. Ist

dimg A = 2, so folgt bereits A = Reg ® Re; = C.
(2) Sei Reg @Re; C Aund seit € A, aber t € Reg @ Rep. Wegen (1) kénnen
wir t?2 = —ep annehmen. Dann ist e;t + te; € Rey:

Da e; £+t nach (1) Nullstelle eines Polynoms vom Grad 2 aus R[z] ist,
gelten Gleichungen der Gestalt

—260 + €1t + tel = (61 + t)2 = —a1(61 + t) — ble()

und
—260 - €1t — tel = (61 - t)2 = —a2(€1 — t) — 1)260

mit geeigneten a;,b; € R. Addition dieser Gleichungen liefert
—460 = —(a1 + CL2)€1 — (a1 — ag)t — (bl + bg)eo.

Wegen t € Reg @ Req erzwingt dies a; = as. Wegen e; & Rey folgt dann

a1 + az =0, also a1 = ay = 0. Dies besagt et + te; = (2 — by)eg € Rey.

(3) Es gibt ein e3 € A mit ex & Reg @ Rey und ejes + ege; =0, €3 = —eq :
Sei gemiB (2) nun t & Reg®Re; mit 12 = —eg und ejt+te; = cey € Reg.

Setzen wir u = cey + 2t, so folgt

e1u +ue; = ce% + 2eq1t + ce% + 2te1 = —2ceq + 2ceqg =0
und

u? = —c?eg + 2c(ert + tey) + 4% = —ceq + 2ceg — deg = (c? — 4)e.
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Wiire ¢2 — 4 = d? > 0 mit d € R, so hiitten wir
0 =u?—d*ep = (u— deg)(u + deg).
Wegen der Nullteilerfreiheit von A folgt daraus der Widerspruch
cer + 2t = u = xdeg € Rey.
Also gilt u? = —d?ep mit 0 < d € R. Setzen wir es = d~'u, so folgt
ei1es + ege; = 0 und e% = —ep.

(4) Sei e3 = ejes. Dann sind eg, €1, €2, e3 linear unabhéingig iiber R, und es
gilt EB?-:ORej = H:
Angenommen, die e; seien linear abhéngig. Da eg, e1, e nach Konstruktion
linear unabhéngig sind, gilt dann e3 = apep+aie1 +azez mit a; € R. Daraus
folgt
—€9 = 6%62 = e1e3 = age1 — A1€g + ases
= ap€e1 — a1€g + az(aoeo + aje; + (1262).

Vergleich des Koeffizienten von ey liefert den Widerspruch —1 = a2. Die
Relationen

2 2
€1 = €9 = —€p, €1€2 = €3 = —€2€1

haben wir bereits bewiesen. Daraus folgen

e% = (e1e2)(—ege1) = €2 = —eq

€13 = 6%62 = —€9
€3z€1 — (—6261)61 = €9
eges = ex(—eqe1) = €1
€3y — 6163 = —€1.
Dies zeigt @?:ORej = H.
(5) Es gilt A = @%_ Re; = H:
Angenommen, es gebe ein u € A mit u ¢ EB?:O]Rej. Wegen (1) kénnen

wir u? = —eo annehmen. Nach (2) gilt dann eju + ue; = cjeq € Reg fiir

J = 1,2,3 mit geeigneten c; € R. Wir erhalten somit

C3€g + Coe1 — C1€ey = €1e2U + Ue1ey + eaue] + uegse] — €2e1U — €2Ueq
= 2e1e0u = 2e3u.

Dies liefert den Widerspruch

2
2u = —2esu = —es(czeg + cae1 — c1€2)
= —cge3 — Coey — C1e1 € @;’:O]Rej.

Also gilt doch A = EB?:O]Rej = H.
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Ausblicke 9.3.5 a) Sei A eine Algebra von beliebiger Dimension iiber R
oder C. Auf A sei eine Algebrennorm || - || definiert, also || ab || < |l a ||| b ||
fiir alle a,b € A. Nach einem Satz von Gelfand®-Mazur” gilt dann: Ist A
vollsténdig und ein Schiefkorper, so ist A isomorph zu R, C oder H (siehe
[3], S 197 ff.)

b) Sei K ein Kérper mit einer Topologie derart, dal Addition, Multiplikati-
on und Inversenbildung stetig sind. Dabei sei K lokal kompakt, d.h. es gebe
eine kompakte Umgebung von 0. Ist K zusammenhéngend, so besagt der
Satz von Pontryagin®, da K = R oder K = C ist.

c) Sei K ein lokal kompakter Schiefkorper. Ist K zusammenhéngend, so gilt
K = R,C oder H.

d) Ein lokal kompakter, unzusammenhéngender Kérper K mit Char K > 0
ist ein Korper von sog. Laurant-Reihen t=™ Z;‘io a;t’ mit a; aus einem end-
lichen Korper. Ist K lokal kompakt, unzusammenhéngend und Char K = 0,
so ist K einer der von Hensel eingefithrten p-adischen Koérper, die in der
Zahlentheorie eine Rolle spielen.

Die Charakterisierung von R, C und den soeben beschriebenen Koérpern
als lokal kompakte Korper erklirt die zentrale Rolle dieser Korper in Ana-

lysis, Algebra und Zahlentheorie. Die Existenz des Haarschen® Integrals auf
diesen Koérpern erlaubt den Aufbau einer Analysis.

Mit Hilfe der Quaternionen untersuchen wir die orthogonalen Gruppen
SO(3) und SO(4).

Satz 9.3.6 Wie in 9.3.2 versehen wir H mit dem Skalarprodukt

3 3 3
O wjes > yies) = Y wjy;.
7=0 j=0 Jj=0

Wir setzen V = @?ZlRej und S ={s|scH, N(s) =1}.

a) Durch (1s)v = svs™! firv eV und s € S wird ein Epimorphismus T
von S auf SO(3) definiert mit Kernt = {eg, —ep}.

61srail Moiseevic Gelfand (1913-2009) Moskau, New Jersey. Funktionalanalysis, Ma-
thematik in der Biologie, Darstellungstheorie nicht-kompakter Gruppen.

“Stanislaw Mazur (1905-1981) Lvov, Warschau. Funktionalanalysis.

8Lev Semenovich Pontryagin (1908-1988) Moskau. Topologie, Topologische Gruppen,
Differentialgleichungen, Kontrolltheorie.

9 Alfred Haar (1885-1933) Klausenburg, Szeged. Variationsrechnung, Funktionalana-
lysis, Mafitheorie.
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b) Sei W ein 2-dimensionaler C-Vektorraum mit definitem hermiteschen
Skalarprodukt. Ist SU(2) die Gruppe der unitiren Abbildungen von W
mit Determinante 1, so gilt S = SU(2) und SU(2)/(—E) = SO(3).

Beweis. a) Wegen

T(8182)q = s1(s2gs5 ")s7 ' = (751)(T52)q

ist 7 ein Homomorphismus von S in GL(H). Wegen

((1s)q, (Ts)q) = N(sqs~") = N(s)N(q)N(s)~" = N(q) = (¢, q)

ist ferner 7s € O(H). Dabei gilt (7s)eg = eg. Also bleibt auch (eg)t = V
invariant bei 7s. Somit bewirkt 7 einen Homomorphismus von S in O(V).
Ist s € KernT, so gilt

ej = (1s)e; = se;s~ ! fiir j = 1,2,3.

Mit 9.3.1 c) folgt s € Z(H) = Reg. Wegen N(s) = 1 zeigt dies s = *ey.
Somit ist Kern7 = (—ep).

Wir zeigen nun SO(V') < Bild 7:
Nach 9.1.7 b) wird SO(V') von m-Rotationen erzeugt. Daher reicht der Nach-
weis, daf} alle m-Rotationen in Bild 7 liegen.

Sei w € V mit (w,w) = 1, und sei R die m-Rotation aus SO(V) mit
Rw = w, ndmlich

Rv = —v+2(v,w)w fiir v e V.

Fiir v; € V gilt v7 = —v; und nach 9.3.2 c) ferner

2(v1,v2)eq = V105 + vov] = —(v1vg + VaUT).
Wegen (w,w) =1 ist w™! = w* = —w. Damit folgt
Rv=—v— (vw +wv)w = —v +vww ! +wow™ !t = wow™ = (Tw)v.

Wegen SO(V) < Bild7 < O(V) und |O(V)/SO(V')| = 2 geniigt der Nach-
weis, dafl es eine Spiegelung in O(V') gibt, die nicht im Bild von 7 liegt. Sei
T € O(V) mit

Te; = —e; und Te; = e; fiir j = 2, 3.

Wire T = 7s mit s € S, so wire

€] = egez = 8628_18638_1 = 8618_1 = —eq,
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ein Widerspruch. Daher gilt Bild 7 = SO(V') und nach dem Homomorphie-
satz S/(—ep) = SO(3).
b) Sei [wy, ws] eine Orthogonalbasis von W und G € SU(W') mit

Gw; = ajjwy + ajpws,
Gwy = azwy + azws.

Wegen G~! = G* und det G = 1 folgt

—1 I
Q22 —Q12 \ [ Q11 A12 _ [ a1 a21
- - —_— ’
—a21 ail a1 22 a12 a22
also a92 = Q11 und as1 = —a12. Wegen

1 = (wy,w1) = (Gw, Gw;) = ’an\z + |6l12|2

hat die Matrix zu G die Gestalt

(C—L _E> mit aa + bb = 1,
b a

liegt also in S. Ferner bewirkt jede Matrix aus S eine unitdre Abbildung
auf W. Somit gilt S = SU(2), und mit a) folgt SO(3) = SU(2)/(—FE). O

Bemerkung 9.3.7 Die Menge

3 3
S = {ijej | Zx? =1}
=0 =0

ist die Einheitssphére im euklidischen Vektorraum H. Sie ist einfach zu-
sammenhdngend, d.h. jede geschlossene Kurve in S 148t sich stetig in S auf
einen Punkt zusammenziehen. Die orthogonale Gruppe SO(3), welche aus S
durch Identifizierung der Antipoden s und —s entsteht, ist nicht einfach zu-
sammenhingend. S ist die einfach zusammenhingende Uberlagerungsgruppe
von SO(3). Auch zu SO(n) mit n > 3 gibt es eine einfach zusammenhéngen-
de Gruppe Spin(n), die einen Epimorphismus 7 auf SO(n) gestattet mit
| Kern 7| = 2. Allerdings ist Spin(n) keine Sphére; die Sphére im R™ tragt
fiir n > 4 keine Gruppenstruktur. Die Konstruktion von Spin(n) benotigt
die Clifford-Algebra’® zu einem euklidischen Vektorraum der Dimension n.

Wir beschreiben nun SO(4) mittels der Quaternionen.

1OWilliam Kingdon Clifford (1845-1879) London. Geometrie, Vektor- und Tensorana-
lysis, Algebra.
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Satz 9.3.8 Wie in 9.3.2 betrachten wir H als euklidischen Vektorraum mit
dem Skalarprodukt (.,.). Sei wieder S = {s|s € H, N(s) =1}.

a) Wir definieren eine Abbildung p von S x S in GL(H) durch

p(a,b)q = agb™"

fiir a,b € S und g € H. Dann ist p ein Epimorphismus von S X S auf
SO(4) mit dem Kern {(eo,eq), (—eo, —€0)}. Mit 9.3.6 folgt daher

SO(4) = (SU(2) x SU(2))/((—E,—E)).

b) SO(4) hat Normalteiler N1, No mit SO(4) = N1Ny und N1 N Ny =
(—FE). Dabei sind N1 und No elementweise vertauschbar, und es gilt

SO(4)/(—E) = SO(3) x SO(3).

Beweis. Wir gehen dhnlich wie im Beweis von 9.3.6 vor.
(1) Fir a,b € S gilt p(a,b) € O(H):

Offenbar ist p(a,b) eine invertierbare lineare Abbildung von H auf sich.
Wegen

(p(a,b)q, p(a,b)q) = N(agb™") = N(a)N(¢)N(b)~" = N(q) = (¢,q)

gilt p(a,b) € O(H).
(2) Es gilt

p((a1,b1)(az,b2))q = plaraz, bibs)q = ax(azqby )by ' = p(ay, br)p(az, ba)q.
Somit ist p ein Homomorphismus. Fiir (a,b) € Kern p gilt
ej = ae;jb "t fiir j =0,1,2,3.

Fiir j = 0 folgt a = b, und dann a € Z(H) = Reg. Wegen N(a) = 1 zeigt
dies a = teq. Also gilt Kern p = {(eo, ep), (—eo, —€0)}-
(3) Es gilt Bild p < SO(H):

Da SxS zusammenhéngend und p stetig ist, ist Bild p zusammenhéngend.
Da die Determinante stetig ist und auf O(H) nur die Werte 1 und —1 an-
nimmt, folgt Bild p < SO(H).

(Fiir 0 # a € H gilt {ibrigens det p(a, eg) = N(a)?; siche Aufgabe 4.3.4)
(4) Bild p = SO(H):
Fir A € SO(H) setzen wir Aey = a. Dann ist

(a,a) = (Aeg, Aeg) = (eg, e9) = 1,
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also a € S. Daher gilt p(a™1, eq) € Bild p und
pla™t eg)Aeg = a(Aeg) = €.

Daher bleibt auch (eg)* = (e1, €2, e3) bei p(a™!, ep) A als Ganzes fest. Nach
9.3.6 a) gibt es daher ein b € S mit

pla™ eq)Av = p(b,b)v
fiir alle v € (e1, €2, e3). Wegen
pla™, eq)Aey = eg = p(b,b)eg
folgt p(a=!,eq)A = p(b,b), also
A= pla" e0) " p(b,b) = p(ab, b).
b) Wir benutzen die Beschreibung von SO(H) aus a) und setzen
N1 ={pla,e0) | a € S}

und
N> = {p(eo,a) | a € S}.

Wegen
pla, eo)p(eo,b) = pla,b) = p(eq,b)p(a, o)

sind N7 und N> elementweise vertauschbare Untergruppen von SO(H) mit
SO(H) = N N,. Daraus folgt N; < SO(H) fiir j = 1,2. Ist

pla,ep) = p(eg,b) € N1 N Na,
so folgt fiir alle ¢ € H, dafl
aq = p(a, e0)q = pleo, b)g = gb™".

Fiir ¢ = eg erhalten wir a = b~1, also a € Z(H) = Reg. Wegen N(a) = 1 ist
a = teg. Offenbar gilt

,0(—60,60) = p(eo, —60) =—F &€ Ny NNs.
Mit 9.3.6 folgt schlieflich

Ni/(=E) = §/(—eq) = S50(3). O
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Bemerkung 9.3.9 Die Existenz der Normalteiler N1 und Nz in SO(4) ist
ein Sonderfall. Fiir 3 < n # 4 hat SO(n) nur die trivialen Normalteiler
{E},S0O(n) und fir 2 | n noch (—FE) (siehe [1], S. 178).

Aufgabe 9.3.1 Ist a ein Automorphismus von H, so gibt es ein 0 # s € H
mit ag = s~ !¢s fiir alle ¢ € H.

(Jeder Automorphismus von H ist also ein innerer. Dies ist ein Spezialfall
des Satzes von Skolem-Noether; siehe 3.2.14.)

Hinweis: Man fithre den Beweis in folgenden Schritten:

(1) Ist ¢ € H mit ¢®> = —ey, so gilt ¢ € (e1, 2, e3). Daher ist

04(61,62,€3> = (61,62,€3>-

(2) Es gelten ag* = (aq)* und N(aq) = N(q).
(3) Fiir alle ¢; € H gilt (g1, ag2) = (g1, ¢2)-
(4) Es gilt (e, es,e5) € SO({e1,€2,¢€3)).

Aufgabe 9.3.2 Sei s = Z?:o aje; € S. Die Abbildung v — svs™! fiir
v € (e1, €2, e3) ist eine Drehung auf dem euklidischen Vektorraum (eq, eses).
Der Drehwinkel ¢ wird bestimmt durch ag = cos gi. Ist s = cos é—’eo +sin 4“23@,
so ist e die Drehachse dieser Drehung mit (e,e) =1

Aufgabe 9.3.3 Sei a € S und a # +ey. Die Abbildung p(a,ep) hat das
irreduzible Minimalpolynom 2% — S(a)x + 1 und das charakteristische Po-

lynom (22 — S(a)x + 1)2. Die Normalform von p(a, eg) hat die Gestalt

(DE)@) D?s@) > ’

wobei D(¢) die Drehung mit dem Drehwinkel ¢ ist, der fiir a = Zj’:o a;e;
durch cos ¢ = ap bestimmt ist.

Aufgabe 9.3.4 Sei G € SO(H) und G # —E. Genau dann gilt G € N;UNo,
wenn das charakteristische Polynom fg von G die Gestalt fg = g2 hat mit
irreduziblem g € R|x].

Hinweis: Man zeige fg = f)(a,e,) fiir €in geeignetes a € S. Ferner zeige man,

daBl Gy, Gy € SO(H) genau dann in O(H) konjugiert sind, wenn fg, = fa,
gilt.

Aufgabe 9.3.5 Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat unendlich viele Lésungen im
Schiefkérper H der Quaternionen (jedoch hochstens zwei in einem Korper
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9.4 Endliche Untergruppen von SO(3)

Lemma 9.4.1 Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 3 und G
eine endliche Untergruppe von SO(3). Es gebe ein 0 # v € V. mit Gv € (v)
fiir alle G € G. Dann liegt einer der folgenden Fille vor.

(1) Gv = fir allev € V. Dann ist G eine zyklische Gruppe von Drehun-
gen mit der Achse v.

(2) Es gibt ein H € G mit Hv = —v. Ferner ist
Go=1{G |G € G, Gv =},

eine zyklische Untergruppe von G vom Index 2. Fir G € Gy gilt dabei
H-'GH = G~'. Somit ist G eine Diedergruppe.

Beweis. Offenbar gilt G(v)* = (v)* fiir alle G € G. Daher bewirkt
Go={G|Geg, Gv=u}

auf (v)+ eine Gruppe von Drehungen. Nach 9.1.4 a) besteht G, aus Drehun-
gen D(p). Sei D(pg) € G mit 0 < o < 27 und moglichst kleinem ¢q. Sei
D(p) € G und kpy < ¢ < (k+ 1)¢p. Dann ist auch

D(p)D(po) ™" = D(¢ — ko) €G.

Die Minimalitdt von ¢ erzwingt

D() = D(0)" = D(kepy).

Also ist Gy zyklisch.
Ist G = Gy, so liegt der Fall (1) vor. Sei H € G mit Hv = —v. Wegen
det H = 1 gilt det H,y» = —1. Die Behauptungen folgen nun mit 9.1.4 a).0

Definition 9.4.2 Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 3 und
G eine endliche Untergruppe von SO(3).

a) Ist v € V mit (v,v) =1, so setzen wir
G, ={G |G e g, Gv=n}.

Nach 9.4.1 ist G,, eine zyklische Untergruppe von G.

b) Ist v € V mit (v,v) = 1 und |G, | = n > 1, so nennen wir v eine
n-zihlige Achse von G. (Mit v ist auch —v eine n-zéhlige Achse von

G.)
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¢) Sind vy,ve € V' Achsen von G und gibt es ein G € G mit Gv; = vg, 80
heiflen vy und vy unter G konjugiert.
Lemma 9.4.3 Sei G eine endliche Untergruppe von SO(3).

a) Sind vy und vo = Gvy unter G konjugierte Achsen, so gilt
g'u2 = Gg’ul G_l

b) Es gibt genau |G : G, | zu v konjugierte Achsen.
Beweis. a) Fir H € G, gilt

GHG_va = GH’Ul = G’U1 = V2,

also GG,, G™' < G,,. Ebenso sieht man G,, < GG, G

b) Sei G = UTX,G; G, die Nebenklassenzerlegung von G nach G,. Dann ist
Gjv eine zu v konjugierte Achse, und fiir j # £ gilt G;lGj ¢ G,, also
Gjv # Gyv. Ist G = G;H mit H € G,, so ist Gv = Gjv. Somit ist
{Gjv|j=1,...,m} die Menge aller zu v konjugierten Achsen von G. 0O

Lemma 9.4.4 Sei G eine endliche Untergruppe von SO(3) mit |G| > 1.
Es gebe k Mengen K1, ...,Ki von unter G konjugierten Achsen, welche wir
Bahnen nennen, und die Achsen aus K; seien nj-zihlig mit nj > 2.

a) Ist |G| =g, so gilt nj | g und
a 1
(x)  20g-1)=> g(l——).

n
j=1 J

b) Die Gleichung (%) hat nur die folgenden Lisungen.

k=2, np =ny =g, g beliebig

k=3 n=2n=n3=3, g=12
k=3, n=2,n=3,n3=4, g=24

(
)
2) k=3, n1=ny=2n3=1%, g beliebig
)
)
) k=3, nn=2,ny=3,n3=>5, g==060.

(
(
(3
(
(

Beweis. a) Wir zihlen

M={(Gv)|E#£GeG, Gv=veV und (v,v) =1}
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auf zwei verschiedene Weisen ab. Da jedes G € G mit G # E genau zwei
Achsen v mit (v,v) = 1 hat, gilt | M| =2(g —1).

Ist v eine Achse aus Kj, so ist v die Achse von genau n; —1 Abbildungen
aus G, \{E£}. Zu K; erhalten wir daher wegen 9.4.3 b) genau

IKjl(ny — 1) = n%(nj ~1)

Paare (G,v) € M mit v € ;. Somit ist

b 1
29— 1) = Zg(l -—).

Wegen G, < G gilt nach dem Satz von Lagrange n; | g.
b) Nach a) ist

k

1
g 1—— =2(1--)<2
Jj=1 g

Sei 2 <np <ng <...<ng. Dann folgt

7j=1 j=1
also k£ < 3.
Fir k = 1 wére
2g—2=g— 2,
n
also
g=2-— 9 < 2,
ni
entgegen g > 1.
Fir k& = 2 folgt
1 1 2
- 4+ — ==

ni n2 g

Wegen n; < g ist ny = ng = g. Dies ist der Fall (1).
Sei weiterhin k£ = 3, also

3
1 2
(- —)=2-=<2
n;j

i=1 g



572 9 Euklidische Vektorrdume und orthogonale Abbildungen

Wire ny > 3, so folgte der Widerspruch

Also ist 2 = n1 < ny < nsz und

1,1 1,2 1
ne n3 2 g 2
Ist ny = 2, so folgt n3 = 4, und der Fall (2) liegt vor.

Sei weiterhin no > 3. Wire 4 < ny < ng, so folgte der Widerspruch

1 1 . 1 < 1
2 N9 N3 2
Somit ist no = 3 und
1 n 2 - 1
n3_6 g 67
also 3 < n3 < 5. Dies liefert die Falle
(3) k}:3, n1:2,n2:n3:3,g:12,
(4) 1{723, n1:2,n2:3,n3:4, 9224,
(5) k=3, n1 =2,ny=3,n3=>5, g==60. O

Diese Methode funktioniert nur fiir n = 3. Fiir n > 3 gibt es Elemente
aus SO(n) ohne Achsen (falls n gerade) und solche mit mehr als zwei Achsen.

Wir bestimmen nun die Gruppen aus 9.4.4 b).

Hauptsatz 9.4.5 Sei G eine endliche Untergruppe von SO(3). Dann liegt
einer der folgenden Fdlle vor:

(1) G ist eine zyklische Gruppe und besteht aus Drehungen um eine feste
Achse.

(2) G ist eine Diedergruppe.

(3) |G| =12 und G = A4. Dabei bildet G ein reguldres Tetraeder auf sich
ab.

(4) |G| =24 und G = S4. Nun bildet G ein regulires Oktaeder auf sich
ab.

(5) |G| =60 und G = As.
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Beweis. Sei |G| = g. Wir gehen die Fille aus 9.4.4 einzeln durch.
(1) Ist ny = ng = g, so bleiben die Achsen v und —v bei allen G € G fest.
Also ist G nach 9.4.1 zyklisch.
(2) Sei k=3 und n; =ng =2, ng = %.

Sei zunichst n3y = % > 2 und sei vz eine nz-zdhlige Achse. Da nur eine
Klasse von ng-zdhligen Achsen existiert, ist —ws zu v3 konjugiert. Wegen
|G : Gy, | = 2 ist {v3, —v3} eine Bahn von konjugierten Achsen. Somit ist
Gvs = twj3 fiir alle G € G. Nach 9.4.1 ist G eine Diedergruppe.

Sei schliefllich ny = ny = n3 = 2 und g = 4. Da nun alle Achsen von G
2-zéhlig sind, gilt G% = FE fiir alle G € G. Sei G = (A, B) mit A> =B*>=F
und AB = BA. Da A eine w-Drehng ist, gibt es eine Orthonormalbasis
[v1,v2,v3] von V mit

Avy = vy, Avg = —vg und Avz = —wvs3.

Es folgt
B’Ul == BAUl == AB’Ul,

also Bv; € (v1). Wegen B ¢ G, ist Bv; = —v;. Somit liegt der Fall (2) aus
9.4.1 vor.
(3) Sei k=3 und ny =2,ny =ng =3, g=12.

Sei vy eine 3-zdhlige Achse von G. Wegen |G : G,, | = 4 hat v vier
Konjugierte vy, vo,vs,vq, die von G vertauscht werden. Sei aG die von G
bewirkte Permutation der v;. Dann ist o ein Homomorphismus von G in
S4. Bei Kerna sind dann alle v; fest. Wegen dim(vy, v, v3,v4) > 2 und
detG = 1 fiir G € Kerna folgt G = E. Somit ist G isomorph zu einer
Untergruppe von S; vom Index 2. Nach 4.2.7 gilt daher G = A4. Da G keine
12-zéhlige Achse besitzt, gibt es kein 0 # w € V mit Gw = w fiir alle G € G.
Daher folgt

4 4
GZ’U]‘ = Z’Uj =0.
j=1 Jj=1

Wegen G = Ay gibt es zu ¢ # j ein G € G mit Gv; = v; und Gvy = v;.
Dabher ist
(’Ul,’Ug) = (G’Ul,GUQ) = (’Ui,’Uj).
Es folgt
0= (1)1,’01 —|—’U2 + U3 + U4) =1 + 3(1)1,’02),

und somit (v;,v;) = —% fur alle ¢ # j. Die v; spannen daher ein reguldres
Tetraeder mit dem Schwerpunkt 0 auf.
(4) Sei k =3 und ny; =2,ny =3,n3 =4, g = 24.
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Dann hat G eine Bahn von ni = 6 konjugierten 4-zihligen Achsen.

Da mit w auch —w eine 4-zdhlige Achse ist, hat die Bahn der 4-zéhligen
Achsen die Gestalt {£w;, fwq, +ws}. Sei G,,, = (A), also Ord A = 4. Wére
we = AJw, fiir ein j mit 0 < j < 4, so wire (wy,wy) bei A7 elementweise
fest, also A7 = E, ein Widerspruch. Somit gilt

{:l:wg, :l:wg} = {’LUQ, Awg, A2w2, A3w2}.
Also gibt es ein j mit A7wy = —w,. Dies liefert
(w1,w2) = (AjwlaAjU)Q) = (wh *wz),

und somit (wy,wz) = 0. Ebenso folgt (w1, ws) = (wa,ws) = 0. Die Vektoren
+w; (j = 1,2,3) spannen ein reguliéres Oktaeder auf.

Die Abbildungen der Gestalt Bw; = +w,; mit 7 € Sz bilden eine Un-
tergruppe H von O(3) mit [H| = 233! = 48. Dann ist G = H N SO(3) die
Gruppe mit |G| = 24.

Offenbar ist v; = \/Lg (w1 +we+ws) eine 3-zéhlige Achse zu der Abbildung
A aus G mit

Aw1 = Wa, A’wg = Ws, Aw3 = W1q.

Die zu vy konjugierten 3-zéhligen Achsen zu G sind die +vy, +vy, tvs, tuy
mit

Vg = \/Lg(wl + wp — w3)
V3 = \/Lg(wl — W2 +UJ3)
Vg = \}g( w1+w2+w3)

Die Gruppe G permutiert die Raume (v;) (j = 1,2,3,4) transitiv. Daher
gibt es einen Homomorphismus « von G auf eine transitive Untergruppe von
S4. Die Untergruppe von G aus den Elementen C' mit Cv; = v, besteht
aus den Abbildungen, welche bzgl. der Basis [wy, we, w3] zu den Matrizen

010 001 1 0 0 0-1 0 0 0-1
e, {oo1],{100], 0o o=1),[-1 0 o], 0o-1 o0
100 010 0-1 0 0 0-1 -1 0 0

gehoren. Man kontrolliert leicht, dafl es zu jedem C' # E ein j € {2,3,4}
gibt mit Cv; # +v;. Also ist Kernav = E und somit G =2 Sy.
(5 )Seik—3undn1—2 ng = 3,n3 =5, g = 60.
Sei vy eine der 9 n— = 30 2-zéhligen Achsen. Dann ist G,, = (A), wobei A
die einzige Involutlon mit Achse vy ist. Also gibt es 15 Involutionen in G.
Ist B eine Involution in G mit Bw = w, so gibt es ein G € G mit w = Gv;.
Damit folgt v; = G~ 'w = G~'Bw = G~'BGv,. Dies zeigt G™!BG = A.
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Da mit v; auch —wv; eine 2-zéhlige Achse ist, gibt es ein G € G mit
Gvi1 = —vq. Setzen wir

U=1{G|Geg,Gv =+,

so ist also [U| = 2|G,, | = 4. Insbesondere ist U abelsch. Da es keine 4-
zéhligen Achsen gibt, gilt U = (A, B) mit

A%2 = B2 = E und AB = BA.

Sei C' € G mit CA = AC. Dann gilt ACv, = C Avy = Cvy, somit Cv; = vy
und daher C' € Y. Fiir jedes F # D € U gilt also

C(D)={Y |YD=DY}=U.
Seien U; = C(A;) (j = 1,2) mit Involutionen A; und
E +# B e C(A1)NC(As).

Wie eben gezeigt folgt dann Uy = C(B) = Us. Die 15 Involutionen von G
verteilen sich daher auf 5 Tripel, welche jeweils in einem der C(A) liegen.
Daher gibt es 5 solche Untergruppen & = C(A) von G.

Sind A;, A, Involutionen in G, so gibt es ein G € G mit G~1A4,G = A,,
wie oben vermerkt wurde. Dann folgt

G 1C(A1)G = C(G 1 A1G) = C(As).

Also werden die 5 Untergruppen U; = C(A;) mit AJQ- =FE # Aj von G
transitiv vertauscht. Daher liefert 8 mit

U e Us
= (e e o)
G UG ... G UG
einen Homomorphismus von G auf eine transitive Untergruppe von Ss. Es
gilt | Kern 3| | 12. Ist | Kern 3| gerade, so gibt es nach 2.1.11 eine Involution
A € Kern 8. Wegen Kern 8 < G und der Konjugiertheit aller Involutionen
von G liegen dann alle 15 Involutionen von G in Kern (3, ein Widerspruch zu
| Kern 8| < 12. Da alle 3-zdhligen Achsen von G konjugiert sind, sind auch
die 10 Untergruppen von G von Ordnung 3 konjugiert. Wére | Kern 3| = 3, so
lagen alle 10 Untergruppen der Ordnung 3 in Kern /3, was wegen | Kern 8| <
12 nicht geht. Somit ist Kern 3 = {E}, also | Bild 5| = g = 60. Dies zeigt
| S5 : Bild 8] = 2, also Bild § = A5 nach 4.2.7. O
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Ausblick 9.4.6 a) Wir haben vermerkt, daf§ die in 9.4.5 unter (3) und (4)
auftretenden Gruppen ein Tetraeder bzw. ein Oktaeder fest lassen. Diese
Tatsachen erlauben eine Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionen.

(1) Der R"™! sei mit dem kanonischen Skalarprodukt (., .) mit

n—+1

((z5), (y;)) = Z T;Y;

versehen. Auf R"*! operiert die symmetrische Gruppe S,41 vermoge Per-
mutation der x; als Gruppe von Isometrien. Dabei bleibt der Unterraum

n+1

V= {(z;) | Z%’ZO}

als Ganzes fest. In V' betrachten wir die Vektoren
vj=(-1,...,-1,n,—1,...,-1) (j=1,...,n+1),
wobei n an der Stelle j steht. Offensichtlich gilt 27:11 v; = 0. Dabei ist
(vj,v;) =n*+n
und fiir j # k gilt
(vj,vg) =n—1-2n=—(n+1).

Der Winkel zwischen je zwei der v; ist somit bestimmt durch cosa = —%.
(Somit ist o > 7, und « nahe bei § fiir grofies n.) Offenbar vertauscht S, 41
die v; in natiirlicher Weise. Die Vektoren v; fiir j = 1,...,n + 1 spannen in
V' das Analogon des Tetraeders auf. Man erhélt so einen Monomorphismus
von Sp41 in O(n) und von A, 11 in SO(n).

(2) Einfacher ist das Analogon der Oktaedergruppe zu beschreiben. Sei
le1,...,e,] eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraums R™. Die
Abbildungen G der Gestalt Ge; = fer; fiir j = 1,...,n mit Permutationen
7 aus S, bilden eine Untergruppe G, von O(n) mit |G, | = 2™ - n!. Die
+e; (j = 1,...,n) spannen im R™ das Analogon des Oktaeders auf. Die
Untergruppe H, = G, N1SO(n) der Ordnung 2"~ ! - n! hat einen Normaltei-
ler V,, mit |V,| = 2"~ und H,,/V,, = S,,. Dal H3 zu S4 isomorph ist, liegt
an der Existenz der Kleinschen Vierergruppe V mit S /V 2 S5 (siehe dazu
4.2.8 a)).
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b) Die Gruppe G der Ordnung 60 aus (5), deren Existenz wir freilich nicht
bewiesen haben, gestattet jedoch keine Verallgemeinerung auf hohere Di-
mensionen. Man kann zeigen, dafl G von zwei orthogonalen Abbildungen
A, B mit

A" =DB?=(AB)’=FE

erzeugt wird. Die Gruppe G fithrt ein Ikosaeder in sich iiber. Die 5-zéhligen
Achsen gehen durch die 12 Ecken, die 3-zéhligen Achsen durch die Mittel-
punkte der 20 das Tkosaeder berandenden Dreiecke. Die Verbindungen der
Mittelpunkte der 20 Dreiecke spannen ein Pentagondodekaeder auf, welches
20 Ecken und 30 Kanten hat und von 12 reguldren 5-Ecken berandet wird.

Q0 @

Ikosaeder Pentagondodekaeder

Die Existenz der Gruppe der Ordnung 60 148t sich mit einem Blick auf
das Ikosaeder plausibel machen: Jede der 12 Ecken 148t sich durch eine
das Tkosaeder festlassende Drehung in jede andere Ecke iiberfithren, und zu
festgehaltener Ecke gibt es noch 5 Drehungen des Tkosaeders in sich.

Die Tatsache, dafl die alternierende Gruppe As einerseits als Symme-

triegruppe des Ikosaeders auftritt, andererseits die Theorie der Gleichungen
fiinften Grades beherrscht, hat Ende des 19ten Jahrhunderts zu tiefgrei-
fenden Untersuchungen gefiihrt. Diese gipfelten 1884 in Felix Klein’s Buch
Vorlesungen tber das Ikosaeder und die Aufiésung der Gleichungen vom
fiinften Grad.
c) Die fiinf reguliren Polyeder im R®, niimlich Tetraeder, Hexaeder (=
Wiirfel), Oktaeder, Ikosaeder und Pentagondodekaeder, waren bereits in
der Antike als platonische Korper bekannt. Sie spielten im Grenzbereich
zwischen Naturwissenschaft und spekulativer Naturphilosophie gelegentlich
eine Rolle. Im 15. Jahrhundert tauchen sie auch in der bildenden Kunst auf
(Piero della Francescal!)

1 Pjero della Francesca (~1415-1492) Borgo San Sepolcro. Maler, behandelte platoni-
sche Korper und Zentralperspektive.
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Ferner finden wir sie in der Natur, genauer in den Gitterstrukturen vieler
Kristalle. Da Drehungen um den Winkel 2% wegen 9.1.5 nicht erlaubt sind,
sollten Tkosaeder und Pentagondodekaeder nicht auftreten. Der Pyrit (FeSs)
erlaubt zum Beispiel den Wiirfel und das Oktaeder, aber in guter Naherung
auch das Pentagondodekaeder.

Im R* gibt es neben den trivialen regulidren Polyedern, namlich den Ana-
loga zu Tetraeder, Hexaeder und Oktaeder, noch drei weitere. Diese haben
24,120 bzw. 600 Ecken und 24, 600 bzw. 120 dreidimensionale Begrenzungs-
flichen.

Fiir n > 5 verbleiben im R™ nur noch die drei trivialen reguliren Po-
lyeder. Hingegen gibt es in SO(n) fiir wachsendes n immer mehr endliche
Untergruppen (siche E. Schulte in [8], S. 311 ff).

d) Die Bestimmung der endlichen Untergruppen von SL(C3) fithrt im we-
sentlichen auf drei interessante Gruppen:

(1) Die sog. Hesse’sche Gruppe G der Ordnung 216 = 23-33. Diese hat einen
Normalteiler N mit |N| = 33. (Sie operiert auf den 9 Wendetangenten einer
ebenen Kurve dritter Ordnung.)

(2) Eine einfache Gruppe der Ordnung 168 = 23 - 3 - 7. Diese Gruppe ist
nach Ay die zweitkleinste nichtabelsche einfache Gruppe. Sie ist isomorph
zu GL(W), wobei W ein Vektorraum der Dimension 3 iiber dem Kérper K
mit | K| = 2 ist.

(3) Eine Gruppe G mit |G| = 3| Ag | = 1080. Dabei hat G einen Normalteiler

Aufgabe 9.4.1 Jede endliche Untergruppe von SL(R?) ist isomorph zu ei-
ner Gruppe aus 9.4.5.
Hinweis: Man benutze 8.1.11.
Aufgabe 9.4.2 Sei G eine endliche Untergruppe von O(3), die Elemente
mit Determinante —1 enth&lt. Dann liegt einer der folgenden Fille vor:

(1) Esgilt —F € G und G = (—F) x Gy mit Gy < SO(3).

(2) Es gilt —FE ¢ G. Dann gibt es ein H < SO(3) und ein Hy < H mit

|H : Ho| = 2 derart, daB

g= {Ho,—Hl | Hy € Hy, Hy EH\H(]}



Anhang: Losungen zu ausgewéihlten Aufgaben

1.1.1 a) Ist n = ab mit a > 1 und b > 1, so ist

2" — 1= (2% —1)(1+2% +... +2=12) eine echte Zerlegung.
b) Ist n = pm mit ungerader Primzahl p, so gilt

9% 4 1=1— (=27 = (1 +27)(1 + (=2™) + ...+ (=2m)P~1),

1.3.3 a) Nach Aufgabe 1.3.2 gilt

Z;n oj(m) = Z;n 1 m(Till) =m(l+ 1)m_1 =m2m1.

b) Es gibt ( ) Teilmengen K von M mit |K| = j. Jede enthiilt j Elemente.
Also gilt \{(a K)|lae K C M|K|=j}=3",i(") Andererseits gibt
es m Elemente a € M. Jede Menge K mit a € K C M wird eindeutig festge-
legt durch KN (M \{a}). Dies liefert 2"~! Moglichkeiten fiir KN (M \{a}).

2.1.3 a) Wegen (ab)? =1 gilt ab = (ab)™! = b~ ta=! = ba.

b) Sei 1 # g € G. Nach 2.1.10 ist 1 < [(g)| | \G\ Da |G| eine Primzahl ist,
folgt (¢9) = G.

c) Fir |G| = 2,3 folgt aus b), daB8 G zyklisch ist. Sei |G| = 4. Gibt es ein
g € G mit Ordg > 2, so folgt mit 2.1.10 sofort (g) = G. Anderenfalls gilt
g? =1 fiir alle g € G. Somit ist G nach a) abelsch.

2.1.5 a) Ist U U, eine Untergruppe von G, so folgt fir u; € U; (j = 1,2),
daB u2_1u1_1 = (U1UQ)_1 € U Us, also UsU; = U1 Us. Sei nun U;Uy = UyUs.
Sei uy,v1 € Uy und ug, ve € Us. Dann gilt ugv; = vjub mit v} € Uy, uf € Us.
Also ist (ujuz)(v1v2) = ugviuyvy € UUs. Fiir u; € U; (j = 1,2) gilt ferner
(uyug) ™t = uglufl € UsyU; = U Us. Dies zeigt, dafl U1 Us eine Untergruppe
von G ist.

b) Offenbar gllt U,U; = UgEUlgUQ- Ist glUQ = gQUQ mit g; € Ul, SO fOlgt
g;lgl € U1 ﬂUQ. Ist U1 = Ujgj(Ul ﬂUg) (disjunkt), SO folgt U1U2 = Ujngg
(disjunkt). Daher ist |U1Us| = |Uy : Uy N Us||Us| = |Uy||Us|/|Ur N Us].

c) Sei Uy = Ujesg95(U1NUsz) die Nebenklassenzerlegung von Uy nach U; NUs.
Dann ist UyUs = Ujesg;Us disjunkt, daher |J| < |G : Us|. Dies zeigt, dafl
’Ul . U1 ﬂU2| S |G : UQ’ und daher ’G . U1 ﬂUg\ = |G . UlHUl . U1 N U2| S
|G : Uh]|G : Usl.

d) Ist G endlich und G = UyUs, so folgt mit b), dass |G : Uy||G : Us| =
G2/ (|UL[|Uz]) = |G|/|UNU,| = |G : UiNUs|. Tst umgekehrt |G|/|U1NUs| =
|G : U1 N U2’ = |G . UlHG . UQ’ = |G‘2/(‘U1||UQD, SO fOlgt |U1U2‘ =
|U1||Uz2|/|Uy N Us| = |G, somit G = UyUs.
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e) Wegen |G : Uj| | |G : Uy N Us| und der Teilerfremdheit von |G : U;| und
|G : Us| folgt |G : U||G : Us| | |G : Uy N Us|. Andererseits gilt nach c), daf§
|G : U NUz| < |G:ULl|G:Usl, also |G : Uy NUs| = |G : U4]|G : Us|.

2.2.2 Wegen 2 | n — 1 gilt a®? = 1 (mod 3) fiir 31 a, also a”~! = 1 (mod 3).
Wegen n — 1 = 0(mod 10) und a'® = 1(mod11) fiir 11 { a folgt a" ! =
1 (mod11). Ferner folgt aus n — 1 = 0(mod 16) auch a"~! = 1(mod17)
fiir 17 { a. Insgesamt ist "' =1 (mod 3- 11 - 17) fiir ggT(a,3 - 11-17).

2.4.1 a) Es gilt
2" (La)" + (1 =)™ = 320 (7) + 250 (5) (=17 + 325 () (i + (=1)7).
Fiir 21 j ist i/ + (—4)7 = 0. Fiir j = 2k ist 47 + (—i)7 = 2(—1)*. Somit bleibt
2"+ (L))" + (1 —i)" =43, ()
Es gilt 1 £i = v/2(cosm/4 £ i sinmw/4). Daher ist (1 +4)" + (1 — )" =
2(v/2)" cos(nm /4).
b) Die Behauptungen folgen aus
1 falls n = 0 (mod 8)
1/v2 fallsn =1,7 (mod8)
cos(nm/4) = 0 falls n = 2,6 (mod 8)
—1/v/2 falls n = 3,5 (mod 8)
-1 falls n = 4 (mod 38).

2.5.2 a) Ist @ = a™ !, also a® = 1, so folgt a = 1,—1. Also ist K* =
{1,-1,a,a71,b,b7",...} und daher [], ;. = —1.

b) Dies ist die Aussage in a), angewandt auf K =7 /pZ.

c) Wegen (p +j)/2 = —(p — j)/2 (mod p) folgt
—1=(p-1)=(-1)r-D/2 (”7_1!)2 (modp).

2.7.1 Sei a+b\/p+c\/q =0 mit a,b,c € Q, nicht alle gleich 0. Wir kénnen
a,b, ¢ € Z annehmen. Dann ist a® + 2ab,/p+b’p = (a+b,/p)* = c*q. Wegen
VP € Qist ab = 0. Ist b = 0, so ist a’® = c?q, ein Widerspruch zu Va & Q.
Also ist a = 0, somit b?p = c?q. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung
in Z geht dies nicht.

2.7.5 a) Aus dimV > dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W) folgt
dim(UNW) >dimW +dimU —dimV =dim W — 1.

b) folgt aus a) durch Induktion nach k.

c) Sei [wy, ..., wy] eine Basis von W und [wy, ..., wg,v1,...,0,_k] eine Ba-
sis von V. Wir setzen U; = (w1, ..., Wk, V1,...,Vj-1,Vj41,...,Un_k). Dann
ist offenbar dimU; =n — 1 und W = ﬂ?;lk Uj.
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2.7.6 a) Wegen (Ul + Ug) +Us > Uy NUs + U; NU;3 gilt

dim(U1 + Uy + Ug) = dim(U1 + UQ) + dim Uz — d1m((U1 + UQ) NUs
<dimU; +dim Uy —dimU; N Uy + dim Us — dim(U1 NUs+Us N Ug)
=dimU; +dim Uy +dimUs —dimU; NUs —dim Uy N U3 —dimUs; N U3 +
dim U; N U N Us. Gleichheit gilt genau dann, wenn

(Uy + Uz) NUs = Uy NU3 + Uy N Us. Gilt die Gleichheit, so mufl wegen
Ui +U;+U;s = U2+(U1+U3) = U1+(U2+U3) auch (Ul—l—Ug)ﬂUg =
U1 mU2+UgmU3 und (U2+U3)HU1 = UlmUQ“FUlng gelten.

b) Sei U; = {(z1,x2,x3) | ; =0} fiir j =1,2,3 und

Uy = {(x1, 22, 23) | 2?21 xz; = 0}. Dann ist dimU; =2 und V = Z?:l Uj.
Offenbar gilt dim(U; N U;) = 1 fur i, = 1,2,3. Ferner ist Uy N Uy =
{(0,z2,23) | 2 +x3 = 0}, also dim(U; NU4) = 1. Man bestiitigt leicht, daf
UnNnU;NU,=0fiir1 <i<j<k<4. Nunist

3 = dim(Uy + U+ Us+Uy) > 35 dimU; =37, dim(U;NU;) = 8—6 = 2.

2.7.7 Nach 2.6.8 gilt U7, U; C V. Also gibt es ein w € V mit w ¢ U2, Uj.
Fir n —k =1 folgt V = U; 4+ (w), und wir sind fertig. Gemé8 Induktion
nach n — k gibt es zu den U; + (w) ein gemeinsames Komplement W', also
(Uj+ (w))+ W' =V und (U; + (w)) N W' = 0. Setzen wir W = W' + (w),
sogilt Ui+ W =V.Seli u = aw+w € Uy N W mit w’ € W'. Dann ist
u—aw =w € (Uj + (w)) N W' = 0. Dies zeigt u = aw, also a = 0 wegen
w Q Uj. Somit ist Uj NW =0.

2.8.1 Das Polynom 22 = p+ (1 — p)x hat die Nullstellen 1 und —p. Also ist
z; = a+b(—1)7 mit geeigneten a,b. Aus 0 < p < 1 folgt lim;_,o z; = a. Aus
xo = a+bund 1 = a—pb folgt a = (pxo+x1)/(p+1), b= (xo—2x1)/(p+1).
Also ist lim; o z; = (pxo +21)/(p+ 1).

2.8.2 a) Esgilt f = (z—1)(a? + 22+ ) = (z — 1)(z — b1)(x — bz) mit
bj = —1/3 £ /2i/3. Somit ist |b;|?> = 1/3.

b) Wir erhalten z; = a; —|—a2b{ —|—a3bg. Wegen [b;| < 1 folgt lim; o z; = ay.
c) Es folgt

To + 271 + 3wy = 6a; + az(1 + 2by + 3b3) + az(1 + 2by + 3b3) = ay, also
limj_,oo Tj = (330 + 2.7}1 + 3:132)/6

2.8.3b) Wegen a® = 1gilt vy = (1,1,1,1,1,...), va = (1,a,a%,1,a,...), v3 =
(1,a%,a,1,a?,...), v4 = (0,1,0,a%,0,...), vs = (0,1,0,4a,0,...). Offenbar
geniigt es zu zeigen, dafl die hingeschriebenen Abschnitte linear unabhéngig
sind. Nach 2.8.2 ¢) sind vy, v9, v3 linear unabhéingig. Angenommen,

xvg +yvs = (0,2 + y,0,2a® + ya,0,...) = Z?:l xjv;. Dies verlangt 0 =
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1+ To+ 23 = 21 + x20% + 30 = 1 + 220 + x306%. Wegen der linearen Un-
abhéngigkeit von (1,1,1), (1,a?,a) und (1,a,a?) folgt z; = 0 fiir j = 1,2, 3.
Dann bleibt 0 = x + y = xa? + ya, also x = y = 0.

c) Wegen Char K = 2 und a® = 1 gilt (j +6)a’ 67! = ja/ 1.

3.1.4 Aus Ay = 0 folgt U < Kern A und aus Ay, = 0 folgt Bild A < U.
Somit gilt Bild A < Kern A und
k=dimBildA <dimKermnA =n—dimBildA =n — k.

3.2.4 In Késtchenaufteilung gilt Hy = {(; S)} und Hy = {(8 :)}, wo-
bei das linke obere Késtchen vom Typ (m,m) ist. Dies zeigt dim H; = nm
und dim Hy = n(n—m). Aus HiNHy = {(8 8)} und H1+Hs = {<; I)}
folgt dim Hy N Hy = m(n — m) und dim(H; + Hs) = m? + n(n —m) =

m? +n2 —mn.

3.3.2 a) Siehe Satz 5.7.4.
b) Sei [v1,...,v,] die Standardbasis des K™ Wegen Av; = v;y1 (j < n) gilt
K™ = K[A]v; Mit a) folgt C(A) = K[A].

ap ar ... AQp—1
n—1l . a1 as ... Qg
Dabei gilt > ;_; a; A7 =
ap—1 Ay ... Ap_2
c) Hier gilt Av; = v; + v;y; fiir j < n, somit K[AJv; = K™. Also ist
ap 0 0 ...0
aq ap 0 ... 0
C(4) = K[A] = { }
ap—1 AQp—2 An-3 ... QQ

3.3.3 a) Sei A = (a;5) € C(F). Der (i, j)-te Eintrag in AF ist ), a;, der
(i,j)-te Eintrag in FA ist ), ax;. Alsoist >, a;x = >, ay; fir alle , j.

b) Man kann a;; fiir 4, j < n—1 und a1, vorgeben. Durch die Zeilensummen
sind dann agy,, . . ., 6,1, festgelegt, und a1, ..., a,, durch die Spaltensum-
men. Somit gilt dim C(F) = (n—1)? + 1. ¢) Ae = ce verlangt > ,_, a; = ¢
fir alle 4. Sei v; = (z) € U mit 2y =1, x; = —1 und 2, = 0 fur 1 # k # j.

a11 — aij
Dann ist Av; = . Av; € U verlangt daher >, ap1 = >, ak;j.

an1 — Qnj
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Ist >4 ak1 = d, so erhalten wir nc =},  ax; = nd, und wegen Char K { n
somit ¢ = d.

3.3.6 a) Sei BA = aA*. Dann ist

B(A142) = a(A1A)" = a(A3A7) = a(Af)a(As) = B(A1)B(As). Nach
3.2.14 gibt es ein C mit B(A) = C~1AC. Daher ist a(A) = C~LA!C.

b) Ist a? = 1, so gilt A = C~H(C7LAIC)!C = C7ICTA(CY)~1C fiir alle
A. Dies verlangt C~1C? = aF mit a € K. Wegen C = C* = a?C folgt
a==+1.Ist A€ F,sogilt A= C LAC. Fiir C = C* folgt CA = (CA)'.
Das zeigt dim F' = n(n + 1)/2. Fiir C* = —C und Char K # 2 ist hingegen
CA=—-A'C" = —(CA)!, und daher dim F = n(n — 1) /2.

n(n—1)

3.3.10 Offenbar ist P eine Untergruppe von GL(n, K) mit |P| = |K|” z =
n(n—1) n n n e .
p =2 7. Wegen |GL(n, K)| = (pf - 1)(pf —pf)...(pf —pf( 1)) ist

n(n—1)

plp?f . p=1Ff = p™7—7 die héchste p-Potenz, welche | GL(n, k)| teilt.
Daher gilt p1|GL(n, k) : P|.

3.4.2 a) Aus (b;;)(ajx) = E folgt dix = >_;bijaj,. Somit erhalten wir
L=2 40k =D bij Doy aji = >, bij-

b) Sei (a;;)(bjx) = £ mit A = (a;;) und B = (b;j) stochastisch. Wegen
Zj a;;bjr, = 0 fiir 7 # k folgt a;;b5, = 0 fiir alle j. Da B stochastisch ist,
gibt es zu jedem j ein j' mit bj;; > 0, und daher ist a;; = 0 fiir ¢ # j'. Die
Spalten von A haben also die Gestalt (0,...,0,a;;,0,...,0)". Da A regulér
ist, ist 7 — 7’ injektiv, somit bijektiv. Da alle Zeilensummen von A gleich 1
sind, folgt a;; = 1. Also ist A eine Permutationsmatrix.

3.4.3 a) Ist A = <1_p b >

g l-—gq
so folgt Spur A2 = (1—p)2+(1—q)?+2pg=1+(1—-p—¢q)? > 1.
b) Wir versuchen s und ¢ so zu bestimmen, dafl

1—s s 2_ (1—s)+st s(2—s—t)\ _ (1-p »p Di
< t 1—t> _(t(2—s—t) (1—t)2+st>_< q 1—q>' 18
verlangt u.a., dal (s +¢)(2 — s —t) = p + gq. Setzen wir s +t = u,
so ist u(2 —u) = p+gq, also (1 —u)? = 1—p—q > 0. Wir withlen
uw =1—+/1—p—gq, so dafl v < 1. Schliellich bestimmen wir s und ¢
durch s =p/(2—u), t = q/(2—wu). Dann gilt s >0, ¢t > 0und s+t =u < 1.

-8 e )Stochastisch.

Also gelten 0 < s, < 1, und daher ist (1 t 1-—t

3.4.4 Es gilt PAPp— (tA+(1—t)B)* = Zf:o (’;)tj(l—t)’f—j[(PA — AN P+
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AV (Pg — B¥9)]. Fiir j >msei || PA— A’ | < eund | Pg— B’ || < . Dann
gilt fiir k& > m die Ungleichung || Z?:m (];)tj(l —t)k=I(Py — AN Pg || <
52?20 (’;)tj(l—t)k_j < e. Ferner ist || Z;”;OI (’;)tj(l—t)k_j(PA—Aj)PB I
< 201 = )Ff(k) mit f(k) = 275" (5)#(1 — )79, Also ist f ein Polynom
vom Grad m — 1. Wegen 0 < 1 — ¢ < 1 folgt limy_. 2(1 — t)*f(k) = 0.
Ahnlich ist || Zf;gl (’;)tj(l — t)F=7A¥(Pg — B*77) || < e und schliefilich

| () (L= )9 49 (P — BR[| < 23075 (11— 1)) =
2t*g(k) mit einem Polynom g vom Grad m — 1. Wegen 0 < ¢t < 1 folgt
limy, oo 2t*g(k) = 0.

3.4.5 Der Zustand i (0 < ¢ < 6) liege vor, wenn Spieler 1 genau ¢ Kértchen
hat. Die Ubergangsmatrix ist

1 0 0 0 0 O
1/6 0 5/6 0 0 O

0 2/6 0 4/6 0 0
A= 0 0 3/6 0 3/6 0
0 0 0 4/6 0 2/6 O
0 0 0 0 5/6 0 1/6
0O 0 0 0 0 0 1
Da die absorbierenden Zusténde 0 und 6 von jedem Zustand aus erreichbar
sind, hat P = limy_,o, A* die Gestalt

0
0
0
0

1 0

S1 1—81
0

S5 1—85

0 1

Dabei gilt offenbar s3 = % und s; + s5 = so + s4 = 1. Aus PA = P folgt
s = % 4 %32,32 = %31 + %33 = %:91 + %. Dies liefert' S| = %,82 = 1—73784 =
1—63,85 = 13- Im Besitz von nur einer Karte hat Spieler 1 immer noch die

Wahrscheinlichkeit 1 — s; = %, das Spiel zu gewinnen.

3.4.6 a) Man erhalt
1000
0100

pqg0 0
A=1o pq 0 . Wegen p > 0 ist der Zustand 1 von jedem Zu-

pq0
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stand 3,...,n aus erreichbar. Also existiert
1 0 0...0
0 1 0...0

P = limj_ AF = [ @3 1-a30...0 . b) Setzen wir a; = 1,a9 = 0,

a, 1—a, 0...0
so verlangt P = AP, da8 a; = paj_» + ga;_,. Die Gleichung s> =p+qs
hat die Losungen s = 1, —p. Daher ist a; = b+ ¢(—p)? mit 1 =b—cp, 0 =
b + cp®. Dies ergibt b = p/(1 + p),c = —1/(p(1 + p)). Also folgt a; =
(p+ (=p)’~1)/1 +p).

3.4.7 Da der absorbierende Zustand n wegen ri...r,_1 > 0 von jedem

Zustand 1,2,...,n — 1 aus erreichbar ist, gilt
1 0
S1 1— S1
P =limy,_,o, A* = 0 . Aus P = AP folgt
Sn—1 1—sp1
0 1

(1) $1 =p1+ q151 + 1182,

(i Si = DiSi—1 + qiS;i + TiSit1,

(0-1)  Sp—1 = Pn-151—2 + Gn-15n-1.

Daraus erhalten wir wegen pl +q+r;=1

(1) Uy — qu1 +p1 Zk:2 Uk = P1,

( ) TiU; = PiUli—1,

(Il 1 ) T'n—1Un—1 = Pn—1Un—2-

Dies liefert ug = %ul (k = 2,...,n —1). SchlieBlich ist u; zu be-

n—1 pppr—1...p2 )
k=2 TekTk—1..-T2

rechnen aus u1(1 —q1 +p1 Y, =p1.
3.5.3 a) Es gilt 0 = BildA™ < Bild™ ! < ... <BildA < V. Da A’ auf
Bild A%/ Bild A*™! die Nullabbildung bewirkt, folgt mit Aufgabe 3.5.1, daf}
Spur A7 = 0 ist.

b) Sei 0 = agE+ay A+. . .+apA* minimal gewiihlt. Dann ist 0 = SpuragFE =
ao dim V. Wegen Char K = 0 folgt ag = 0, somit 0 = A(a; E+...+apA*~1).
Wegen a1 E + ...+ aA"~1 # 0 ist A nicht reguldr. Somit gilt Kern A > 0.
Aus 0 = Spur AJ = Spur A} 4 + Spur AV/ Kern A = Spur AV/ Kern 4 folgt
vermoge Induktion nach dimV nun AV JKern A = = 0 fiir ein geeignetes m.

Das zeigt A™~1V < Kern A, also A™ = 0.

3.6.2a) Aus P+Q = (P+Q)? = P>+ PQ+QP+Q?=P+Q+PQ+QP
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folgt PQ + QP = 0. Daher ist PQ = PQ? = —QPQ = Q?P = QP, also
2PQ = 0. Wegen Char # 2 folgt PQ = QP = 0.

b) Ist PQ = QP, so folgt PQ = (PQ)?. Wegen

PQuv = QPv € Bild P N BildQ gilt Bild PQ C Bild P N Bild Q). Sei um-
gekehrt w = Qu = Pv € Bild P N Bild Q. Dann ist w = Q*u = QPv =
PQu € Bild PQ. Somit gilt Bild PQ = Bild PNBild Q. Offenbar ist Kern P+
Kern @ < Kern PQ. Sei PQw = 0. Dann ist w = Qw + (w — Qw) mit Quw €
Kern P und w — Qw € Kern (). Somit gilt Kern P + Kern () = Kern PQ.

¢) Es gilt R2 = (P +Q — PQ)?> = P? + Q* + (PQ)? + 2PQ — 2P%Q —
2QPQ = P+ Q + PQ — 2PQ = R. Also ist R eine Projektion. Offen-
bar gilt Kern P N Kern@ C Kern R. Ist Rw = 0, so folgt 0 = PRw =
P2w + PQw — PQw = P?>w = Pw, also w € Kern P. Ebenso folgt Qu = 0.
Somit ist Kern R = Kern P N Kern Q. Aus Rv = Pv + Q(v — Pv) folgt
Bild R C Bild P+ Bild Q. Sei v = Pv € Bild P und w = Qw € Bild ). Dann
ist R(v+w) =Pv+ Pw+ Qv+ Qw — PQu— PQw =v+ Pw+ Qu+w —
QPv — Pw=v+w € Bild R. Also ist Bild R = Bild P + Bild Q.

3.6.4 a) und b) Offenbar ist A eine lineare Abbildung von V' in @}, V/V;
mit Kern A = N7, V;. Es folgt dim V/ N7, V; = dim V/Kern A =

dim Bild A < dim @72, V/V; = Z;nzl dim V/Vj.

c¢) Gleichheit gilt genau dann, wenn A surjektiv ist. Dies ist gleichwertig
damit, daf} zu jedem j und jedem w € V ein v existiert mit

(v+Vi, . 04 Vy) = Av = (Vi,...,w+Vj, ..., V,,). Dies verlangt w—v € V;
und v € N;%;V;. Dann ist w = (w —v) +v € V; + N;»; V. Also gilt
V= ‘G + ﬂi#Vi fir alle j

3.72In U = {(k1,...,kn) | 2oty ki = 0} < K™ haben alle Vektoren ge-
rades Gewicht. Nun gilt C = (CNU)U(C\ (CNU)). Alle Codeworte im
Unterraum C'NU haben gerades und alle Codeworte in C'\ (CNU) haben un-
gerades Gewicht. Die Behauptung folgt wegen |C'\ (CNU)| = |C/CNU| = 0,
falls C < U, und |C\ (CNU)| = |C|/2 sonst, wegen dimCNU = dim C — 1.

3.7.5 a) Ist v € C, so existiert wegen der Perfektheit des Hamming-Codes
(mit e = 1) ein ¢ € C mit d(v,¢) = 1. Dann ist v + C = v — ¢ + C, wobei
wt(v —¢) =d(v,¢) = 1. Ist u+ C = v/ 4+ C mit wt(u) = wt(u') = 1, so gilt
u—u' € C. Wegen wt(u —u') <2 und da C die Minimaldistanz 3 hat, folgt
u=u

b) Sei v = ¢+ e mit ¢ € C und e vom Gewicht 1. Ist H eine Kontrollmatrix
fiir C, so folgt Hvt = H(c+e)! = He?, also v —e € Kern H = C, d.h.
v+ C = e+ C. Somit ist e nach a) eindeutig bestimmt. Der Fehlervektor
e = ke; (k € K), wobei e; = (0,...,0,1,0,...,0), 148t sich somit eindeutig
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aus Hv' = H(ke;)" bestimmen.

3.7.7TEs gilt ) owt(c) =2 o H(e file)[i=1,...,n, fi(c) #0}| =
=1 Hle, file) [ e € C, file) # 0} = X211 (6" — [Ker fi]) = n(qg—1)¢" .

3.8.3Fira=b=0ist r(4) = 0. Fiir a = 0 # b oder a # 0 = b ist offenbar
r(A) = 3. Sei also ab # 0. Durch elementare Umformungen erhalten wir

Oa 0 O
A—> Zg—abaib (83—>83—82784—>S4—82)
bb 0 —b
a0 0 O
. 0b a a (51 < s3)
bb—-ba—b Ler ez
bb 0 —b
a0 0 0
. 0b a a (2 b, . b
00 —a—b —b 3 23— 21 — 22,24 — 24 — 2% — %2)
00 —a —-a-—b»
a0 0 0
— 060 0 (83 — 83 — 289,84 — S4 — £89)
00 —a—b —b 3 3~ 352,84 4= 352
00 —a —a-—b»
a0 0 0
. 0b 0 0 (25 — 25 — 24)
00-b a 3o
00 —a—a—>»
a0 0 0
. 0b 0 0 (24 — 24 — 923)
00 —b a L)
00 0 —(a®+ab+b%)/b
Somit gilt

(4) = 4 fiir ab(a® + ab+ b*) # 0
M7 3 fiir ab #£ 0 = a2 + ab + b2,

3.8.4 Die Aussagen fiir a = 0 und a = b sind trivial. Sei also a(a — b) # 0.
Dann erhalten wir
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a—b0 ... 00
b a ... aa
A— . . (21 — 21 — 22)
b b...ba
a—b0 ... 00
0 a ... aa
— S - (zj — 2 — ﬁzl). Die Teilmatrix vom Typ
0 b...ba

(n—1,n—1) hat dieselbe Gestalt wie die Ausgangsmatrix, hat daher vermoge
einer Induktionsannahme den Rang n — 1.

4.1.1 a) Offenbar gilt N3 N N2 < G, und nach Teil c) ist N3 N3 eine Unter-
gruppe von G. Fiir g € G und n; € N, (j = 1,2) gilt

g 'ningg = g n1gg 'nag € NiNs.

b) Fiir n; € N; (j = 1,2) ist

nl(ngnflngl) = (nlngnfl)ngl € Ny N Ny = {1}, also ning = nany.

¢) Fiir n € N und u € U gilt nu = vu~"'nu € UN, also NU = UN.

4.1.4 a) Es gilt D = (A, B) mit A* = B> = E und B~'AB = A~!. Da-
her ist (A’B)? = A/B~1A'B = A7A~7 = E. Somit hat D fiinf Elemente
A? B, AB, A?B, A®B von der Ordnung 2 und zwei Elemente A, A~! von der
Ordnung 5. Ist U < D mit |U| =4 und U # (A), so gilt D = U(A), daher
8 = |U(A)| = |U||(A)|/|UN(A)| = 16/|UN(A)|, also [UN(A)| = 2. Dies zeigt
A? € U. Somit gibt es die Moglichkeiten Uy = (A%, B) = {E, A%, B, A2B}
und U, = (A2, AB) = {E, A2, AB, A*B).

b) Ist |U| = 4, so folgt mit Aufgabe 4.1.2, da U <<D. Wegen B~1A%B = A?
gilt (A?) < D. Aus A7'A/BA = AI7'A"'B = A/2B ¢ (A’B) folgt
(A7B) 4D fiir j = 0,1,2, 3.

c) Es gilt (B) < (4%, B) <D, aber (B) ¢ D.

4.2.1 a) Es gilt 77 = 0 = a? = 1, letzteres wegen a* = a.

b) Es gelten o~ lm0 = 7,-1;, a”lnya = 12 und a"toa = o2 Dies zeigt
T<(T,o)<(T,o,0) =S.

c) Wir haben die Zyklenzerlegungen 7, = (0,b)(c,c + b) mit 0 # ¢ # b,
o = (0)(1,a,a®) und o = (0)(1)(a,a?). Somit ist sgn7, = sgno = 1 und
sgna = —1.

T x x
4.2.3 a) Wegen <aa:+b> <a/x+b’> a <aa’a:+ab’+b>
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x x . .
und <a_1x N a_lb) <a:1: I b> = ¢ ist U eine Gruppe.
b) Dafl T' ein Normalteiler ist, folgt aus

x R x B x
ar +b z+c)\ax+b) \z+alc)”
Die restlichen Aussagen unter b), ¢) und d) sind trivial.

c) <$f_b> ist ein Produkt von p/~' Zyklen der Linge p. Fiir p > 2

ist sgn <xf—b> =1, flir p = 2 ist sgn(xf_b> = (—1)2#1 = 1, falls
qg > 2. Ist K* = (a), so ist aa; ein Zykel der Linge ¢ — 1, daher
sgn< x ) :{ 1 f?rqz?f

azx —1 fiir 2¢4q.
4.3.3 Wir bezeichnen die jeweilige Matrix vom Typ (n,n) mit C,,. Entwick-

lung nach der ersten Zeile liefert
0 0

+ (—1)"~1bdet

0O ... Oa bo ... 0
= (a® — b?)det C,,_5. Man sieht leicht, daB det Cy = a? — b? und det C5 =
(a® — b?)c ist. Durch Induktion nach n folgt die Behauptung.

Cn_g Cn—2

det C,, = adet

4.5.4 a) folgt durch direkte Rechnung.

b) In D?v;, ...v;, taucht das Element w = v;, ... v}, ...%, ...v;, (ohne
vi, und v;, mit ix < 7;) auf in (=)L f(v;, )D(vi, .k, oo v;,) mit
dem Beitrag (—1)*=1T1=2 f(v; ) f(v;, )w, aber auch in

(=1 f(vi,)D(viy - .. %, -..v;,) mit dem Beitrag (—1)" =1 f(v; ) f(v;, )w.
Somit gilt D? = 0.

5.1.1 Durch Differenzieren von (1 + z)" = Z?:o (?) 2?7 und Spezializierung
x = 1 erhélt man

n2" "t = Z?:o J (?)’

n(n—1)2"2 =370 3 - 1)(}),
n(n—1)(n—2)2""% =370 (i — 1) - 2)(})-
Daraus folgen leicht die Aussagen unter a), b), c).

d) Es gilt

2n—1 (2n— i n n— n n n n —
=0 (2 j 1)1"] = (L+a)"n(l+a)" " 5= 1 30 (R X, ()i
Vergleich der Kopeffizienten von z™~! liefert
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(2” D=3 ()= () ) [. Man stellt leicht fest, dafl (2” )=
() /2.
5.1.3 a) (“}¥) und Zf 0 (x)( Y ) sind Polynome in z und y, also (“}¥) =
>, filz)y! und Zf 0( (.Y ) = Y, qi(x)y! mit f;,9; € K[z]. Nach der
Vorbemerkung gilt Zl fl(m) Zl gi(m)n! fiir alle m,n € N. Da die
Polynome >, fi(m)y' und 3, gl( )y' an unendlich vielen Stellen iiberein-
stimmen, folgt f;(m) = g;(m) fir alle m € N. Das zeigt fi(z) = gi(x).
b) Wegen a) gilt
(1+a2)*1+2)’ =3, (?)IJ i (et = >k (?) (o)t
=3, (TP 2l = (1 4 z)*+h.
c) Nach b) ist (1+2)"™ =37 (_jm)xj. Dabei ist

(—;n) _ —m(—m—l)]ti.(—m—j—&-l) _ (—1)jm(m+j1!)m(m+j—l) _ (_1)] (m—l—jj—l).
5.1.5 Bs gilt 3/ = ((y — 1) + 1)) = i O(i)(y—l k
i=o (1) 2o ("f)( DEy =300 o (Cheo 1P ()
Somit ist §;; = >4 _,(—1)*~ Z( )( ) Ist A (a;j) mit a;; = () und B =
k

J
(bij) mit by; = (=1)77%(]), so folgt > birar; = >, (=1 (¥) (1) = b4,
also BA=FE.

5.2.2 b) Offenbar gilt A(N) = exR.

c) Wegen enjen, = enun, gilt AWN)AN2) = AN UN,) = AN) N

A(N2). Offenbar ist A(N7) + A(N2) € AN NN,). Ist N7 das Komple-

ment von N, so gilt exr = 1 — enr. Es folgt exnn, = 1 — evnng)y =

L—enren; = 1— (1 —en)(1 —eny) = eny (1 —eny) + ens. Dies liefert
(Nl ﬂNg) - €N1(1 - 6/\/‘2)R + €N2R C A(Nl) + A(N2)

d) Sei 7 ein Ideal in R und M = {j | f(j) = 0 fiir alle f € Z}. Dann gilt

T C A(M). Fiir jedes i ¢ M existiert ein f; € Z mit f;(i) # 0. Ein Vielfa-

ches g; von f;, welches auch in Z liegt, hat dann die Eigenschaft g;(j) = d;;.

Somit folgt >, i = em € T und daher 7 = ey R = A(M).

e) Wegen |T(f1 + f2)| < |T(f1) UT(f2)| < |T(f1)| + |T(f2)| ist B ein Ideal

in R. Angenommen, B = A(M). Wegen B C R = A(0) gilt § < M. Ist

fi(j) = di;, so gilt f; € B, aber f; ¢ A(M) fir i € M.

5.3.3 a) Sind a = [, p®*,b = [[, 2, c = [[, p5* die Primfaktorzerlegungen,
so folgt aus max (a; + b;,a; + ¢;) = a; + max (b;, ¢;) sofort

kgV(ab, ac) ~ akgV(b,c). Fir Hauptideale A = Ra,B = Rb,C = Rc heifit
dies ABN AC = A(BNC).



Lésungen 591

b) Ahnlich wie in a) folgt die Behauptung aus
min (a; + b;, a; + ¢;) = a; + min (b;, ¢;). Im Hauptidealring R entspricht dies
der Relation AB + AC = A(B + C), die in allen Ringen gilt.

5.3.4 a) Ist Ra N Rb = Rk, so folgt Rac N Rbc = Rke. Also gilt
kgV(ac,bc) ~ ¢ kgV(a,b).

b) Sei Rac N Rbc = Rd mit d = ryac = rabc. Wegen ¢ | d ist d = ec, somit
e =710 = rob € RaN Rb. Ist s1a = sob € Ra N Rb, so folgt sjac = sabe €
RacN Rbe = Rd. Wegen d = ec erhalten wir sja = s2b = te € Re. Dies zeigt
Ra N Rb = Re und somit kgV(ac,bc) ~ d = ce ~ c-kgV(a,b).

c) Sei RaN Rb = Rk. Wegen ab € Ra N Rb = Rk gilt ab = dk mit d € R.
Wegen b | k ist k = br, also a = dr. Somit ist d | a. Ebenso sieht man d | b.
Mithin ist d ein gemeinsamer Teiler von a und b.

Sei nun s irgendein gemeinsamer Teiler von a und b, etwa a = r1s und
b = ras. Nach Teil a) gilt kgV(a,b) = kgV(ris,12s) ~ s - kgV(ry,r2), daher
k = sl mit [ | rira, etwa rro = tl. Es folgt tls? = rqres? = ab = kd = sld.
Also ist d = ts, somit s | d. Daher ist d = %’ ein grofiter gemeinsamer Teiler
von a und b. Dies zeigt ab ~ kgV(a, b) ggT(a,b), falls kgV(a, b) existiert.

5.3.5 a) Man stellt leicht fest, dafi ggT(ac,bc) ~ ¢ - ggT(a,b). Sei d ein
groBter gemeinsamer Teiler von a und b. Wegen a(bd~!) = (ad~1)b € RaNRb
ist abd~! ein gemeinsames Vielfaches von a und b.

Sei umgekehrt a | k£ und b | k. Wegen ab | kb und ab | ka folgt

ab | ggT(ka,kb) ~ k- ggT(a,b) ~ kd. Also gilt 2 | k. Somit ist % ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b.

b) Ist Ra+ Rb = Rd ein Hauptideal, so ist d ein grofiter gemeinsamer Teiler
von a und b. Nach a) existiert auch kgV(a,b). Also ist Ra N Rb ein Haupt-
ideal.

5.4.4 a) Sei j > m + 1 und A7v = 0. Dann ist A™ (A7~ 1y) = 0, somit
0 = Am(A/—m1y) = A7~y = 0. Wiederholung dieses Argumentes zeigt
Kern A7 = Kern A™ fiir alle j > m.

b) Die Aussage folgt aus dim Bild A7 = dim V' — dim Kern A7.

c) Wegen Bild A™ = Bild A>™ gibt es fiir v € V ein w € V mit A™v =
A?Mq. Dann ist v = (v — A™w) + A™w mit A™(v — A™w) = 0. Daher
gilt V= Kern A™ + Bild A™. Ist v = A™u € Kern A™ N Bild A™, so folgt
0 = A™v = A?™y. Dies zeigt u € Kern A?™ = Kern A™, also v = A™u = 0.
Daher ist Kern A™ N Bild A™ = 0.

5.5.1 Man bestiitigt leicht, dal A? —nA + (2n —4)E =
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n—2 0 0 ... 0 0 2—-n
0 2n—-6 -2 ...-2 =2 0
0 -2 2n—6... -2 =2 0
, woraus alle Aussagen fol-
; ; ; : ; : gen.
0 —2 -2 ...-22n—-6 0
2—n 0 0 ... 0 0 n-—2

5.5.2 a) Durch B(v+Kern A1) = Av+Kern A™ wird eine offenbar wohl-
definierte lineare Abbildung B von Kern A™*2/Kern A™*! in

Kern A™*+!/Kern A™ definiert. Dabei ist Kern B = Kern A™*1. Also folgt
dim Kern A™2/A™*! = dim Bild B < dim Kern A™*1 /4™,

b) folgt unmittelbar aus a).

mB™ B™ Bg'(B) g(B)
. ma(B) 0
Polynome g € K[z]|. Somit ist 0 = ma(A) = .

5.5.3 Wegen A™ = ( B 0 ) folgt g(A) = < g(B) 0 ) fiir alle

Bm/y(B) ma(B)
Dies verlangt mp | ma und mp | xm/y. Daher ist b; < a;. Ist ma = pj*s;,
so wird auch verlangt, daf3 pi-”' | xpiis, + aixp?iflp;si. Wegen Char K = 0
ist p, # 0 und wegen Gradp, < Gradp; gilt p; 1 p;. Also wird a; — 1 = b;
verlangt fiir p; # x. Fiir p; = x reicht a; = b;.

5.5.5 a) Sei [v1,...,v,] eine Basis von V mit Av; = ajv;. Sei W < V
mit AW < W und U NW = 0, wobei W maximal bzgl. dieser Eigenschaf-
ten gewdhlt sei. Angenommen, U + W < V. Sei v; € U + W. Daher gilt
W < (vj) + W und A((vj) + W) < (v;) + W. Da W maximal ist, folgt
0#UN((v;)+W). Also gibt es ein 0 # v € U und w € W mit u = bv; + w.
Wegen UNW = 0ist b # 0, daher bv; = u —w € U + W. Dies ist ein
Widerspruch. Also gilt V =U & W.

5.6.1 a) Sei Z; = (z;). Wegen ggT(|Z1],]|Z2]) = 1 gilt Z1 N Zy = {1}. Sei
(z120)F = 2¥28 = 1. Dann gilt |Z;] | k, somit | Z1||Z2| = kegV (| Z1],|Z2]) | k-
Dies zeigt Ord z129 = |Z1||Z2|. Somit ist Z; Z5 zyklisch.

b) Sei A/Z = (aZ) und Z = (z). Dann gilt al4/4! = 2* ¢ Z. Daher
ist (az¥)lA/%l = 22 +vlA/Z] Wegen geT(|Z]|,|A/Z|) = 1 ist die Kongruenz
y|A/Z| = —x (mod | Z|) 16sbar. Dann gilt (az¥)/4/4l = 1, also insbesondere
Z N (az¥) = E. Somit ist A = (z) x (az¥) zyklisch nach a).

5.6.3 a) Fiir p > 2 zeigen wir durch Induktion nach k, dafl
(1+ pa)®" =1+ rpF+lz (mod p"*2). Fiir k = 0 ist die Aussage nach dem
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binomischen Lehrsatz richtig. Sei bereits (1 + px)’“pk =14 rphtle 4 pht2f
mit f € Z[x] bewiesen. Da (f) fiir 0 < 7 < p durch p teilbar ist, erhalten
wir wegen p(k+1) > k+ 3 und j(k+1) > k + 3 fiir j > 2 die Kongruenz
(1+ 119;13)’"39}6+1 =1+ p"*2(re +pf) =1+ rpF*2x (mod p**3). Durch Koeffi-
zientenvergleich folgt (" k) p* = 0 (modp**2) fiir i > 2.

b) Aus (1 + 2z)2" = 1+ 281 f folgt

(14 22)r2"" =14 2k+2f 4 92k+2 2 = 1 (od 2F+2).

5.6.4 a) Fiir ggT'(m,b) = 1 ist ¢ mit

o(b+mZ) = (b+pi*Z,...,b+ pi* Z) offenbar ein Monomorphismus von
E(Z /mZ)in E(Z [p{* Z) % ... x E(Z [pi* Z). Nach dem chinesischen Rest-
satz ist ¢ surjektiv.

b) Nach Aufgabe 5.6.3 ist 52"~ = (1 +4)2"° = 14 27! (mod2") und
52" =1 (mod 2™). Wegen |E(Z /2" Z)| = 2"~ ! folgt

E(Z/2"T) = (—1+ 2" Z) x (5 + 2" Z).

¢) Nun ist ¢ mit ¢(a + p" Z) = a + pZ ein Epimorphismus von F(Z /p" Z)
auf E(Z /pZ) mit Kerny = {a+p"Z | a = 1 (mod p)}. Mit Aufgabe 5.6.3
erhalten wir (1+p)?"~ = 1+p"1 (mod p") und (1+p)?" =1 (mod p").
Somit ist Kernty = (1 + p + p™ Z) zyklisch. Da E(Z /pZ) zyklisch ist, ist
E(Z [p™ Z) nach Aufgabe 5.6.1 b) zyklisch.

5.7.3 b) Offenbar ist W = @®7_, W; eine direkte Zerlegung als A-Moduln.
c) steht bereits in Aufgabe 5.5.3.

d) Es gilt Kernp(A) = {< ) | p(B)v = Bp'(B)v + p(B)v'}. Dann ist

0 = p(B)(Bp'(B)v+ p(B)') = (B)Qv’ Zu v' € Kernp(B)? gibt es genau
ein v € Kern p(B) mit Bp'(B )v + p(B)v" = 0. Denn wegen ggT(zp',p) =1
gibt es f,g € K[z] mit 1 = fap’ + gp. Fir w € Kernp(B) folgt w =
f(B)Bp'(B)w. Also ist Bp'(B) auf Kern p(B) invertierbar. Somit ist

dim Kern p(A4) = dim Kern p(B)? = 2dim Kern p(B).

e) Nach d) hat A auf W, zwei Jordankéstchen, wobei eines davon nach Teil
c) den Typ (p%T1 p%+1) hat. Wegen dim W; = p?% hat das andere Jor-
dankistchen den Typ (p% 1 p%i—1).

6.1.2 Offenbar sind || (2;) ||oo <|| (zi) |1 < n || (25) |Joo und

I (23) lloo <l (25) [[2< V1 || (%) ||so bestmogliche Abschitzungen. Aus
D i |wi? < (305 [il)? folgt || (2) |2 <|| (zi) [1. Die Schwarzsche Un-
gleichung liefert (3°;" |2;[1)* < 3770 [2:[*n, also || () (1 < v/ || (24) [l2-
Auch diese Abschitzungen sind bestmoglich.



594 Lésungen

6.2.4 Ist | A% || =] A ||* fiir alle k, so folgt mit 6.2.10, daf
p(A) =limg_o /|| A% || =] A |- Ist umgekehrt p(A) =|| A ||, so erhalten

wir p(A%) = p(A)F =[] A |*>|| A% | > p(AF). Somit gilt || A [[F =] AF |
fiir alle k.

6.2.6 Sei S € (C),, so dal

a1 0 0O ... 0
ag1 a92 0O ... 0

S—1AS = .. ) Dreiecksgestalt hat. Dann ist
Gpl An2 Anp3 - .. Gpn

p(A) = max; |a;;|. Ist T" eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen
t;, so hat T~1STYAST die Eintriige t; 't;a;;. Wir wihlen ¢; = 1 und o
mit |t ag | < 8. Dann t3 so, daB |t as;| < 0 und |t5 'taase| < 6. SchlieB-
lich sei |t tjan;| < 6 fir j = 1,...,n — 1. Es folgt | T"1S1AST |
< p(A) + (n — 1)d. Man definiere also eine Algebrennorm | - || durch
| Bl|=|T S IBST ||;.Ist (n—1)§ <¢g,so0ist || A||< p(A) +e.

6.3.2 a) Sei Av = av mit |a| = 1 und v = (z;). Dann ist ax; = Z?:l ai;x;
und somit |z;| = |27 ajas] < 307 ailx;|. Wegen AJv| = |v] gilt das
Gleichheitszeichen. Somit haben wegen a;; > 0 alle z; # 0 die gleiche Rich-
tung. Dies heift v = ew mit |¢| = 1 und w > 0. Also ist Aw = aw. Wegen
A>0und w >0 folgt 0 < a € R, also |a| = 1.

b) Wegen A > 0 ist p(A) nach 6.3.3 e) ein einfacher Eigenwert. Sei

T~ p(A)LAT = <(1) g) . Wegen a) ist p(B) < 1. Damit folgt
limg oo T 1p(A)"FAFT = < L 0) :
00
S1 to.. ot
c)SeiT=1|: L |uwdT '= . Setzen wir
s, *
S1t1 ... S1tp
P = limy_,o p(A) kA%, so gilt P = T ((1) 8) T-! =
Spt1 ... Sptn
s1(t,y)
Wegen Ay = p(A)y ist 0 < y = Py = , wenn wir t = (t;) set-
sn(t,y)

zen. Indem wir T um einen skalaren Faktor abéndern, kénnen wir (¢,y) = 1
annehmen. Also ist y; = s;. Ferner ist
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(Zi) = (ZZ)P = (tl(yv Z)a s 7tn(ya Z)) = (tl) Dies Zeigt
Y121 -+ Y12n
P =

YnZ1 --- YnZn

6.4.3 Aus e = eV folgt e — e*FE = NS mit reguliirem
S=e(E+ X +...). Wegen NS = SN erhalten wir (e? — e?E)" = N*S*.
Wegen N"~1 #£ 0= N"ist (z — e*)" das Minimalpolynom von e4.

6.5.3 Sei V = Z?zl Cuv;. Wir lassen A auf V' operieren gemaf

Avj =30 agjvr (G =1,...,n). Sei w; = Ekij v (7 =1,...,m). Wegen
der Disjunktheit der B; sind die w; linear unabhangig. Es gilt

Aw; = ZkEBj Avp =370, Zk’EBj Qv =YL, ZleBr<Zkij aik)vy =

S by Y ien, Ul = >, brjw,. Ergénzen wir wy,...,w,, zu einer Basis

. . . B .
von V, so wird A eine Matrix der Gestalt < 0 g) zugeordnet. Also ist
fa=fBfD-

6.5.4 a) Nun ist By = {1,...,n} und B2 = {n + 1} eine fiir A zuléssige
Partition. Das fithrt zu B = <2{3 1(/)3) mit fp = (x —1)(z+1/3).

b) Ist n gerade, so ist auch By = {1,3,...,n — 1}, Bo = {2,4,...,n} und
0 2/31/3
B3 = {n + 1} zulidssig. Das liefert B= | 2/3 0 1/3 | mit
1/21/2 0
fB=(x—1)(x+1/3)(x+2/3).
c) Ist 3| n, soist By = {1,4,...,n — 2}, By = {2,5,...,n — 1}, By =
{3,6,...,n} und By = {n + 1} zuléssig. Dies fiihrt zu

0 1/3 1/3 1/3 11

s oooass| N |

B= 1/31/3 0 1/3 =1/3F —1/3E mit F = | : : | . Da F die
1/31/31/3 0 1.1

Eigenwerte 0,0, 0, 4 hat, folgt fz = (z — 1)(z + 1/3)3.
d) Fiir n = 6 hat A nach b) und c) die Eigenwerte 1,—1/3, —1/3,—1/3, —2/3.
Sind a, b die fehlenden Eigenwerte von A, so gilt 0 = Spur A = —2/3+a+b
und 2 = Spur A? = 1+ 7/9 + a® + b2. Dies fiihrt zu @ = b = 1/3. Somit hat
A die Eigenwerte 1,—-1/3,-1/3,—-1/3,-2/3,1/3,1/3.
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1 0 1
6.5.6a) Manerhilt B= 0 0 1 | mitfp=(x—1)(2%>—z2/2—1/4).
1/41/4 1/2

Somit hat B die Eigenwerte 1, (1 + /5)/4, (1 — v/5)/4. Da 1 ein zweifacher
Eigenwert von A ist, erhalten wir fiir die fehlenden Eigenwerte a,b von A
die Gleichungen 2+1/2 = Spur A = 2+1/24a+bund 3+1/4 = Spur A? =
2+3/4+a?+ b2 Dies liefert a = 1/2,b = —1/2. Also hat A die Eigenwerte
11,1/2,-1/2,(1+ v5)/4, (1 - VB)/4

b) Im ProzeB aus 3.4.9 b) erhielten wir die Ubergangsmatrix A = <E 0 )

C B
mit
0 01 O 0
B = 1(/)2 8 8 1}2 = b i . Dabei ist fp = fp(z — 3). Die Ei-
0 001/2 000 %
001
genwerte von D = | 0 0 0 | seien 0, a,b. Dann folgt 0 = Sp D = a+b und
100

1 =SpD? =a?+ b2 Also ist a = \/Li und b = —\%. Die Eigenwerte von

A sind somit 1,1,0,1/2,1/v/2, —1/y/2. Der die Konvergenzgeschwindigkeit
des Prozesses bestimmende Eigenwert ist (1 4 v/5)/4 im Fall a) und 1/v/2
im Fall b). Wegen (1 + v/5)/4 > 1/4/2 konvergiert der Proze in b) mit
Selektion schneller als der unter a).

6.5.7 a) Fiir s,t € g;U haben wir Zhenga&h = Zhengat,h fiir alle
1,7 = 1,...,k nachzuweisen. Nun ist

D heg;U Gsh = Zhengp(hs_l) = > heg,us—1 P(h) und entsprechend
Zhengat,h = Zhengrl p(h). Wegen s,t € g;U gilt sU = ¢;U = tU.
Daraus folgt Us™' = Ut™!, und daher g;Us™! = g¢;Ut™!. Dies liefert
Zheng Gs,n = Zheng at,h-

b) Man erhélt bi1 = > cyy e, = > cp P(9) = b2z und

bi2 = 3 g1 Geyg = Do yqp P(9) = bo1. Somit hat B = (b;;) die Eigenwerte 1
und es gilt

bit b —1=23%" ;p(9) = > ,caP(9) =2 ,ecP(9)A(9)-

6.5.8 Die Berechnung von a, , = p(7o 1) liefert die angegebene Ubergangs-
matrix. a) Wegen r(A) = 3 hat A die Eigenwerte 1,0,0,0, a, b. Dabei gelten
l1+a+b=Spurd=0und 1+ a?+b? = Spur A2 = 1 + 1/2. Dies leifert
a=b=—1/2.b) Die Komponenten der Partition zu U sind

U= {,(12)},(13)U = {(13),(123)}, (23)U = {(23),(132)}. Damit erhalt
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1/21/2 0

man B = 0 0 1 ].Somithat B die Eigenwerte 1,0 und
1/21/2 0

SpurB—1=-1/2.

6.5.10 Es gilt a, j+1 = ”%jp und a;j,_1 = %q, sowie a;; = %p —i—l%q.

. n 2 n
Wegen a;; > 0 folgt mit 6.5.11, daf z = c(l,ng, (2)2—2, - (nil) gn,l , fl’—n).

7.1.1 a) Die Wohldefiniertheit von [-, -] verlangt (v1 4+ w1, va +wa) = (v1,v2)
fiir alle v; € V und alle w; € W. Dies bedeutet W < VL.

b) Ist 0 = [v1 + W,va + W] = (v1,v) fiir alle vy € V, so gilt v; € V1. Die
Regularitit von [-, -] erzwingt dann V+ = W.

7.1.3 Offenbar gilt (AB,C) = Spur ABC = (A,BC). Sei (A,B) = 0
fir alle B € (K), Dann ist 0 = Spur AE;; = Spurzzvl:1 ap EnFEi; =
Spur >0, ariErj = > p_q akidk; = aj;. Also gilt A = 0. Somit ist (-,-)
regulér.

7.1.4 a) Es gilt U+ = (w) mit (w,w) = 0. Dann ist (w)* = U++ = U.
Sei w,w’ ein hyperbolisches Paar. Wegen (w,w’) = 1 gilt v’ & (w)* = U,
somit V = U & (w'). Da A eine Isometrie ist, folgt fiir alle u € U, daf§
0= (u,w) — (Au, Aw') = (u,w’ — Aw’). Das zeigt Aw’ —w' € Ut = (w),
also Aw’ = w' — cw mit ¢ € K. Fiir alle v = u + aw’ (mit v € U,a € K)
folgt Av = u + aw’ — acw = v + ¢(v, w)w. Ist umgekehrt (w,w) = 0, so gilt
(v1+c(v1, w)w, va+c(vy, w)w) = (v1,v2)+c(vy, w)(vy, w)+c(vy, w)(w,ve) =
(v1,v2). Somit ist die Abbildung Av = v + ¢(v, w)w eine Isometrie.

b) Sei U regulir und Char K # 2. Dann ist V = U L (w) mit UL = (w).
Aus AU = U folgt AUL = U+, somit Aw = aw mit a € K*. Da U~ regulir
ist, ist (w,w) # 0. Daher ist 0 # (w, w) = (Aw, Aw) = (aw, aw) = a*(w, w).
Wegen A # E ist a = —1. Also ist Au = u fiir alle v € U und Aw = —w.
Dies zeigt Av =v — 200.0) ) fiir alle v € V.

(w,w)

¢) Sei nun U nicht regulir. Dann ist UL = (w) < U, also (w,w) = 0. Sei
w,w’ ein hyperbolisches Paar, also w’ ¢ (w)! = U. Somit gilt V = U@ (w').
Fiir alle w € U ist 0 = (u,w’) — (Au, Aw') = (u,w’ — Aw’). Dies heifit
Aw' —w' = cw € Ut = (w). Wegen (w,w’) = (w',w) = 1 gilt auch
0= (w,w) = (Aw', Aw') = 2¢(w,w") = 2c. Wegen Char K # 2 folgt ¢ = 0,
entgegen der Annahme A # E. d) Da U regulir ist, gilt V = U L Ut =
U L (w) mit (w,w) # 0. Wegen Gw € Ut ist Gw = aw mit a € K. Da-
bei gilt 0 # (w,w) = (Gw,Gw) = a(aa)(w,w). Daher ist Gw = aw mit
a(aa) = 1. Man sieht leicht, dal jede solche Abbildung eine Isometrie ist.
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e) Nun gilt wie vorher U = (w)* mit (w,w) = 0, also w € U. Sei wieder
w,w’ ein hyperbolisches Paar. Wie oben folgt V = U @ (w’) und Aw' —w" =
cw € UL. Dabei gilt 0 = (w',w') = (Aw', Aw') = (cw + W', cw + w') =
c(w,w’) + (ac)(w',w) = ¢+ ac. Dann ist Av = v+ ¢(v, w)w fiir alle v € V.
Ist umgekehrt 0 = (w,w) = ¢ + ac, so gilt fiir alle v; € V, dafl
(v1+e(v1, w)w, votc(ve, w)) = (v1, v2)+a(c(ve, w))(v1, w)+c(vy, w)(w,vy) =
(v1,v2) + (v1,w)(w, va)(ac + ¢) = (v1,v2). Somit wird durch

Av = v+ ¢(v, w)w eine Isometrie definiert.

7.3.3 a) Seien W1 = (wy,...,wy,) und Wy = (wi,...,w),) isotrope Un-

m
terrdume von V. Nach 7.3.4 gibt es isotrope Unterrdume W{ = (uq, ..., Up)
und W3 = (u},...,u,,) mit V=W, & W] = Wy & W3 und (w;,u;) =

(wz,uj) = 0;j. Durch Gw; = w}, Gw, = w;, Gu; = u; und Gu, = u; fiir
i=1,...,m wird dann ein G € O(V) mit GW; = W; definiert.

b) Sel V W1 @ Wi wie in a). Sei G € O(V) mit Gw; = 377", a;jw; und
Guk = Z;ll(cklwl + bklul). Es folgt 5jk: = (wj,uk) = (ij,Guk)

(Z;nzl Qi Wi, Yoy (Crwy + b)) = ZTZl ;;by;. Schreiben wir die Matrix

zu (G in der Gestalt <A 0 > so gilt also AB' = F, und somit det < A0 > =

C B C B

det Adet B = 1.
c) folgt unmittelbar aus b).
d) Da Wj isotrop ist, gilt W; < W]-J-. Wegen dim W]-J- =2m —dimW; =
dim W; folgt T/VjL = W;. Daher ist (W + W)t = Wit n W3- = Wi N Wa.
Sei dim(W7 N Ws) = m — r. Dann ist
dim(Wy +Ws) = dim Wi +dim Wy —dim(W;NWa) = 2m—(m—r) = m+r.
Sei W1 + Wy = (Wy N W3) L U mit regulirem U und dim U = 2r. Wegen
W; = (WinWs) L (W;NU) hat U isotrope Unterrdume W;NU der Dimen-
sion r. Wegen dim U = 2r ist ind U = r. Dabei gilt (W1 NU)N (WoNU) =
(WlﬂWg)ﬂU =0, daher U = (WlﬂU)EB(WQOU). Sei WiNU = <w1, e 7’LU,«>.
Dann gibt es v; € U mit (w;,v;) = 055. Ist v; = s; +w} mit s; € W1 NU
und w; € Wo NU, so folgt (w;,w}) = &;;. Somit gilt U = (wy,wy) L

. L {wy,wl). Sei V.= Vy L U. Wir definieren eine Isometrie G von V
durch Gy, = E, Gw; = w}, Gw}, = w;. Dann gilt det G = (—1)". Wegen
WiNWy <UL =V, ist GWy = (W N W) L (w},...,w.) = Wa. Es folgt

_ m (mod 2) falls G € SO(V
dm(WinWa) =m—r=q,, Emod 2§ falls G ¢ SOEV;.
e) Sei 0 # v € V mit (v,v) = 0. Dann gibt es einen isotropen Unter-
raum U von V mit v € U und dimU = 2. Somit gilt V = (wq,w]) L
(w2, wsy) mit hyperbolischen Paaren wq,w] und wy,w) und wy; = v. Sei
w ¢ (wy). Genau dann ist (wy,w) isotrop, wenn (wi,w) = (w,w) = 0.
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DaB heifit einmal w € (wy)* = (wy,wq, wh). Ist w = ajw; + aswy + azwh,
so ist ferner 0 = (w,w) = 2asas, also az = 0 oder ag = 0. Somit liegt
v = wjp nur in den isotropen Unterrdumen (wj,ws) und (wq,ws). Wegen
dim((wq,w2) N (w1, wh)) = 1 liegen (wy,wz) und (wy,wh) nach d) in ver-
schiedenen Bahnen von SO(V'). Die restlichen Aussagen folgen sofort aus
Teil d).

7.3.5 Sei W ein maximaler isotroper Unterraum von V mit U < W. Dann
ist dim W = ind V. Wegen W < U+ ist W/U ein bzgl. [, ] isotroper Un-
terraum von U~ /U. Dies zeigt ind UL /U > dim W/U = indV —ind U. Sei
umgekehrt W’ /U ein maximaler bzgl. [-, -] isotroper Unterraum von U~ /U.
Dann ist W’ isotrop bzgl. (-,-), und es folgt

indU+/U = dimW’'/U = dimW’' — dimU < indV — dimU. Somit gilt
indU+/U =indV —dimU.

7.3.6 Ist dim V ungerade, so hat G trivialerweise einen reellen Eigenwert.
Sei also dimV = n gerade und indV = m ungerade. Nach 5.4.20 gibt
esein U <V mit GU =U und 1 < dimU < 2. Wegen GU = U ist auch
GUL =U+ und GUNU*) = UNUL. Ist dim U = 1 oder dim(UNUL) = 1,
so sind wir fertig. Sei also dimU =2 und UNU* =0 oder U < U*.

Fall 1: Sei U < U+. Durch [wy + U,wy + U] = (wy,ws) fiir wj; € U+ wird
nach Aufgabe 7.1.1 wegen U+ = U auf UL /U ein regulires Skalarpro-
dukt definiert, und wegen Aufgabe 7.3.5 gilt indU~+ /U = indV — dimU =
m — 2 # 0(mod2). Dann ist G mit G(w + U) = Gw + U eine Isometrie
von U /U. Gem#8 Induktionsannahme hat G einen reellen Eigenwert. Nach
dem Késtchensatz ist fz ein Teiler von fg. Also hat auch G einen reellen
Figenwert.

Fall 2: Sei UNU+ =0, somit V = U L U~. Ist U eine hyperbolische Ebene
mit hyperbolischem Paar uy, us, so sind wegen (ziuq + xaug, T1u1 + Taug) =
2x1z9 nur die Vielfachen von u; und wus isotrop. Also gilt Gu; = au; und
Gus = a Yuy oder Gu; = aus und Gusy = a1 uy. Im ersten Fall ist a ein
reeller Eigenwert von G, im zweiten ist G(uy + aug) = u1 + aug. Sei weiter-
hin U von der Signatur (1,1) oder (—1,—1). Sei (1,...,1,—1,...,—1) mit r
Einsen und s Minus-Einsen die Signatur von V. Dann ist n = r 4+ s gerade
und m = ind V' = min(r, s). Also sind 7 und s ungerade. Hat U die Signatur
(1,1), so hat UL die Signatur (r — 2, s). Dann ist ind U1 ungerade. Hat U
die Signatur (—1, —1), so ist ind U+ = min(r, s — 2) ebenfalls ungerade. Per
Induktion hat G auf U™ einen reellen Eigenwert.

7.4.1 Seien ¢, € C. Aus wt(c + ) = wt(c) + wt(¢') — 2| T(c) N T()]
folgt wegen der 4-Dividierbarkeit von C, da 2 | | T(c) N T(c)|. Also ist
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(¢,d)=|T(c)NT()|1 =0.

7.4.4 a) Mit 7.4.13 erhalten wir

0< An—k+2 = (kﬁQ) (q2 —-1- (n —k+ 2)((] - 1)) =

(,"5)(@—1)(g+1— (n—k+2)), woraus die Behauptung unmittelbar folgt.
b) Wegen 7.4.10 ist auch C*+ ein MDS-Code. Da dimC+ = n — k >
n—(n—2)=2ist, folgt ausa) nung>n—(n—k)+1=~k+ 1.

7.4.6 Fiir w € K™ hiingt 3 vexn (—1)") offenbar nur von wt(w) ab, und

wt(v)=j
ist gleich K7'(i), falls wt(w) = i ist. Seien w; € K" mit wt(w;) = 4 fiir
1 =0,...,n. Es folgt

2 ’
03 yerr (Soecl D)7 = X perr 5, ec-1)0)

wt(v)=j wt(v)=j

= Lecec 2 peKn (—1)ete) =570 5 s > vexn (—1)(@sete)
wt(v)=j d(c,c’)=i wt(v)=j
=0 Di Zwvfg;j (—1)ws) = 370 DK (i)

7.5.2 Ist (Sw,w) = —(w,w) < 0, so gilt Sw ~ w, also S € LT. Ist hingegen
(Sw,w) = —(w,w) > 0, so gilt Sw % w, also S & L.

8.2.1 a) Sei dim V' = 2 und seien aq, a2 die Eigenwerte von A mit |as| <
lai| = p(A). Wir wihlen eine Orthonormalbasis von V' derart, dafl A die

Dreiecksmatrix abl c? zugeordnet ist. Dann ist
2
a; 0 T\ a1y _ _ ; i
< b a2> <$2> = (bxl L a2x2> . Wegen |a1| = p(A) =|| A || zeigt dies

|arz1? + [bry + azao|® < || A |? (lo1]? + |22]?) = a1 [*(Jz1|* + |22?). Also
folgt |bxy + aswa|? < |ap|?|ae|? fiir alle 1, 29. Dies erzwingt b = 0, und A
ist normal.

b) Sei B eine nichtnormale Matrix vom Typ (m,m) mit m > 2. Fer-

ner sei a € C mit || B || < |a|. Sel schlieBlich A = <8 g) Dann ist

A nicht normal. Fir v = (Z)) folgt Av = , also | Av ||*=

ax
Bw
jaz|? + (Bw, Bw) < |az*+ || B ||* (w,w) < |a]*(|z[* + (w,w)) = |al*(v, v).
Wegen p(B) <|| B | < |a] folgt p(A) = lal, also || Av ||>< p(A4)% || v ||
Dies zeigt || A || = p(A).

8.2.2 a) Wir bilden die hermiteschen Abbildungen H = AA* = A*A. We-
gen H? = A*2A? ist 0 = (H?v,v) = (Hv, Hv), somit A*Av = Hv = 0.
Daher ist 0 = (A* Av,v) = (Av, Av), somit Av = 0.
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b) Offenbar ist g(A) normal. Ist g(A)? = 0, so folgt mit a), daB8 g(A4) = 0
ist.

c) Sei h = (z—a)?k mit h(A) = 0. Setzen wir g = (z—a)k, so gilt g(A)? =0,
nach b) also auch g(A) = 0. Daher hat m 4 keine mehrfache Nullstelle. Also
ist A nach 5.5.3 diagonalisierbar.

8.2.3 a) Nach 5.4.20 existiert ein Unterraum V5 von V mit AV} < V; und
1 <dimV; < 2. Nach 8.2.6 gilt AVlL < Vﬁ, und die Einschrankung von A
auf Vi* ist wieder normal. Also folgt die Behauptung durch Induktion nach
dim V.
b) Sei dim V; = 2 und sei [vj,,v;,] irgendeine Orthonormalbasis von V. Sei
Avj, = av;, + bvj,, Avj, = cvj, + dvj,. Nach 8.2.2 ist dann
A%, = avj, + cvj,, A*vj, = bvj, + dvj,. Wegen AA™ = A* A folgt

ab ac\ (ac ab
(ea)(Ga)=(ha) (2a)
Dies fithrt zu % = ¢? und ac + bd = ab + cd.
Fall 1: Sei b = —c. Da V; bzgl. A unzerlegbar ist, ist b # 0. Somit folgt
b(—a+d) =b(a —d), also a = d.
Fall 2: Sei b = c. Dann hat

det(zE — <Z Z)) = (z — 4F4)? — (% + b?) reelle Nullstellen. Somit

enthilt V; einen Eigenvektor U;& von A zu einem reellen Eigenwert. Da
die Einschrankung von A auf V; normal ist, folgt V; = (v ) L (v},) mit
A(v},) < (vj,), entgegen der Unzerlegbarkeit von Vj.

8.2.4 Ist A* = f(A) mit einem Polynom f, so gilt A*A = AA*. Sei zuerst
K = C. Nach 8.2.7 gibt es eine Orthonormalbasis [v1,...,v,] von V mit
Av; = ajvj. Wegen 8.2.2 ist A*v; = @jv;. Wir wahlen f € Clz]| vermoge
Interpolation (siehe 5.2.11) so, dal f(a;) = @; fur j = 1,...,n. Dann ist
A* = f(A).

Sei nun K = R. Nach Aufgabe 8.2.3 gehort zu A bzgl. einer geeigneten

Ay

Orthonormalbasis von V' eine Matrix der Gestalt Ag = , WO-

A,
ap by

bei entweder A; = (a;) oder Ay = < b a ) mit by # 0 gilt. Dabei ist
—bi ag

A
Al = . Wir suchen ein Polynom f mit f(A;) = A} Fiir
At

r
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A; = (aj) verlangt dies f = a; (mod (z — a;)). Fiir Ay = ( ak bk) gilt

—bi ag
Al = — Ay + 2a,E. Fiir diese k fordern wir also f = —x + 2ay, (mod fy),
wobei fr = (z — ar)? + b2 das wegen b, # 0 in Rlz] irreduzible cha-

rakteristische Polynom von Ay ist. Die Polynome z — aj, (z — ax)? + by
sind teilerfremd oder gleich. Nach dem chinesischen Restsatz 5.2.10 kénnen
wir daher die simultanen Kongruenzen f = a; (mod(x — a;)) und f =
—z+ 2ay, (mod (z —ay)?+b3) fiir die bendtigten j und k losen. Daher folgt
f(A1) A
f(Ao) = - = Ap.
f(Ar) A;

8.2.8 Sei [v1, ..., v,] eine Orthonormalbasis von V' mit Av; = a;v;. Sei fer-
ner (A+ B)v = cv mit v =377 xjv;. Dann ist Bv = 37 xj(c — a;)v;.
Dies liefert

Syl Ple — 452 = (Bo, Bo) < || B |2 (v,0) = | B |2 Sl |2;/2. Daher
gibt es ein j mit |¢c —a;| <|| B ||

8.3.2 a) Es gilt P = limy_, o P mit

| Pl =1l % 32520 47 || < 4 3255 || A7 < 1. Also'ist || P || < 1, und somit
P = P* nach 8.3.7. Mit 6.2.8 folgt

V =BildP L Kern P = Kern(A — E) L Bild(A — E).

b) Wegen || A* [|=|| A [|< 1 gilt auch P = P* = limj_o Y7y +A* und
daher Kern(A — E) = Kern(A* — E), Bild(A* — F) = Bild(4 — E).

8.3.3 a) Es gilt (A, wv,2) = ((v,v)w, z) = (v,u)(w, z) und (v, Ay u2) =
(v, (z, w)u) = (z,w)(v,u), somit A7 = Ay u.

b) Fiir v € (u)® ist Ay v = 0. Sei w = w' + su mit v’ € (u)L. Dann
ist Aywu = (w,u)w = (u,u)(w + su). Dabei ist (w,u) = s(u,u). Also
gilt Ay u = w” + (w,u)u mit w” € (u)t. Daher hat A, ,, die Eigenwerte

0,...,0, (w,u).

c) Es gilt

(Auwv, Auwv) = (0, w)w, (v, w)w) = |(v, W) *(w,w) <] o [P w ]| w ]
Dies zeigt || Auw || < w |||| w ||. Dabei ist (Auy v, Auw) = (u,u)?(w, w),
somit || Ay || = w|*]] w || Also st || Auw || =1 w |l w .

d) Wir haben A7, ,, Ay w? = Ayo(v,w)w = (v, u)(w,w)u und Ay A7 v =
Ay w(v,w)u = (v, w)(u, w)w. Die Normalitdt von A, ,, fordert insbesonde-
re fiir v = u, daB (u,u)(w,w)u = (u,w)(u,w)w. Somit ist u = aw mit
a € C. Ist u = aw, so folgt andererseits (v, u)(w,w)u = a(v,w)(w, w)au =
(v, w)(u,w)w. Somit ist A3  Ayw = AuwA; . Genau dann ist A hermi-
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tesch, wenn auflerdem der Eigenwert (w,u) = a(w, w) reell ist, wenn also a
reell ist.

8.3.5 Seien b; > ... > b, die Eigenwerte von A*A. Nach 8.3.16 ist || A ||?
=by<bi+...+b, =] A3

a) Sei zuerst | A ||?=]| A ||3. Wegen b; > 0 ist dann by = ... =b,, = 0. Da
die hermitesche Abbildung A* A diagonalisierbar ist, folgt

dimKern A*A > n — 1. Fiir v € Kern A*A gilt (Av, Av) = (v, A*Av) = 0.
Daher ist dim Kern A > dimKern A*A >n — 1 und r(A) < 1.

Sei umgekehrt r(A) < 1. Sei [wy, ..., w,] eine Orthonormalbasis von V' mit
(wi,...,wp—1) < Kern A. Dann ist Aw; =0 fiir j <n — 1. Sei

Aw, =37 bppwy. Es folgt | A ||3=

Spur A4 = S [beal? = (Auwn, Awn) < || A | (wnywn) =|| A [P, also
[ A=Al

b) Ist || A 2= || A ||3, so gilt by = ... = b,. Also hat A*A den n-fachen
Eigenwert b;. Daher folgt A*A = b1 E. Ist 0 = b, =|| A ||?, so ist A = 0.
Dann ist unsere Behauptung mit ¢ = 0 erfiillt. Ist b; = ¢ > 0mit 0 < ¢ € R,
soist U = ¢ 'A wegen U*U = ¢ 2A*A = E unitér.

Sei umgekehrt A = cU mit 0 < ¢ € R und unitdrem U. Dann ist

I A= lc| | U [[=|e|l. Fernerist || A [3=|c|* | U [[5= |e[*Spur U*U =
lc|> Spur E = || A ||? n. In diesem Fall gilt also || A || = \/LR | Allz.

8.3.12 a) Wegen P; = P/ ist || P; [ < 1, also || PP || < Py ||| P2 [ < 1.
Zum Beweis der Existenz von limg_.o(P;P)* muf man nach 6.2.12 nur
zeigen, da3 P; P, keinen von 1 verschiedenen Eigenwert vom Betrag 1 hat.
Sei also Py Pyv = av mit |a] = 1 und v # 0. Wegen || P; || < 1 gilt dann
| Pov | = ]| PrPoo [[=lal [ v [[=]] v [| =[] P || Also ist || Pyv [[=]| v [,
somit v € Bild P5. Aus || v || = || PAPyv ||=]| Piv || folgt ebenso v € Bild Py,
und daher P;Pyv = v. Nun ist P = limg_ (P P2)* eine Projektion mit
|| P || <1.Daherist P = P*. Ist v € Bild P,NBild Ps, so ist P; Pov = v, also
Pv = v. Sei umgekehrt Pv = v. Dann ist v = Pv = PP, Pv = P, Pv. Wie
oben folgt v = Piv = Pyv. Insgesamt zeigt dies Bild P = Bild P; N Bild Ps.
Wegen P* = P folgt schliefllich

Kern P = (Bild P)* = (Bild P,)* + (Bild P;)* = Kern P, + Kern P;.

b) Wegen || (Pi+P) || < 1 haben wir abermals nur zu zeigen, da$§ 1 der ein-
zige Eigenwert von (P, + P») vom Betrag 1 ist. Sei also 1 (Py + P»)v = av
mit [a| = 1 und v # 0. Dann ist 3[(P,v) + (P2v,v)] = a(v,v). Wegen
0 < (Pjv,v) € R folgt a = 1. Somit existiert Q = limj_oo(3(P1 + P»))F,
und es gilt Q2 = Q = Q*. Fiir v € Bild P, N P, gilt Pyjv = Pyv = v, also
Qu = .
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Sei umgekehrt Qv = v. Dannist v = Qu = (P +P2)Qu = 1(P1+P»)v. Aus
2(v,v) = (P1,v) + (Pev,v) und 0 < (Pjv,v) < (v,v) folgt (Pjv,v) = (v,v),
also Pjv = v. Somit ist Bild @ = Bild P, N Bild P,. Wegen Q* = @ folgt wie
in a), da Kern Q = Kern P; + Kern P». Somit ist

8.3.13 Sei P2 =P und 0 # P # E. Sei [v1,...,v,] eine Orthonormalbasis
von V mit Bild P = (v1,...,v,,). Zur Projektion P gehort dann die (n,n)-

i (4 - . _(EA\[(EO
Matrix < 00 > Zu PP* gehort daher die Matrix < 00 > <A O)
—t
<E +0AA 8) . Ist a der grofite Eigenwert von Azt, so ist 1+ a der grofite

Eigenwert von PP*. Also folgt || P ||>= 1+ a. (Ist insbesondere A # 0,
also P # P*, so folgt | P || > 1.) Zu (E — P)*(E — P) gehort die Matrix

0 O 0—A 0 0 —t —t
(—ZtE> <0 E) <0E+AA>.NaCh5.4.6habenAA und A A
dieselben Eigenwerte, abgesehen von der 0. Somit ist a auch der grofite Ei-
genwert von A' A, womit |E-Pl|2=14a=| P |? folgt.

8.4.1 Seien cq, ..., c, die Eigenwerte von AB. Nach 5.4.6 sind dies auch die
Eigenwerte von BA. Dann gilt
i lelP =1 AB |3 (nach 8.4.5 ¢), da AB normal)

= Spur(AB)*(AB)

= Spur(B*A*AB)

= Spur(B*AA*B) (da A normal)
= Spur(A*BB*A)

= Spur(A*B*BA) (da B normal)
= Spur(BA)*(BA) =|| BA]3 .

Nach 8.4.5 c) ist daher BA normal.

8.5.3 b) Sei T' die Diagonalmatrix mit Diagonaleintrégen t;, wobei t; = 1
und ¢; rekursiv durch (tht;l)ij = ¢; definiert sei. Dann hat T—*AT die
behauptete Gestalt.

c) Wir kénnen annehmen, da§ A reell symmetrsich ist. Ist A(x;) = d(z;),
so gilt

a121 + b1xo = dxy, 121 + asxo + boxs = dxo, ..., Ch_1Tn_1 + Qnxy = dxy,.
Ist 21 # 0 vorgegeben, so lassen sich wegen b; > 0 die Werte z», ...,z re-
kursiv bestimmen. Also ist dim Kern(A — cF) < 1. Da A reell symmetrisch
ist, hat jeder Eigenwert von A die Vielfachheit 1.
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9.1.3 Sei T orthogonal mit
1 0 0
T~ 'AT = [ 0 cose sing |.Dannfolgt | A—E |2=| T AT - E ||3
0 —siny cos
= 2((1 — cos p)? +sin® ) = 4(1 — cos p) = 8sin® £.

9.1.9 Ist (v,v) = (w,w), so gilt (v —w,v + w) = 0, nach Voraussetzung
also (A(v —w), A(v + w)) = 0, und somit (Av, Av) = (Aw, Aw). Daher ist
(Av, Av)/(v,v) unabhingig von v # 0. Somit gilt (Av, Av) = b(v,v) mit
b > 0. Dann ist b~ A orthogonal.

9.2.1 a) Sei f € Hom(V,End(V)) mit f, = A,, wobei A,v = u x v. Wegen
(Ayv,w) = (v, —uxw) = (v, ALw) gilt A} = —A,. Offenbar ist f ein Mono-
morphismus von V in S = {A | A € End(V), A* = —A}. Wegen dim S = 3
folgt Bild f = S.

b) Ist Av =u x v mit u # 0, so gilt Kern A = (u). Wegen

Bild A < (u)* und dim Bild A = 2 folgt Bild A = (u)*. Nach 9.2.6 d) gilt
A%v = u x (u x v) = —(u,u)v + (u,v)u. Es folgt A(A% + (u,u)E) = 0.
Wegen A # 0 und A% # —(u,u)E liefert dies ma = fa = x(m + (u,u)).
Aus (Av,w) = (v, —u X w) erhalten wir A* = —A.

c) Es gilt et4u = u. Ist (u,u) = a® # 0, so hat A die Eigenwerte 0, ia, —ia.
Also folgt Spef® = 1 + 't 4 ¢~ =1 4 2cos at.

9.2.2 a) Nach 9.2.6 d) gilt Av = (u X v) X w = (u,w)v — (v, w)u. We-
gen Au = 0 folgt A(A — (u,w)E) = 0. Da 0 # A # (u,w)E ist, folgt
ma = z(z — (u,w)). b) Ist (u,w) = 0, so folgt ma = 22, also fa = 3.
Dann ist Av = —(v,w)u, somit Bild A = (u) und Kern A = (w)*. Wegen
ma4 = x? ist A nicht diagonalisierbar, erst recht nicht normal.

c) Sei (u,w) # 0. Wegen ma = x(z — (u,w)) ist A diagonalisierbar. Ist
Av =0, so folgt u x v € (u)T N (w) = 0. Also gilt Kern A = (u) und somit
fa = z(x — (u,w))?. Wegen dimBild A = 2 und Bild A < (w)* erhalten
wir Bild A = (w)*. Es gilt (v, A*z) = (Av, 2) = (v, (w X 2) X u). Somit ist
A*z = (w x z) x u. Fir (u) = (w) ist also A* = A. Sei A normal, also
(u,w) # 0 und (u)+ = (Kern A)+ = Bild A = (w)*. Dann ist (u) = (w).

9.2.5 a) Wegen der Jacobi-Identitat gilt

D(v1 X vg) = (v1 X v2) X w=—(v2 X w) X v — (W X v1) X vy =

v1 X (v2 X w) 4 (v1 X w) X vy = vy X Dvg + Dvy X va.

b) Sei [e, €2, e3] eine Orthonormalbasis von V mit e; X ea = e3,e2 X e3 =
e1,e3 X e; = ez. Sei D eine Derivation und De; = Z?:l ajrer. Aus Dey =
Dey X e3 + e5 X Deg folgt a1o = —ag; und a1; = age + azz. Analog erhilt



606 Lésungen

man as3 = —asgs, Gz = 33 + A11,0d31 = —a13,033 = a11 + A29. Dies liefert
a11 = ags = azz = 0. Also ist D eine schiefsymmetrische Matrix zugeord-
net. Ist S der R-Vektorraum aller Derivationen auf V', so folgt dim S < 3.
Andererseits liefert w — D,, mit D,v = v X w einen Monomorphismus von
V in S. Also hat jede Derivation die Gestalt D,,.

9.3.3 Nach 9.3.2 d) gilt a®>—S(a)a+eg = 0. Wegen a # +eq ist 2% —S(a)x+1
irreduzibel. Daher ist m4 = 2 — S(a)z + 1. Da nach 5.5.8 jeder irreduzible
Teiler von f4 auch ein Teiler von my ist, folgt fa = (22 — S(a)z + 1)2.
Da A keinen Eigenwert £1 hat, hat die Normalform von p(a, ¢p) die Gestalt
<D(s0) 0
0 D(y)
2 Spur D(p) = 4 cos ¢ folgt cosp = ap.

), denn ¢ ist durch S(a) festgelegt. Aus 4ag = Spur p(a, eg) =
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