3. Matrizen

Vorbemerkungen

Bisher haben wir uns im Wesentlichen mit der Untersuchung von grundsétz-
lichen Eigenschaften bei Vektorrdumen und linearen Abbildungen sowie der
hiermit verbundenen Konstruktionen beschiftigt. Wir wollen nun verstérkt auf
den rechnerischen Standpunkt eingehen und in diesem Kapitel zeigen, wie man
konkret gegebene Probleme der Linearen Algebra in effektiver Weise rechnerisch
16sen kann. Im Zentrum stehen hier Matrizen und das so genannte Gaufsche
Eliminationsverfahren, insbesondere in der Version zur Losung linearer Glei-
chungssysteme.
Als Beispiel gehen wir von der folgenden geometrischen Situation aus:

Gegeben seien zwei Geraden G,G’ C R?, wobei G durch die (verschiedenen)
Punkte P;, P, € R? festgelegt sei und entsprechend G durch die (verschiedenen)
Punkte P/, Py € R?. Man untersuche dann in Abhéngigkeit von Py, P, P}, Py,
ob G und G’ Schnittpunkte, also gemeinsame Punkte, besitzen und, wenn ja,
wie sich diese aus den Punkten Py, P, P/, Py berechnen lassen. Wie wir bereits
in den Vorbemerkungen zu Kapitel 1 gesehen haben, gelten fiir G und G’ die
Parametrisierungen

G={P+tP—-DP);teR}, G ={P +t(Py— P)); t eR},

und ein Schnittpunkt S € G N G’ ist offenbar dadurch charakterisiert, dass es
Parameter ¢, € R mit
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P +t(P,—P)=S=P +t(Py,— P))

gibt. Mit anderen Worten, zur Ermittlung der Schnittpunkte von G und G’
haben wir alle Paare (¢,t') € R? zu bestimmen, die der Gleichung

(%) HPy— P) +t(P{ = Py) =P = P
geniigen, oder, in Komponentenschreibweise mit

Pz—Plz((1117(¥21)7 P{—PQIZ(Oé12~,0422), P{_Plz(ﬁhﬂZ)a
die den Gleichungen

tong + t'ons = By
tagr + o = [

(%)

geniigen. Es ist also ein Gleichungssystem bestehend aus 2 Gleichungen mit
den beiden Unbekannten ¢ und ¢’ und den gegebenen Konstanten «;;, 3; € R zu
16sen. Dabei handelt es sich um ein lineares Gleichungssystem, womit wir mei-
nen, dass die Unbekannten ¢,¢" separiert in hochstens erster Potenz auftreten.

Um die Gleichung (%) zu lésen, nehmen wir zunéchst einmal an, dass die
beiden Vektoren P,— P, und P| — Pj linear abhingig sind, was in diesem Fall zur
Folge hat, dass jeder der beiden Vektoren ein skalares Vielfaches des anderen
ist; geometrisch bedeutet dies, dass G und G’ parallel sind. Es ist also P| — P,
ein skalares Vielfaches von Py — Py, etwa P] — Py = v(P, — Py), und wir kénnen
die Gleichung (%) zu

umschreiben. Somit ist die Existenz von Losungen ¢t dquivalent zu P| € G,
was aber dann bereits G = G’ impliziert. Es kénnen daher lediglich folgende
Fille auftreten, die sich gegenseitig ausschlieflen:

1. P, — P, und P — P} sind linear abhingig, G = G'.
2. P, — Py und P| — Py sind linear abhiingig, G # G'; dann gilt GN G’ = .

3. P,— Py und P{— P sind linear unabhéngig; dann besitzen G und G’ genau
einen Schnittpunkt (was anschaulich klar ist), den wir sogleich berechnen
wollen.

Wir nehmen nun also gemif} 3. an, dass die Vektoren P, — Py = (a1, az1) und
P| — Pj = (a2, ai2a) linear unabhdngig sind. Insbesondere gilt P, — Py # 0, und
es sei etwa ay; # 0. Dann kénnen wir das System (xx) in dquivalenter Weise
umformen, indem wir das 22'-fache der ersten Gleichung von der zweiten sub-
trahieren, so dass wir in der zweiten Gleichung die Unbekannte ¢ “eliminieren”:

taq + t/(hg = ﬁl

(53]
t' (a0 — aiz) = B2 —
an a1y

Q2

B
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Nun gilt aber agy — gﬂam # 0, denn anderenfalls wiirde sich

Q12 012
Q12 = 11, Qg2 = Q21
a1l a1l
ergeben, und P; — P, wére linear abhingig von P, — P;, was aber unserer
Annahme widerspricht. Somit kénnen wir die zweite Gleichung weiter dquivalent
umformen zu -
v Pa—onBr anfe—amnf

Q21
Q22 — L &

b
12 Q110 — Q21002

und wir erhalten aus der ersten Gleichung

- 1 a1y — an _ Bragy — Bacuia
t= (51 — 012 ) =

aqq Q1102 — Q212 QG — (2102

Dabei haben wir unter der Annahme von a7 # 0 die Gleichungen in dquivalen-
ter Weise umgeformt, so dass ¢,¢" auch tatséichlich Losungen von (xx) sind. Es
bleibt nun aber noch der Fall a1; = 0 zu betrachten. In diesem Fall ist allerdings
a1 # 0, und wir kénnen eine entsprechende Rechnung unter dieser Annahme
machen. Das Ergebnis fiir ¢,¢' lasst sich formal aus dem vorstehenden ableiten,
indem wir in den Vektoren (a1, aa1), (a2, ane), (81, B2) jeweils die Reihenfolge
der Komponenten vertauschen, was einer Vertauschung der beiden Gleichungen
des Systems (*x) entspricht. Da sich aber das vorstehende Ergebnis bei dieser
Vertauschung nicht dndert, wie man leicht feststellt, erhalten wir

_ Prags — Pacuig = anfy — anh

t R =
Q11009 — 21002 Q1109 — Q21002

als Losung der Gleichung () bzw. des linearen Gleichungssystems () im Falle
nicht-paralleler Geraden G,G’. Insbesondere besteht G N G’ aus genau einem
Schnittpunkt, und dieser berechnet sich zu

S=P + Pragy — Bacuig (P2 . P1) _ P1/+ anfy —anh (PQ' _ Pll)»
Q11022 — Q212 Q1Qey — Q2102
jeweils als Punkt von G bzw. G'.

In ahnlicher Weise fithrt das Problem, den Schnitt zweier Ebenen im R3,
oder allgemeiner, den Schnitt zweier affiner Unterrdume im K" zu bestimmen,
auf ein lineares Gleichungssystem. Im ersten Falle handelt es sich beispiels-
weise um ein System von 3 Gleichungen mit 4 Unbekannten, von denen im
Allgemeinfall eine frei wéhlbar ist, so dass der Schnitt dann als Gerade parame-
trisiert wird. Im zweiten Fall hat man ein System von n Gleichungen mit r + s
Unbekannten zu betrachten, wobei r und s die Dimensionen der betrachteten
affinen Unterrdume im K™ sind.

Aber auch direkte Fragen iiber Vektoren in Vektorrdumen kénnen auf linea-
re Gleichungssysteme fithren. Uber einem Kérper K betrachte man beispiels-
weise Vektoren a; = (g, ..., ) € K™ i =1,...,r, und teste, ob diese linear
abhéngig sind. Wir miissen dann also feststellen, ob es Elemente t4, ..., € K
gibt, die nicht alle verschwinden, so dass
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tlal—o—...—l—traT:O

gilt, oder, nach Ubergang zu den einzelnen Komponenten, ob das lineare Glei-
chungssystem

t1a11+ oot trOllr =0
t10521+ oot tTOQT =0

tl()én1+ oot tranr =0

eine nicht-triviale Losung t1,...,t. € K besitzt. Alternativ konnen wir eine
lineare Abbildung f: K" — K™ betrachten, welche die kanonische Basis be-
stehend aus den Einheitsvektoren ey, ..., e, € K" auf Vektoren ay,...,a, € K"
abbildet, und danach fragen, ob ein gegebener Vektor b = (f1,...,3,) zum
Bild von f gehort, also zu dem Unterraum, der von den Vektoren a; = f(e;),
i=1,...,r erzeugt wird. Zu testen ist daher, ob die Gleichung

t1a1+...+tTaT :b,
bzw. fir a; = (1, ..., i), t = 1,..., 7, ob das lineare Gleichungssystem

tan+... +tar = 6
tiaor+ ...+ tag, = o

hamt... +an = Bn

eine Losung zuldsst.

Die Anordnung der Koeffizienten in obigem Gleichungssystem legt es nahe,
die Vektoren ay, ..., a,,b nicht mehr als Zeilen-Vektoren zu schreiben, sondern
als Spalten-Vektoren, also

a1y Qpp 51
ay = ’ ey Ay = ) b= :

Qi Qe ﬁn

Im Ubrigen werden wir das rechteckige Koeffizientenschema

a1 ... Qqp

Qo1 ... Qop
A= (ah . 7ar) =

Ap1 ... Qpp

betrachten und dies als Koeffizientenmatriz des Gleichungssystems bezeichnen.
Wir entschliefen uns auch, die Unbekannten ¢4, ..., ¢, zu einem Spalten-Vektor
zusammenzufassen, und konnen dann das obige lineare Gleichungssystem, dhn-
lich wie im Falle einer Gleichung mit einer Unbekannten, in der iibersichtlichen
Form
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Q117 ... Oy tl 61

Qo1 ... Qop . .
t

Ap1 ... Qpp r Bn

schreiben, wobei das Produkt der Koeffizientenmatrix mit dem Vektor der Un-
bekannten durch

T
- Qar t > i gty
Qo1 ... Qogp _ .
. - . . S
Op1 ... Olpy T Z]zl nyvy

definiert wird. Nach wie vor lautet das Gleichungssystem dann

r
E Oéijtj:ﬁiy Z:].,...,Tl,
j=1

wobei wir, wie hier geschehen, die Koeffizienten a;; in Zukunft immer links von
den Unbekannten ¢; schreiben werden.

Die Bedeutung von Matrizen als rechteckige Koeffizientenschemata ist nicht
auf lineare Gleichungssysteme beschrénkt. Matrizen treten in der Linearen Al-
gebra iiberall dort auf, wo es darum geht, Skalare zu katalogisieren, die von
zwel Index-Parametern abhéngen. So betrachte man etwa eine lineare Abbil-
dung f: V — W zwischen K-Vektorrdumen V, W mit Basen X = (z1,...,z;)
und Y = (yi1,...,yn). Esist f dann vollsténdig charakterisiert durch die Bilder
f(x1),..., f(z,) der Basis X. Jedes dieser Bilder f(z;) wiederum ist vollstandig
durch die Angabe seiner Koordinaten beziiglich Y charakterisiert, d. h. der Ko-
effizienten vy, . .., o € K, die man benétigt, um f(z;) als Linearkombination
der Basis Y darzustellen, etwa

f(*rj)zzaijyi, j=1,...,r
i=1

Somit ist f eindeutig charakterisiert durch die Angabe der Matrix

@11 ... Oy

Qg1 ... Qo
Af,X,Y = )

Qp1 -.. Qpp

und man nennt dies die Matrix, die f beziiglich der Basen X von V und Y
von W beschreibt. Die Korrespondenz f —— Ay xy besitzt sehr gute Eigen-
schaften, wie wir noch sehen werden. Beispielsweise lisst sich der Ubergang von
einem Vektor € V zu seinem Bild f(z) € W auf dem Niveau der Koordinaten
beziiglich X bzw. Y als Multiplikation von Ay xy mit dem so genannten Ko-
ordinatenspaltenvektor von z beziiglich X interpretieren. Weiter entspricht die
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Komposition linearer Abbildungen bei Verwendung geeigneter Basen dem noch
zu definierenden Produkt der beschreibenden Matrizen.

Im Spezialfall V' = W und f = id stellt die Matrix A;q xy gerade diejeni-
gen Koeffizienten bereit, die man benétigt, um die Elemente der Basis X als
Linearkombinationen der Basis Y darzustellen. Insbesondere sehen wir, dass
der Wechsel zwischen verschiedenen Basen eines Vektorraums ebenfalls mittels
Matrizen beschrieben wird. Ein weiteres Anwendungsfeld fiir Matrizen stellen
die in Kapitel 7 zu behandelnden Skalarprodukte dar.

Wir studieren in diesem Kapitel zunéchst die Korrespondenz zwischen li-
nearen Abbildungen f und den zugehorigen beschreibenden Matrizen Ay xy
genauer. Sodann besprechen wir das Gaufische Eliminationsverfahren, und zwar
zuerst als Verfahren, welches mittels so genannter elementarer Zeilenumformun-
gen den Zeilenrang einer Matrix bestimmt, d. h. die Dimension des von den
Zeilen der Matrix erzeugten Vektorraums. In analoger Weise lésst sich der Spal-
tenrang einer Matrix betrachten. Es ist leicht einzusehen, dass dieser im Falle
einer Matrix Ay xy, die zu einer linearen Abbildung f gehort, mit dem Rang
von f, also der Dimension des Bildes von f, {ibereinstimmt. Dass der Spalten-
rang einer Matrix stets auch mit deren Zeilenrang iibereinstimmt, ist hingegen
ein nicht-triviales Resultat.

Als Néchstes behandeln wir die Invertierbarkeit von (quadratischen) Matri-
zen. Eine quadratische Matrix A heifit invertierbar, wenn es eine quadratische
Matrix B mit A- B = B- A = E gibt, wobei E die so genannte Finheitsmatriz
bezeichnet, deren Diagonaleintréige alle 1 sind und die ansonsten nur aus Nul-
len besteht. Wir werden insbesondere sehen, dass die Eigenschaft einer linearen
Abbildung, ein Isomorphismus zu sein, auf der Seite der Matrizen der Invertier-
barkeit entspricht. Im Ubrigen verwenden wir das GauBsche Eliminationsver-
fahren, um konkret gegebene Matrizen auf Invertierbarkeit zu iiberpriifen und,
falls moglich, zu invertieren. Es folgt die Interpretation invertierbarer Matrizen
im Rahmen von Basiswechselmatrizen.

Schliellich kommen wir dann noch ausfiihrlich auf lineare Gleichungssyste-
me zu sprechen. Wir ordnen diese in den Zusammenhang linearer Abbildungen
ein und zeigen insbesondere, wie man die Losung konkret gegebener Gleichungs-
systeme mittels des Gauflschen Eliminationsverfahrens formalisieren kann.

3.1 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir hatten bereits in Abschnitt 2.1 gesehen, dass man mit Hilfe von Matrizen
lineare Abbildungen definieren kann und dass man umgekehrt lineare Abbil-
dungen beziiglich gewdhlter Basen durch Matrizen beschreiben kann. Dieser
Sachverhalt soll in diesem Abschnitt genauer studiert werden. Wie immer sei
K ein Korper.

Definition 1. Es seien m,n € N. Eine (m x n)-Matrix mit Koeffizienten
aus K ist ein System von Elementen o;; € K, welches durch die Bedingung
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(1.) € {(L-...m}  {L,.....n} parametrisiert wird, also
o1 ... Qg

A = (O[U)zzl,...,m =
j=1,...n Al oo QU

Dabei heifit i der Zeilenindex und j der Spaltenindex wvon A; man sagt, A
bestehe aus m Zeilen und n Spalten. Fir m = 0 oder n = 0 ist A eine so
genannte leere Matriz'.

Wir bezeichnen die Menge aller (m x n)-Matrizen mit K™*". Dabei lisst
sich K™*" unter der Zuordnung

a1 ... Oqp
(a11a~~~7a1n7a217~~~7a2n7~--7am17-~~7amn)

A1 oo Omn

mit K™" identifizieren. Insbesondere konnen wir K™*" ebenso wie K™", als
K-Vektorraum auffassen. Damit ist fiir Matrizen

A= (oij)ijs B=(0i)i; € K™
deren Summe gegeben durch
A+ B = (oij + Bij)ijs
sowie das Produkt von A mit einem Skalar A € K durch
A = (Aayj)ij

Das Nullelement 0 € K™*™ ist die so genannte Nullmatriz, deren Koeffizienten
a;; sdmtlich verschwinden. Insbesondere ergibt sich als negatives Element zu
einer Matrix A = (a;);; € K™*" die Matrix —A = (—a;);;. Die kanonische
Basis von K™*" wird gegeben durch die Matrizen

Eij = (51'#(%1,)”:%7“"771, 1= 1, cee, M, J= 1, ey,
v=1,...,n

wobei E;; genau am Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte eine 1
stehen hat und ansonsten aus lauter Nullen besteht. Beispielsweise gilt fiir eine

Matrix (a;);; € K™

i=1,...m
Jj=1,..,n

L Zur Vermeidung von Sonderfillen im Zusammenhang mit linearen Abbildungen ist es
praktisch, leere Matrizen nicht von den Betrachtungen auszuschlieSen. Wir werden insbeson-
dere fiir m = 0 leere Matrizen unterschiedlicher Spaltenanzahlen n betrachten, sowie im Falle
n = 0 leere Matrizen unterschiedlicher Zeilenanzahlen m.
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Im Zusammenhang mit Matrizen ist es iiblich, Vektoren a € K™ nicht wie

bisher als Zeilen-Vektoren a = (ay, ..., ay,) zu schreiben, sondern als Spalten-
Vektoren:
aq
a =
Om
Insbesondere kann man aus n solchen Vektoren aq,...,a, € K™ eine Ma-
trix A = (a1,...,a,) € K™ aufbauen. Ist W ein endlich-dimensionaler

K-Vektorraum mit Basis Y = (y1,...,Ym), so besitzt jedes a € W eine Dar-
stellung a = Y., oyy; mit eindeutig bestimmten Koeffizienten oy € K. Wir
bezeichnen
aq
ay = c K™
am

als den zu a € W gehorigen Koordinatenspaltenvektor beziglich der Basis Y
von W.

Bemerkung 2. Es sei W ein K- Vektorraum mit Basis Y = (y1,...,Ym). Dann
ist die Abbildung

Ky: W — K™, av+— ay,

ein Isomorphismus von K- Vektorrdumen.

Beweis. Man priift sofort nach, dass xy linear ist und die Basis Y von V auf
die kanonische Basis von K™ abbildet. Somit ist ky notwendigerweise ein Iso-
morphismus. O

Unter Verwendung von Koordinatenspaltenvektoren kénnen wir die bereits
in Abschnitt 2.1 angedeutete Zuordnung einer Matrix zu einer linearen Abbil-
dung in einfacher Weise charakterisieren:

Definition 3. Es seien V, W K-Vektorriume mit Basen X = (x1,...,%y)
von V sowie Y = (y1,...,Ym) von W. Ist dann f:V — W eine K-lineare
Abbildung, so heifit

A=Arxy = (f(@)y, ..., [(za)y) € K™
die zu f gehorige Matrix beziiglich der Basen X und Y.
Die zu f gehorige Matrix Ay x y besteht also gerade aus den Koordinaten-
spaltenvektoren beziiglich Y, die sich aus den Bildern f(x1),..., f(x,) der Basis

Z1,...,%, von V ergeben. Um Ay yy in expliziter Weise aufzuschreiben, stelle
man also die Bilder von z1,...,x, mit Hilfe der Basis Y dar, etwa

f(x]):zauyu j:L"'7m>
i=1
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und es folgt dann:

Q11 ... Oqp

Arxy =

Am1 - Omp
Beispielsweise ist die zur Nullabbildung 0: V' — W gehérige Matrix Ao xy
gerade die Nullmatrix 0 € K™*". Betrachtet man andererseits fiir V' = W und
X =Y die identische Abbildung id: V' — V, so ist die zugehorige Matrix
Aija x,x die so genannte (m x m)-Einheitsmatriz:

100 ... 0
010 ...0

E :Em (5ij)l]:1 ..... m — 001 ...0 € Kmxm
000 ...1

Wir wollen nun die Zuordnung f +—— Ay xy genauer untersuchen und erin-
nern daran, dass die Menge aller K-linearen Abbildungen eines K-Vektorraums
V in einen K-Vektorraum W wiederum einen K-Vektorraum bildet, der mit
Hom g (V, W) bezeichnet wird. Die Summe zweier Elemente f, g € Homg (V, W)
ist definiert durch (f + g)(a) = f(a) + g(a) und das skalare Vielfache von f mit
einem Element o € K durch (af)(a) = af(a), jeweils fir a € V.

Satz 4. FEs seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit gegebenen
Basen X = (z1,...,2,) und Y = (y1,...,Ym). Dann ist die Abbildung

V: Homg(V,W) — K™, fr—Arxy,

ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. Wir priifen zundchst nach, dass ¥ K-linear ist. Dabei verwenden wir
den Isomorphismus W — K™, a —— ay, und benutzen insbesondere, dass
diese Abbildung K-linear ist. Fiir f, g € Homg(V, W), a € K gilt
Aprgxy = ((F+9) @)y, (f + 9)(@n)y)
= (f(xl)Y +g(x)y, ..., fl@n)y + g(xn)Y)
= (f@)y, - [l@)y) + (9(@)y, - g(zn)y)
=Arxy +Agxy,

sowie

Apxy = ((@f) @)y, (af)(zn)y)
= ((alf(@1))y:- - (alf(@a)y)
= (a(f@)y - a(f(za)y)
= Oé(f(ld)% cee f(ifn)y)
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also U(f +g) =¥(f) +¥(g), ¥(af) = a¥(f), d. h. ¥ ist K-linear. Weiter ist
¥ injektiv aufgrund von 2.1/7 (i) und surjektiv aufgrund von 2.1/7 (ii). O

Korollar 5. Fir endlich-dimensionale K-Vektorrdume V,W gilt

dimg Homg (V, W) = dimg V - dimg W.

Als Néchstes wollen wir das Produkt von Matrizen definieren und zeigen,
dass dieses der Komposition linearer Abbildungen entspricht. Fiir natiirliche
Zahlen ¢,m,n € N kann man Matrizen A € K™ mit Matrizen B € K™*"
multiplizieren und erhilt dabei Matrizen aus K", und zwar ist fiir

----------

Das Produkt kann also nur dann gebildet werden, wenn die Spaltenanzahl von
A gleich der Zeilenanzahl von B ist. Ein einfacher Fall eines Matrizenprodukts
liegt vor, wenn man eine Zeile aus K™ mit einer Spalte aus K™*! multipliziert:

B
(alw--aam)' :(alﬁ1+---+amﬁm)
B

Es entsteht eine (1 x 1)-Matrix, wobei wir diese unter Fortlassen der Klammern
mit dem entsprechenden Element von K identifizieren wollen. So kann man
sagen, dass fiir Matrizen A € K™ B € K™" das Produkt A - B = (yig)ir
aus allen Produkten von Zeilen von A mit Spalten von B besteht, und zwar ist
das Element ~;;, in der i-ten Zeile und k-ten Spalte von A- B gerade das Produkt
der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B. Andererseits beachte man,
dass das Produkt einer Spalte aus K%' mit einer Zeile aus K™ eine Matrix
aus K" ergibt:

(651 Oélﬁl Ollﬁn
'(ﬁl)'"aﬁn): .

Qy afﬂl alﬁn

Bemerkung 6. Das Matrizenprodukt ist assoziativ, d. h. fiir m,n,p,q € N und
Matrizen A € K™" B e K™P C € KP*? gilt stets

(A-B).-C=A-(B-C).
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Beweis. Mit

erhalt man

(A . B) -C = <Z Oéijﬂjk) -C= (Z Z a2]ﬁ7k7kl) )
Jj=1 ik il

k=1 j=1

A- (B . C) =A. <Z /ij’}/kl) <Z Z azgﬂjk7k1> )
k=1 7l il

Jj=1 k=1

also wie gewiinscht (A-B)-C=A-(B-(C). O

Wir wollen nun Matrizen im Sinne linearer Abbildungen interpretieren.
Zunéchst ist festzustellen, dass jede Matrix A = (oy;);; € K™ " Anlass zu
einer Abbildung

f: K" — K™, r— A-x,

gibt, wobei wir K™ mit K™*! und K™ mit K™*! identifizieren. In ausfiihrlicher
Schreibweise lautet die Abbildungsvorschrift

& > g

én > i1 Qg
und man sieht unmittelbar, dass f K-linear ist. Es ist A offenbar gerade die im
Sinne von Definition 3 zu f gehorige Matrix, wenn man in K™ und K™ jeweils
die aus den Einheitsvektoren bestehende kanonische Basis zugrunde legt. Wir

wollen zeigen, dass dieses Beispiel in gewissem Sine schon den Allgemeinfall
beschreibt:

Satz 7. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen
V und W mit Basen X = (z1,...,2,) und Y = (y1,...,Ym). Dann gilt fir
aeV

f(a)Y = Asxy - ax.

Beweis. Hat man Ay xy = (o;);; und ax = (&), so gilt

m
j)zzaijyi7 jzla'~~7na
=1

sowie a = » 7, ;. Dies ergibt

=Y Gf) =D 6> gy =Y (O ayéu,
j=1 j=1 =1

i=1 j=1

also wie gewiinscht f(a)y = Ay xy - ax. O
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Die Formel aus Satz 7 lasst sich insbesondere auf den Fall V' = W und
die identische Abbildung id: V' — V anwenden. Sie beschreibt dann einen
Basiswechsel und zeigt, wie sich Koordinatenvektoren beziiglich der Basis X in
solche beziiglich der Basis Y umrechnen lassen:

ay = Aid,x,y sax

Um die Aussage von Satz 7 noch etwas genauer zu interpretieren, fithren
wir die Abbildungen kx: V — K" a+— ax, und ky: W — K™, b+ by,
ein, welche einem Vektor jeweils den zugehorigen Koordinatenspaltenvektor zu-
ordenen; kx, Ky sind nach Bemerkung 2 Isomorphismen von K-Vektorrdumen.
Weiter sei f: K» — K™ gegeben durch z —— Ay yy - . Dann besagt die
Formel in Satz 7 gerade:

Korollar 8. In der vorstehenden Situation ist das Diagramm

v L w
ZJ(KX ZJ/KY
7

K" —— K™
kommutativ.

Fassen wir daher die Abbildungen xx, ry als Identifizierungen auf, so geht
fin f iiber und ist nichts anderes als die Multiplikation mit der Matrix Ay x v

Als Néchstes wollen wir zeigen, dass das Matrizenprodukt als Komposition
linearer Abbildungen interpretiert werden kann.

Satz 9. Es seien U, V,W K-Vektorraume mit Basen X, Y, Z. Fiir lineare Ab-
bildungen f: U — V und g: V. — W gilt dann

Agorx,z = Agyv,z - Apxy

Beweis. Auch diese Formel ist leicht nachzurechnen. Gelte
X:(.’Eh...,.’En), Y:(y17~--aym)7 Z:(Zh...,Zg)

sowie

1,...,0 -
1,....m

seeey

Arxy = (r)j=1,..m,  Agyz = (Bij)i=
k=1,...,n j=

Dann folgt f(zx) = E’Jn:l ajpy; fir k=1,...,n und somit
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go flae) = aug(y;)
j=1

m 14
= E Qjk E Bijzi
j=1 i=1
m

[
= Z(Z 6ijajk) * Ziy

i=1 j=1

also

=1

m
Agorx,z = (Z @'j%k) =Agyvz-Arxy,
ik

wie gewiinscht.

Wir kénnen den Beweis aber auch anders fithren und uns dabei jegliche
Rechnung ersparen. Man hat ndmlich nach Korollar 8 ein kommutatives Dia-
gramm

v . v 2w

o

Kr Lo gm S gt

wobei f durch  — Ay xy -2 und § durch y — A,y -y erklirt ist. Mit
Bemerkung 6 sieht man dann, dass Ay x,z und Agyz - Ay xy zwei Matrizen
sind, die die K-lineare Abbildung g o f bezliglich der Basen X und Z beschrei-
ben. Mit Satz 4 ergibt sich daraus Agof,X,Z = Ag_’yyz . Afyx’y. O

Wir wollen abschliefend noch einige Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen
auflisten, die sich leicht durch direkte Verifikation nachrechnen lassen; vgl. auch
Bemerkung 6. Sei @ € K und seien A, B, C' Matrizen mit Koeffizienten aus K.
Weiter bezeichne 0 eine Nullmatrix und E eine (quadratische) Einheitsmatrix.
Dann gelten die Formeln

A+ B=B+A,
A+0=A4,
EA—A, BE-=B,
(«A)B = A(aB) = a(AB),
A(B+C)=AB+ AC,
(A+ B)C = AC + BC,
(AB)C = A(BC),

wobei wir in den einzelnen Gleichungen verlangen, dass die Zeilen- bzw. Spal-
tenanzahlen so gew#hlt sind, dass die aufgefithrten Summen und Produkte auch
gebildet werden konnen. Mit Matrizen kann man daher, was die Addition und
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Multiplikation angeht, (fast) wie gewohnt rechnen. Allerdings darf man in ei-
nem Produkt A - B die Faktoren nicht vertauschen, selbst dann nicht, wenn fiir
Matrizen A, B die Produkte A - B und B - A beide erklart sind; man betrachte
etwa den Fall einer Zeile A und einer Spalte B, jeweils mit n Komponenten.
Sogar fiir quadratische Matrizen, also solche, bei denen die Zeilenzahl mit der
Spaltenzahl iibereinstimmt, ist das Produkt A - B im Allgemeinen verschieden
von B - A, wie man an einfachen Beispielen nachpriifen kann.

Aufgaben

1. Man berechne die Produkte AB und BA fiir die Matrizen

(1 2 (20 2%2
a=(3 4) 5=(3 ) em=

2. Man wihle in den angegeben K-Vektorrdumen V eine kanonische Basis X und
bestimme zu den linearen Abbildungen f : V' — V jeweils die zugehorige Matrix
Af,X’X.

(i) V=R? K =R, f Drehung um 90° im mathematisch positiven Sinne.
(ii) V =R2, K =R, f Spiegelung an der Geraden y = .
(iii) V =Q(v2), K = Q, f Multiplikation mit a + $v/2, wobei a, 8 € Q.

3. Es sei K ein Korper. Man zeige, dass die Abbildung

f: K — K22, x'—)((lj 313>

injektiv ist und fiir z,y € K die Beziehung f(z +y) = f(z) - f(y) erfiillt.

4. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorrdumen mit rg f = r. Man zeige: Es existieren Basen X von V und Y
von W, so dass die zu f gehorige Matrix Ay xy die folgende Gestalt besitzt:

E, 0
Apxy = < 0 0)

Dabei bezeichnet E, die (r x r)-Einheitsmatrix, sowie 0 jeweils geeignete Null-
matrizen.

5. Fiir my,ma,n1,n2 € N — {0} betrachte man Matrizen

Ae KmMmxm  Be Km™X™ (e K™*™M,  De K™
E c KT“XT’ F c Kn2><7‘

A B\ (E\ (AE+ BF

¢ D)\F) \CE+DF)’
wobei man diese Gleichung in nahe liegender Weise als Gleichung zwischen Ma-
trizen in K(m1+m2)xr auffasse.

und zeige
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6. Essei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f: V' — V ein Endomor-
phismus. Man zeige:

(i) Es existiert genau dann ein nicht-trivialer linearer Unterraum U C V mit

f(U) C U, wenn es in V eine Basis X gibt mit Af x x = (%] I;)

(ii) Es existieren genau dann nicht-triviale lineare Unterrdume Uy, Us C V mit
V =U,® U und f(U;) C U; fiir i = 1,2, wenn es in V eine Basis X gibt

mit Af,X,X = <|§| I%)

Dabei bezeichnen die Symbole 0 jeweils eine Nullmatrix geeigneten Typs, [ nicht-
leere quadratische Matrizen, sowie * eine geeignete rechteckige Matrix, jeweils mit
(unspezifizierten) Koeffizienten aus K.

7. Es sei V ein nicht-trivialer K-Vektorraum mit Basis X und f: V — V ein
Endomorphismus, so dass gilt:

01 11 1
0 11 1
00 1 1
Apxx =
0000 1
0000 0

Man berechne dimg (ker f).
8. Es sei £ € K™*™ m > 1, die Einheitsmatrix und N = (a;j)ij=1,..m € K"*™
eine Matrix mit a;; = 0 fiir 4 > j. Man zeige:
(i) N™ = 0.
(ii) Die Matrix B = E + N ist invertierbar, d. h. es existiert eine Matrix C

in K™ mit BC = CB = E. (Hinweis: Man versuche, die Formel fiir die
geometrische Reihe zu verwenden.)

3.2 Das Gaufische Eliminationsverfahren und der Rang
einer Matrix

Es sei A = (wj)i; € K™ eine (m x n)-Matrix und
f: K" — K™, x — Ax,

die durch A definierte lineare Abbildung. Wie wir in Abschnitt 3.1 bemerkt
haben, ist A die zu f gehorige Matrix, wenn man in K™ und K™ jeweils die
aus den Einheitsvektoren bestehende kanonische Basis zugrunde legt. In Ab-
schnitt 2.1 hatten wir den Rang einer linearen Abbildung f als die Dimension
des Bildes im f erklért. In unserer konkreten Situation wird das Bild im f von
den Bildern f(ey),..., f(e,) der kanonischen Basis ey, ..., e, von K™ erzeugt,
also von den Spaltenvektoren der Matrix A. Der Rang von f ist daher gleich der
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Dimension des von den Spalten von A in K" erzeugten linearen Unterraums.
Man bezeichnet diese Dimension auch als den Spaltenrang von A. In &hnlicher
Weise besitzt A einen Zeilenrang.

Definition 1. Es sei A = (05);; € K™ eine Matriz. Dann nennt man die
Dimension des von den Spalten

a1 Q1p

Am1 Omn

von A erzeugten Unterraums in K™ den Spaltenrang von A; dieser wird mit
rg, A bezeichnet. Entsprechend heifst die Dimension des von den Zeilen

(0111,...,0(1”), R (amla-"vamn)

von A erzeugten Unterraums in K™ (wobei wir die Elemente von K™ hier als
Zeilenvektoren auffassen) der Zeilenrang von A; dieser wird mit rg, A bezeich-
net.

Als wichtiges Resultat werden wir zeigen, dass Spaltenrang und Zeilenrang
einer Matrix stets iibereinstimmen. Man schreibt dann einfach rg A anstelle
von rg, A oder rg, A und nennt dies den Rang von A. Zunichst wollen wir
jedoch die oben erwihnte Beziehung zwischen dem Rang einer linearen Abbil-
dung K™ — K™ und dem Rang der zugehorigen Matrix auf beliebige lineare
Abbildungen ausdehnen.

Bemerkung 2. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorraumen mit Basen X bzw. Y und mit beschreibender Ma-
triz Ay xy. Dann gilt vg f = rg, Ay xy. Insbesondere hingt der Spaltenrang der
f beschreibenden Matriz Aj xy nicht von der Wahl der Basen X und Y ab.

Beweis. Man betrachte das kommutative Diagramm

VL»

b e
Kn L gm

aus 3.1/8, wobei kx (bzw. Kky) gerade derjenige Isomorphismus ist, der einem

Vektor aus V' (bzw. W) den zugehérigen Koordinatenspaltenvektor beziiglich

X (bzw. Y') zuordnet. Weiter ist_f die Multiplikation mit Ay xy. Es wird dann

im f unter xky isomorph auf im f abgebildet, und es folgt

rg f = dimg (im f) = dimg (im f) = rg f,

wobei, wie eingangs festgestellt, rg f gerade der Spaltenrang der Matrix A EXY
ist. ([
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Wir wollen nun das Gaufische Eliminationsverfahren besprechen, welches es
erlaubt, den Zeilen- bzw. Spaltenrang von Matrizen mittels elementarer Rech-
nung zu bestimmen, und zwar werden wir uns hier speziell mit der Bestimmung
des Zeilenrangs beschiftigen. Zu diesem Zwecke interpretieren wir die Vektoren
in K™ als Zeilenvektoren und bauen dementsprechend Matrizen aus K™*™ aus
m solcher Zeilenvektoren auf. Wir schreiben also Matrizen A € K™*™ in der
Form

5] Q11 ... Qqp
A= -
Am Am1 -+ Omp
mit den Zeilenvektoren a; = (a1, ..., ) € K™ i =1,...,m. Auf solche Matri-

zen wollen wir so genannte elementare Zeilenumformungen anwenden, die, wie
wir noch sehen werden, insbesondere den Zeilenrang nicht &ndern. Diese Um-
formungen lassen sich auch durch Multiplikation von links mittels Matrizen,
die man als Elementarmatrizen bezeichnet, realisieren. Wir wollen daher einige
quadratische Matrizen einfiithren, die wir zur Beschreibung der Elementarma-
trizen bendtigen. Fiir 4,5 = 1,...,m sel E;; € K™*™ diejenige (m x m)-Matrix,
die am Schnittpunkt der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine 1 stehen hat und
ansonsten aus lauter Nullen besteht. Weiter bezeichne E = (d;5);; € K™™
die Einheitsmatriz, wobei d;; das Kronecker-Symbol ist. Fiir diese Matrix gilt
also E = Y| Ej;, sie besteht auf der Diagonalen aus Einsen und ansonsten
aus Nullen. Die Matrix E heift Einheitsmatrix, da F - A = A fiir jede Matrix
A€ K™" und B - F = B fiir jede Matrix B € K™ gilt. Folgende Typen
elementarer Zeilenumformungen werden wir verwenden:

Typ I: Man multipliziere eine Zeile von A, etwa die i-te, mit einem Skalar
a € K*, also:

a; [— Q- a;

Diese Umformung von A kann man auch erreichen, indem man A von links mit
der Elementarmatrix E+ (a—1)E;; multipliziert. Letztere Matrix unterscheidet
sich von der Einheitsmatrix £ dadurch, dass auf der Diagonalen an der Stelle
(i,1) statt einer 1 der Faktor « steht.

Typ II: Man addiere zu einer Zeile von A, etwa der i-ten, eine weitere Zeile
von A, etwa die j-te, wobei i # j gelte, also:

a; a; + aj

aj

Diese Umformung kann man auch erreichen, indem man A von links mit der
Elementarmatrix £ + E;; multipliziert.
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Typ III: Man addiere zu einer Zeile von A, etwa der i-ten, ein Vielfaches
einer weiteren Zeile von A, etwa der j-ten, wobei ¢ # j gelte, also:

a; a; + aa;

j 7]

mit o € K. Diese Umformung kann man auch erreichen, indem man A von links
mit der Elementarmatrix E + oF;; multipliziert.

Typ IV: Man vertausche zwei Zeilen von A, etwa die i-te und die j-te, also:

Diese Umformung kann man auch erreichen, indem man A von links mit der
Elementarmatrix F — Ij; — Ej; + E;; + Ej; multipliziert. Letztere Matrix erhélt
man aus der Einheitsmatrix, indem man die i-te und j-te Zeile (oder, alternativ,
Spalte) miteinander vertauscht.

Wie man leicht sehen kann, sind die Typen III und IV Kombinationen der
Typen I und II.

Satz 3. Es sei A € K™ " eine Matriz und B € K™™ eine weitere, die mit-
tels elementarer Zeilentransformationen aus A hervorgeht. Dann erzeugen die
Zeilenvektoren von A den gleichen linearen Unterraum in K™ wie die Zeilen-
vektoren von B. Insbesondere ist der Zeilenrang einer Matriz invariant unter
elementaren Zeilenumformungen.

Beweis. Es seien a4, . .., a,, Vektoren eines K-Vektorraums V. Wahlt man dann
a € K*¥und i,j € {1,...,m}, i # j, so gilt offenbar fiir den von ay,...,a,
erzeugten Unterraum

(@1, ey iy Qe Q) = (A1, o, Ay e Gy ey Oy
(@1, Qi @y ey Q) = Q1 G F Gy, Gy A,
(@1, ey iy Qe Q) = {1, ., G QGG -, GGy G ),
(a1, ..., a Gy ) = Qe ey Oy Q)

Indem wir vorstehende Uberlegung iterativ auf die Situation V = K™ anwenden,
folgt die Behauptung. O

Theorem 4 (Gauflsches Eliminationsverfahren). Jede Matriz A € K™*™ lisst
sich durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen, d. h.
auf die Form
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0...0 *
0...0 *
0...0 .k
B=10o .00 .00 .0 0...0|8, ...
0...00 00 0 0...00 0
0...00 ...00 ...0 0...00 ...0
mit Koeffizienten By,...,05, € K*. Die ersten r Zeilen von B bilden dann eine

Basis des von den Zeilenvektoren von A in K™ erzeugten linearen Unterraums.
Insbesondere gilt

rg, A=1g, B=r.

Beweis. Es seien by,..., b, die Zeilen der obigen Matrix B, das Element (;

gehore dabei zur Spalte mit Index j;, @ = 1,...,7. Wir wollen zunéchst zei-
gen, dass by,...,b, linear unabhéngig sind und damit eine Basis des linearen
Unterraums

(bi,...,b) = (by,... bw) C K"

bilden. Wenn wir A mittels elementarer Zeilentransformationen in B iiberfiithren
konnen (was wir weiter unten zeigen werden), so handelt es sich geméaf Satz 3
bei diesem Unterraum gerade um den von den Zeilenvektoren von A erzeugten
linearen Unterraum von K™. Insbesondere ergibt sich rg, A =rg, B =r.

Gelte etwa 22:1 a;b; = 0 fiir gewisse Koeffizienten «; € K. Hat man dann
B = ()i, alsomit §;;, = §; fiir ¢ = 1,...,r, so erhélt man die Gleichungen

Ollﬁl =0,
arbrj, + aafh =0,
a1y, + ey, + a3l =0,
a1y, + el + asfsj + e + af, =0,

woraus sich zunéchst ay = 0, dann as = 0 usw. bis schliellich o, = 0 ergibt. Es
folgt die lineare Unabhéingigkeit von by, ..., b,.

Es bleibt noch zu zeigen, dass sich jede Matrix A = (o;);; € K™ auf
Zeilenstufenform bringen ldsst. Hierzu gehe man wie folgt vor. Da die Nullmatrix
bereits Zeilenstufenform besitzt, darf man A # 0 annehmen. Man wéhle einen
minimalen Index j = ji, so dass es ein ¢ mit «;; # 0 gibt, vertausche die erste
mit der i-ten Zeile und setze 3; = a;j,. Durch m — 1 Umformungen des Typs
III, welche die erste Zeile invariant lassen, kann man dann erreichen, dass alle
Elemente in der ji-ten Spalte unterhalb () zu Null werden. Die resultierende
Matrix hat folgende Gestalt:
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0 0 B = *
0 0 0

) AWM
0 .00

Man kann nun dasselbe Verfahren in einem zweiten Schritt auf A®) anstelle von
A anwenden. Indem man die fir A benétigten Transformationen als Zeilen-
transformationen der Gesamtmatrix interpretiert und das Verfahren geniigend
oft wiederholt, ldsst sich in rekursiver Weise die behauptete Zeilenstufenform
realisieren. Erhélt man dabei in einem 7-ten Schritt erstmalig A als Null- oder
leere Matrix, so ist die Konstruktion beendet. (I

Wir wollen ein Beispiel zur Transformation einer Matrix auf Zeilenstufen-
form betrachten:

00 2 011 011 01 1
0 2 4]+— 102 4]+— [0 0 2]+—1|0 02
011 00 2 00 2 0

Das Gauflsche Eliminationsverfahren kann man insbesondere verwenden, um
die Dimension eines von gewissen gegebenen Vektoren erzeugten linearen Un-
terraums U = (ay, ..., ay,) C K™ zu berechnen bzw. um eine Basis von U anzu-
geben. In Verbindung mit der Dimensionsformel 1.6/5 ist es dann méglich, die
Dimension des Schnittes U N U’ zweier linearer Unterrdume U, U’ C K" zu er-
mitteln. Weiter kann man natiirlich zu einer linearen Abbildung f: K" — K™
eine Basis des Bildes und damit insbesondere den Rang rg f bestimmen (wobei
man Vektoren in K™ am besten als Zeilenvektoren interpretiert). Aus der Di-
mensionsformel 2.1/10 ergibt sich dann auch die Dimension des Kerns von f.
Dass das Gaufische Eliminationsverfahren iiberdies dazu geeignet ist, eine Basis
von ker f anzugeben, werden wir genauer noch im Abschnitt 3.5 iiber lineare
Gleichungssysteme sehen. Bei der Losung dieser Gleichungssysteme fiithrt das
Gauflsche Verfahren zu einer sukzessiven Reduzierung des Systems der unbe-
kannten Gréflen, bis man schliellich ein Restsystem von Groéflen erhélt, deren
Werte frei gewihlt werden konnen. Einige der unbekannten Gréfien werden also
entfernt (eliminiert), so dass die Bezeichnung FEliminationsverfahren plausibel
wird.

In Analogie zu den elementaren Zeilenumformungen kann man natiirlich
auch elementare Spaltenumformungen von Matrizen erkldren. Solche Umfor-
mungen lassen sich als Multiplikation von rechts mit geeigneten Elementar-
matrizen interpretieren, und man kann dhnlich wie in Theorem 4 zeigen, dass
sich jede Matrix auf Spaltenstufenform transformieren l&sst. Man braucht sich
dies aber nicht in allen Details zu iiberlegen, denn wir wollen als Néchstes das
Transponieren von Matrizen behandeln. Unter diesem Prozess gehen elementare
Zeilenumformungen iiber in elementare Spaltenumformungen und umgekehrt.
Ahnliches gilt fiir Matrizen in Zeilenstufenform bzw. Spaltenstufenform.
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Definition 5. Es sei

A = (j)i=1,..m € K™
Jj=1,...,n
Dann heifst . N
A" = (ay))j=1,.0. € K™
i=1,....m

die zu A transponierte Matrix.

Es geht also At aus A hervor, indem man Spalten- und Zeilenindex mitein-
ander vertauscht. Mit anderen Worten, man spiegelt A an der Hauptdiagonalen,
welche durch die Positionen (4,7),7 = 1, ..., min(m, n), charakterisiert ist. Dabei
werden die Zeilenvektoren von A zu den Spaltenvektoren von A! und entspre-
chend die Spaltenvektoren von A zu den Zeilenvektoren von A’. Unmittelbar
ersichtlich ist:

Bemerkung 6. Die Abbildung K™ " — K™™ A +—— Al ist ein Isomor-
phismus von K-Vektorriumen. Insbesondere gilt (A + B)t = A' + B' und
(aA)t = oA fir A,Be K™" aeK.

Bemerkung 7. Fir A € K™" gt (A")' = A sowie rg, A = rg, A" und
rg, A =rg, A

Bemerkung 8. Fiir komponierbare Matrizen A, B gilt (A- B)! = Bt - A’

Wir wollen nur den Beweis zu Bemerkung 8 angeben. Fiir
A= (aij)i,j c fom’ B = (ﬁjk)j,k c Kmxn

ergibt sich

(A-B)

((; aijﬁjk)i,k)t - (; ai]ﬂjk) ki
wie behauptet. O

Als Néachstes zeigen wir, dass das Transponieren von Matrizen dem Duali-
sieren linearer Abbildungen entspricht.

Satz 9. Es sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensio-
nalen K-Vektorriumen mit Basen X von V und Y von W. Ist dann X* (bzuw.
Y*) die duale Basis zu X (bzw. Y), und bezeichnet f*: W* — V* die zu f
duale lineare Abbildung, so gilt

Af*,Y*,X* = (Af,X,Y)t~
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Beweis. Es sei

X:(Il,..~7In)7 Y:(yl,--~7ym),
X*=@F . 2h), Y =k, k),

rn

wobei man also 27 (z,) = 8, und y;(y,) = 6;, hat. Insbesondere wird dann fiir
© € V* die eindeutig bestimmte Darstellung als Linearkombination der Basis
X* durch ¢ = Z?Zl <,0(T])7(‘;’< gegeben. Dies ist eine Konsequenz von 2.1/7,
wie wir bereits im Beweis zu 2.3/5 gesehen hatten. Somit lisst sich die zu f*
gehorige Matrix wie folgt beschreiben:

Apeyexs = (W) xes -  [ wm)xe) = (@) () j=1,m

Ist nun die Matrix zu f gegeben durch

j=

Arxy = (aij)?zll _____ m, d. h. durch flzy) = Zamym
pn=1

so erhélt man firi =1,...,m

n

A = Zf*(yf)(l“j) al = (o () xf

j=1
= > () 2 =Dy (O ) -7
j=1 Jj=1 p=1
= ZO{M . .T)J 5
j=1

und dies bedeutet

wie behauptet. O

Benutzen wir nun 2.3/7, dass nidmlich in der Situation von Satz 9 die Ab-
bildungen f und f* gleichen Rang haben, so ergibt sich mit Bemerkung 2 und
Bemerkung 7

rg, Arxy =18 f =18 f* =rg, Apeyx x+
=rg,(Arxy) =18, Af x v

Da man Matrizen stets als lineare Abbildungen realisieren kann, erhilt man als
Folgerung zu Satz 9:
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Korollar 10. Fiir Matrizen A € K™*" gilt rg, A = rg, A, d. h. Spalten- und
Zeilenrang stimmen tiberein.

Wie bereits angedeutet, werden wir von nun an rg A anstelle von rg, A
bzw. rg, A schreiben und diese Zahl als den Rang der Matrix A bezeichnen.
Die Ubereinstimmung von Spalten- und Zeilenrang bei Matrizen ist ein nicht-
triviales Resultat, das wir hier auf einfache Weise als Anwendung der Theorie
dualer Abbildungen gewonnen haben. Man kann dieses Resultat aber auch an-
ders herleiten, indem man benutzt, dass sich der Zeilen- bzw. Spaltenrang einer
Matrix A nicht &ndert, wenn man A von links oder rechts mit so genannten
invertierbaren Matrizen multipliziert; vgl. Abschnitt 3.4.

SchlieBlich wollen wir unter Benutzung von Korollar 10 noch zeigen, dass
sich die in Theorem 4 beschriebene Transformation einer Matrix auf Zeilenstu-
fenform auch im Sinne von Spaltenvektoren interpretieren ldsst. Dies ist insbe-
sondere dann von Vorteil, wenn man aus einem gegebenen System von Vektoren
ein maximales linear unabhéingiges Teilsystem auswéhlen mochte.

Satz 11. Es sei A = (ay,...,a,) € K™" eine Matriz mit den Spalten

a1, ...,0, € K™, welche sich mittels elementarer Zeilenumformungen auf Zei-
lenstufenform

0...0 ok

0...0 *

0...0

B=10..00..00..0 0...0|8, ... %

0...00 00 0 0...00 0

0...00...00 ...0 0...00...0
bringen ldsst. Dabei sei fir i = 1,...,r das Element 3; € K* jeweils in der
Spalte mit Index j; positioniert, mit 1 < j; < ... < j. < n. Dann sind die
Vektoren aj,, ..., a; linear unabhdingig, und es gilt

<(1’17'~'7(]’j>:<a’j17"'7aji,>a j:17~">na

wenn i < r jeweils mazximal mit j; < j gewdhlt ist.

Beweis. Verkleinert man die Matrix A zu einer Matrix A’, indem man gewisse
Spalten streicht, so erhélt man eine zugehorige Zeilenstufenform von A’; indem
man B durch Streichen der entsprechenden Spalten zu einer Matrix B’ verklei-
nert. Es folgt dann rg, B' = rg, A’ = rg, A, so dass die Dimension des von
den Spalten von A’ erzeugten linearen Unterraums gerade gleich dem Rang von
B’ ist. Insbesondere folgt mit diesem Argument die lineare Unabhéngigkeit des
Systems ajj,...,a;, € K™ und mittels 1.5/14(ii) auch die behauptete Gleich-
heit linearer Unterrdume. [
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Aufgaben

1. Man bringe die Matrix

c R4><6

b

I
(RS
SN N
SN
© o Gl
~N o e
—_
2o o

auf Zeilenstufenform.

2. Man berechne den Zeilenrang der Matrix
113 2

A=11 1 2 3| e K>,
1100

jeweils fiir die Korper K = Q und K = F5; dabei ist F5 der Korper mit 5
Elementen aus Abschnitt 1.3, Aufgabe 3.

3. Man priife, ob das System der folgenden Vektoren € R linear unabhingig ist:
(5,4,3,2,1), (1,2,3,4,5), (2,2,2,2,1), (1,0,0,1,1), (1,0,1,0,1)
4. Es sei U C R* der lineare Unterraum, der von den Vektoren
(1,2,1,2), (2,5,4,5), (1,4,6,6), (2,5,6,9), (2,6,7,8), (1,1,0,3)

erzeugt wird. Man berechne dimg U und gebe eine Basis von U an.

5. Es seien in R® die folgenden linearen Unterrdume gegeben:

U=1{((1,0,1,0,1), (2,3,4,1,2), (0,3,2,1,0))
U = ((1,-1,1,0,2), (1,3,3,1,1), (1, 2,3,1, 2))
Man berechne dimg U und dimg U’ und zeige U C U’.

6. Man betrachte in RS die linearen Unterrdume

U=1{1,1,1,0,1,1), (2,3,4,0,2,1), (0,3,2,1,1,1)),

U'={(2,6,6,2,2,1), (0,9,4,3,0,1), (1,2,3,1,2,1))

und berechne dimg (U N T").

7. Man betrachte die Linearformen

fi: R® — R, (at,...,a5) — (g + a3 + a4 + as)
f2: R — R, (a1,...,a5) — (0q + 200 — a3 — ay)
f3: R? — R, (a1,...,05) — (bag + 209 — a3 + 204 — 2a5)
f4:R5*>R, (1,...,05) — (g —ag + ag — as)

und priife, ob diese ein linear unabhingiges System im Dualraum (R?)* definieren.
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8. Die Linearformen f1, fa, f3, f1 seien wie in Aufgabe 7. Fiir die R-lineare Abbildung
f: R5 ‘)RZI? T (fl(x)vf2(w)7f3(z)vf4(x))v

bestimme man dimp ker f und dimg im f. Weiter gebe man eine Basis von im f
an.

9. Es sei Fy der Kérper mit 2 Elementen. Im Fa-Vektorraum F29% sei eine Familie

von Vektoren (v;)i=1,... 2000 definiert durch

0 falls 7 nicht durch 4 teilbar ist,
v; = 4 (14 645)j=1,....2000 falls 7 durch 4, nicht durch 8 teilbar ist,
(L4 0i—1,5 + 0i41,5)j=1,...2000 falls i durch 8 teilbar ist.

Man betrachte den von den v; erzeugten linearen Unterraum U C F290 bestim-
me dimp, U und gebe eine Basis von U an.

3.3 Matrizenringe und invertierbare Matrizen

Fiir n € N ist auf der Menge K™*" aller (n x n)-Matrizen dhnlich wie bei einem
Korper neben der Addition eine Multiplikation gegeben, die fiir n > 2 allerdings
nicht kommutativ ist. Dabei zeigen Gleichungen des Typs

D) (0

dass es fiir n > 2 nicht-triviale Nullteiler in K™*" gibt. Eine Matrix A € K™*"
heifit ein Nullteiler, wenn es eine von Null verschiedene Matrix B € K™ mit
A-B=0oder B-A=0 gibt.

Definition 1. Fine Menge R mit zwei Verkniipfungen “ + 7 (Addition) und
“ 7 (Multiplikation) heifit ein Ring, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
(i) R ist eine abelsche Gruppe beziglich der Addition.
(ii) Die Multiplikation ist assoziativ, d. h. fir a,b,c € R gilt

(a-b)-c=a-(b-c).

(iii) Addition und Multiplikation verhalten sich distributiv, d. h. fiir a,b,c € R
gilt
a-(b+c¢)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c
Das neutrale Element beziiglich der Addition 0 wird als Nullelement von R
bezeichnet. Der Ring R heifst kommutativ, wenn die Multiplikation kommautativ
ist. Weiter nennt man ein Element e € R ein Einselement, wenn e-a =a=a-e
fiir alle a € R gilt; man schreibt dann auch 1 anstelle von e.

Natiirlich ist ein Einselement eines Ringes, sofern es existiert, eindeutig
bestimmt. Das einfachste Beispiel eines Ringes ist der Nullring 0. Dieser besteht
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nur aus einem Element 0 mit den Verkniipmfungen 0+ 0 = 0 und 0-0 = 0; hier
ist also 0 sowohl das Nullelement wie auch das Einselement. Wir wollen aber
noch einige interessantere Beispiele anfithren.

(1) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein kommutativer Ring mit Eins unter
der gewohnlichen Addition und Multiplikation.

(2) Jeder Korper, etwa @, R oder C, ist ein kommutativer Ring mit Eins.

(3) Es sei V' ein K-Vektorraum und R = Homg (V,V) der K-Vektorraum
der Endomorphismen von V. Dann ist R ein Ring, der so genannte Endomor-
phismenring von V| wenn man in R als Addition die gewohnliche Addition
linearer Abbildungen sowie als Multiplikation die Komposition linearer Abbil-
dungen betrachtet. Dieser Ring wird mit Endg (V') bezeichnet. Er enthélt die
Nullabbildung 0: V' — V' als Nullelement, sowie die identische Abbildung
id: V. — V als Einselement. Man kann sich iberlegen, dass Endg (V) fur
dimg V' > 2 nicht kommutativ ist.

(4) Fir n € N ist der K-Vektorraum K™*" der quadratischen n-reihigen
Matrizen ein Ring unter der in Abschnitt 3.1 eingefiihrten Addition und Mul-
tiplikation von Matrizen. Es ist K%< der Nullring und K**! ein Ring, den
wir in kanonischer Weise mit dem Koérper K identifizieren kénnen. Weiter ist
die Multiplikation in K™*™ fiir n > 2 nicht mehr kommutativ. Die Matrix
E = (0;5);; € K™™, oftmals auch mit 1 bezeichnet, ist ein Einselement in
K™ und wird als n-reihige Finheitsmatriz bezeichnet. Wie wir bereits zu Be-
ginn gesehen haben, enthélt K™*" fiir n > 2 nicht-triviale Nullteiler.

Die Beispiele (3) und (4) sind, wie man mit Hilfe der Resultate aus Ab-
schnitt 3.1 einsieht, verwandt. Genauer gilt:

Satz 2. Es sei V ein K-Vektorraum und X = (x1,...,x,) eine Basis von V.
Dann ist die Abbildung

v EndK(V) I I(nXﬂ7 f > Af,X,X7
ein Isomorphismus von Ringen, d. h. eine bijektive Abbildung mit
U(f+g9)=v(f)+¥(g), W(fog)=V(f) ¥(g)

fiir alle Elemente f,g € Endg (V).

Beweis. Aufgrund von 3.1/4 ist ¥ eine bijektive Abbildung, die mit der Addition
vertriglich ist. Die Vertréglichkeit mit der Multiplikation folgt aus 3.1/9. O

Ist a ein Element eines Ringes R mit Eins, so heifit ein Element b € R invers
zu a, wenn a-b=1=">0-a gilt. Das inverse zu einem Element a € R ist, falls es
existiert, stets eindeutig bestimmt. Sind namlich zwei Elemente b, b € R invers
zu a, oder genauer, ist b invers zu a und gilt lediglich a - b = 1 (bzw. alternativ
b -a=1), so folgt
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b=b-1=b-(a-t)=(b-a) -V =1-1/ =V,

bzw.

b=1-b=(-a) b=V (a-b)=b-1=V.

Man schreibt a~! fiir das inverse Element zu a und nennt a in diesem Fall
wnvertierbar oder eine FEinheit. In einem Korper ist jedes Element a # 0 eine
Einheit. Andererseits gibt es in Matrizenringen K"™*™ fiir n > 2 stets nicht-
triviale Nullteiler, und solche Matrizen konnen keine Einheiten sein. Ist ndmlich
A € K™ eine Einheit und B € K™ eine Matrix mit A - B = 0, so folgt
notwendig B = A™' - A- B = 0 mit der inversen Matrix A~! zu A.

Bemerkung 3. In jedem Ring R mit Eins ist die Menge R* aller Einheiten
eine Gruppe beztiglich der Multiplikation.

Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus den definierenden Eigenschaften
eines Ringes bzw. einer Einheit.

Bemerkung 4. Es sei V ein K-Vektorraum und f € Endg(V). Dann ist
dquivalent:

(i) FEs existiert ein Element g € Endg(V) mit fog=idy =go f, d h f
ist eine Einheit in Endg (V).

(i) f ist ein Automorphismus von V.

Beweis. Die Beziehung f o g = idy impliziert, dass f surjektiv ist, und entspre-
chend go f =idy, dass f injektiv ist. Aus Bedingung (i) ergibt sich somit (ii),
und umgekehrt folgert man aus (ii) auch (i), wenn man g als Umkehrabbildung
zu f erklart. (]

Die Einheitengruppe des Endomorphismenrings End g (V') besteht also ge-
rade aus allen Automorphismen von V. Wir bezeichnen diese Gruppe mit
Auty (V) und nennen dies die Automorphismengruppe von V. Die Einheiten-
gruppe des Matrizenrings K™*" wird mit Gl(n, K) bezeichnet; man spricht
hier von der allgemeinen linearen Gruppe (general linear group). Die Elemente
von Gl(n, K) heiBen invertierbare (oder umkehrbare, bzw. reguldre, bzw. nicht-
singuldre, bzw. nicht ausgeartete) Matrizen.

Satz 5. Es sei V ein K-Vektorraum und X = (z1,...,z,) eine Basis von V.
Dann beschrinkt sich der Isomorphismus

VU: Endg (V) = K™, [ — Arxx,
aus Satz 2 zu einem Isomorphismus
Autg (V) = Gl(n, K)

der zugehérigen Einheitengruppen, d. h. zu einer bijektiven Abbildung, welche
die jeweiligen Gruppenstrukturen respektiert.
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Beweis. W bildet die identische Abbildung idy € Endg (V) auf die Einheitsma-
trix E € K™ ™ ab, also das Einselement von Endg (V') auf das Einselement von
K™*™ Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass ¥ Einheiten in Einheiten iiberfiihrt.
Da die Umkehrabbildung ¥~ entsprechende Eigenschaften besitzt, folgt die Be-
hauptung. O

Wir wollen den Inhalt des Satzes noch in einem etwas allgemeineren Rahmen
formulieren.

Satz 6. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen
mit Basen X = (z1,...,2,) und Y = (y1,...,Yn). Die beschreibende Matriz
A = Ajxy ist genau dann invertierbar, wenn f ein Isomorphismus ist.

Beweis. Man iiberlegt sich wie im Beweis zu Bemerkung 4, dass f genau dann
bijektiv ist, wenn es eine K-lineare Abbildung g: W — V mit fog = idy und
go f =idy gibt. Letzteres ist aber aufgrund von 3.1/4 und 3.1/9 dquivalent zu
der Existenz einer Matrix B € K™*" mit Ay xy-B=1und B-A;xy =1 0O

Korollar 7. Fiir eine Matriz A € K™ ist dquivalent:
(1) A ist invertierbar.
(ii) Es existiert eine Matrizc B € K™ mit B- A= 1.
(ii) Es ewistiert eine Matriz B € K™ mit A- B = 1.
(iv) rg A=n.

Beweis. Wir realisieren A als lineare Abbildung, etwa als Abbildung
fi K" — K", xr— A-x.

Dann ist A die zu f gehorige Matrix beziiglich der kanonischen Basis auf K™.
Indem wir Satz 5 sowie 3.2/2 benutzen, geniigt es zu zeigen, dass die folgenden
Bedingungen &quivalent sind:

(") f ist ein Automorphismus.

(i") FEs existiert eine K-lineare Abbildung g: K™ — K™ mit go f =1id.
(iil") Es ewistiert eine K-lineare Abbildung g: K™ — K™ mit fog=id.
(iv) rg f =n.

Ist f ein Automorphismus, so folgen natiirlich die Bedingungen (ii'), (iii’)
und (iv'). Umgekehrt, hat man (ii"), so ist f injektiv und nach 2.1/11 ein Auto-
morphismus. Unter den Bedingungen (iii’) bzw. (iv’) schlielich ist f surjektiv
und damit ebenfalls ein Automorphismus aufgrund von 2.1/11. O

Bedingung (iv) aus Korollar 7 gibt uns ein niitzliches Kriterium fiir die
Invertierbarkeit einer Matrix A € K™ insbesondere deshalb, weil wir den
Rang einer Matrix mittels elementarer Zeilenumformungen in expliziter Weise
bestimmen koénnen; vgl. 3.2/4. So sieht man etwa, dass fiir 4,5 € {1,...,n},
i # j, und a € K* die Elementarmatrizen
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E+(a—1)E;, E+aFEy;,  E—E;— Ej+ Ej+ Ej

aus K™ invertierbar sind; dabei sei £ wie in Abschnitt 3.2 die Einheitsma-
trix in K™ sowie E;; = (8;,0j,)u,. Die Elementarmatrizen gehen némlich
durch elementare Zeilenumformungen aus der Einheitsmatrix E hervor, haben
also denselben Rang wie diese, also n; vgl. 3.2/3. Weiter unten werden wir die
Inversen zu den aufgefiihrten Elementarmatrizen (die sich im Ubrigen leicht
“erraten” lassen) auch noch explizit bestimmen.

Wir konnen die gerade beschriebene Argumentation dazu nutzen, um das in
Abschnitt 3.2 behandelte GauBsche Eliminationsverfahren auf die Invertierung
von Matrizen auszudehnen. Man gehe etwa aus von einer Matrix A € K™*".
Dann kann man A geméf 3.2/4 mittels elementarer Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform B bringen. Nehmen wir nun A als invertierbar an, so gilt
rg A =rg B = n gemif Korollar 7, und es stehen in der Situation von 3.2/4 die

Elemente f1, ..., 3, gerade auf der Hauptdiagonalen, also:
O1 x k... %
0 ﬁg *
B=1. .
. . *
0 0 ... 0 £,
Man kann nun durch Multiplikation der i-ten Zeile mit ﬁ;l, 1=1,...,n, an-

nehmen, dass alle §; den Wert 1 haben. Sodann kann man Vielfache der n-ten
Zeile von den {iibrigen Zeilen subtrahieren und auf diese Weise erreichen, dass
alle Elemente in der n-ten Spalte oberhalb von 3, zu Null werden. Entsprechend
kann man die iibrigen Spalten behandeln, und es folgt, dass sich A im Falle der
Invertierbarkeit mittels elementarer Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix
FE iberfiihren lasst. Jede solche Zeilenumformung lédsst sich interpretieren als
Multiplikation mit einer Elementarmatrix von links, wie wir in Abschnitt 3.2
gesehen haben. Wir finden daher Elementarmatrizen Sy, ..., S, € K™*™ mit

Sp-...-S1-A=F,
und Multiplikation mit A~! von rechts ergibt A=! =S, -...-S;. Indem wir
At=8.....-8-E

schreiben, sehen wir folgendes: Diejenigen elementaren Zeilenumformungen, die
A in die Einheitsmatrix F iiberfiihren, fiihren E selbst in die Matrix A~! iiber!
Das Verfahren zur Invertierung von Matrizen kann man daher wie folgt be-
schreiben: Man bringe A mittels einer Folge elementarer Zeilenumformungen
auf Zeilenstufenform und fithre bei jedem Schritt die entsprechende Zeilenum-
formung auch an der Einheitsmatrix durch. Wenn man dann an der Zeilen-
stufenform rg A = n ablesen kann, ist A invertierbar, und man fahre fort, bis
man A in die Einheitsmatrix iiberfithrt hat. Die aus der Einheitsmatrix durch
die entsprechenden Umformungen gewonnene Matrix ist dann die zu A inverse
Matrix A~!. Beispielsweise erkennt man auf diese Weise fiir o € K, i # j:
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(E + CK.E‘Z']')_1 =F — (,YEZ
(E — By — Ejj + Eij + B;) ™' = E— E; — Bjj + By + Ej;

Als Nebenprodukt dieses Verfahrens kénnen wir noch vermerken:

Satz 8. Jede invertierbare Matrix A € Gl(n, K) ist ein Produkt von Elemen-
tarmatrizen des Typs

E+ (a—1)Ey, ae K*,
E+ By, i # J,
mit 1 <4,j <n. Dabei ist E € K™" die Einheitsmatric und E;; = (0,i00;) -

Beweis. Wir haben gerade gesehen, dass A mittels elementarer Zeilenumformun-
gen des Typs I - IV aus Abschnitt 3.2 in die Einheitsmatrix tiberfiithrt werden
kann und dass A~! das Produkt der entsprechenden Elementarmatrizen ist. Nun
kann man aber eine elementare Zeilenumformung des Typs III, also Addition
des a-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile fiir o € K* und gewisse Indizes
1 # 7, auch als eine Folge von elementaren Zeilenumformungen der Typen I und
IT interpretieren: Man multipliziere die j-te Zeile mit «, addiere sie zur i-ten
Zeile und multipliziere die j-te Zeile anschlieBend wieder mit a~!. Entsprechend
kann man auch eine elementare Zeilenumformung des Typs IV, also das Ver-
tauschen von i-ter und j-ter Zeile fiir gewisse Indizes ¢ # 7, als eine Folge von
Umformungen der Typen I und II interpretieren: Man addiere die j-te Zeile zur
i-ten Zeile, multipliziere die j-te Zeile mit —1, addiere die i-te Zeile zur j-ten
Zeile und subtrahiere schliefflich die j-te Zeile von der i-ten Zeile. Dabei ist der
letzte Schritt eine Umformung vom Typ III, also zerlegbar in eine Folge von
Umformungen der Typen I und II.

Indem wir vorstehende Uberlegung auf A~! anstelle von A anwenden, sehen
wir, dass A wie behauptet ein Produkt von Elementarmatrizen ist, die zu den
elementaren Zeilenumformungen der Typen I und II korrespondieren. O

Machte man zu einer gegebenen Matrix A € Gl(n, K) deren Zerlegung in
Elementarmatrizen konkret bestimmen, so verfahrt man am besten wie folgt:
Man iiberfiihrt A mittels elementarer Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix
und erhilt auf diese Weise eine Zerlegung der Form A=! = S, - ... S; mit
Elementarmatrizen Sy, ..., S,. Inversenbildung liefert dann A = S;*-... S
wobei es sich bei den S; !, wie oben beschrieben, wiederum um Elementarma-
trizen handelt. Will man sich auf die in Satz 8 genannten Elementarmatrizen
beschriinken, so sind die S; ' gegebenenfalls noch weiter zu zerlegen.

Aufgaben

1. Essei X eine Menge und R ein Ring mit 1. Man zeige, dass die Menge Abb(X, R)
aller Abbildungen X — R unter der gewohnlichen Addition bzw. Multiplikation
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R-wertiger Funktionen einen Ring bildet. Man beschreibe die Einheitengruppe
dieses Ringes.
2. Man gebe einen K-Vektorraum V an, zu dem es Nichteinheiten f, g € Endg (V)
mit f o g =1idy gibt.
3. Essei f: U — U ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektor-
raums. Dann ist dquivalent:
(i) rg f < dimg U.
(i) f ist ein Links-Nullteiler in Endg (V), d. h. es existiert g € Endg(V), g # 0,
mit fog=0.
(iii) f ist ein Rechts-Nullteiler in Endg(V'), d. h. es existiert g € Endg(V),
g#0, mit go f =0.
Insbesondere ist ein Links-Nullteiler in Endg (V') auch Rechts-Nullteiler und um-
gekehrt. Entsprechendes gilt im Matrizenring K™*™.

4. Man priife folgende Matrizen auf Invertierbarkeit und gebe gegebenenfalls die
inverse Matrix an:

1232 4 11120
112 2 4 10210
13437, [1 1121 e R
2 35 3 8 01210
00101 11120

5. Falls moglich schreibe man die folgenden Matrizen als Produkt von Elementar-

matrizen:
1 0 01 1 111
110 3 01 11 Axd
111 4] oo 1 1] €F
1 01 2 0 001

6. Fiir A € Gl(n, K) zeige man (A~ = (A%)~1.
7. Fir m,r,s € N— {0} betrachte man Matrizen

A c Kmxm B c Kmxs C c K?”Xm D c K'/“XS

mit A B
\lc p)=™

wobei A invertierbar sei. Man zeige D = C - A™!. B.

3.4 Basiswechsel

Wir haben gesehen, dass man K-lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen
bei Fixierung von Basen durch Matrizen beschreiben kann. In diesem Abschnitt
soll insbesondere untersucht werden, wie sich die beschreibende Matrix dndert,
wenn man zu anderen Basen iibergeht. Wir beginnen mit einer Charakterisie-
rung von Basen.
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Bemerkung 1. Fs sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis X = (xy,...,x,).
Zu n Elementen y; = Y oy, €'V, j=1,...,n, mit Koeffizienten ay; € K
betrachte man die Matrizc A = (ou;)i; € K™, also die Matriz As x x der durch
x; — y; erklirten K-linearen Abbildung f:V — V. Dann ist dquivalent:
(i) Y = (v1,...,yn) ist eine Basis von V.
(i) rg A = n.
(i) A€ Gl(n,K) , d. h. A ist invertierbar.

Beweis. Ist Y eine Basis von V, so ist f ein Isomorphismus, und es folgt mit
32/2rgA =1gf = dimgV = n. Gilt rgA = n, so hat man A € Gl(n, K)
nach 3.3/7. Aus letzter Bedingung wiederum ergibt sich mit 3.3/6, dass f ein
Isomorphismus ist, und folglich, dass Y eine Basis ist. O

Ist Y in der Situation von Bemerkung 1 eine Basis von V| so bezeichnen wir
A = ()i, als Matriz eines Basiswechsels. Man kann dann, und dies werden
wir zur Prézisierung der Art des Basiswechsels stets so handhaben, A auch als
Matrix zur identischen Abbildung id: V' — V beziiglich der Basen Y und X
interpretieren, also A = Ajqy,x. Insbesondere ergibt sich aus Bemerkung 1, dass
sich bei fixierter Basis X von V jede Matrix A € Gl(n, K) als Basiswechselma-
trix der Form Ajqy,x mit einer geeigneten Basis Y von V interpretieren lésst.
Aus der Gleichung

Aid,Y,X : Aid,X,Y = Aid,X,X = 1>

vgl. 3.1/9, lesen wir ab:

Bemerkung 2. FEs sei V ein K-Vektorraum mit endlichen Basen X und Y.
Dann ist die Basiswechselmatriz Aiqy,x invertierbar, und thr Inverses wird ge-
geben durch die Basiswechselmatriz A x.y .

Weiter folgt aus 3.1/7:
Bemerkung 3. Es sei V' ein K-Vektorraum mit endlichen Basen X und Y.
Fir a € V bezeichne ax bzw. ay den Koordinatenspaltenvektor von a beziiglich
X bzw. Y. Dann gilt

ax = Aid,Y,X sy, ay = Aid,x,y cax.

Als Niéchstes soll untersucht werden, wie sich die beschreibende Matrix einer
linearen Abbildung unter Basiswechsel verhilt.
Satz 4. Es sei f: V. — W eine K-lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorraumen. Sind dann X, X' Basen von V und Y)Y’ Ba-

sen von W, so gilt

—1
Apxryr = (Aigyry) - Apxy - Aiaxr x.
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Beweis. Indem man 3.1/9 auf f = idy of oidy anwendet, erhiilt man
Arxryr = Aiayy - Arxy - Aiax x,

mit Aidyy,y/ = (Aid,Y',Y)_l' -

Korollar 5. Es sei f: V — V' ein Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen K-Vektorraums V' mit Basen X, X’'. Dann gilt

—1
Apxrxr = (Aiax x)” - Apxx - Aiaxx.

Wir wollen nun noch einige Anwendungen zum Rang einer Matrix geben.

Satz 6. Fir Matrizen S € Gl(m,K), A€ K™ und T € Gl(n, K) gilt

rg(S-A-T)=rgA.

Beweis. Man betrachte die lineare Abbildung f: K" — K™, a — A-a. Dann
ist A die zu f gehorige Matrix, wenn man in K™ und K™ jeweils die kanonische
Basis zugrunde legt. Interpretiert man dann S—1 als Matrix eines Basiswechsels
in K™ und T als Matrix eines Basiswechsels in K™, so ergibt sich

rg(S-A-T)=rgf=18A
mit 3.2/2 und Satz 4. O
Lemma 7. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdu-

men mit dimg V' = n und dimg W = m. Sei r = rg f. Dann ezistiert eine
Basis X = (x1,...,x,) von V sowie eine Basis Y = (y1,...,Ym) von W mit

E. 0
Apxy = ( 0 0> )

wobei E, die (r x r)-Einheitsmatriz ist und 0 jeweils geeignete (mdglicherweise
auch leere) Bereiche mit Koeffizienteneintragen 0 bezeichnet.

Beweis. Man wihle eine Basis y1,...,y, von im f und erginze diese zu einer
Basis Y = (y1,...,¥ym) von W. Seien weiter z1,...,z, f-Urbilder zu y, ..., y,.
Diese sind linear unabhingig, vgl. 2.1/5, und lassen sich, wie im Beweis zu
2.1/10 gezeigt, durch Elemente x,,1,...,2, € ker f zu einer Basis X von V
ergénzen. Sodann gilt

y;, firj=1...n
flaj) =37 7
0 firj=r+1,...,n,

d. h. Ay xy ist von der gewiinschten Form. O
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Satz 8. Es sei A € K™ mit rg A = r. Dann existieren invertierbare Matrizen
S e Gl(m,K) und T € Gl(n, K) mit

E. 0
sar-(9),

wobei E,. die (r x r)-Einheitsmatriz ist und 0 jeweils geeignete (mdglicherweise
auch leere) Bereiche mit Koeffizienteneintrigen 0 bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung
f: K" — K™, a— A-a,

deren Matrix beziiglich der kanonischen Basen in K™ und K™ durch A gegeben
wird. Nach Lemma 7 gibt es dann Basen X von K™ und Y von K™, so dass
Ay xy von der behaupteten Gestalt ist. Nach Satz 4 gilt Ay xy =S5 AT mit
Basiswechselmatrizen, also invertierbaren Matrizen S und T ([

AbschlieBend wollen wir noch andeuten, wie man die Uberlegungen dieses
Abschnitts dazu benutzen kann, um zu zeigen, dass bei einer Matrix stets der
Spalten- mit dem Zeilenrang iibereinstimmt. Wir hatten dieses Resultat bereits
in 3.2/10 hergeleitet, und zwar unter Verwendung der Theorie dualer Abbil-
dungen. Sei also A € K™*". Dann konnen wir A als Matrix Ay xy zu einer
K-linearen Abbildung f: V — W beziiglich einer Basis X von V bzw. Y von
W interpretieren, wobei sich der Spaltenrang von A nach 3.2/2 zurg, A = rg f
berechnet. Invertierbare Matrizen S € Gl(m, K), T € Gl(n, K) kann man als
Basiswechselmatrizen auffassen, so dass man rg (S - A-T) = rg f unter Benut-
zung von Satz 4 erhilt. Mit dieser Uberlegung ergibt sich

rgs(SAT) = rgsA

fiir beliebige Matrizen S € Gl(m, K), T € Gl(n, K). Diese Gleichung ist aber
auch fiir den Zeilenrang richtig, denn es gilt

rg, (S A-T)=rg, (S -A-T) =rg (T" A"- ") =rg, A" = rg, A.

Man benétigt hierfiir aufier den Resultaten 3.2/7 und 3.2/8 lediglich, dass mit
S € Gl(m, K) auch S* invertierbar ist, entsprechend fiir 7', was aber unmittelbar
klar ist. Wahlt man nun S und T so, dass S - A - T' die in Satz 8 angegebene
einfache Gestalt besitzt, so gilt natiirlich rg (S A-T) =rg,(S-A-T), und es
folgt die gewiinschte Beziehung

rg, A=1rg (S-A-T)=1g,(5-A-T)=1rg, A.
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Aufgaben
1. Man zeige, dass die folgenden Systeme von Vektoren

X ={(1,1,1,2,0),(1,0,2,1,0),(1,1,1,2,1),(1,1,2,1,0),(0,1,1,2,0)},
Y ={(1,2,3,4,4),(1,1,2,3,4),(1,3,4,6,7),(2,3,5,6,8),(0,0,1,1,1)}

jeweils eine Basis von R® bilden. Wie lauten die Basiswechselmatrizen Aia xy
und Aid,Y, X?

2. Es sei V' ein K-Vektorraum endlicher Dimension n > 0. Man beschreibe alle
Basiswechselmatrizen A € K™*™, welche eine gegebene Basis X von V', abgesehen
von der Reihenfolge der Basisvektoren, wieder in sich selbst iiberfiihren.

3. Es sei V ein K-Vektorraum endlicher Dimension n > 0. Fiir gegebene Matrizen
A, B € K™™ beweise man die Aquivalenz folgender Bedingungen:
(i) Es existiert eine Matrix S € Gl(n, K) mit B = STt AS.
(ii) Es existieren f € Endg (V) und Basen X,Y von V mit A x x = A und
Af’y,y = B.

4. Fiir Matrizen A, B € K™*" schreibe man A ~ B, falls es S € Gl(m, K) und
T € Gl(n,K) gibt mit B = SAT. Man zeige, dass die Relation “ ~ 7 eine
Aquivalenzrelation ist, beschreibe die zugehorigen Aquivalenzklassen und gebe
insbesondere deren Anzahl an.

5. Es sei V' # 0 ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit den Basen X,Y und
V* sein Dualraum mit den dualen Basen X*,Y*. Fiir die Basiswechselmatrizen
A= Aid,X,Y und Aid,X*,Y* gilt dann Aid,X*,Y* = (A_l)t.

3.5 Lineare Gleichungssysteme

Fiir eine Matrix A = (;;);; € K™ und einen Vektor b = (by,...,by,)" € K™,
den wir als Spaltenvektor auffassen wollen, nennt man

anry + ...+ ATy — bl
an®r + ...+ agr, =b
11 + ...+ OpnTn = by,

oder in Matrizenschreibweise
A-xz=1D

ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten «;; € K und den “Unbekann-
ten” xy,...,%,, bzw. x = (xy,...,7,)". Genauer versteht man hierunter das
Problem, alle x € K™ zu bestimmen, die die Gleichung A - z = b erfiillen. Im
Falle b = 0 heifit das Gleichungssystem homogen, ansonsten inhomogen. Wir
wollen eine spezielle Bezeichnung fiir den Raum der Losungen eines linearen
Gleichungssystems einfiihren.
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Definition 1. Fir eine Matrix A € K™ " und einen Spaltenvektor b € K™
bezeichnen wir die Menge

Myp={xeK"; A-z =10}
als den Losungsraum des linearen Gleichungssystems A - x = b.

Wir kénnen sofort eine triviale, aber sehr wichtige Feststellung treffen, die
Informationen iiber die Struktur solcher Losungsraume liefert:

Bemerkung 2. Zu einem linearen Gleichungssystem A-x =b mit A € K™*",
b € K™ betrachte man die K-lineare Abbildung f: K" — K™ a+— A-a.
Dann gilt

May = f71(b).

Der Liosungsraum des Gleichungssystems ist daher ein affiner Unterraum von
K™ vgl. 2.2/11.

Fiir b =0 folgt insbesondere Mo = ker f. In diesem Falle ist der Lisungs-
raum sogar ein linearer Unterraum von K.

Wir wollen zunéchst homogene lineare Gleichungssysteme, also lineare Glei-
chungssysteme des Typs A -z = 0 genauer studieren. Der Losungsraum My o ist
dann ein linearer Unterraum von K", enthilt stets die triviale Losung 0 € K™
und ist folglich nicht leer.

Satz 3. Fir A € K™*" ist der Lisungsraum Mgy des homogenen linearen
Gleichungssystems A - x = 0 ein linearer Unterraum von K™ mit Dimension
dimg(Mao) =n —rg A.

Beweis. Die lineare Abbildung f: K™ — K™, a — A - a, besitzt M4 als
Kern, und die Dimensionsformel 2.1/10 liefert n = dimg(ker f) + rg f, also
dimg(Map) =n —rg A. O

Lemma 4. Fir A € K™ und S € Gl(m, K) haben die linearen Gleichungs-
systeme A-x =0 und (S - A) -z =0 dieselben Lisungen, d. h. Mag = Mgay.

Beweis. Gilt x € M4y, also A-x = 0, so folgt mittels Multiplikation mit S
von links S+ A-x =0, also x € Mgao. Umgekehrt, hat man x € Mgy4, also
S-A-2 =0, so ergibt sich durch Multiplikation mit S~! von links A - x = 0,
also v € Myp. U

Die Aussage des Lemmas ist von besonderem Nutzen, wenn man ein kon-
kret gegebenes homogenes lineares Gleichungssystem der Form A-x = 0 explizit
16sen mochte. Man kann ndmlich dasGaufische Eliminationsverfahren anwenden
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und A gemiB 3.2/4 mittels elementarer Zeilenumformungen auf Zeilenstufen-
form bringen. Da solche Umformungen auch als Multiplikation von links mit
Elementarmatrizen, also invertierbaren Matrizen, interpretiert werden kénnen,
dndert sich der Losungsraum des betrachteten homogenen linearen Gleichungs-
systems dabei nicht. Man darf daher ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass A Zeilenstufenform besitzt. Um unsere Bezeichnungen iiber-
sichtlich zu gestalten, wollen wir weiter annehmen, dass die Elemente von A,
bei denen sozusagen die einzelnen Stufen beginnen, auf der Hauptdiagonalen
von A stehen, dass also A von der Gestalt

[0 5 T A1y
[ Aoy,
A=
0 Qpp o Qi
0 ... 0
0 ... O
mit Koeffizienten a1, ..., a,, € K* ist, wobei r = rg A gilt. Eine solche Zei-

lenstufenform kann man aus einer Zeilenstufenform allgemeinen Typs durch
Vertauschen von Spalten herstellen, ein Prozess, der sich beispielsweise durch
Umnummerieren der Unbekannten 1, . . . , z,, realisieren lisst. Im Ubrigen kann
man durch Ausfiihren weiterer elementarer Zeilenumformungen stets a;; = 1
fir i = 1,...,r erreichen und auflerdem, dass alle Elemente in der i-ten Spalte
oberhalb von «y; verschwinden. Die Matrix A kann also von der Form

1 Apq41 - Qip

1 Qori1 -.. Qogp

1 Qp i1 Qrn
0 .. ... 0
0 ... 0
0 ... o 0

angenommen werden, wobei sich in der linken oberen Ecke die (r X r)-Einheits-
matrix befindet. Somit ist folgendes Gleichungssystem zu losen:

n
T; + E O[@‘jl']‘:o, i:L...,r
Jj=r+1

Dies ist ohne Aufwand moglich, da man die Werte z,,1,...,z, € K beliebig
vorgeben darf und sich die Werte von z1, ..., z, hieraus zu
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n
T = — E QT t=1,...,m,
Jj=r+1

bestimmen.

Die Arbeit beim Losen des linearen Gleichungssystems A -z = 0 reduziert
sich damit auf das Herstellen der oben angegebenen speziellen Zeilenstufenform
von A. Insbesondere wird deutlich, warum dieses nach Gaufl benannte Verfahren
als Eliminationsverfahren bezeichnet wird. Aus der ersten Gleichung ergibt sich
x1 in Abhéngigkeit von z,,1,...,z,, aus der zweiten x5 in Abhingigkeit von
Tyy1,---, 2Ty usw. Es werden also nach und nach unbekannte Gréflen eliminiert,
bis man zu einem Restsystem von Groflen gelangt, deren Werte frei wahlbar
sind. Dies duflert sich darin, dass die Projektion

K” —_— K7L77.7 (ala e 7a’ﬂ)t — (a7'+17 tte 7a”)t7

einen Isomorphismus M, =%~ K" " induziert. Insbesondere sehen wir noch-
mals dimg Mao = n — r ein, und es wird klar, dass man durch Liften einer
Basis von K™", etwa der kanonischen, eine Basis von M, erhélt. In obiger
Notation besteht diese dann aus den Vektoren

_ t .
v = (_a1j7-~~>_arj76r+1ja-~~76nj)~, ] 7T+1,...,n.

Das Verfahren zur Bestimmung einer Basis des Losungsraums My eines
homogenen linearen Gleichungssystems A -z = 0 gestaltet sich daher wie folgt:

Man transformiere A auf die spezielle oben beschriebene Zeilenstufenform.
Fir j =r+1,...,n sei v; € K" derjenige Vektor, dessen Komponenten mit
Index i =1,...,r jeweils aus dem Negativen der entsprechenden Komponenten
der j-ten Spalte der Zeilenstufenform von A bestehen und dessen Komponenten
mit Index i =r+1,...,n gerade diejenigen des (j —r)-ten Einheitsvektors aus
K"™" seien. Dann bilden v,41,...,v, eine Basis von M.

Im Prinzip behélt diese Regel auch dann ihre Giiltigkeit, wenn wir bei der
Herstellung der Zeilenstufenform von A auf Spaltenvertauschungen und damit
auf ein Umnummerieren der Unbekannten verzichten. Die Rolle der Indizes
i=1,...,r (bzw. i =7+ 1,...,n) wird, was die Spaltenindizes der Zeilenstu-
fenform von A wie auch die Indizes der Komponenten der v; angeht, in diesem
Falle von denjenigen Spaltenindizes iibernommen, bei denen die Zeilenstufen-
form “springt” (bzw. nicht “springt”). Hiermit meinen wir diejenigen Spalten,
die im Sinne der Notation von 3.2/4 eines (bzw. keines) der dort positionierten
Elemente £,...,83, € K* enthalten. Um die Losungen auch in diesem Falle
formelméflig zu beschreiben, gehen wir von der entsprechenden speziellen Zei-
lenstufenform von A aus, die nunmehr die Gestalt
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1 71 jo < Spaltenindex > 7, n
0...00 % ...%x0%...x% * ok 0ok Lok
0...000... * 0% 0k oLk
0...000...000...0 % .0ox 0k L.k
0...000...000...0 N T
0...000...000...0 0...000...0
0...000...000...0 0...000...0

besitzt. Bezeichnet dann J’ das Komplement der Menge der Spaltenindizes, bei
denen die Zeilenstufenform A “springt”, also J' = {1,...,n} — {j1,....,Jr}, sO
ist das lineare Gleichungssystem

xj,i+Za¢j/xj/:0, 1=1,...,m,
j/eJ/
zu losen. Wiederum kann man die Werte der z; € K fiir j/ € J’ beliebig
vorgeben und die Werte der z;, fiir ¢ = 1, ..., r daraus berechnen. Die Projektion

K" — K", (a1, an)" — (aj)le

liefert daher einen Isomorphismus M, == K" ", und durch Liften der ka-
nonischen Basis von K"~" erhdlt man eine Basis von M, bestehend aus den
Vektoren

vj = (Exjr, - Engr)' jelJ,
mit

5'/'/ _ — Qg fiir Z/:jz mit ¢ € {1,..‘,7‘}7
T 6y fiwie

Wir wollen ein Beispiel betrachten. Sei K =R, m = 3, n =4 und
001 2
A=1[1 2 1 3
1225
Das lineare Gleichungssystem A -2z = 0 schreibt sich dann ausfiihrlich in der

Form:

(L'3+2.7J4:0
I1+2I2+I3+3I4:0
T1+ 2x9 4+ 223 4+ 524 =0

Bringen wir nun A mittels elementarer Zeilenumformungen auf die spezielle
Zeilenstufenform, also
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1 201
— | 0 1 2],
00

1 21 3 1 21
A— 10 0 1 2] +— |0 0 1
1 2 2 5 001 0

N DN W
O O

so “springt” diese Stufenform genau bei den Spaltenindizes 1 und 3. Wir lesen
daher nach der oben beschriebenen Regel als Basis des Losungsraumes M4 o ab:

Uy = (_271a070)t7 Vg = (_170a_271)t
Argumentieren wir etwas ausfiihrlicher, so bleibt das lineare Gleichungssystem

I1+2$2+$4:0,

zu 16sen. Die Projektion
K* — K?, (ar,...,aq)" — (ag,a4)’,

liefert einen Isomorphismus M4 =% K2, und wir liften die kanonische Basis
von K? zu einer Basis von My p:

To =1, =0 = T = —2, x3 =20
zo =0, ry=1 — Ty = —1, T3 = —2

Insbesondere gilt dimgx M40 = 2, und wir erkennen, wie bereits oben angegeben,
]\/[A,O = <(_2a 17 07 O)tv (_17 07 _27 1)t>

Als Néchstes wollen wir den Allgemeinfall behandeln, also inhomogene li-
neare Gleichungssysteme des Typs A -x = b, wobei der Fall b = 0 nicht explizit
ausgeschlossen werden soll. Im Folgenden bezeichnen wir mit (A, b) € K™*(+1)
diejenige Matrix, die aus A durch Hinzufiigen von b als (n + 1)-ter Spalte ent-
steht.

Satz 5. Zu A € K™*™ und b € K™ betrachte man das lineare Gleichungssystem
A-x=0b.
(i) A-z = b ist genau dann lisbar (d. h. besitzt mindestens eine Lisung),

wenn rg A = rg(A, b) gilt.

(i) A-x = b ist genau dann universell lisbar (d. h. besitzt fir jedes b € K™
mindestens eine Losung), wenn rg A = m gilt.

(iii) A -z = b besitzt genau dann fir alle b € K™ hdchstens eine Lisung,
wenn rg A = n gilt.

Beweis. Man betrachte die lineare Abbildung f: K™ — K™, a —— A-a. Es gilt
Mayp = f71(b) fiir den Losungsraum zu A - = b; vgl. Bemerkung 2. Somit ist
M 4, genau dann nicht leer, wenn b zum Bild von f gehort. Sind ay, ..., a, € K™
die Spalten von A, so gilt im f = (ay,...,a,), und es ist b € im f dquivalent
zu{ay,...,a,) = {a,...,a,,b). Daaber (a1, ...,a,) stets ein linearer Teilraum
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von {(ai, ..., an,b) ist, kann man mit 1.5/14 (ii) bereits dann auf die Gleichheit
beider Raume schliefen, wenn ihre Dimensionen iibereinstimmen. Die Dimen-
sionen sind aber gerade die Rénge der Matrizen A bzw. (A, b). Somit sehen wir,
dass M4y # 0 dquivalent zu rg A = rg(A, b) ist, wie in (i) behauptet.

Wegen My, = f71(b) ist A- 2 = b genau dann universell losbar, wenn f
surjektiv ist, also im f = K™ gilt. Letzteres ist dquivalent zu rg f = m und
somit zu rg A = m, wie in (ii) behauptet.

Die eindeutige Losbarkeit von A - & = b schlielich, wie in (iii) betrachtet,
ist dquivalent zur Injektivitdt von f. Indem man die Dimensionsformel 2.1/10
fiir f benutzt, also

n = dimg (ker f) +rg f,
sieht man, dass die Injektivitit von f dquivalent zu rg f = n bzw. rgA = n
ist. U

Gilt m = n in der Situation von Satz 5, so ist die universelle Losbarkeit
in Bedingung (ii) dquivalent zu der hochstens eindeutigen Losbarkeit in Bedin-
gung (iii). Mit 3.3/7 folgt daher:

Korollar 6. Fiir eine Matrizc A € K™ ist dquivalent:
(i) Das lineare Gleichungssystem A-x = b ist universell fir b € K™ losbar.
(ii) Das lineare Gleichungssystem A -x =0 besitzt nur die triviale Losung.
(ili) A ist invertierbar.

Wir wollen noch etwas genauer auf die Struktur von Loésungsraumen inho-
mogener linearer Gleichungssysteme eingehen. Das nachfolgende Resultat zeigt
dabei nochmals, dass es sich bei solchen Losungsraumen um affine Unterrdume
handelt.

Satz 7. Fir A € K™ und b € K™ habe man eine Losung vg € May des
linearen Gleichungssystems A-x =0b. Dann gilt Map = vo+ Ma. Mit anderen
Worten, die Gesamtheit aller Lisungen des inhomogenen Systems A -x = b
erhdlt man in der Form vy + v, wobei vy eine beliebige, so genannte partikuldre
Losung dieses Systems ist und v alle Losungen des zugehdrigen homogenen
Systems A - x = 0 durchlduft.
Beweis. Wir betrachten wieder die durch A gegebene lineare Abbildung
f: K" — K™, r— A-x,

wobei May, = f1(b) gilt. Fiir vg € My, folgt dann mit 2.2/2

Map = f~'(f(vo)) = vo + ker f = vg + May,
wie behauptet. O

Wir wollen nun noch zeigen, wie man mit Hilfe des Gaufischen Eliminations-
verfahrens auch inhomogene lineare Gleichungssysteme losen kann. Zunéchst
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eine niitzliche Beobachtung, die als Verallgemeinerung von Lemma 4 zu sehen
ist:

Lemma 8. Fir A € K™ b e K™ und S € Gl(m, K) haben die linearen
Gleichungssysteme A -x =bund (S-A) -z = S -b dieselben Lisungen, d. h.
May = Mga,sp.

Beweis. Indem man mit S bzw. S~! von links multipliziert, sicht man, dass
A-z=0bfir x € K" dquivalent zu S- A-z =5 b ist. ]

Man darf also zur Losung eines linearen Gleichungssystems A -z = b die
Matrix A mittels elementarer Zeilenumformungen ab&éndern, wenn man gleich-
zeitig diese Umformungen auch bei b, aufgefasst als (m x 1)-Matrix, durchfiihrt;
solche Umformungen lassen sich namlich als Multiplikation von links mit Ele-
mentarmatrizen, also invertierbaren Matrizen auffassen. Am einfachsten ist es
dann, A und b zu der Matrix (A, b) zusammenzufiigen und diese Matrix mit-
tels elementarer Zeilenumformungen zu verdndern. Solche Umformungen wirken
separat auf die einzelnen Spalten, insbesondere also separat auf die Matrix A
sowie die Spalte b, d. h. es gilt S+ (A,b) = (SA, Sb) fir S € Gl(m, K).

Wie im homogenen Fall transformiere man nun (A,bd) zunichst auf Zei-
lenstufenform. Nach eventueller Umnummerierung der Unbekannten z4, ..., x,
konnen wir annehmen, dass die transformierte Matrix die Gestalt

1 A1 -+ Qip o
1 Qg py1 ... Qop ﬁz
1 ppt1 oo e Br

0O .. ... ... 0 B
0 . ... ... ... 0 0
0 ... ... 0 0
SA Sb

besitzt, wobei sich in der linken oberen Ecke die (r x r)-Einheitsmatrix befindet
und S das Produkt der benétigten Elementarmatrizen andeutet. Wie im homo-
genen Fall folgt r = rg A, und man sieht, dass die Bedingung rg A = rg(A, b)
bzw. rg(SA) = rg(SA, Sb) dquivalent zu (.41 = 0 ist. Das System A -z = b
ist also genau dann losbar, wenn in obiger Zeilenstufenform 5,1 = 0 gilt. Ist
Letzteres der Fall, so ergibt sich

n
x; + E O[ij-rj:/@h Z:L...,’f’,
Jj=r+1

als transformiertes Gleichungssystem. Indem man x,41,...,2, = 0 setzt, ge-
langt man zu einer partikuldren Losung vy mit den Komponenten
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£ = B; firj=1,...,r
700 fir j=r+1,....n

Bestimmt man nun auch noch, wie bereits vorgefiihrt, den Losungsraum M4 g
des homogenen Systems A - x = 0, so ergibt sich Ma, = vo + Mao gemif
Satz 7. Insgesamt ldsst sich feststellen, dass sich die Losung vy, wie auch eine
Basis vp41,...,v, des Losungsraumes M, in direkter Weise aus der herge-
leiteten speziellen Zeilenstufenform der Ausgangsmatrix (A, b) ablesen lassen.
Ahnlich wie im Falle homogener linearer Gleichungssysteme gilt dies auch dann,
wenn man keine Umnummerierung der Unbekannten zuldsst und stattdessen die
Indizes i = 1,...,r durch diejenigen Spaltenindizes ji, ..., j,. ersetzt, bei denen
die Zeilenstufenform von A “springt”. Es ist dann das Gleichungssystem

Zj, + E aij’xj’:ﬁia 1=1,...,m,

jled’

mit J' = {1,...,n} — {ji1,...,jr} zu losen. Eine partikuldre Losung vy € M4y
wird in diesem Falle durch den Vektor vy = (&1,...,&,)" € K™ mit den Kompo-
nenten

‘ {ﬁi fir j = j; mit i € {1,...,7}
=

0  sonst
gegeben.
Als Beispiel wollen wir fiir K = R das System A - x = b 16sen mit
001 2 1
A=(1 213, ob=|1
1225 3

Den Lésungsraum My o des zugehorigen homogenen Systems hatten wir bereits
bestimmt. Wir bringen zunéchst die Matrix (A, b) auf spezielle Zeilenstufenform,
also

12131 1 21
(A0)— {0 01 2 1]+— |00 1 ,
1 22 5 3 0 01

woraus man rg(A4,b) = 3 > 2 = rg A entnimmt. Das System A -z = b besitzt
daher keine Losung, d. h. es gilt My, = 0.

Alternativ wollen wir das Gleichungssystem auch noch fiir b = (1,1,2)
betrachten. Die Transformation von (A, b) auf spezielle Zeilenstufenform liefert
dann

12131 12131 12010
(Ab)— |0 01 2 1|+— 0012 1|—00O0[|1 21
1225 2 00121 00O0O0TO O

In diesem Fall gilt rg A = rg(A,b) = 2, und man liest vy = (0,0,1,0) als
partikulédre Losung ab.
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In ausfiihrlicherer Argumentation ist das System

1'1+21'2+ZE4:O7
T3+ 24 =1

zu betrachten. Um eine partikuldre Losung zu berechnen, setzen wir o = x4 = 0
und erhalten z; = 0, z3 = 1, also (0,0,1,0)" € M,,. Da wir bereits gezeigt
haben, dass die Vektoren (—2,1,0,0)" und (—1,0,—2,1)" eine Basis von M4
bilden, ergibt sich

MA,b = (07 Oa 17 O)t =+ <(_2a 17 07 0)t7 (_17 07 _27 1)t>

Aufgaben

1. Fiir eine Matrix und Vektoren

11111 1 1
|1 0101 4x5 |1 4 , 1 4
A= 23 45 6 e R**°) b= 1 e R, b= 1 eR
0 2 2 4 4 1 -1
bestimme man alle Lésungen
(i) des homogenen linearen Gleichungssystems A -z = 0,
(ii) des inhomogenen linearen Gleichungssystems A -z = b,
(iii) des inhomogenen linearen Gleichungssystems A - x =V'.
2. Fiir reelle Matrizen
11 1 11 1 1 11 1 1 1
1 2 3 12 3 4 12 3 4 5
A= 14 9|° b= 1 4 9 16|’ ¢= 1 4 9 16 25
1 8 27 1 8 27 64 1 8 27 64 125

und Vektoren b € R* untersuche man die linearen Gleichungssysteme A -z = b,
B-x =0bund C -z = b auf universelle bzw. hochstens eindeutige Losbarkeit in
x € R3 bzw. z € RY, bzw. = € R®. Sind diese Systeme speziell fiir b = (1,0, 0, 0)?
l6sbar?

3. Man zeige, dass jeder affine Unterraum in K™ Loésungsraum eines geeigneten
linearen Gleichungssystems mit Koeflizienten aus K ist.

4. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung, die beziiglich geeigneter Basen X
von V und Y von W durch die Matrix

112 4 8
12121
Apxy =19 9 9 9 1
122 2 2

gegeben sei. Man bestimme eine Basis von ker f.
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. Man betrachte in R® die linearen Unterriume

U:<(17 171707 17 1)7 (273747072’ 1)7 (073’27 17 17 1)>’
U =((2,6,6,2,2,1), (0,9,4,3,0,1), (1,2,3,1,2,1))

und bestimme U N U’ durch Angabe einer Basis.

. Essei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen (endlich-dimensionalen)
K-Vektorrsumen und f*: W* — V* die zugehorige duale Abbildung. Man
zeige fiir b € W, dass die “lineare Gleichung” f(z) = b genau dann in x € V
16sbar ist, wenn o(b) = 0 fiir alle ¢ € ker f* gilt.
. Zu einem K-Vektorraum V' endlicher Dimension n betrachte man Linearformen
01, .., ¢m € V* und zeige:
(i) Es gilt dimg{p1,...,om) = rg f, wobei f: V — K™ definiert sei durch
z— (p1(2), ..., om(2)).
(ii) Das “lineare Gleichungssystem” ¢;(x) = b;, i = 1,...,m, hat genau dann
fiir alle Wahlen von Elementen by, ..., b,, € K eine Lésung x € V', wenn die
Linearformen 1, ..., ¢, linear unabhingig sind.

. Es seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, o1, ..., ¢, € V* Linearfor-
men und by, ..., b, € K. Man zeige: Das “lineare Gleichungssystem”

gai(ac):bi, i:1,...,m,

ist genau dann in x € V losbar, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Sind
at,. .., am € K Koeffizienten mit Y 7", a0 = 0, so folgt auch > 1" | azb; = 0.





