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Vorwort zur 2. Auflage

Einige wundern sich vielleicht, wieso kurz nach dem Erscheinen der 1. Auflage
von ,, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2“ schon die 2. Auflage erscheint.
Dies wurde aufgrund der Kldrung von urheberrechtlichen Problemen, auf die
Herr Prof. Forster hingewiesen hat, erforderlich.

An dieser Stelle mochten wir uns noch einmal ausdriicklich bei Herrn Forster und
Herrn Szymczak entschuldigen und hoffen, dass nun wieder alles in Ordnung ist.

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass wir wahrend unseres Studiums und
bei den Tutorien, Ubungen und Seminaren, die wir halten und gehalten haben,
viel Literatur benutzt haben. Naturgeméf speist sich unser Wissen dementspre-
chend auch aus diesen Veranstaltungen. All diese Literatur kénnen wir euch
ausdriicklich empfehlen, denn neben einer Vorlesung sollte man nicht nur in ein
Buch hineinschauen, sondern in mehrere. Zu nennen sind im Bereich Analysis
2 und der Linearen Algebra 2 vor allem [Forl11], [FS11], [B0O|, [Heu08], [K09],
[Tim97], [Wil98], [MW10], [Fis09], [Beh07], [Beu09b| und viele weitere, die ihr
im Literaturverzeichnis findet. Schaut einfach mal rein und sucht euch ein (oder
mehr) zusétzliche Biicher aus.

Des Weiteren haben wir diese 2. Auflage dazu genutzt, um einige wenige Fehler
auszubessern. Da das Buch noch nicht lange im Handel ist, sind wir immer
wieder fiir Verbesserungsvorschlige, konstruktive Kritik und fiir Hinweise zu
Fehlern dankbar. Wer also etwas gefunden hat, der moge sich bitte bei uns, am
besten per E-Mail, melden.

Ein grofer Dank geht aufserdem an Jelto Borgmann, der wesentlich zur Verbes-
serung der 2. Auflage beigetragen hat!

Nun aber genug der grofsen Rede. Wir wiinschen euch viel Spafs mit der 2.
Auflage des Buches!

Hannover und Gottingen, Juli 2011 Florian Modler und Martin Kreh






Vorwort zur 1. Auflage

Endlich ist es soweit, unser zweites Buch ist erschienen, wenn ihr diese Zeilen
lest. Nach dem grofen Erfolg mit dem ersten Teil (siche [MK09]) war es uns
ein Vergniigen, eine Fortsetzung schreiben zu diirfen. Leider hat dies ein we-
nig gedauert, aber das Buch sollte ja auch griindlich verfasst und kontrolliert
werden.

Das Konzept bleibt das bewidhrte

Das Konzept ist genau wie im ersten Band. Zunéachst werden wir in jedem Kapi-
tel die wichtigsten Definitionen und Sdtze mit Beweisen geben. Im zweiten Teil
findet ihr die Erklarungen zu den Definitionen, Satzen und Beweisen mit vielen
Abbildungen und Beispielen. Voraussetzung fiir das Verstandnis sind Analysis 1
und Lineare Algebra 1. Solltet ihr da ein wenig Nachholbedarf haben, so kénnen
wir ein gutes Buch empfehlen :-).

Inhalt

Der Inhalt ist klassisch aufgebaut. So hoffen wir jedenfalls, denn bei den Vorle-
sungen Analysis 2 und der Linearen Algebra 2 gibt es grofere Unterschiede von
Universitdt zu Universitdat. Der wichtigste und grofite Themenkomplex in der
Analysis 2 ist jedoch die Analysis mehrerer Verdnderlicher, die in den Kapiteln
iiber stetige Abbildungen, differenzierbare Abbildungen, Extremwertberechnun-
gen und implizite Funktionen behandelt wird. Wir starten dabei mit einem Ka-
pitel iiber metrische und topologische Rdume, um ein wenig die Grundlagen zu
legen. Abgerundet wird der Analysis-Teil durch jeweils ein Kapitel {iber gew6hn-
liche Differentialgleichungen, Kurven und Untermannigfaltigkeiten. Wir geben
daher also auch einen Ausblick in die (elementare) Differentialgeometrie und in
die héhre Analysis. Solche Ausblicke sind im zweiten Semester wichtig, denn
bald wird es ernst und ihr miisst euch entscheiden, in welche Richtung ihr euer
Studium vertiefen wollt und wo eure Interessen liegen.

Der Lineare-Algebra-Teil sollte euch von den Themen her auch nicht {iberra-
schen: Wir starten mit euklidischen und unitdren Vektorrdumen, gehen weiter
zu Bilinearformen und hermiteschen Formen, bis wir bei den Normalformen
und der Jordan-Theorie angelangt sind, was man wohl als Hohepunkt jeder
Linearen-Algebra-2-Vorlesung bezeichnen kann. Um den Weg bis dort hin ein
wenig schmackhafter zu gestalten, geben wir noch Kapitel iiber zyklische Grup-
pen, Ringe und Quadriken und eins iiber die schénen Symmetriegruppen. Abge-



viii

rundet wird der Lineare-Algebra-2-Teil durch das Tensorprodukt, das wir kurz
anreiffen werden.

Insgesamt umfasst dieses Buch 15 Kapitel, und wir hoffen, dass wir nichts ver-
gessen haben und ihr damit neben der Vorlesung, dem Vorlesungsskript und
anderen Biichern gut fiir diese beiden Vorlesungen gewappnet seid. Wir wiin-
schen euch jedenfalls ganz viel Erfolg im zweiten (oder hoheren) Semester. Bei
Fragen konnt ihr gerne wieder unsere altbekannte Homepage

http://www.mathestudium-tutor.de

besuchen, um eure Fragen im Forum loszuwerden, um Zusatzmaterial zu erhal-
ten oder um uns einfach nur eure Meinung zu schreiben.

Danksagungen

Zu guter Letzt sei den Menschen gedankt, ohne die es dieses Buch gar nicht
geben wiirde: den Korrekturlesern, den seelischen Unterstiitzern, den Grafikern
und allen, die zum Entstehen und Erscheinen dieses Buches beigetragen haben.
Da hétten wir zum einen die groffartigen Korrekturleser, die fast alles neben Stu-
dium und Beruf stehen und liegen gelassen haben, um Fehler auszubessern und
uns auf Verbesserungswiirdiges hinzuweisen. Na ja, ganz so extrem war es nicht,
dennoch waren alle sehr bemiiht und fix im Lesen, und dies waren: Dr. Flori-
an Leydecker, Dominik Bilitewski, Stefan Hasselmann, Christoph Fuest, Fabian
Griinig und Susanne Hensel. Aufierdem geht ein Dank an Carolin Liebisch und
Bernhard Gerl fiir die Ausbesserung des einen oder anderen Rechtschreibfehlers!
Carolyn Hall hat wieder ein wundervolles Cover von Florti in der Badewanne
erstellt. Wir danken ihr sehr dafiir, denn uns geféllt es ausgesprochen gut!
Und wer hat diese genialen und tollen ca. 70 Abbildungen in dem Buch erstellt?
Natiirlich, es war wieder Marco Daniel, dem wir zutiefst danken wollen, denn
so reibungslos und problemlos klappt es mit keinem, aufter mit ihm!

Ein weiteres sehr groftes Dankeschon geht an unsere Lektoren Anja Groth und
Dr. Andreas Riidinger, ohne die ihr dieses Buch jetzt nicht in den Handen halten
konntet. Ja, wir wissen, es ist deren Job, aber zum Job gehort es nicht unbedingt,
dass die Atmosphére und die Zusammenarbeit so gestaltet wird, dass es einfach
nur Spafs macht, mit dem Verlag zusammenzuarbeiten.



FEin letzter Dank gilt unseren Familien, Freunden und Freundinnen, die uns
immer unterstiitzt haben und ein paar Mal auf uns verzichten mussten, weil der
Termin des Erscheinens und Druckens des Buches dann doch pl6tzlich immer
néaher riickte. Danke, ihr seid die Besten und Wertvollsten!

Nun aber genug der Reden, genieftt das Buch, und fiir Fehlerhinweise sind wir,
wie immer, sehr dankbar!
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1 Metrische und topologische
Raume

Ubersicht

1.1 Definitionen ........ ... i 1
1.2 Sétze und Beweise . . .. ... 6
1.3 Erklarungen zu den Definitionen ............ ... .. .. ... ... ... .. 14
1.4 Erkldrungen zu den Satzen und Beweisen........................ 39

Meistens macht man in der Analysis 2 die ersten Bekanntschaften mit topologi-
schen Grundbegriffen und lernt wichtige topologische und metrische Raume, den
Begriff der Kompaktheit, die offenen und abgeschlossenen Kugeln und den Satz
von Heine-Borel kennen. Diese Begriffe iiberfordern am Anfang einige Studen-
ten, da sie sehr abstrakt und teilweise wenig anschaulich sind. Aber keine Panik:
Wir werden diese wichtigen Grundbegriffe der Topologie einfiihren, erklaren und
anhand von einigen Abbildungen und Beispielen mit Leben fiillen.

1.1 Definitionen

Definition 1.1 (Metrik)
Sei M eine Menge. Eine Metrik ist eine Abbildung

d: MxM—R
auf M x M, fiir die folgende drei Axiome erfiillt sind:
i) Positive Definitheit: Fir alle z,y € M gilt d(z,y) > 0. Gleichheit gilt genau

dann, wenn z = y ist.
ii) Symmetrie: Es gilt d(z,y) = d(y, x) fir alle z,y € M.
iii) Dreiecksungleichung: Es gilt:
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) Vz,y,z € M.

Das Paar (M, d) nennen wir einen metrischen Raum.

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 1, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012



2 1 Metrische und topologische Raume

Definition 1.2 (offene, abgeschlossene Kugel)
Seien (M, d) ein metrischer Raum, o € M und r > 0. Die Menge

U(xo,r) :={x € M : d(z,z0) <r}
bezeichnen wir als offene Kugel. Die Menge
B(zo,r) :={x € M : d(z,z0) <1}

wird als abgeschlossene Kugel bezeichnet. Ab und an sagen wir statt ,,Kugel*
auch ,Ball“.

Definition 1.3 (Umgebung)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C M heift Umgebung
eines Punktes € M, falls ein £ > 0 existiert, sodass U(z,&) C U. Insbesondere
ist U(x, ) selbst eine Umgebung von x. Man nennt U (z, e) die e-Umgebung

von x.

Definition 1.4 (offene Menge)
Eine Menge 2 C M eines metrischen Raums (M, d) heifit offen, genauer d-
offen, wenn zu jedem x € Q ein € > 0 existiert, sodass U(x,e) C Q.

Definition 1.5 (abgeschlossene Menge)

Eine Menge A C M eines metrischen Raums (M, d) heifit abgeschlossen,
wenn das Komplement M \ A offen ist. Fiir das Komplement schreibt man
auch oft A°.

Definition 1.6 (Konvergenz)
Sei (zn)nen eine Folge in M. Dann nennt man die Folge konvergent gegen
den Punkt x € M genau dann, wenn Folgendes gilt:

Ve > 03N € N:d(zn,x) <eVn > N.

z heiflt in diesem Fall Grenzwert der Folge.
In Worten: Fiir alle e > 0 existiert ein N € N mit der Eigenschaft, dass
d(zn,z) < € fir alle n > N.

Definition 1.7 (Haufungspunkt)

Sei (xn)neny C M eine Folge. Ein Punkt = heift Hiufungspunkt der Folge
(zn)nen, wenn es eine konvergente Teilfolge von (xn)nen gibt, die gegen x
konvergiert.
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Definition 1.8 (Cauchy-Folge)
Sei (xn)nen C M eine Folge. Wir sagen (xp)nen ist eine Cauchy-Folge, wenn
es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, sodass d(xm,zy,) < € fiir alle m,n > N.

Definition 1.9 (Vollstéindigkeit)

Ist K eine beliebige Teilmenge eines metrischen Raums (M, d). Dann heifft K
vollsténdig, wenn jede Cauchy-Folge (zn)nen C K auch einen Grenzwert in
K besitzt. Ist M selbst eine vollstandige Menge, so heiftt der metrische Raum

vollstandig.

Definition 1.10 (Rand)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und A C M eine Teilmenge. Ein Punkt
x € M heifit Randpunkt von A, wenn fiir jedes £ > 0 sowohl U(z,e) N A # 0
als auch U(x,e) N (M \ A) # 0 gilt. Wir definieren den Rand 9A durch

OA := {z € M : z ist Randpunkt von A}.
Anmerkung: Der Rand ist also die Menge aller Randpunkte.

Definition 1.11 (Inneres)
Seien (M, d) ein metrischer Raum und A C M eine Teilmenge. Das Innere

von A ist definiert als A := A\ 9A.

Definition 1.12 (Abschluss)
Seien (M, d) ein metrischer Raum und A C M eine Teilmenge. Der Abschluss
von A ist definiert als A := AU JA.

Definition 1.13 (offene Uberdeckung)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und K C M eine beliebige Teilmenge. Sei
weiterhin I eine beliebige Indexmenge, und mit O bezeichnen wir die Menge
aller offenen Teilmengen von M. Eine offene Uberdeckung (24)ier von K
ist eine Familie von offenen Teilmengen (2;, deren Vereinigung die Menge K
umfasst, das heift, K C |J;c; i, wobei Q; € O fiir alle i € I.

Definition 1.14 (iiberdeckungskompakt)

Seien (M, d) ein metrischer Raum und K C M eine Teilmenge.

K heifit tiberdeckungskompakt, wenn es zu jeder beliebig vorgegebenen of-
fenen Uberdeckung (£2;);cr eine endliche Teiliiberdeckung gibt, das heift eine
endliche Teilmenge E C I, sodass K C UieE Q;.
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Definition 1.15 (folgenkompakt)

Seien (M, d) ein metrischer Raum und K C M eine beliebige Teilmenge. K
nennt man folgenkompakt, wenn jede Folge (zy)nen in K eine konvergente
Teilfolge in K besitzt, das heifit, wenn der Grenzwert wieder in K liegt.

Definition 1.16 (total beschrinkt, prikompakt)

Seien (M, d) ein metrischer Raum und K C M eine Teilmenge. K heifit total
beschriankt oder prakompakt, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine endliche Anzahl
von Punkten z1,...,2, € K und n = n(e) € N gibt mit K C |J'_; U(xs,¢€).

Definition 1.17 (beschréinkt)
Eine Teilmenge K C M eines metrischen Raums (M, d) heilt beschrinkt,
wenn ein ¢ € M und ein r € R existieren mit der Eigenschaft, dass K C U(z, 7).

Definition 1.18 (Kompaktheit)
Eine Teilmenge K C M eines metrischen Raums (MM, d) heiftt kompakt, wenn
K iiberdeckungskompakt ist.

Anmerkung: Im Satz von Heine-Borel (siehe Satz 1.10) werden wir sehen, dass in
metrischen Riumen die Uberdeckungskompaktheit zu anderen Kompaktheits-
begriffen, wie zum Beispiel der Folgenkompaktheit, dquivalent ist. In den Er-
klarungen zu Definition 1.18 werden wir zeigen, dass es aber durchaus sinnvoll
ist, mehrere Kompaktheitsbegriffe zu haben, weil es je nach Aufgabe einfacher
ist, die Folgenkompaktheit oder die Uberdeckungskompaktheit oder Ahnliches
nachzuweisen.

Es ist moglich, einen abstrakteren Begriff eines Raums zu definieren. Wir hatten
ja durchaus gesehen, dass sich gewisse Eigenschaften von metrischen Rdumen
nur durch offene Mengen beschreiben lassen. Dies wollen wir nun ausfiithren und
die oben angefiihrten Definitionen allgemeiner fassen.

Definition 1.19 (topologischer Raum)

Seien M eine Menge und O C P(M) ein System von Teilmengen von M. O
heiftt eine Topologie auf M und das Paar (M, O) ein topologischer Raum,
wenn folgende Axiome erfiillt sind:

i) O,M € O.
ii) 01,2 e 0=01 N0 €0.

iii) Ist I eine beliebige Indexmenge, und sind (£2;);c; Elemente von O, dann
ist auch (J,.; € O.

Die Elemente der Topologie nennen wir offen.
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Definition 1.20 (offene Menge)
Sei (M, O) ein topologischer Raum. Dann nennt man eine Teilmenge 2 C M
offen, wenn Q2 € O.

Definition 1.21 (abgeschlossene Menge)
Sei (M, O) ein topologischer Raum. Eine Menge A C M heifit abgeschlossen,
wenn das Komplement M \ A offen ist.

Definition 1.22 (Umgebung)
Sei (M, ©) ein topologischer Raum. Ist p € M, so heiflt Q € O eine offene
Umgebung von p, wenn p € ().

Definition 1.23 (zusammenhingend)

Sei (M, ) ein topologischer Raum. Dann heifft dieser zusammenhingend
genau dann, wenn es aufer der leeren Menge () und M selbst keine zugleich
offenen und abgeschlossenen Teilmengen von M gibt.

Definition 1.24 (Basis)

Ist B C O ein System offener Teilmengen, so nennen wir B eine Basis von
(M, O), wenn sich jede offene Menge 2 € O als Vereinigung von Mengen aus
B darstellen ldsst.

Definition 1.25 (Subbasis)
Seien (M, ) ein topologischer Raum und B C P(M) eine Familie von Teil-
mengen von M. Dann heifft B eine Subbasis fiir O genau dann, wenn die

D:Z{ﬁSiZREN,SiEB}

=1

Familie

aller endlichen Durchschnitte von Elementen aus B eine Basis fiir O ist.
Wir fithren jetzt den Begriff der Norm ein und werden den Zusammenhang zur

Topologie und Metrik herausarbeiten.

Definition 1.26 (Norm)
Sei V' ein K-Vektorraum, wobei K in der Regel entweder R oder C sein soll.
Eine Abbildung

[|-]]|: V=K

heifft Norm, wenn folgende drei Axiome erfiillt sind.

i) Positive Definitheit: |[v|| > 0 fiir alle v € V und Gleichheit gilt genau
dann, wenn v = 0 gilt.

ii) Homogenitét: ||\ - v|| = |A| - ||v|| fiir alle A € K und fiir alle v € V.
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iii) Dreiecksungleichung: ||v + w|| < [|v]| + ||w]|| fiir alle v,w € V.

Ist || - || eine Norm auf V, so heift (V,]| - ||) ein normierter Vektorraum.

Definition 1.27 (Normen&quivalenz)
Es seien V ein Vektorraum und |- | und || - || seien zwei Normen auf V. Dann
heifflen die Normen &quivalent, wenn zwei positive Konstanten g und A exis-
tieren, sodass

Alo] < Jv]| < plv] Vo e V.

Definition 1.28 (Banach-Raum)
Sei (V,|| - ||) ein normierter Vektorraum. Ist V' dann mit der durch d(z,y) =
||z —y|| definierten Metrik (siehe Satz 1.14) ein vollstdndiger metrischer Raum,

so nennt man (V,|| - ||) einen Banach-Raum.

Definition 1.29 (Exponentialfunktionen von linearen Abbildungen)
Seien V' ein Banach-Raum und A ein beschréankter Endomorphismus. Dann
setzen wir

> 4k
= A", teR.

k!
k=0

tA
e

1.2 Satze und Beweise

Die Sétze 1.1—1.4 gelten fiir topologische und fiir metrische Rdume. Wir fithren
den Beweis jeweils fiir metrische Rdume. Fiir topologische Rdume gelten die
Sétze aufgrund der Definition.

Satz 1.1
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Der Durchschnitt von endlich vielen offenen
Mengen ist dann wieder offen.

Vorsicht: Der Durchschnitt von unendlich vielen offenen Mengen muss nicht

wieder offen sein, siehe dazu die Erklarungen zu diesem Satz.

Beweis: Gegeben seien ein metrischer Raum (M, d) und zwei offene Mengen
Q1 und Q2. Wir wollen nun zeigen, dass 21 N Q2 offen ist. Sei z € Q21 N Na.
Da nach Voraussetzung 1 und 22 offen sind, existieren €; und €2 > 0 mit
U(z,e1) € Q1 und U(z,e2) C Q2. Wir wihlen nun ¢ := min{e1,e2}. Es gilt
U(z,e) C Q21 N Q. Induktiv folgt nun die Behauptung. q.e.d.
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Satz 1.2
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Die Vereinigung von beliebig vielen offenen

Mengen ist wieder offen.

Beweis: Sei I eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes a € I sei {2, eine

offene Teilmenge. Ist z € J_ . ; Q«, so existiert ein o € I mit z € Q¢ und dann

ael
auch ein € > 0 mit U(z,e) C Qq. Daraus folgt, dass

U(z,e) C | Qa
acl

und folglich die Behauptung. q.e.d.

Satz 1.3
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann ist die Vereinigung endlich vieler abge-

schlossener Mengen wieder abgeschlossen.

Vorsicht: Die Vereinigung von unendlich vielen abgeschlossenen Mengen ist im
Allgemeinen nicht wieder abgeschlossen, siche dazu wieder die Erklarungen zu

diesem Satz.

Beweis: Sei (M,d) ein metrischer Raum und seien Uo,Ui,...,U,, n € N,
abgeschlossene Mengen mit U; C M fiir alle ¢ = 1,...,n. Dann sind die Kom-
plemente M \ Uy, M\ Uy, ..., M\ Uy nach Definition offene Mengen. Nach Satz
1.1 wissen wir, dass der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen wieder
offen ist, das heift ();'_; M \ U; ist eine offene Menge, und aus den Regeln von
De Morgan folgt nun, dass

A M\U =M\ U
i=1 i=1
offen ist. Also ist die Menge [J"_; U; abgeschlossen. Alles gezeigt. q.e.d.

Satz 1.4
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlosse-

ner Mengen ist wieder abgeschlossen.

Beweis: Sei (M,d) ein metrischer Raum und seien Up, Us, ... beliebig viele
abgeschlossene Mengen mit U; C M fiir alle ¢ € I, wobei I eine Indexmenge
ist. In unserem Fall ist 7 = N. Dann sind die Komplemente M \ Uy, M \ Uy, ...
offene Mengen. Wir wissen bereits, dass die Vereinigung von beliebig vielen
offenen Mengen wieder offen ist (Satz 1.2), das heifit, |J,.;
Menge, und aus den Regeln von De Morgan folgt nun, dass

Uu=m\Nu

i€l il

U, ist eine offene
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offen ist. Also ist die Menge [, ; U; abgeschlossen; fertig. q.e.d.

Satz 1.5 (hausdorffsche Trennungseigenschaft)
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann gibt es zu je zwei beliebigen Punkten
z,y € M, mit x #y Umgebungen U von x und V von y mit UNV = (.

Anmerkung: Wir nennen den Raum, der diese Eigenschaft besitzt, dann auch
hausdorffsch. Viele Rdume besitzen diese Eigenschaft. Beispielsweise die metri-
schen Réume, wie wir sehen werden. Fiir topologische Rdume ist dies aber im

Allgemeinen falsch.

Beweis: Wir definieren ¢ := % - d(z,y). Dann ist € > 0, und U := U(x,¢),
V := U(y,¢) sind dann disjunkte Umgebungen von = bzw. y. Denn wire der
Schnitt nichtleer und gibe es also einen Punkt z € U NV, so wiirde aus der

Dreiecksungleichung folgen, dass
e =d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <e+e=2,

also 3¢ < 2¢. Dieser Widerspruch beweist die Behauptung. q.e.d.

Satz 1.6
Offene Balle U(xo,r) in einem metrischen Raum (M, d) sind offen.

Beweis: Seix € U(xo,r). Wir definieren € := r — d(x, zg). Dann ist £ > 0 und
U(x,e) C U(xo,r), denn fiir y € U(w, ) gilt wegen der Dreiecksungleichung

d(y,zo) < d(y,z) +d(z,z0) < e+d(z,z0) = —ec+r=r.

Es gilt also U(z,e) C U(zo,r) und damit ist gezeigt, dass U(zo,r) offen ist.
q.e.d.

Satz 1.7
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C M ist genau dann abge-
schlossen, wenn jedes x € M, welches Grenzwert einer Folge (zrn)nen C A ist,

sogar schon in A liegt.

Beweis: Zwei Richtungen sind zu beweisen:

,=" Sei A abgeschlossen, das heiftt, M \ A ist offen. Nach Definition der Of-
fenheit (Definition 1.4) gibt es zu jedem € M \ A ein ¢ > 0 mit
U(z,e) C M\ A. Sei weiter (zn)nen C A eine Folge. Dann gilt z,, & U(x,¢)
fiir alle n € N, und die Folge kann daher nicht gegen = konvergieren. Also
folgt die Hin-Richtung.
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»<=" Wir fithren einen Widerspruchsbeweis: Ware A nicht abgeschlossen, das
heifst M \ A nicht offen, so géibe es ein € M \ A mit der Eigenschaft, dass
fir kein n € N die Inklusion U(x,1/n) C M \ A richtig wire. Zu n € N
existiert also ein z,, € ANU(z,1/n). Dann konvergiert die Folge (zn)nen
gegen x, denn es gilt d(zn,x) < % Nach Voraussetzung liegt der Grenz-
wert aber wieder in A. Dieser Widerspruch beweist die Riickrichtung.

q.e.d.

Satz 1.8
Jede endliche Teilmenge eines metrischen Raums (M, d) ist abgeschlossen.

Beweis: Folgt sofort Satz 1.7. q.e.d.

Satz 1.9
Seien (M, d) ein metrischer Raum und A C M eine Teilmenge. Dann sind der
Rand OA und der Abschluss A abgeschlossen und das Innere A offen.

Beweis:

m Um zu zeigen, dass 0A abgeschlossen ist, bleibt zu zeigen, dass M \ A
offen ist. Sei x € M \ OA beliebig, das heifst, x ist kein Randpunkt. Daher
existiert ein offener Ball U(z, 1), sodass U(z,7)NA = () oder U(z,r)N(M\
A) = gilt. Nun zeigen wir, dass fiir dieses r dann auch U(x,r)NOA =
gilt. Dies sieht man so ein: Ware y € U(z,7) N OA, so wiirde wegen der
Offenheit von U(z,r) zunéchst ein € > 0 mit U(y,e) C U(z,r) existieren.
Da dann aber U(y,e) wegen y € A und nach Definition des Randes
sowohl einen Punkt aus A als auch einen Punkt aus M \ A enthielte, trife
dies auch auf U(zx, r) zu. Dies ist ein Widerspruch, daher gilt U(z, r)N0A =
(0. Es folgt, dass U(x,r) C M \ OA, also ist M \ OA offen und folglich 0A
abgeschlossen.

m Um einzusehen, dass der Abschluss A = A U JA abgeschlossen ist, zeigen
wir, dass M \ (AU JA) offen ist. Dazu sei x € M \ (A U 9A) beliebig.
Es gilt nach einfachen mengentheoretischen Aussagen (man male sich ein
Venn-Diagramm)

M\ (AUBA)C M\ A

und damit auch x € M \ A. z ist aber kein Randpunkt, also muss eine
offene Kugel U(z,r) mit U(x,r) N A = () existieren, also U(x,r) C M\ A.
Wie im ersten Teil folgt U(z,7) N 0A = () und damit ist

Ulz,r) C (M\ A)\dA = M\ (AUDA).

Also ist M \ (AU AA) offen und AU HA = A abgeschlossen.
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m Zum Schluss zeigen wir noch, dass A offen ist. Wir definieren B := M \ A.
Auf diese Mengen wenden wir nun das eben Bewiesene an. Es ergibt sich,
dass B abgeschlossen ist. Da nun aber (M \ A) = 9A, ist

B=BUOB=(M\AYUJA= M\ A.
Also ist A = M \ B offen.

Wir sind fertig. q.e.d.

Satz 1.10 (Heine-Borel (allgemeine Version))
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann sind fir eine Teilmenge K C M die
folgenden Aussagen dquivalent:

i) K ist iberdeckungskompakt.
1) K st folgenkompakit.
1) K ist total beschrankt und vollstindig.

Anmerkung: Dieser Satz ist in topologischen Rdumen nicht mehr korrekt.

Beweis: Wir wollen einen Ringschluss durchfiihren, daher sind drei Implika-

tionen zu zeigen.

»i) = 1) Sei K iiberdeckungskompakt, das heift, zu jeder beliebig vorgege-
benen offenen Uberdeckung existiert eine endliche Teiliiberdeckung. Wir
haben zu zeigen, dass K folgenkompakt ist. Dazu sei (zn )nen eine Folge in
K. Angenommen (z,,)nen besitzt keine in K konvergente Teilfolge, dann
existiert zu jedem x € K ein r = r(z) > 0, sodass U(z,r(x)) nur noch
endlich viele Folgenglieder von (zn)nen enthilt. Da dann aber

Kc |J U@ r@)
reK

und K iiberdeckungskompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge £ C K
mit K C U, cp
dieser endlich vielen Mengen unendlich viele Folgenglieder von (xn)nen

U(z,r(z)). Das kann aber nicht sein, da in wenigstens einer

liegen miissten. Oder anders: |J . U(x,r(z)) enthdlt nur endlich viele
Folgenglieder, aber K unendlich viele und K C |J U(z,r(z)). Damit

ist die erste Implikation gezeigt.

=)

»i1) = i1i) Sei K folgenkompakt. Wir haben zu zeigen, dass K total be-
schrankt und vollstdndig ist. Und los: Erst einmal bemerken wir, dass aus
der Dreiecksungleichung ganz allgemein folgt, dass Cauchy-Folgen schon
dann konvergent sind, wenn sie eine konvergente Teilfolge besitzen, und
dieser Grenzwert stimmt dann auch mit dem Grenzwert der konvergenten
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Teilfolge iiberein. Sei (zn)nen eine Cauchy-Folge. Wegen der Folgenkom-
paktheit existiert eine in K konvergente Teilfolge. Mit obiger Bemerkung
folgt, dass K vollstandig ist. Wir zeigen nun noch, dass K total beschrankt
ist und zwar durch einen Widerspruchsbeweis. Angenommen K wére nicht
total beschrankt, dann existiert ein € > 0, sodass K nicht von endlich
vielen U(z;,e) mit z; € K, i € E, wobei E eine endliche Menge ist,
iiberdeckt werden kann. Sei z1 € K beliebig. Induktiv definieren wir eine
Folge (xn)neny C K mit d(z;,z;) > e fur alle ¢ # j € N. Dies kénnen wir
machen, denn nach Annahme existieren fiir jede Auswahl von n Punkten
z1,...,Tn € K noch Punkte x € K mit « ¢ (J_; U(xs,e). Wir wihlen

jetzt flir zpn41 irgendeinen Punkt aus der Menge

K\ (U U(xi,e)>

i=1
aus. Die auf diese Weise erhaltene Folge muss wegen der Folgenkompakt-
heit eine konvergente Teilfolge besitzen. Dies ist aber ein Widerspruch zu
d(zi,z;) > e. Dieser Widerspruch beweist, dass K total beschrénkt ist,
und damit ist i7) = 4ii) gezeigt.

»i11) = 1)*c Wollen wir einen Ringschluss durchfiihren, so bleibt jetzt noch ei-
ne letzte Implikation zu zeigen. Sei K total beschriankt und vollstandig.
Wir zeigen, ebenfalls wieder durch einen Widerspruchsbeweis, dass K
dann auch iiberdeckungskompakt ist. Angenommen K wire nicht iiber-
deckungskompakt, dann existiert eine offene Uberdeckung (Ui)ier von K,
welche keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Sei n > 0. Weil K total
beschrankt ist, existieren eine endliche Menge E und Punkte ¢; € K mit
i€ E und

K c | B(s,n).

icE

So existiert aber wenigstens ein i € E, sodass auch K N B(w;,n) nicht
durch endlich viele der U; iiberdeckt wird, das heif$t auch nicht iiber-
deckungskompakt ist. Denn (U;);e; ist natiirlich eine offene Uberdeckung
von KN B(y;,n). Oder anders formuliert: Gebe es kein solches i € E, dann
wire die Vereinigung der endlichen Teiliiberdeckungen der KNB(1);,n eine
endliche Teiliiberdeckung von K. Auf diese Weise erhalten wir nun iterativ
eine Folge (zn)neny C K mit der Eigenschaft, dass K N B(xn,1/2™) nicht
durch endlich viele der U; iiberdeckt wird und

KN B(znt1,1/2"Y) ¢ K N B(zn,1/27).
Wegen der Inklusion gilt dann insbesondere

d(xn,xn_H) < 2% Vn € N.
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Hieraus folgt, dass (n)nen eine Cauchy-Folge ist. Da K nach Voraus-
setzung vollstindig ist, konvergiert sie gegen ein x € K. Hierzu gibt es
ein ap € I mit x € U,,. Da Uy, offen ist, existiert ein € > 0, sodass
B(z,e) C Ua,. Da (zn)nen gegen x konvergiert, existiert ein ng € N, so-
dass d(xn,x) < § fiir alle n > no. Fiir y € B(xn,1/2") mit n > no folgt

aus der Dreiecksungleichung

1

N | ™

Wahlen wir daher n1 € N so grofs, dass 2% < 5, so gilt fiir alle n >

max{no,n1} die Inklusion
B(zn,1/2")N K C B(z,e) C Ua,.

Dies ist nun aber der gesuchte Widerspruch zur Konstruktiuon der
B(xn,1/2™). Damit folgt, dass K {iberdeckungskompakt ist.

Damit ist alles gezeigt. q.e.d.

Satz 1.11
Seien (M, d) ein metrischer Raum und K C M kompakt. Dann ist jede abge-

schlossene Menge A C K auch kompakt.

Beweis: Wir zeigen, dass A folgenkompakt ist. Sei (2 )nen C A eine Folge. Da
K kompakt ist, also insbesondere folgenkompakt, und A C K eine Teilmenge
von K ist, existiert eine Teilfolge von (xn)nen, die gegen ein € K konver-
giert. Da nun A abgeschlossen ist, folgt aus Satz 1.7, dass z € A ist. Damit

ist A folgenkompakt und nach dem Satz von Heine-Borel (Satz 1.10) kompakt.
q.e.d.

Satz 1.12
Sei R™ mit der Standardmetrik (euklidische Metrik) versehen. Dann ist eine

Teilmenge K C R™ genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt

1st.

Beweis:

,=“ Sei K kompakt, inbesondere nach Satz 1.10 und Definition 1.9 vollsténdig
und total beschriankt. Da vollstdndige Mengen abgeschlossen und total
beschrinkte Mengen beschriankt sind, folgt die Hin-Richtung.
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,<="“ Sei K C R" beschrankt und abgeschlossen. Dann existiert ein R > 0,
sodass K C B(0,R). Da K abgeschlossen ist, geniigt es nach Satz 1.11
zu zeigen, dass B(0, R) kompakt ist. Sei hierzu (zn)neny C B(0, R) eine

Folge. Schreiben wir zp = (z},...,2}), k € N, so erhalten wir wegen
n .
llexl[* =) (2k)* < R?
i=1

insgesamt n beschriankte Folgen in R. Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstraf (sieche [MKO09|, Satz 8.5) existiert daher eine konvergente Teil-
folge (Yn)nen von (Zn )nen, sodass (v )nen, das heifit, die erste Komponen-
ten der Folge (yn)nen konvergiert. Nach Auswahl einer weiteren Teilfolge
(2n)nen von (Yn)nen erhdlt man dann eine Teilfolge, bei der die ersten
beiden Koordinatenfolgen (2.)nen, ... konvergieren. Wir meinen damit,
dass wir eine weitere Teilfolge finden konnen, fiir die beide Komponen-
tenfolgen konvergieren. Iterativ erhalten wir eine Teilfolge (& )nen von
(zn)nen, bei der simtliche Koordinatenfolgen in R konvergieren. Da eine
Folge genau dann beziiglich || - || konvergiert, wenn die Koordinatenfol-
gen in R konvergieren, ist (Zn)nen somit eine konvergente Teilfolge von
(€n)nen. Ferner ist ||Zx||> < R? fiir alle k € N und daher auch mit den

Grenzwertsiatzen
|| lim Z||* = lim ||Z]|*> < R®.
k— o0 k— o0

Dies impliziert limy_, o 1 € B(0, R) und daher ist B(0, R) kompakt.
q.e.d.

Satz 1.13
Seien (M, d) ein metrischer Raum und O :={Q C M : Q ist d — offen}. Dann
ist M mit diesem System O ein topologischer Raum, der hausdorffsch ist.

Beweis: Den Beweis haben wir eigentlich schon gefiihrt, als wir gezeigt haben,
dass der Durchschnitt von endlich vielen und die Vereinigung von beliebig vielen
offenen Mengen wieder offen ist (sieche die Sétze 1.1 und 1.2 und deren Beweise).
Dennoch fithren wir den Beweis der Vollstédndigkeit halber nochmal, indem wir
die Axiome einer Topologie aus Definition 1.19 nachpriifen:

i) Die leere Menge ) ist in O enthalten, da es gar kein z € @ gibt, fiir das
ein U(z,r) C () gefunden werden miisste. Auch die Menge M selbst liegt
in O, da sie Umgebung jedes ihrer Punkte und damit sicherlich offen ist.
Dies zeigt, dass Offenheit eben keine intrinsische Eigenschaft ist.

ii) Seien Q1 und Q2 offen. Dann existieren €1 und €2 und z € 1 N Q2 mit
U(z,e1) C Q1 und U(z,e2) C Q2. Wahle € := min{e1,e2}. Dann ist auch

U(ac,a) C 21N,
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also ist €21 N Q2 offen und insbesondere ist 21 N Qs € O.

iii) Seien I eine beliebige Indexmenge und fiir ¢ € I eine offene Teilmenge €2;
gegeben. Ist « € (J;c; i, so existiert ein 4 € I mit x € ; und dann auch
ein € > 0 mit U(x,e) C Q;. Daraus folgt

U(z,e) C |

il

Nehmt euch fiir den Nachweis der Hausdorff-Eigenschaft zwei verschiedene

Punkte p,q € M und setzt r := %d(p, q) > 0. q.e.d.
Satz 1.14
Sei (V.|| - ||) ein normierter Vektorraum. Dann wird durch

d:V xV =K mitd(z,y) := ||z —yl

eine Metrik auf V' definiert.

Beweis: Vergleiche Definition 1.1 und Definition 1.26. q.e.d.

1.3 Erkldrungen zu den Definitionen

Zur Definition 1.1 einer Metrik: Wie euch sicherlich in der Analysis 1 schon
aufgefallen ist, untersucht man in der Analysis hdufig Grenzwertfragen. Hierfiir
ist ein addquater Konvergenzbegriff nétig, fiir den man aber Abstdnde bzw.
Abweichungen messen muss, zum Beispiel wie weit bei einer Funktion der Form
f: M — N zwischen zwei Mengen M und N die Funktionswerte f(z) und f(y)
voneinander entfernt sind bzw. voneinander abweichen, wenn die Abweichungen
von z und y in M bekannt sind. Genau dies leistet der Begriff der Metrik. Thr
alle kennt schon eine Metrik, namlich die sogenannte euklidische Metrik (also
den elementargeometrischen Abstandsbegriff), die wir gleich noch einmal in den
Beispielen genauer betrachten werden. Nun gibt es aber, wie wir auch noch sehen
werden, viele weitere interessante und niitzliche Metriken.

Fiir den einen oder anderen mag die Definition 1.1 einer Metrik vielleicht etwas
kompliziert klingen. Die Idee dahinter ist aber mehr als simpel. Fiillen wir die
Definition doch einmal mit Leben und iibersetzen die Sprache der Mathematik
in die deutsche Sprache, die ihr alle versteht (hoffen wir jedenfalls :-)). Stellt
euch Folgendes vor: Thr steht gerade an eurer Universitdt am Haupteingang,
zum Beispiel am wunderschénen Welfenschloss der Leibniz Universitat Hannover
(nein, wir wollen keine Werbung machen :-P). Wir schauen uns nun an, was die

einzelnen Axiome i)—iii) in der Definition bedeuten.
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i) Das erste Axiom der positiven Definitheit fordert, dass der Abstand von
euch zu irgendeinem Ort immer eine positive reelle Zahl ist und dass der
Abstand von euch zu euch selbst null ist.

ii) Das Axiom der Symmetrie besagt nichts anderes, als dass der Abstand
von eurer Universitit, zum Beispiel Hannover, zu einer anderen Univer-
sitét, zum Beispiel Miinchen, genauso grofs ist, wie der Abstand von der
Universitédt in Miinchen nach Hannover.

iii) Die Dreiecksungleichung kann man sich so verdeutlichen: Wenn ihr auf
dem Weg von Hannover nach Miinchen einen Umweg iiber Berlin macht,
dann miisst ihr euch nicht wundern, wenn ihr langer unterwegs seid.

Wir bemerken noch: Eigentlich bendtigen wir aus dem ersten Axiom nur, dass
d(z,y) = 0 < x = y. Denn daraus folgt dann mit der Dreiecksungleichung und
der Symmetrie

0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) =2 d(z,y),
also d(x,y) > 0.

Beispiel 1

Wir wetten, dass jeder von euch einen metrischen Raum kennt (sollten wir
diese Wette gerade verlieren, so schreibt uns eine Mail mit einem mdglichen
Wetteinsatz). Dass euch der Begriff der Metrik bzw. des metrischen Raums
schon vertraut sein sollte, zumindest wenn ihr Analysis 1 gehort habt, zeigt das
folgende erste einfache Beispiel:

m Die Menge der reellen Zahlen ist mit der Abstandsmetrik d(z,y) := |z —y|
ein metrischer Raum. Den Beweis habt ihr indirekt schon in [MKO09] gele-
sen (solltet ihr dies getan haben), als wir die Dreiecksungleichung bewiesen
und uns einige Eigenschaften des Betrags angeschaut haben.

m Die Metrik von oben kann man sehr leicht auf den R” = Rx ... xR

—_—
n-mal
iibertragen. Fiir x = (z1,...,2n) und y = (y1,...,yn) € R" setzen wir
llz]| == \/22 + ...+ 22.
Dann ist d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik. Als Ubungsaufgabe solltet ihr

die Axiome aus Definition 1.1 iiberpriifen. Die positive Definitheit und
die Symmetrie sind fast geschenkt, nur die Dreiecksungleichung erfordert
etwas mehr Arbeit. In der Erklarung zur Definition 1.26 der Norm pra-
sentieren wir euch schon eine fast komplette Losung. Anders geschrieben
sieht die Metrik so aus:

d(z,y) ==
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Sie definiert auf der Menge M := R"™ mit der Abbildung d : R” x R" — R
eine Metrik. Auch sie hat einen besonderen Namen. Wir nennen sie die
euklidische Metrik und wir schreiben statt d auch oft | - |. Der Punkt -
soll andeuten, dass wir in | - | etwas einsetzen.

Sei M eine beliebige Menge. Die Abbildung

d: M x M — R,

dz.y) { 0, firz=y
T,y) =
Y 1, fir x #y

definiert eine Metrik auf M. Man bezeichnet sie als diskrete Metrik.
Sei M := R". Die Metrik

d(z,y) == max |zy —yl
k=1,...,n
heifstt Maximumsmetrik. Wenn wir den Begriff der Norm kennen (sie-
he Definition 1.26 und die entsprechende Erklarung), so werden wir eine
,Verallgemeinerung“ dieser Metrik auf dem Vektorraum der stetigen reel-

len Funktionen kennenlernen, ndmlich die Maximumsnorm.

Mit dem folgenden Beispiel wollen wir darlegen, wie ihr bei Ubungsauf-
gaben vorgehen miisst, um zu zeigen, dass eine gewisse Abbildung eine
Metrik definiert. Es ist klar, was ihr dann zu tun habt. Thr miisst die posi-
tive Definitheit, die Symmetrie und die Dreiecksungleichung nachweisen.
Wir zeigen jetzt, dass auf Rso := (0, 00) durch

d:Rso XxRso = R, d(z,y) := le =yl

Ty
eine Metrik definiert wird. Die Positive Definitheit folgt, da |z — y| >
0 fir alle z,y € Rso, sowie zy > 0, da z,y € Rso. Auflerdem ist ja
|x — y| = 0 genau dann gleich Null, wenn x = y. Die Symmetrie folgt
aus der Symmetrie der euklidischen Metrik | - |. Die Dreiecksungleichung
erfordert etwas Arbeit. Diese siecht man so ein: Zu zeigen ist, dass d(z,y) <
d(z, z)+d(z,y) fur z,y, z € Rx¢. Dafiir beginnen wir mit der rechten Seite
und erhalten

T —z z— T—z z—
d(:z:,z)+d(z,y):| |+| yl > + y‘
Tz 2y Tz 2y
_|zy—yztrz—ay :|x—y|:d(x Y)
T2y Ty e

Hierbei ging einfach nur die (,normale*) Dreiecksungleichung ein.
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m Noch ein etwas anderes Beispiel. Wir wollen zeigen, dass

1 1
d(m,n) = E — E

eine Metrik auf N definiert. Die Positive Definitheit und die Symmetrie
folgen wieder sofort (macht euch das klar!). Die Dreiecksungleichung sieht
man so ein (Wir addieren geschickt Null): Seien m,n, k € N, so ergibt sich

J|tor (1t
T lm k k n

= d(m, k) + d(k,n).

1

1.1 1
m k k n

m Seien (M,d) und (M’,d’) zwei metrische Riume. Auf dem kartesischen
Produkt M x M’ wird eine Metrik, die sogenannte Produktmetrik durch

dPTOd((x7 x/)7 (y7 y/)) = rnax(d(x, y)) d,($/7 y/))
definiert.

m Auf R werde ein d definiert durch
d(z,y) := arctan |z — y|.

Wir wollen beweisen, dass dies wirklich eine Metrik ist. Dazu weisen wir
die entsprechenden Axiome nach.

i) Die Arkus-Tangens-Funktion hat genau eine Nullstelle, und zwar bei
x = 0, denn bekanntermafien (hoffen wir zumindest :-D) ist die
Arkus-Tangens-Funktion streng monoton wachsend. Daher gilt fiir
alle z,y € R:

dz,y) =0 arctan|z —y| =0 |t —y| =0z =y.
ii) Die Symmetrie ist ebenfalls ziemlich leicht: Fiir alle z,y € R gilt
d(z,y) = arctan |z — y| = arctan |y — z| = d(y, z).

Der Beweis ergibt sich im Wesentlichen also aus |z — y| = |y — zf;
eine Tatsache, die wir seit Analysis 1 schon beherrschen.

iii) Die Dreiecksungleichung ist ein wenig schwieriger: Wir zeigen zu-
néchst, dass arctan(z + y) < arctan(z) + arctan(y) fir alle z,y > 0
gilt, da wir dies spéter noch bendtigen. Wir wollen dies mit Hilfe von
einfacher Integralrechnung zeigen.
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Es gilt (dies sollte man ebenfalls wissen):

Tty 1
arctan(z +y) = /0 e dt.
Mit Hilfe der Additivitat des Integrals erhalten wir sofort

z+y 1
arctan(m + y) = /0 m dt

- dt - _ar
/0 1+¢2 Jr/w 1+ 2

Das erste Integral ist kein Problem, es ist gleich arctan(z). Nur fiir
das zweite Integral miissen wir ein wenig arbeiten, und zwar knacken
wir es, in dem wir z := t — x substituieren. Wir erhalten so

1‘+7471 d yil d 1.1
t: . .
/w 1+ ¢2 /0 14 (z+2)? i (1.1)

Dies lasst sich nun durch foy 1—&-% dz nach oben abschitzen. Denn
was stort bei (1.1)7 Ja, richtig! Das ,,+2*. Aber wir sind ja auch nur
an einer Abschétzung interessiert. Genauer: Es gilt
1 < 1
1+ (z4+x)2 ~ 1422

fiir alle x > 0 (und z > 0, wir integrieren ja liber positive z) und
somit auch

B) dZ < 2 dZ = arl an U
- @@ 1

Da haben wir den Beweis aber ziemlich auseinandergepfliickt. Hier
nochmals auf einen Blick:

z+y 1
arctan(z + y) = /
0

e dt (das ist gerade der Arkus-Tangens)

T 1 T4y
_/o 112 dt +/m T t2 dt (Additivitét)

v 1
= t ————— dz (Substituti
arcan(x)—l—/o T+ (1) z (Substitution)

vyl
< -
< arctan(z) + /0 522 dz

(siehe obige Ungleichung fiir > 0)
= arctan(x) + arctan(y).
Nun aber zuriick zum Nachweis der Dreiecksungleichung:
d(x, z) = arctan |(z — y) + (y — 2)|
< arctan (|2 — y| + [y — =)
< arctan |z — y| + arctan |y — z|

= ci(x,y) + J(y, z) Vx,y,z € R.
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Im vorletzten Schritt ging gerade das ein, was wir oben in mithsamer
Arbeit erarbeitet haben. Fertig!
]

Zur Definition 1.2 der offenen und abgeschlossenen Kugel: Die Begriffe der of-
fenen und abgeschlossenen Kugel kann man sich relativ leicht im euklidischen
Raum bzw. in der Ebene verdeutlichen. Stellt euch in der Ebene einfach einen
Kreis mit Mittelpunkt x¢p und Radius » > 0 vor. Die offene Kugel beinhaltet
alle Punkte, die von dem Mittelpunkt zp einen Abstand kleiner als r haben.
Sie liegen also alle innerhalb des Kreises und nicht auf dem Rand. Geht man
nun zum dreidimensionalen Raum iiber, so rechtfertigt dies auch den Begriff
der Kugel. Analog macht man sich den Begriff der abgeschlossenen Kugel klar
und zwar als Kreis bzw. Kugel, bei der der Rand ,dazugehort”. Zur abgeschlos-
senen Kugel sagt man auch oft abgeschlossener Ball. Das kommt daher, dass
im Englischen zum Beispiel im Dreidimensionalen begrifflich zwischen ,sphere
(Kugeloberfliche) und ,ball“ (Vollkugel) unterschieden werden kann, wihrend
im Deutschen bei ,,Kugel“ es nicht so klar ist. ,,Ball ist also wohl eine Anleihe
aus dem Englischen. Graphisch sieht das in etwa so aus wie in der Abbildung
1.1 dargestellt. Das Gestrichelte in Abbildung 1.1 soll andeuten, dass die Rand-
punkte nicht dazugehdren. Wir wollen hier eine kleine Warnung aussprechen:

-~ ~
7 ~N
7 N
/ \
/

/ r \
/ \
1 \
| o |
\ 1
\ /

\ /

\ /
\ 7
AN I
~N 7
~ -~

Abb. 1.1: Veranschaulichung einer offenen und abgeschlossenen Kugel.

Man darf sich die offenen bzw. abgeschlossenen Kugeln nicht als Kugeln in dem
Sinne vorstellen, wie der Begriff in unserem Sprachgebrauch benutzt wird. Um
das zu verdeutlichen, zeichnet doch einmal die Kugeln in der diskreten Metrik
auf dem R?. Wir wollen fiir die Normen (siehe dazu auch Definition 1.26)

n n %
|- |1 ::Z|mk|, |- ]2 = Zzi und || := max |zg|
k=1 k=1 1sksn

im R? die Einheitskugeln B(0,1) = {x : |- |, < 1} mit p = 1,2, 00 skizzieren.
Siehe dazu die Abbildungen 1.2, 1.3 und 1.4. Wir arbeiten hier jetzt mit Normen,
weil jede Norm auf einen Vektorraum einen metrischen Raum durch d(z,y) :=
||l — y|| bildet. Dies wird in der Erklédrung zu Definition 1.26 auch deutlich
werden.
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Y

AN
N

Abb. 1.2: Man sieht hier die ,Einheitskugel* der Metrik, die aus der Norm || - ||1 =
> w_1 lzk| hervorgeht. Das ist alles andere als eine Kugel, oder?

Y

/2Ry
NI

Abb. 1.3: Hier sieht man die ,Einheitskugel“ zur Norm || - [l = (30} _, a:i)%

Y
1

1

Abb. 1.4: Und schlieRlich die ,Einheitskugel” zur Norm || - ||cc = maxi<p<p k|-

Zur Definition 1.3 der Umgebung: Zur Erklarung soll die Abbildung 1.5 dienen.
Dies bedeutet also nur, dass man eine Teilmenge U C M Umgebung von x € M

Abb. 1.5: Umgebung U eines Punktes = € M.
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nennt, wenn die entsprechende Kugel noch komplett in U enthalten ist.

Zur Definition 1.4 einer offenen Menge: Wie kann man sich die Definition 1.4
vorstellen? Dies ist eigentlich recht einfach, wenn man die Definition 1.3 verstan-
den hat. Malen wir uns ein Bildchen (siehe Abbildung 1.6) und schauen, was
diese Definition aussagt: Sie sagt einfach nur, dass eine Menge M offen heifit,
wenn zu jedem Punkt der Menge eine Umgebung in M existiert, das heifst, zu
jedem Punkt kann man eine offene Kugel finden, sodass diese noch in der Men-
ge M liegt, egal wie ,nah“ der Punkt x € M am Rand von M liegt. Die leere
Menge und die ganze Menge selbst sind beispielsweise offen: Der ganze Raum
M ist offen, da M Umgebung jedes Punktes x € M ist. Die leere Menge ist
offen, da es keinen Punkt x € () gibt, zu dem es eine e-Umgebung U(z,e) C 0
geben miisste. Anschaulich ist eine Menge offen, wenn ihre Elemente nur von

Abb. 1.6: Die Menge M ist offen.

Elementen dieser Menge umgeben sind, das heifst also, kein Element der Menge
liegt auf dem Rand der Menge!

Beispiel 2

Aus der Analysis 1 wisst ihr, dass man ein Intervall (0,1) in den reellen Zahlen
offen nennt. Dann sollte dieses Intervall aber natiirlich auch wirklich offen sein.
Dies gilt, denn jede reelle Zahl mit 0 < x < 1 ist nur von den Zahlen mit
derselben Eigenschaft umgeben. Um dies einzusehen, wihlt man beispielsweise

zl, =z
2’2 2)°

Man muss ein wenig mit dem Begriff der Offenheit aufpassen, denn ob eine

als Umgebung die Menge

Menge offen ist oder nicht, hangt ganz stark von dem umgebendem Raum ab,
in dem sie liegt. Die rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 bilden eine offene Menge
in den rationalen Zahlen, aber nicht in den rellen Zahlen!

Beispiel 3
Wir wollen jetzt noch zeigen, dass die offenen Mengen beziiglich der Metrik d aus
dem letzten Punkt in Beispiel 1 dieselben sind wie bzgl. der Metrik d(x,y) = |z —
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y|. Dies geht so: Mit U(z, ) bezeichnen wir eine offene Kugel mit Mittelpunkt =
und Radius ¢ beziiglich der Metrik d und mit U(z,€) eine offene Kugel bezliglich
der Metrik d. Sei U eine offene Menge beziiglich der Metrik d und z € U.
Dann gibt es nach Definition der Offenheit ein g1 € (0, g) mit U(ac,z-n) cU.
Wieso wir dieses €1 aus (0, g) wéhlen, wird spater noch deutlich werden. Mit

€2 := tan(e1) > 0 erhalten wir dann

U(z,e2) = {€ € R : |z — €| < tan(e1)}
={¢(eR:arctan|z —&| < &1}
= [7(:17,51) cUu,

also ist U offen beziiglich der Metrik d. Wieso man dieses €2 gerade als tan(e1)
wahlt, sieht man also eigentlich erst an der Rechnung, die wir gerade nachvoll-
zogen haben. Man muss also ein wenig mit der Definition der Metrik spielen.
Die andere Richtung geht fast genauso. Versucht euch erst dran und schaut erst

danach in die folgenden Zeilen :-).

Sei nun umgekehrt U eine offene Menge bzgl. der Metrik d und z € U. Dann
existiert e1 > 0 mit U(z,e1) C U. Wir setzen g2 := arctan(e1) > 0. Hier wird
jetzt deutlich, wieso €1 € (0, g), denn sonst wére der arctan(e1) nicht gescheit
definiert. Jetzt erhalten wir sofort

U(x,e2) = {€ € R : arctan |z — | < arctan(e;)}
={{eR: |z <e}
=U(z,e1) C U,
also ist U offen beziiglich der Metrik d. [

Zur Definition 1.5 einer abgeschlossenen Menge: Diese Definition bedarf keiner
grofien Erklarung. Wenn man zeigen méchte, dass eine Menge abgeschlossen ist,
zeigt man einfach, dass das Komplement offen ist. Und wie man das macht, wer-
den wir uns noch etwas spéter bei den Erklarungen zu den Sadtzen und Beweisen
im Abschnitt 1.4 anschauen. Abgeschlossen ist eine Menge, wenn sie all ihre
Haufungspunkte enthélt. Eine wichtige Anmerkung miissen wir noch machen:
Wiéhlen wir als Raum X zum Beispiel die Vereinigung der Intervalle [0,1] und
[2,3] mit euklidischer Metrik, so sind in diesem Raum die Teilmengen [0,1] und
[2,3] beide sowohl offen als auch abgeschlossen. Dabei ist wichtig, zu bemerken,
dass Offenheit vom Raum abhéngig ist! Auferdem ist in einem metrischen Raum
die zugrundeliegende Gesamtmenge ebenso wie die leere Menge stets sowohl of-
fen als auch abgeschlossen. Mengen kénnen also durchaus beide Eigenschaften
besitzen! Das heifit: Wenn eine Menge beispielsweise abgeschlossen ist, kénnte
sie auch noch offen sein! Schliefft niemals, dass eine nicht offene Menge abge-
schlossen sein muss oder Ahnliches. So ist zum Beispiel das Intervall (1,2] weder
offen noch abgeschlossen. Ein weiteres Beispiel in diesem Zusammenhang,.
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Beispiel 4

Sei X eine beliebige Menge. Dann wird ja durch d(z,y) := 0, falls z = y und
d(z,y) := 1, falls x # y auf X eine Metrik definiert, die sogenannte diskrete
Metrik auf X. Jede Teilmenge von X ist bzgl. dieser Metrik zugleich offen und
auch abgeschlossen. Es reicht zu zeigen, dass jede Teilmenge von X offen ist,
da Abgeschlossenheit iiber die Komplementbildung definiert ist. Dies folgt aber
sofort daraus, dass fiir alle x € X gilt:

U(z,1/2) ={ye X :d(z,y) < 1/2} ={ye X :z =y} = {z} C X.

Wir bemerken noch fiir alle, die mit der Zahl 1/2 nichts anfangen kénnen: Die
Zahl 1/2 konnt ihr durch jede andere Zahl aus dem offenen Intervall (0,1) erset-
zen und das Argument funktioniert genauso.

]

Zur Definition 1.6 der Konvergenz einer Folge: Als Erlduterung stelle man sich
Folgendes vor: Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei (zr)nen eine Folge in M.
Die Folge (zn)nen konvergiert gegen z € M, wenn lim, o0 d(2n,2z) = 0. Der
Abstand der Folgenglieder zum Grenzwert z selbst wird also immer kleiner und
ist im Grenzfall null. Wir schreiben lim, .o z» = x. Hierzu sollten wir noch
erwdhnen, dass sich der Limes auf die Konvergenz beziiglich der euklidischen
Metrik in R bezieht. Die Definition sollte euch natiirlich schon aus der Analysis
1 bekannt sein. Nur dass wir jetzt eine ,allgemeinere” Metrik, also einen all-
gemeineren Abstandsbegriff, verwenden, die aber durchaus die aus Analysis 1
bekannte euklidische Metrik sein kann. So haben wir es jetzt ja bei vielen Defi-
nitionen gemacht: Das, was wir schon kannten, verallgemeinert. So funktioniert
Mathematik, man mdéchte immer allgemeinere und bessere Resultate erzielen.

Zu den Definition 1.7—1.9: Wir wollen hierzu nicht viel sagen, sondern nur, dass
wir die Definition schon aus der Analysis 1 kennen und dass wir hier wieder eine
allgemeine Metrik verwenden. Wir verweisen auf unseren ersten Band [MKO09].

Zur Definition 1.10 des Randes: Diese Definition verdeutlicht man sich am bes-
ten mithilfe eines Bildes, wie in Abbildung 1.7 versucht. Ein Randpunkt ist also
ein Punkt z € M von A, wenn der offene Ball um x sowohl mit A als auch
mit M \ A einen nichtleeren Schnitt besitzt. Vereinigen wir alle Randpunkte,
so erhalten wir den Rand der Menge. Man sollte bei dem Begriff des Randes
natiirlich nicht immer nur Bilder von Gebieten des R? im Kopf haben, denn es
kann alles vorkommen: Der Rand ist gleich der Menge, der Rand ist eine echte
Teilmenge der Menge, die Menge ist eine echte Teilmenge ihres Randes.
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Abb. 1.7: Der Rand einer Menge A C M.

Beispiel 5
m Beispielsweise ist 0Q = R, denn in der Umgebung eines jeden Punktes
x € R liegen sowohl rationale Zahlen als auch irrationale Zahlen. Dies
kennen wir aus der Analysis 1; man sagt Q liegt dicht in R.

m Der Rand der Einheitskugel im R"
B0,1) = {z € B" : |la] < 1}
ist gerade die Einheitssphére
OB(0,1) = S" ' = {z e R™ : [|z]| = 1}.

Wir hoffen, dass der Begriff des Randes nun klarer geworden ist [

Zur Definition 1.11 des Inneren: Das Innere einer Menge ist einfach nur die
Menge ohne den Rand. Abbildung 1.8 soll dies noch einmal darstellen.

Abb. 1.8: Das Innere einer Menge A.

Zur Definition 1.12 des Abschlusses: Der Abschluss einer Menge A ist einfach
nur das Innere und der Rand zusammen. Abbildung 1.9 zeigt dies noch einmal
in visueller Form.

Zur Definition 1.13 der offenen Uberdeckung: Die Definition 1.13 der offenen
Uberdeckung macht man sich am besten mit einem Bild klar, wie in Abbildung
1.10. Wenn es moglich ist, K durch offene Mengen zu iiberdecken, dann besitzt
K eine offene Uberdeckung.
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Abb. 1.9: Der Abschluss einer Menge A.

KcU
Abb. 1.10: Eine offene Uberdeckung einer Menge.

Beispiel 6

Das folgende Beispiel soll eher eine versteckte Ubungsaufgabe darstellen: Ver-
sucht aus der Uberdeckung des offenen Intervalls (0,1) durch Mengen der Form
(%,1 - %) mit n € N eine endliche Teiliiberdeckung auszuwahlen.

Um euch die Ubungsaufgabe nicht wegzunehmen, geben wir nun eine andere
offene Uberdeckung an und zeigen zunichst, dass diese eine offene Uberdeckung
des Intervalls (0, 1) ist und danach, dass diese Uberdeckung keine endliche Teil-
iiberdeckung besitzt, die das Intervall (0, 1) iiberdeckt. Hieraus ergibt sich, dass
(0,1) nicht iiberdeckungskompakt und damit nicht kompakt ist. Wir behaupten

G L
~ \n+2"n
n=le—

=:U,

als erstes, dass

eine offene Uberdeckung vom Intervall (0,1) ist. Dazu ist zu zeigen, dass fiir

alle z € (0,1) ein n € N mit « € U, existiert. Solch ein n existiert aber mit
1

73 < . Wir verwenden nun das kleinste solche n, also z < %_H Dann gilt:

1 1
< — Uy.
n+2<x_n+1<n§m€ n

Hieraus folgt nun, dass | J U, eine Uberdeckung von (0, 1) ist. Dass diese auch
noch offen ist, ist klar, da die U,, offene Intervalle sind.

Nun beweisen wir als zweites, dass von dieser offenen Uberdeckung keine endli-
che Teiliiberdeckung existiert. Dies ergibt unser Ziel, dass (0, 1) nicht kompakt
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ist. Dazu wahlen wir eine endliche Indexmenge I C N aus. So existiert ein n € N
mit n —1,n & I. Wegen

1 1
<i + 1’ z) COD\(Uir2 UUit1) und U NUjyi =0

fiir jedes j € N und ¢ > 2 ist dann

(n—li—l i) c,n\{Ju.

iel
Das heifst, es fehlt mindestens das Intervall (n%_l, %), um (0, 1) zu iiberdecken.
Wir haben also eine offene Uberdeckung angegeben, die keine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Daher ist (0, 1) nicht iiberdeckungskompakt.

Dass [0, 1] kompakt ist, zeigen wir in Beispiel 7. ]

Zur Definition 1.14 der Uberdeckungskompaktheit: In den folgenden Definitio-
nen gibt es einige Kompaktheitsdefinitionen. Der Begriff der Kompaktheit ist
schon aus der Analysis 1 bekannt. Ein abgeschlossenes und beschréinktes In-
tervall nannten wir dort (sieche [MKO09]) kompakt. Hier sollte man aber etwas
vorsichtig sein. Was wir unter Kompaktheit genau verstehen, sehen wir jetzt.
Die Definition 1.14 der Uberdeckungskompaktheit wird oft falsch verstanden.
Uberdeckungskompaktheit bedeutet nicht, dass man K iiberdeckungskompakt
nennt, wenn man K durch eine endliche Anzahl von offenen Mengen iiberde-
cken kann. Denn das ist sowieso immer moglich, ndmlich durch die Menge selbst.
Uberdeckungskompaktheit bedeutet, dass zu jeder beliebig vorgegebenen offenen
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung existieren muss. Dies haben wir
gerade in Beispiel 6 gesehen: Es ist bei dem Intervall (0,1) zu jeder offenen
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung vorhanden, bei dem Intervall (0, 1]
aber beispielsweise nicht, wie wir gleich sehen werden! Dieses Intervall ist auf R
nicht iiberdeckungskompakt, da die Uberdeckung

L{::{(;,l—l—i):neN}

zwar offen ist, U sich jedoch nicht auf eine endliche Teiliiberdeckung reduzieren
lisst. Beispielsweise kann auch die Uberdeckung ¢ := {[1/n,1] : n € N} nicht
auf eine endliche Teiliiberdeckung reduziert werden, da, nach der Wegnahme
von beliebig vielen Elementen von U’, noch unendlich viele Elemente ben&tigt
werden, um das Intervall (0, 1] zu iiberdecken.
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Beispiel 7

Wenn man zeigen will, dass das Intervall [0,1] iiberdeckungskompakt ist, so
muss man zeigen, dass jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt. Da dies relativ schwierig ist, fiihrt man einen Widerspruchsbeweis und
verwendet Intervallschachtelung. Etwas genauer: Wir gehen davon aus, dass eine
offene Uberdeckung existiere, aus der keine endliche Teiliiberdeckung ausgewihlt
werden kann. Teilen wir nun das Intervall in [0, 1/2] und [1/2, 1], dann kann man
wenigstens eines dieser Intervalle nicht durch endlich viele Elemente aus der
offenen Uberdeckung iiberdecken. Sei zum Beispiel [0, 1/2] dieses Intervall, dann
kann man auch dieses wieder teilen, und eine Halfte kénnen wir wieder nicht voll
iiberdecken. Dieses setzen wir fort und wir erhalten eine Intervallschachtelung.
Nun nutzen wir diese, um einen Widerspruch zu konstruieren.

Genauer geht dies so (wir haben diesen Beweis in [K09], Seite 315, gefunden):
Angenommen, {I;} sei eine offene Uberdeckung des Intervalls [0, 1] derart, dass
je endlich viele der I; das Intervall nicht {iberdecken. Ausgehend von irgendei-
nem Intervall [a1,b1] mit [0, 1] C [a1,b1] kann durch sukzessives Halbieren eine
Intervallschachtelung konstruiert werden, deren samtliche Intervalle [ay, by ] die
Eigenschaft besitzen, dass [0, 1] N [an, bn] nicht durch endlich viele der I; iiber-
deckt wird.

Sei a der durch diese Intervallschachtelung definierte Punkt und a., irgendein
Punkt in [0,1] N [an,bn]. Dann ist a der Grenzwert der Folge (an). Nun liegt
auch a in [0,1]. Folglich gibt es ein offenes Intervall I der Uberdeckung mit
a € I. Fiir hinreichend grofes N gilt damit [an,bn] C I. Dies widerspricht aber
der Eigenschaft, dass [0, 1] N [an, bn] nicht durch endlich viele der I; iiberdeckt
wird.

Ein anderer sehr kurzer Beweis, der uns auf dem Matheplaneten iiber den Weg
gelaufen ist (http://www.matheplanet.com), ist der folgende: Es sei eine offene
Uberdeckung von [0, 1] gegeben. Sei a € [0, 1] das Supremum aller Zahlen, fiir die
das Intervall [0, a] von endlich vielen der gegebenen offenen Mengen iiberdeckt
werden kann. Die Zahl a selbst muss auch von irgendeiner der gegebenen offenen
Mengen iiberdeckt werden. Der Fall a < 1 fiihrt zu einem Widerspruch: Es gibt
dann ein Intervall (b, c), das a enthilt und Teilmenge von einer Uberdeckungs-
menge ist (das folgt aus der Uberdeckungseigenschaft und aus der Offenheit der
iiberdeckenden Mengen). Somit ist b < a < ¢ < 1, und es gibt endlich viele Men-
gen, die das Intervall [0, b] {iberdecken, und nun haben wir eine weitere Menge,
die auch das Intervall (b, ¢) noch iiberdeckt, und das bedeutet: Fiir jedes d mit
a < d < c kann das Intervall [0, d] von endlich vielen Mengen tiberdeckt werden.
Dies ergibt wegen d > a einen Widerspruch zur Definition von a. Also muss
a = 1 sein. Dies hatten wir zu zeigen. [ |
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Zur Definition 1.16 der totalen Beschranktheit: Die Definition der totalen Be-
schranktheit klingt am Anfang vielleicht erst einmal recht kompliziert. Aber
schauen wir uns genau an, was dort eigentlich steht und gesagt wird. Dort
steht eigentlich nichts anderes, als dass man eine Menge K total beschrankt
nennt, wenn es moglich ist, K durch eine endliche Anzahl an offenen Ballen
mit vorgegebenem beliebigem Radius zu iiberdecken. Die Abbildung 1.11 soll
zum Verstindniss beitragen. Withrend bei der offenen Uberdeckung (siehe Defi-
nition 1.13) beliebig viele offene Bille die Menge iiberdecken kénnen, wird hier
gefordert, dass endlich viele ausreichen miissen. Totalbeschrénktheit stellt eine

K

Abb. 1.11: Zur Erklarung des Begriffes der totalen Beschranktheit.

bestimmte Endlichkeitsbedingung an einen metrischen Raum dar. Da es sehr
schwierig ist globale Eigenschaften von metrischen Réumen zu erhalten, gibt
es den Begriff der Totalbeschréanktheit. Dieser umgeht nédmlich das Problem,
dass eine Metrik durch eine dquivalente Metrik ersetzt werden kann, mit der
der Raum dann endlichen Durchmesser besitzt. Die Totalbeschranktheit fordert
nun, dass man den Raum in endlich viele Stiicke unterteilen kann, von denen
jedes eine vorgegebene Grofie nicht tiberschreitet.

Zur Definition 1.17 der Beschranktheit: Bei der Definition der Beschranktheit
gibt es einen Unterschied zur totalen Beschrénktheit (siehe Definition 1.16).
Zum Beispiel ist ein unendlicher Raum mit diskreter Metrik zwar beschrankt,
aber niemals total beschrankt.

Zur Definition 1.18 der Kompaktheit: Diese Definition sagt, dass es verschiede-
ne Kompaktheitsbegriffe gibt. Wir miissen aber keine Angst haben. Zumindest
im R" sind nach dem Satz von Heine-Borel (siche Satz 1.10) alle Kompakt-
heitsbegriffe, die wir so kennen, dquivalent. Im R™ ist eine Menge genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Beispiel 8

Wir wollen zeigen: Die Vereinigung von endlich vielen kompakten Teilmengen
eines metrischen Raums ist wieder kompakt. Dies bewerkstelligen wir, indem
wir die Uberdeckungskompaktheit verwenden: Zunichst die Voraussetzungen:
Seien M ein metrischer Raum und A, ..., A, seien kompakte Teilmengen von
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M. Weiter setzen wir A := |JI_; As. Zu zeigen ist demnach, dass A wieder
kompakt ist. Des Weiteren bezeichnen wir mit (€2;);en eine offene Uberdeckung
von A. Nun sind wir geriistet, um den Beweis anzugehen.

Dass (Q;)ien eine offene Uberdeckung von A ist, bedeutet gerade A C |J; oy Q.
Demnach ist also auch A; C [J;cy
Vereinigung von all diesen A;. Insgesamt ist also (Q;);en eine offene Uberde-

Q;, Vi=1,...,n, denn A ist ja gerade die

ckung fiir jede Menge A; mit i =1,...,n.

Nun geht es weiter: Nach Voraussetzung sind alle A; kompakt. Daher finden
wir fiir alle ¢ € {1,...,n} ein M; C N mit |M;| < co und 4; C UjeMi Q;. Hier
nutzen wir einfach nur die Kompaktheit aus. Da nun

A:UAZ'CUUQJ': U Qj
i=1

i=1jeM, jelUr, M;

und |M;| < oo fiir alle i € {1,...,n}, muss auch |JI_; M;| < oo sein. Folglich
ist A kompakt. |

Nun zu einem anderen Beispiel, bei dem wir mit der Folgenkompaktheit arbeiten
werden. Die Aufgabe stammt aus dem sehr schénen Ubungsbuch [FS11].

Beispiel 9
Seien M und K (wie Modler und Kreh :-D) kompakte Teilmengen vom R".
Wir wollen nun beweisen, dass die Menge M + K, definiert durch

M+ K:={z+y:2€ M,y € K}

dann ebenfalls kompakt ist. Wir wollen die Folgenkompaktheit zeigen; dies geht
nach dem Satz 1.10 von Heine-Borel. Nach der Definition 1.15 der Folgenkom-
paktheit ist damit nur zu zeigen, dass jede Folge (x;);en aus M + K eine kon-
vergente Teilfolge (z;, )ren besitzt, die gegen ein ¢ € M 4+ K konvergiert. Sei
also (z;)ien eine beliebige Folge aus M + K. Da die Folge aus dieser Summe
M + K stammt, kénnen wir nach Definition von M + K jedes Folgenglied z;
darstellen als
;i =a;+b; mita; € M, b; € K.

(ai)ien ist eine Folge aus M und (b;);en eine Folge aus K. Da M nach Voraus-
setzung kompakt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-Weiterstrafs (sieche
[MKO09], Satz 8.5) eine konvergente Teilfolge (ai,)ren von (ai)ien, die gegen
ein a € K konvergiert. Nun ist (b;, )ren eine Folge aus K und da K ebenfalls
nach Voraussetzung kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (bi,, )ien von (bi,)ken,
die gegen ein b € M konvergiert. Schon, oder? Also haben wir insgesamt:

m (bi,, )ien ist eine Teilfolge von (b;);en, die gegen ein b € M konvergiert.
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m (a;, )ken ist eine Teilfolge von (a;)ien, die gegen ein a € K konvergiert,
und damit ist auch (a;, )ien eine Teilfolge von (a;)ien, die gegen ein a
konvergiert. Wir kénnen ja noch eine weitere auswéhlen.

Mit den Grenzwertsitzen folgt fiir die Teilfolge (i, )ien = (aiy, + biy, )ien von
(zi) damit

lim z;, = lim (as,, +b;, ) = lim a4, + lim b;,, =a+be M+ K.
l— oo U l— oo i U l— oo U l— o0 U

Wir haben daher die Folgenkompaktheit gezeigt, denn wir haben gerade eine
Teilfolge angegeben, die gegen einen Wert in M + K konvergiert. Es folgt, dass
M + K kompakt ist. [

Zur Definition 1.19 eines topologischen Raums: Schauen wir uns an, was die
einzelnen Axiome i) — ii7) aus der Definition eines topologischen Raums bedeu-
ten.

Axiom i) sagt aus, dass die leere Menge und die Menge selbst zum topologischen

Raum gehoren.

Axiom ii) besagt: Sind zwei Mengen Elemente der Topologie, so gehort auch
deren Durchschnitt dazu. Der Durchschnitt zweier offener Menge ist also

wieder offen. Dies werden wir in Satz 1.1 fiir metrische Rdume sehen.

Axiom iii) bedeutet nichts anderes, als dass die Vereinigung von beliebig vielen
offenen Mengen wieder offen ist. Dies haben wir in Satz 1.2 fiir metrische

Réume gezeigt.

Ein topologischer Raum oder eine Topologie ist also ein System von Teilmengen
bzw. von offenen Mengen. Wir wollen uns noch ein paar Beispiele fiir Topologien

bzw. topologischen Rdumen ansehen.

Beispiel 10
m Das einfachste Beispiel eines topologischen Raums ist die Menge der re-
ellen Zahlen mit folgender Topologie: Das System der offenen Teilmengen
ist so erklért, dass wir eine Menge 2 C R offen nennen, wenn sie sich als

Vereinigung von offenen Intervallen darstellen ldsst.

m Trivialtopologie: Jede Menge M kann auf wenigstens zwei Arten zu ei-
nem topologischen Raum gemacht werden. Dazu definieren wir die Klum-
pentopologie O1 := {(), M} und die diskrete Topologie Oz := P(M).
In anderer Literatur wird O; auch héufig die triviale oder indiskrete To-
pologie genannt. Der aufmerksame Leser moge tiberpriifen, ob die Axiome

einer Topologie wirklich erfiillt sind.
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m Relativtopologie: Ist (M, Q) ein topologischer Raum und N C M eine
Teilmenge, so induziert O auch eine Topologie auf der Teilmenge N und
zwar durch

On ={QCM:Q=NnQmit Q€ O}

m Produkttopologie: Seien (M1, O1) und (M2, O2) zwei topologische Riu-

me. Dann existiert auf
M := M1 x Mz := {(x1,22) : 1 € My und 22 € M3}
eine induzierte Topologie O; x O2, die von der Basis
{21 xQ2: Q1 € O1 und Q2 € Oz}

erzeugt wird, die man Produkttopologie nennt. Das heiftt O1 x Oz besteht
aus allen denjenigen Teilmengen von M; x Ma, die sich als Vereinigung
von kartesischen Produkten offener Mengen aus M1 mit offenen Mengen
aus Ms darstellen lassen.

m Allgemeine Produkttopologie: Mit dem Begriff der Subbasis (siehe
Definition 1.25) kann man die Produkttopologie verallgemeinern: Sei I
eine Menge und fiir jedes ¢ € I sei (M;, O;) ein topologischer Raum. Dann
nennt man die von der Subbasis

B::{HL:(VieI:LieC)i)A(EioeI: Vi;«éiozLi:Mi)}

i€l

definierte Topologie [ [,; O; die Produkttopologie auf [[,.; M; beziiglich
der gegebenen Raume (M;, O;). Sie ist also die Familie aller derjenigen
Produkte offener Mengen aus den jeweiligen Rdumen, bei denen hdchstens

ein Faktor nicht gleich dem jeweiligen Gesamtraum ist.
m Sierpinski-Raum: Sei M :={0,1}. Dann ist
O0:= {(Z)v M, {0}}

eine Topologie auf M. Der topologische Raum (M,Q) heiflt der
Sierpinkski-Raum.

m Euklidische Topologie: Sei M := R" der euklidische Standardraum und
d die tbliche euklidische Metrik. Die dadurch erzeugte Topologie nennt
man die euklidische Topologie. Diese euklidische Topologie auf R ist na-
tiirlich dieselbe wie die in Beispiel 1.

[
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Vielleicht zum Abschluss der Erkldrung noch ein paar Worte: Die Topologie
stellt im Grunde einen noch allgemeineren, noch abstrakteren Kontext fiir die
fiir Metriken definierten Begriffe dar, wie beispielsweise offene, abgeschlossene
Mengen und so weiter. Wenn man sich die Definition der Topologie anschaut
und mit den Sétzen 1.1 und 1.2 iiber offene Mengen vergleicht, werden einen die
Parallelen geradezu anspringen, und der clevere Leser bekommt vielleicht schon
eine Idee, was genau eine Topologie macht. Eine Topologie verzichtet einfach
ganzlich auf eine Metrik und arbeitet nur noch auf den offenen Teilmengen,
die ohne den Begriff der Metrik neu definiert werden miissen. Dies tun wir in
Definition 1.20. Eine Teilmenge von M ist beziiglich der Topologie offen genau
dann, wenn sie Element der Topologie ist.

Wir betonen hier noch einmal, dass es sich hierbei um eine Definition und keinen
Satz handelt. Das heifit, wenn ihr eine Topologie gegeben habt, miisst ihr euch
keine Gedanken dariiber machen, ob die Elemente der Topologie offen sind. Das
sind sie per Definition! Und so lésst sich auch verstehen, warum eine Metrik
eine Topologie induziert. Habt ihr eine Topologie definiert, legt ihr automatisch
fest, welche Mengen offen und damit auch, welche Mengen abgeschlossen zu sein
haben. Habt ihr eine Metrik gegeben, dann miisst ihr einfach nur alle Mengen
finden, die nach Definition 1.4 offen sind, und in einer Obermenge sammeln.
Diese Obermenge stellt dann die durch die Metrik induzierte Topologie dar. Die
drei Axiome aus Definition 1.19 bekommt ihr hierbei geschenkt.

Zu den Definitionen 1.20, 1.21 und 1.22: Diese Definitionen wollen wir nicht
weiter erkldren. Die Vorstellung ist in topologischen Rdumen sowieso schwer.
Daher haben wir die Definitionen der offenen und abgeschlossenen Menge bzw.
der Umgebung zuerst fiir metrische Rdume eingefiihrt, da dort eine Metrik (Ab-
standsfunktion) existiert, die uns eine gute Vorstellung gibt. Vergleiche also zur
Erklarung auch die Definitionen 1.4, 1.5 und 1.3. Wir bemerken: In anderen
Biichern werden meistens die Begriffe zuerst fiir topologische Rdume definiert
und dann auf metrische Rdume iibertragen.

Zur Definition 1.23 des Zusammenhangs: Hier bemerken wir nur: Es gibt noch
eine dazu dquivalente Definition des Zusammenhangs: Sind Q1,Q2 € O zwei
Mengen mit 21 N2 = ) und Q1 UQs = M, so nennt man M zusammenhéngend,
wenn entweder 1 = (), Qo = M oder Q1 = M, Qs = () gilt.

Zur Definition 1.25 der Subbasis: Wir bemerken hier die Beziehung zwischen
Basis (Defintion 1.24) und Subbasis: Jede Basis ist eine Subbasis, aber nicht
umgekehrt. Mehr wollen wir dazu nicht sagen, denn so wichtig ist es nun auch
nicht fiir die Analysis, sondern nur, wenn ihr Topologie vertieft.
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Zur Definition 1.26 einer Norm: Fiir eine Vielzahl metrischer Rédume gilt, dass
sie zugleich Vektorrdume sind und dass die Metrik durch eine Norm definiert
ist. Zur Verdeutlichung der Norm-Definition ein paar Beispiele:

Beispiel 11
m Der Standardvektorraum R™ mit der Norm

||l :=

und z := (21,...,%n) ist ein normierter Vektorraum. Diese Norm || - ||
nennt man die euklidische Norm.

m Fiir endlich-dimensionale Rdume K™ sind die p-Normen definiert als

n 1/p
llllp := (Z wilp) :
i=1

Dabei ist p > 1 eine reelle Zahl. Wieso kénnen wir hier nicht fordern, dass
p < 1 ist? Na ja, dafiir lassen sich keine Normen definieren, wie ihr euch
einmal iiberlegen solltet. Die p-Norm ist eine Verallgemeinerung von dem,
was wir schon kennen, denn offensichtlich gilt:

n
llells =) lesl und  [lzfl2 =
i=1

n
D laif?.
i=1

m Wir betrachten fiir ein reelles Intervall [a,b] C R den Vektorraum der
stetigen Funktionen f : [a,b] — R. Dann definiert man die p-Norm durch

1fllp = (/:u(w)v)’l’.

Die Dreiecksungleichung beispielsweise zeigt man mithilfe der Minkowski-
Ungleichung. Diese Begrifflichkeiten fiithren spéter in der Funktionalana-
lysis zum Begriff des Sobolev-Raums. Also noch genug Stoff fiir weitere
Biicher :-). Bis dahin ist es aber noch ein Stiickchen...

m Auf dem R™ konnen noch weitere Normen definiert werden, zum Beispiel
die Maximumsnorm durch

[|z]|co := max{|z1],...,|zn|}

fir (x1,...,2n) € R™. Die Maximumsnorm ergibt sich aus der p-Norm
durch p — oc.
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m Seien M eine beliebige Menge und B(M) der Vektorraum aller beschrénk-
ten reellwertigen Funktionen auf der Menge M. Dann ist durch

[flloo == sup{|f(z)| : x € M} < o0

eine Norm definiert, die man Supremumsnorm nennt. Weisen wir dies
einmal nach. Die Eigenschaften ¢) (positive Definitheit) und i7) (Homoge-
nitét) aus Definition 1.26 sind trivial und geschenkt. Nur die Dreiecksun-
gleichung macht etwas Arbeit:

1f + glloc = sup{[f () + g(z)[ : @ € M} <sup{[f ()| + |g(2)| : = € M}
<sup{|f(z)|: z € M} +sup{|g(z)| : z € M}
=17 @)lloc +[lg(2)lloo-

Man sollte sich jeden Schritt noch einmal klar machen, wieso er tatsichlich
gilt und nicht einfach nur runterschreiben, ohne zu reflektieren. Bei der
ersten Ungleichheit beispielsweise haben wir die Dreiecksungleichung des
Betrages ausgenutzt.

Dies soll an Beispielen geniigen. [ |

Wir wollen jetzt noch die Begriffe der Norm und der Metrik in Beziehung setzen.
Bei der Normdefinition hat man das Homogenitatsaxiom. Als Menge benotigen
wir hier also einen linearen Raum, wihrend man die Metrik auch fiir allgemei-
nere (metrische) Réaume definieren kann. Aus jeder Norm lasst sich also eine
Metrik erstellen, umgekehrt jedoch nicht (nicht einmal in linearen Raumen).

Zur Definition 1.27 der Normeniquivalenz: In einem etwas aufwendigen Beweis
kann man zeigen, dass alle Normen im R" &quivalent sind (siehe fiir einen Beweis
zum Beispiel [Forster|). Dies gilt fiir andere Vektorrdume aber im Allgemeinen
natiirlich nicht! Die Norméaquivalenz definiert man gerade so wie man sie defi-
niert, weil daraus ein paar nette Dinge folgen, beispielsweise ein gleicher Kon-
vergenzbegriff, gleiche Topologien etc. Wieso? Ganz einfach: Sind zwei Normen
dquivalent, so bilden die e-Kugeln bzgl. der einen Norm eine Umgebungsbasis
(Ein System von Umgebungen eines Punktes z heifft Umgebungsbasis von z,
wenn jede Umgebung U von x eine Umgebung aus diesem System der Umge-
bungen enthélt). Demnach sind offene Mengen bzgl. der einen Norm auch offen
bzgl. der anderen. Da solche Dinge wie Kompaktheit, Konvergenz, Stetigkeit,
und so weiter nur von der Topologie abhéngen, gelten sie dann auch bzgl. der
aquivalenten Norm, wenn sie bzgl. einer Norm gelten.

Beispiel 12
Als Ubung solltet ihr einmal die folgende Ungleichungskette fiir die Normen
||z||p im R™ beweisen:

lzlloo < l2llp < [lz]l1 < Vnllz]l2 < nllzflc  (z € R™) (1.2)
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Beispiel 13

Wenn Normen dquivalent sind (und dies ist auf dem R™ ja nach unserer obigen
Bemerkung fiir alle Normen erfiillt), so gibt es ein paar nette Eigenschaften.
Zum Beispiel, dass offene Mengen bzgl. der einen Norm auch offen bzgl. der
anderen Norm sind. Dazu wollen wir ein Beispiel angeben! Wir behaupten, dass
im R"™ die offenen Mengen bzgl. der euklidischen Norm || - ||2 dieselben offenen
Mengen liefert wie bzgl. der Maximumsnorm || - ||oc. Um dies zu zeigen, sei
U(zo,r) = {x € R" : ||z — zo||1 < r} die offene Kugel bzgl. der euklidischen
Norm und U(zg,r) = {z € R™ : ||z — zo||sc < 7} sei die offene Kugel bzgl. der
Maximumsnorm. Es gilt dann:

U(zo,7/v/n) C U(zo,7) C Uzo,T).

U(xo,7) C U(xo,r) haben wir uns mehr oder weniger fiir einen Spezialfall im
R? schon in Abbildung 1.3 und 1.4 iiberlegt. U(xo,7//n) C U(zo,r) folgt aus
der Ungleichungskette (1.2). [

Zur Definition 1.28 eines Banach-Raums: Die Definition mag am Anfang etwas
kompliziert klingen. Schauen wir uns ein paar Beispiele an.

Beispiel 14
Wir behaupten, dass (R, || - [|o) ein Banach-Raum ist.

Beweis: Es ist klar, dass (R",]| - ||oo) einen normierten Vektorraum bildet.
Bleibt nur noch die Vollstédndigkeit zu zeigen. Hierbei benutzen wir, dass (R, |-|)
(] - | bezeichnet euklidische Metrik bzw. die induzierte Norm) vollstandig und
damit ein Banach-Raum ist. Hieraus schliefen wir jetzt, dass (R", || - ||oc) eben-
falls einen Banach-Raum bildet, denn eine Folge im R™ ist genau dann bzgl. ||-||
eine Cauchy-Folge, wenn die Koordinatenfolgen Cauchy-Folgen in (R, |- |) sind.
q.e.d.

|

Beispiel 15
Seien D C R eine beliebige Menge und

B(D):=A{f: D = R:[[f[| = sup|[f(z)] < oo}

der Raum der beschrinkten Funktionen mit der Supremumsnorm ausgestattet.
Dann bildet (B(D), || - ||) einen Banach-Raum.

Beweis: Wir zeigen nur die Vollstandigkeit. Der Rest sollte klar sein. Sonst
zum Beispiel uns fragen :-)! Sei (fn)nen C B(D) eine Cauchy-Folge bzgl. der
Norm || - ||. Nach Definition existiert also zu jedem £ > 0 ein N € N, sodass fiir
alle z € D gilt:

|fn(z) = fm(x)] < & Vn,m > N. (1.3)
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Fiir jedes feste € D bildet dann die Folge (fn(z))nen eine Cauchy-Folge in R,
die wegen der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen gegen eine reelle Zahl konvergie-
ren muss. Damit existiert eine Funktion f : D — R, welche punktweiser Limes
von (fn)nen ist. Bildet man in der obigen Ungleichung (1.3) den Grenziibergang
m — 00, so ergibt sich

lfa— fll <2 ¥n>N.

Dies bedeutet aber gerade (ihr erinnert euch an die Definition), dass f,, gleich-
maéfig gegen f konvergiert. Aus der Dreiecksungleichung folgt auch die Be-
schranktheit von f, denn

I =11f =/~ + Il <N = Inll+ (NIl < e+ [lfn]] < oo
=0

Damit ist alles gezeigt. Hierbei haben wir benutzt, dass der Limes gleichmifig
konvergenter stetiger Funktionen wieder stetig ist, sieche [MKO09], Kapitel 13.
q.e.d.

[

Beispiel 16
Seien M C R eine kompakte Menge und

Ck(M) ={f: M — R: f ist k-mal stetig differenzierbar}.

Auf C¥(M) definieren wir die Norm

k
A= 1D oo
1=0

Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr Supremum bzw. Infimum
annehmen (siche Kapitel 2, Satz 2.4), ist die Norm endlich. Man kann zeigen,
dass (C*(M), || - ||) einen Banach-Raum bildet.

Beweis: Wir wollen euch dies als Ubungsaufgabe iiberlassen. Dem interes-
sierten Leser verraten wir den Beweis auf Mail-Anfrage. Tipp: Induktion kann
helfen :-)! q.e.d.

[

Beispiel 17
Die Riemann-integrierbaren Funktionen auf einem kompakten Intervall bilden
mit der Supremumsnorm einen Banach-Raum.

Beweis: Riemann-integrierbare Funktionen sind beschrankt. Wir wissen das
aus der Analysis 1. Damit folgt aus Beispiel 15, dass eine Cauchy-Folge gleich-
maéafig gegen eine beschriankte Funktion f konvergiert. Da der gleichméfige Li-
mes Riemann-integrierbarer Funktionen wieder Riemann-integrierbar ist, ist die
Vollstandigkeit gezeigt und damit die Behauptung bewiesen. q.e.d.
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An den Beispielen haben wir gesehen, wieso Banach-R&dume so interessant und
wichtig sind. Diese sind halt vollstdndig und dies hat immer wieder nette Vor-
teile, die man ausnutzen kann, wie euch in einigen Beweisen bestimmt auffallen
wird.

Zur Definition 1.29 der Exponentialfunktion von linearen Abbildungen: Es
scheint auf den ersten Blick etwas ungewohnlich, dass man in die Exponenti-
alfunktion auch quadratische Matrizen einsetzen kann (Den Briickenschlag von
linearen Abbildungen zu Matrizen kennt ihr aus der Linearen Algebra 1, denn
dort hatten wir gesehen, dass man jeder linearen Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdaumen eine Matrix, die sogenannte Darstellungsmatrix,
zuordnen kann). In unserer Definition haben wir sogar unendlichdimensionale
Vektorraume. Hier klappt dies aber trotzdem mit der Basiszuordnung. Aber ihr
habt ja gesehen, dass man es durchaus sinnvoll definieren kann. Wir geben ein
paar Eigenschaften ohne Beweis an, wobei der Leser natiirlich, wie bei allen
unbewiesenen Aussagen hier, aufgefordert ist, sich einen Beweis zu iiberlegen.

m Die Reihe fiir €' konvergiert fiir jedes t € R absolut.

m Die Funktion ¢ — €' ist differenzierbar, damit auch stetig in R, und es
gilt fiir die Ableitung
(etA)l — AetA

m Man kann zeigen, dass

5HDA — 54 A st e R und €° =1dy.

m Ist B auch ein beschriankter Endomorphismus, so gilt AB = BA genau
dann, wenn
etAetP = B it t e R.
Zur Beschranktheit eines Endomorphismus siehe beispielsweise Satz 2.7. So viel:
Jeder Endomorphismus endlichdimensionaler Vektorrdume ist beschréankt.

Zusammenhang Topologie, Metrik, Norm und Skalarprodukt: Wir wollen in die-
sem Abschnitt noch einmal den Zusammenhang zwischen der Topologie, der
Metrik und der Norm (und auch der Vollstandigkeit halber des Skalarprodukts,
das erst in Kapitel 9 bzw. 10 eingefiihrt wird) erklaren und erldutern, denn diese
Begriffe werden immer wieder verwechselt, bzw. man liest Sétze wie ,,die durch
die Metrik induzierten Topologie** oder dhnliches, weift aber gar nicht genau, was
dahinter steckt. Ein wenig hatten wir zwar immer schon bei den jeweiligen Defi-
nition 1.19, 1.1 und 1.26 gesagt, aber wir wollen das Geheimnis jetzt fiir ein- und
alle mal aufdecken. Jeder metrische Raum ist auch ein topologischer Raum mit
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der durch die Metrik induzierte Topologie. Was genau bedeutet dies aber nun?
Eine Topologie ist ja einfach nur ein System von offenen Mengen. Mithilfe der
Metrik kann man sehr leicht offene Kugeln, sogenannte Umgebungen, definieren,
und diese offenen Mengen packt man dann quasi zu einem System zusammen
und hat sofort eine Topologie. Dies nennt man dann die durch die Metrik indu-
zierte Topologie. Es muss aber nicht notwendigerweise zu jeder Topologie eine
Metrik geben, die diese induziert. Ein normierter Raum unterscheidet sich jetzt
von einem metrischen Raum dadurch, dass es sich um einen Vektorraum han-
deln muss. Wir miissen also insbesondere ein Nullelement haben und auferdem
die Addition und auch die skalare Multiplikation. Dieses braucht man bei einem
metrischen Raum eben nicht. Normen bilden einen Punkt aus einem Vektor-
raum in einen Korper ab. Dagegen bildet eine Metrik aus einer nichtleeren, aber
sonst beliebigen Menge X das Punktepaar (x,y) in den Korper (bei uns R) ab.
Dennoch haben sie bis auf die Homogenitidt und die Symmetrie &hnliche Eigen-
schaften. Dass dies kein Zufall ist, zeigt dies, dass jede Norm eine Metrik durch
d(x,y) := ||z — y|| induziert. Jeder normierte Raum ist also auch ein metrischer
Raum. Die Umkehrung ist falsch. Dies sicht man schon an den Voraussetzungen
in der entsprechenden Definition, denn X muss nicht einmal ein Vektorraum
sein. Es gibt also Metriken, die nicht aus einer Norm induziert werden kénnen.
Beispiel 18 liefert ein Beispiel hierfiir.

Beispiel 18
Sei d eine Metrik. Dann ist

d(z,y)
d(x,y) :=
) = T dy)
nicht von einer Norm induzierbar, aber eine Metrik. [

Ahnliches kann man nun noch zwischen dem Skalarprodukt und der Norm her-
stellen. Durch ||z|| := \/(z, x) lésst sich auf jedem Vektorraum eine Norm ein-
fiihren. Man sagt, dass dies die durch das Skalarprodukt induzierte Norm ist.
Jeder Vektorraum mit Skalarprodukt ist mit der durch das Skalarprodukt indu-
zierten Norm ein normierter Raum und somit auch ein metrischer Raum. Die
Umkehrung ist aber auch hier im Allgemeinen falsch. Eine Norm kann, muss
aber nicht durch ein Skalarprodukt definiert sein.

Mithilfe der Parallelogrammungleichung kann man sich schnell iiberlegen, ob
eine Norm durch ein Skalarprodukt induziert werden kann. In Abbildung 1.12
haben wir versucht, diese Beziehungen noch einmal zusammenzufassen. Zum
Abschluss noch zu einem Gegenbeispiel, das zeigt, wieso einige Umkehrungen
in Abbildung 1.12 nicht richtig sind.

Beispiel 19
Die diskrete Metrik aus Beispiel 1 wird nicht durch eine Norm induziert. Das
Paradebeispiel fiir die Notwendigkeit einer Topologie ist die Konvergenz in R¥,
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Allgemein

A Topologie

T={UCX:VzeU
Ir>0:d(z,r)CU}

Metrik

d(z,y) = [l =yl

Norm

2]l = V/{,z)

7 N 7 N N

S

3

larprodukt
Speziell

Abb. 1.12: Zusammenhang Topologie-Metrik-Norm-Skalarprodukt.

also die punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen. Man kann zeigen, dass
diese Konvergenz nicht durch eine Metrik beschrieben werden kann. [ |

1.4 Erkldrungen zu den Sdtzen und Beweisen

Zum Satz 1.1: Um den Beweis zu verstehen, muss man sich eigentlich nur
klarmachen, wieso € := min{e1,e2} das Gewiinschte leistet. Schneiden sich die
beiden Mengen €21 und Q2 nicht, erhalten wir die leere Menge, die sowieso offen
und abgeschlossen ist. Sonst gibt es eine Schnittmenge Q1 N Q2 # @, und wenn
man fiir diese Schnittmenge das € als das Minimum der beiden €1 und €2 wéhlt,
so haben wir alles bewiesen und jeden Fall beriicksichtigt. Im Beweis steht wei-
ter, dass induktiv die Behauptung folgt. Dieses wollen wir noch einmal kurz
erklaren. Fiir zwei Mengen €21, Q22 ist die Behauptung klar. Kommt nun noch
eine dritte Menge Q3 hinzu, so wihlen wir die Schnittmenge 2; N2 einfach als
eine Menge, und wir sind wieder im Fall zweier Mengen.

Die Frage, die man sich jetzt noch stellen konnte, ist, ob der Durchschnitt von
beliebig vielen offenen Mengen, also zum Beispiel der Durchschnitt von unend-
lich vielen offenen Mengen wieder offen ist. Dies ist im Allgemeinen falsch, wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 20
Es gilt

aber {0} ist nicht offen, denn anschaulich bedeutet Offenheit einer Menge ja
gerade, dass ihre Elemente nur von Elementen dieser Menge umgeben sind, das
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heiftt also kein Element der Menge liegt auf dem Rand der Menge, aber dies ist
offensichtlich bei {0} erfiillt, denn die Menge besteht ja nur aus dem Punkt 0,
und der Rand von {0} ist 0 selbst. ]

Dabher ist der Durchschnitt von beliebig vielen offenen Mengen im Allgemeinen
nicht wieder offen! Zu guter Letzt noch eine Anmerkung: Durch die vollstandige
Induktion erhélt man also die Aussage fiir eine beliebig grofe endliche Anzahl
von Mengen, aber nicht fiir eine beliebig grofe Anzahl von Mengen. Man darf
nicht denken, dass man mit der Induktion bis ins ,,Unendliche” kommt.

Zum Satz 1.2: Um den Beweis zu verstehen, muss man sich nur Folgendes klar
machen: Wenn U(z,e) C q, dann ist natiirlich U(z,e) auch eine Teilmenge
der grofen Vereinigung (J,,c; Qa-

Zum Satz 1.3: Wir hoffen, dass der Beweis ausfiihrlich genug war. Man sollte
sich nur noch einmal die Regeln von De Morgan (die Querstriche haben nichts
mit Abschluss zu tun, sondern meinen hier natiirlich das Komplement) verdeut-
lichen, die Folgendes besagen: Sei I eine beliebige Indexmenge. Dann gilt

c c
(ﬂ Ai> =JAf bzw. (U Ai> =) Af.
i€l i€l i€l i€l
Hierbei bezeichnet das oben stehende ,,¢“ die Komplementbildung.

Wir bemerken wieder, dass die Vereinigung von beliebig vielen abgeschlossenen
Mengen nicht unbedingt wieder abgeschlossen sein muss. Dazu betrachten wir
das folgende Beispiel.

Beispiel 21
Es gilt:
1 1
U |:51_:| :(031)7
n n
neN\{1}
aber (0,1) ist ein offenes Intervall, das bzgl. der Standardmetrik nicht abge-
schlossen ist. [

Zum Satz 1.4: Wir bilden uns ein, dass dieser Satz bzw. sein Beweis keine
Erklarung benétigt :-). Sollte dies dennoch der Fall sein, dann schreibt uns eine
E-Mail oder postet in unser Online-Angebot.

Zur Hausdorff‘schen Trennungseigenschaft (Satz 1.5): Die Trennungseigen-
schaft verdeutlicht Abbildung 1.13. Der Satz sagt aus, dass jeder metrische
Raum hausdorffsch ist. Fiir topologische Raume (siche Definition 1.19) ist dies
im Allgemeinen falsch.
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Abb. 1.13: Metrische Riume sind hausdorffsch.

Zum Satz 1.6, dass offene Bille wieder offen sind: Es wire durchaus blod,
wenn der Satz nicht gelten wiirde, denn dann wiirde eine offene Kugel den
Namen ,offen” gar nicht verdienen. Der Beweis, den wir uns jetzt noch einmal
anschauen wollen, rettet aber die Wiirde der offenen Bille :-). Um den Beweis zu
verstehen, muss man sich nur klar machen, was wir eigentlich tun miissen. Wir
miissen uns einen beliebigen Punkt = aus der offenen Kugel U(zo,r) vorgeben
und eine weitere offene Kugel U(z,e) finden, sodass U(z,e) C U(xo,r) ist.
Das Einzige, was wir zu tun haben, ist also die Angabe von . Dies wurde im
obigen Beweis mit ¢ := r —d(x, o) getan. Wie sind wir aber darauf gekommen?
Na, schaut euch mal folgende Abbildung 1.14 an, dann sollte es klar werden.
Als Ubungsaufgabe solltet ihr einmal zeigen, dass abgeschlossene Bille wirklich
abgeschlossen sind.

Abb. 1.14: Wihlen wir ¢ als r — d(x, z0), so gilt auf jeden Fall U(z,e) C U(xo, 7).

Zum Satz 1.9: Dieser Satz wiederum ist auch irgendwie intuitiv klar, denn das
Innere sollte offen und der Abschluss abgeschlossen sein.

Zum Satz von Heine-Borel (Satz 1.10): Dieser Satz ist eigentlich eine Verallge-
meinerung des Satzes 1.12, der nur besagt, dass eine Teilmenge des R"™ genau
dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist. Wir haben aber
gleich den allgemeineren Fall angegeben, denn wir haben unter den Definitionen
viele verschiedene Kompaktheitsbegriffe (siehe die Definitionen 1.14, 1.15 oder
1.17) kennengelernt. Der Satz von Heine-Borel (Satz 1.10) zeigt nun, dass diese
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ganzen Begriffe dquivalent sind. Wenn ihr also zeigen wollt, dass eine Menge
kompakt ist, so kénnt ihr euch aussuchen, ob ihr zeigt, dass die Menge folgen-
kompakt oder iiberdeckungskompakt ist. Dennoch sollte man von Fall zu Fall
unterscheiden, was einfacher ist. Siehe dazu beispielsweise den Beweis zu Satz
1.11.

Zum Satz 1.13: Jeder metrische Raum ist hausdorffsch (siche Satz 1.5). Aber
nicht jeder topologische Raum ist hausdorffsch. Dazu betrachtet M := {0,1}
und die indiskrete Topologie oder auch die Sierpinski-Topologie.

Zum Satz 1.14: Jeder metrische Raum ist in kanonischer Weise ein topologi-
scher Raum durch die von der Metrik induzierte Topologie.
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In diesem Kapitel wollen wir stetige Abbildungen in metrischen und topolo-
gischen Raumen einfithren und untersuchen. Dazu miissen wir natiirlich zuerst
klaren, wie die Stetigkeit einer Abbildung zwischen topologischen Rdumen iiber-
haupt definiert ist. Die Stetigkeit zwischen metrischen Rdumen kennen wir aber
eigentlich schon aus der Analysis 1.

Im Folgenden seien (M, dar) und (N, dn) zwei metrische Réume und f: M — N
eine Abbildung. Dabei werden vor allem Abbildungen der Form f : R™ — R™
untersucht, wobei n und m natiirliche Zahlen sind. Oder aber auch einfach
Abbildungen der Form f : @ C R™ — R™, wobei Q C R"™. Wir sagen dazu
Funktionen mehrerer Verdnderlicher. Die meisten Definitionen und Sétze sind
fiir allgemeine metrische Rdume definiert. In den Erklarungen und Beispielen
verwenden wir diese Sitze dann aber eher fiir den R", weil dies in der Praxis
und in euren Ubungsaufgaben am hiufigsten getan wird. Um die folgenden De-
finitionen und S&tze zu verstehen, wollen wir uns zunéchst anschauen, was man
unter solch einer Funktion versteht und wie man sie sich graphisch verdeutlichen
kann, um eine gute Vorstellung davon zu erhalten.

2.1 Definitionen

Definition 2.1 (Funktion mehrerer Verinderlicher)
Eine reellwertige Funktion in mehreren Verdnderlichen ist eine Abbildung
f:QCR" = R™.

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 2, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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Definition 2.2 (Grenzwert einer Funktion)
Seien M und N metrische Raume und dj; und dy Metriken auf M bzw. N.
Weiterhin sei f : M — N eine Abbildung. Der Limes (Grenzwert)

lim f(z)=a

T—xo

existiert, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, sodass

dn(f(z),a) < e fir alle x mit das(z, o) < 0.

Anmerkung: f besitzt keinen Grenzwert, wenn sich bei Annédherung an xo auf
verschiedenen Kurven (zum Beispiel Geraden) verschiedene oder keine Grenz-

werte ergeben.

Definition 2.3 (Folgenstetigkeit)
Eine Funktion f : R™ — R heifit im Punkt z¢ (folgen)stetig, wenn

Jlim f(2) = f(xo)

ist. f heift (folgen)stetig, wenn f in jedem Punkt aus dem Definitionsbereich
(folgen)stetig ist.

Definition 2.4 (Stetigkeit in metrischen Riumen)
f heift (punktweise) stetig im Punkt zo € M, wenn gilt:

Ve >030>0: V€ M mit dys(z,x0) < 9 gilt dn(f(z), f(x0)) < €.

f heif’t stetig, wenn f in jedem Punkt z¢o € M stetig ist.

Definition 2.5 (gleichmaéfiige Stetigkeit in metrischen R&umen)
f heifst gleichméflig stetig, wenn gilt:

Ve >030>0: Vo2’ € M mit dy(z,2") <6 gilt dy(f(z), f(z')) <e.
Definition 2.6 (a-Holder-stetig)

Fiir 0 < a < 1 heift f auf M a-Ho6lder-stetig, wenn es eine Konstante C' > 0
gibt, sodass

dn(f(z), f(z') < C-dp(z,2')™ Va,z’ € M.

Definition 2.7 (Lipschitz-Stetigkeit in metrischen Rdumen)
f heiftt lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, sodass

dn(f(x), f(z") < L-dyp(z, ") Vo, 2’ € M.
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Definition 2.8 (Stetigkeit zwischen topologischen Riumen)

Seien (M, Opr) und (N, On) zwei topologische Rdume. Dann nennt man eine
Abbildung f : M — N zwischen diesen topologischen Rdumen stetig, wenn
die Urbilder von in N offenen Mengen offen in M sind, das heift in Formel-
schreibweise: Wenn f~1(Q) € Oy fiir alle Q € Oy gilt.

Definition 2.9 (Hom3omorphismus)

Seien (M, Opr) und (N, Oy) zwei topologische Raume. Ist die Abbildung

f : M — N bijektiv, und sind sowohl f als auch die Umkehrabbildung f~*
stetig, so nennt man f einen Hom6omorphismus. Man sagt: Die topologi-
schen Rdume sind homS6omorph, wenn ein Homéomorphismus zwischen ihnen

existiert.

Definition 2.10 (Fixpunkt)
Seien (M, d) ein metrischer Raum und f : M — M eine Abbildung. Ein Punkt
m € M heift Fixpunkt von f, wenn f(m) = m gilt.

Definition 2.11 (Kontraktion)
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : M — M heift Kontrak-
tion, wenn eine Konstante C' € [0, 1) fiir alle z mit der Eigenschaft

d(f(z), f(y)) < C-d(z,y)

existiert.

Definition 2.12 (Operatornorm)
Seien (V,|| - ||v) und (W, || - ||w) zwei normierte Vektorrdume und L : V' — W
eine lineare Abbildung. Die Operatornorm von L ist definiert als

L) = sup [[L@)|lw = sup LE@Iw
Ilelly=1 veviior lllv

2.2 Satze und Beweise

Satz 2.1 (Zusammensetzung stetiger Funktionen)

Seien (M,dar), (N,dn) und (L,dr) drei metrische Riume und f : L — M
sei stetig in xo € L und g : M — N sei stetig in yo := f(xo). Dann ist auch
die Funktion go f : L — N stetig in xo. Weiterhin gelten fiir zwei metrische
Réaume (M,dns) und (N,dn) folgende Aussagen: Seien f : M — R stetig in
zo € M und g : N — R stetig in yo € N. Dann sind auch die Funktionen
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@)+ g9), f(z) — gy), f(z) - g(y) und, sofern g(y) # 0, ;E;)) beziiglich der

Produktmetrik (siehe Beispiel 1, Seite 17) auf M x N stetig im Punkt (xo,yo).

Beweis: Analog wie in Analysis 1, siehe [MKO09]. q.e.d.

Satz 2.2 (Stetigkeitskriterium)
Seien (M,dyr) und (N,dy) zwei metrische Riume und f : M — N eine Ab-
bildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) f ist stetig.
it) Die Urbilder dn-offener Mengen sind dar-offen.

1i) Die Urbilder dn-abgeschlossener Mengen sind dyr-abgeschlossen.

Beweis:

»i) = 1) Seien f stetig und Q2 C N eine dy-offene Menge. Ohne Einschrén-
kung nehmen wir an, dass Q # §) und f~*(Q) # (. Nun wihlen wir ein
xo € M mit f(zo) € Q, das heikt zo € f~(Q). Da Q nach Voraussetzung
dn-offen ist, existiert ein € > 0 mit U(f(zo0),e) C Q. Da f aber stetig
nach ©) ist, existiert auch ein § > 0, sodass

dn(f(2), f(wo0)) <e

fiir alle z € M mit das(z,z0) < 0. Dies bedeutet aber nichts anderes als,
dass fiir alle x € U(zo, d) gilt, dass f(x) € U(f(z0),e). DaU(f(x0),e) C Q
und

f(U(zo,6)) C U(f(z0),€) C Q,

folgt U(wo,d) C f~1(Q), das heit, f~(Q) ist das-offen. Das war zu zei-
gen.

»i1) = 1) Es seien o € M und € > 0. Da U(f(z0), ) dn-offen ist, gilt nach
Voraussetzung, dass f~*(U(f(x0),e)) dar-offen ist. Dies bedeutet aber
gerade, dass ein § > 0 existiert mit

U(xo,8) C f~H(U(f(z0),€)).

Dann gilt aber fiir alle x € M mit dps(x, z0) < § auch dy (f(z), f(z0)) < €.
Daher ist das e-§-Kriterium erfiillt und folglich f stetig.

»i1) = 4i1)“: Dies folgt sofort aus Komplementbildung

FTHNA\Q) = M\ fF7H(Q).

Dies soll uns geniigen.
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q.e.d.

Satz 2.3

Seien (M, dar) und (N, dn) zwei metrische Riume und f : M — N eine stetige
Abbildung. Dann sind die Bilder dys-kompakter Menge wieder dy -kompakt.

Beweis: Sei K C M kompakt. Wir zeigen, dass f(K) folgenkompakt ist.
Nach dem Satz von Heine-Borel (Satz 1.10) ist dies dquivalent zu den ande-
ren Kompaktheitsbegriffen, die wir in Kapitel 1 eingefithrt hatten. Sei hierzu
(Yn)nen C f(K) eine Folge und (zn)nen C K so gewdhlt, dass f(zn) = yn. Da
K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (n, )ken von (n)nen und ein x € K mit
limg_ 00 n, = x. Da f stetig ist, folgt hieraus

yi=f(@) = lim f(on,)= lm yn,
— 00 k— o0

und y € f(K). Daher existiert eine in f(K) konvergente Teilfolge von (yn)nen.
q.e.d.

Satz 2.4

Seien (M, d) ein metrischer Raum und f : M — R eine stetige Abbildung.
Dann ist f auf jeder kompakten Teilmenge K C M beschrinkt und nimmt ihr
Supremum und Infimum an.

Beweis: Da das Bild kompakter Mengen nach Satz 2.3 unter stetigen Abbil-
dung wieder kompakt ist, und kompakte Mengen insbesondere beschrankt sind,
ist f auf K beschrankt. Wir setzen

)\Z: i f d = .
inf f(z) und p jggf(x)

Ist nun (2, )neny C K eine Folge mit limy,— o f(2n) = A, so existiert wegen der
Kompaktheit von K eine Teilfolge (zn, )ren von (n)nen, die gegen ein x € K
konvergiert. Fiir dieses = gilt wegen der Stetigkeit von f nun insgesamt

fw) = Jim f(en,) = lm fa) = A,

also nimmt f in x sein Infimum an. Der Beweis fiir das Supremum geht genauso.
Ubungsaufgabe :-).

q.e.d.
Satz 2.5

Seien (M, dnr) und (N,dn) zwei metrische Riume und f : M — N stetig.
Dann ist f auf jeder kompakten Teilmenge von M sogar gleichmdf$ig stetig.
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Beweis: Wir fiihren den Beweis durch Widerspruch. Angenommen f wire
nicht gleichméfRig stetig. Sei weiterhin k& C M. Dann gébe es ein € > 0, sodass
fiir alle n € N Punkte z, und ), existieren mit

(o, 7)< = und - dy(f ), f(5) >

Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (xn, )ren, die gegen ein z € K kon-
vergiert. Wegen

gilt dann aber auch limy_,o @7, = x. Da f andererseits stetig ist, folgt aus der
Dreiecksungleichung

T dy (F(en), f(0,)) < Jimdy (F(a,), £(@)+ Jim d (£(2), (20,)) = 0.

Dies ist aber ein Widerspruch zu dy (f(zn,), f(#7,)) > € und beweist damit
die Behauptung. q.e.d.

Satz 2.6 (Banach’scher Fixpunktsatz)
(M, d) sein ein vollstandiger metrischer Raum und f : M — M eine Kontrak-
tion. Dann besitzt f genau einen Fizpunkt in M.

Beweis:

Eindeutigkeit: Seien mi und mso zwei Fixpunkte von f. Wir zeigen, dass dann
m1 = ma gelten muss. Dies sieht man so: Es ist

d(mi,mz2) = d(f(ma1), f(m2)) < C -d(m1,m2).

Hieraus folgt
(1-0C)-d(mi,m2) <0,
~——
>0
also

d(mi,m2) = 0= mi = ma.

Existenz: Wir wéhlen einen Punkt mg € M beliebig und eine Folge rekursiv
definiert durch mp41 := f(mn) mit n € N. Wir zeigen nun, dass (mn)nen
eine Cauchy-Folge ist. Wahlen wir n, k € N, so miissen wir abschétzen

n+k

Ad(Myptt, Mn) < Z d(mi,mi—1).
1=n+1

Es gilt:

d(mi,mi—1) = d(f(mi-1), f(mi—2)) < C-d(mi—1,mi-2)
=C-d(f(mi—2), f(mi—3)) < c?. d(mi—2,m;_3).
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Rekursiv und induktiv ergibt sich

< C"Md(ma,mo) = C* - d(f(mo), mo).

Damit ist
n+k n+k ,
d(anrk,mn) < Z d(mi,mi_1) < Z Czil . d(f(mo),mo)
i=n+1 1=n+1
n+k—1

= d(f(mo), mo) Z ok

< d(Fmo).mo) 300 = Cd( F(mo) mo) .

Also ist (mpn)nen eine Cauchy-Folge. Da M nach Voraussetzung vollstan-
dig ist, gilt m := lim,,_—0c M, € M. Der Grenzwert existiert also in M.
Da f eine Kontraktion ist, ergibt sich nun die Behauptung aus der Rekur-

sionsvorschrift

Jim fma) = f(m) = f(m) =

q.e.d.

Satz 2.7
Eine lineare Abbildung L : V. — W zwischen normierten Vektorrdumen ist

genau dann beschrinkt, wenn sie stetig ist. Insbesondere sind stetige lineare

Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen auch lipschitz-stetig.

Beweis:

»=" Sei L ein beschrankter linearer Operator. Dann gilt fiir alle v1,v2 € V und
V1 74— V2

[|[L(v1) — L(v2)[lw _ [|L(v1 —v2)|lw

- < ||| < .
[[vr — valv [[v1 —vallv

Also ist L lipschitz-stetig, und insbesondere stetig.

»<=" Sei L stetig. Dann ist L auch im Punkt 0 € V stetig und daher existiert
ein 6 > 0 mit ||L(v") — L(0)||lw = ||[L®')||lw < 1 fiir alle v' € V mit
|[v'||v < 6. Wir definieren ¢ := 2. Dann gilt fiir alle v € V mit [[v]|y =1
die Abschétzung

IL@)llw = [le- Lv/e)llw = c-||L(v/c)lw < ¢,
denn ||v/c||v = §/2. Demnach ist L beschrankt.

Wir haben nun alles gezeigt. q.e.d.
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2.3 Erkldarungen zu den Definitionen

Zur Definition 2.1 einer Funktion mehrerer Verdnderlicher: Eine reellwertige
Funktion in mehreren Veranderlichen ist also einfach eine Abbildung f : R" —
R™. Als Funktionsgleichung schreiben wir f(x1,...,2z,). Was kann man sich
darunter vorstellen? Das ist ganz einfach. Die Funktion hangt einfach von meh-
reren Variablen, wir sagen mehreren Verdnderlichen z1,...,xy, ab. Als Funkti-
onswert, erhalten wir einen Vektor aus dem R™, also einen Vektor mit m Ein-
tragen. In der Analysis 1 haben wir Funktionen einer Verdnderlicher, also Funk-
tionen der Form f : R — R (oder auch f : R — R™) untersucht, beispielsweise
f(z) = 2%, Nun hindert uns doch aber nichts daran, Funktionen mit der Form
f:R™ = R™ zu untersuchen, und dies ist Gegenstand der Analysis 2, also bei-

spielsweise f : R? — R gegeben durch f(z,y) = Diese Funktion besitzt

]
2242
zwei Verdnderliche, ndmlich « und y. Fiir x und y gli(';nl;len wir entsprechend reel-
le Werte einsetzen. Solche Funktionen koénnen stetig oder differenzierbar (siehe
Kapitel 3) sein.

Wir werden nun zuerst ein paar Moglichkeiten geben, wie wir Abbildungen der
Form f :R™ — R visualisieren kénnen. Im Allgemeinen wird durch f(z,y) eine
Flache im z,y, 2-Raum beschrieben. Wir werden jetzt sogenannte Niveaulinien,
Flachen im Raum und Blockbilder studieren. Um noch eine Anschauung zu
haben, kénnen wir natiirlich nur Funktionen der Form f : R? — R bzw. f :
R3 — R verdeutlichen, aber alle Konzepte lassen sich leicht verallgemeinern,

nur ist die Vorstellung dann wieder etwas schwieriger :-).

Héhenlinien (oder auch Niveaulinien)

Beispiel 22
Wir wollen die durch die Funktion

2= flay) = —2

beschriebene Flache im Bereich

durch Hohenlinien verdeutlichen. Um Héhenlinien bzw. Niveaulinien zu berech-

nen, setzen wir bestimmte Werte fiir z = ¢ ein und erhalten so eine Funktion

in Abhéingigkeit von z, die wir darstellen kénnen. Vorstellen kann man sich die

Hohenlinien als eine Landkarte in einem Atlas.

Sei zum Beispiel z = ¢ = 0. Dann folgt fiir die Funktion, dass y = 0. Also

erhalten wir fiir z = ¢ = 0 die z-Achse. Sei jetzt z = ¢ = % Es ergibt sich sofort
1 Y 1

Z = = (1422
5= 1122 7Y 5(1+27),
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Tab. 2.1: Weitere Hohenlinien mit bestimmten Werten.

Haohe definierte Gleichung Beschreibung
Normalform
z=c¢=0 y = 0 x-Achse
z-c:% 2.y =142 Parabel
2 1
=2- — =
v 2)
Scheitel in (0, ;) Offnung p = 2
z=c=1 y =1+ 22 Parabel
e’ =1-(y— 1)
Scheitel in (O, ;) Offnung p = —2
z:=c-§ % y=1+22 Parabel
2 22 2 §
Y73
Scheitel in <0, z> Offnung p = %
1 2
z=c=—= 2.y =—(1+2°) Parabel
2 Y 1
=2 o)
Scheitel in | 0, — ;), Offnung p = —2
z=c=—1 y = — (1+2%) Parabel
a?=—1-(y+1):
1 .
Scheitel in (0, 2), Offnung p = 2
3 2 2
z=c=—3 §~y=—(1+x) Parabel2 .
3T 2)
3 2
Scheitel in (0, 2) Offnung p = -3

also eine Parabel. Dieses Spielchen kénnen wir weiter treiben und erhalten so

die Tabelle 2.1.

Die Abbildung 2.1 verdeutlicht die Funktion. Wir schauen sozusagen von oben

auf die Funktion drauf. Erkennbar sind dann die Héhenlinien. [ ]

Blockbild

Das Blockbild (die folgende Darstellung wird jetzt von uns immer so bezeichnet)

verdeutlichen wir uns ebenfalls an einem Beispiel.
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1
ST 2
Abb. 2.1: Hohenlinien am Beispiel.
Beispiel 23
Wir betrachten die Funktion z := f(z,y) = 1345 und wollen nun ein soge-

nanntes Blockbild der Funktion zeichen. Um dies anzudeuten, wird fir jede
Spante (Der Begriff des Spants stammt aus dem Schiffsbau. Wer dies nicht
sofort versteht, der frage einfach einmal wikipedia.de. Dort gibt es auch ein net-
tes Bildchen, das den Begriff gut erklért.) und fiir den Rand jeweils die Hohe
z = f(xs,y) mit i € {0,1,2,3,4} berechnet. Wir erhalten
z(xo,y) = f(=2,y) = % z(z1,y) = f(-1,y) = % #(x2,y) = f(0.9) =,
2(@s,y) = F(Ly) = 5, 2(2a,) = f2,9) = L.

Nun miissen wir noch fiir jede Spante und den Rand jeweils die Héhe z = f(x, y;)
mit ¢ € {0, 1,2,3,4} berechnen. Es ergibt sich

Z(:vao) = f(CU, _2) = ﬁa Z(‘Tayl) = f(J,’, _1) = f{rza
(o, 2) = F(,0) =0, 2(w,g0) = F(,1) = 12—, 2(w00) = f(@,2) = 1

Diese Funktionen zeichnen wir nun nacheinander in ein sogenanntes Blockbild
ein. Am besten man lasst sich dieses plotten. Die Abbildung 2.2 verdeutlicht
das oben Berechnete. [ ]

Schnitt mit Ebenen
Als Letztes verdeutlichen wir uns Funktionen mehrerer Verdnderlicher durch
den Schnitt mit Ebenen.

Beispiel 24
Sei eine Funktion gegeben durch

1
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Abb. 2.2: Das Blockbild von Beispiel 23 (links ohne und rechts mit Hohenlinien).

Wir zeichnen den Schnitt mit einer Ebene, also setzen beispielsweise = const.
bzw. y = const. Genauer sogar x = 0 bzw. y = 0. In beiden Fillen erhalten wir

1
— bzw. z=—.

z:
Yy z?

Graphisch ist dies vollig klar, wie Abbildung 2.3 zeigt.

z Z
3+ 34
2 + 9
1+ 14
1 1 1 — Y | | | —
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
1 1
z = Zz =
y? x?

Abb. 2.3: Schnitt mit einer Ebene am Beispiel. Links mit = 0 und rechts mit y = 0.

In Abbildung 2.4 geben wir noch einmal die Héhenlinien und das Blockbild an.
Beide Abbildungen verdeutlichen, dass wir bei den Hoéhenlinien quasi auf die
Ebene drauf schauen. ]

Zur Definition 2.2 des Grenzwertes einer Funktion Diese Definition entspricht
ebenfalls dem, was wir aus der Analysis 1 fiir Funktionen einer Verdnderlichen
kennen. Dieses Konzept kann also ebenfalls leicht verallgemeinert werden. Aber
wie weisen wir dies konkret nach? Betrachten wir ein Beispiel.
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Y

Hohenlinien
1

2 y? =

Abb. 2.4: Links die Rotationsflache als Blockbild und rechts die Funktion f nochmals in
Héhenlinien.

Beispiel 25
Existiert der Grenzwert
Y .

(z,9)—(0,0) €2* — 1~
Um zu zeigen, dass der Grenzwert nicht existiert, miissen wir uns dem Punkt
(0,0), also dem Nullpunkt im R?, nur auf zwei verschiedenen Arten annihern
und zeigen, dass die entsprechenden Grenzwerte nicht iibereinstimmen und da-
mit der Limes gar nicht existieren kann.
Sei zunédchst y = 0. Dann erhalten wir

im  f(z,0)= lim 2% — m  o0=o0.
(z,0)—(0,0) (z,0)—(0,0) €~ —1  (2,0)—(0,0)

Nun sei y = x. So ergibt sich mit zweimaligem Anwenden der Regeln von Hos-
pital (siehe [MKO09], Seite 180)

2
T 2x

li = i —_—= li _—
((L‘,w)lin(0,0) f(z,2) (x,x)lgl(o,o) e’ — 1 (m,x)gn(o,o) 2z - e’

_ 2

= li _—— = 1.
(x,x)lin(o,o) 2e® 4 42 . eo?

Es kommen also verschiedene Grenzwerte heraus, damit existiert der Grenzwert

lim ;) (0,0) ;27 nicht. .

Zu den Definitionen 2.4—2.7 der Stetigkeit in metrischen Raumen: Die Stetig-
keit in metrischen Raumen {ibertriagt sich aus der Definition, die ihr schon in der
Analysis 1 kennengelernt habt (siehe wieder einmal [MKO09]). Der Unterschied ist
nur, dass wir fiir den Abstandsbegriff eine allgemeine Metrik verwenden. Auch
hier gelten die bekannten Sétze, dass gleichméfig stetige Funktionen auch stetig
sind. Ebenso sind lipschitz-stetige oder a-Hdélder-stetige Funktionen stetig. Wei-
terhin gilt auch hier, dass die Zusammensetzung von stetigen Funktionen wieder
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stetig ist (siehe auch Satz 2.1). Alles nichts Neues. Wir wollen dennoch ein paar
Beispiele geben und die Stetigkeit von Abbildungen der Form f : R™ — R™
nachweisen.

Ach, zuvor noch eine Anmerkung, wenn diese den meisten nicht sowieso schon
klar war: Das djs; deutet an, dass damit die Metrik auf M bezeichnet werden
soll. Analog fiir dy.

Wie bei Funktionen einer Verdnderlichen, also der Form f : R — R", konnen
wir auch bei Abbildungen mit mehreren Verédnderlichen, das heift f : R" — R™
die Stetigkeit nachweisen. Die Definition 2.4 ist dafiir leider ziemlich nutzlos
bzw. unhandlich, da wir jetzt ja gerade Funktionen betrachten, in die wir einen
Punkt aus dem R"™ einsetzen und aus denen einen Punkt aus dem R™ erhalten.
Vielmehr ist die dquivalente (die Aquivalenz haben wir nicht gezeigt, aber man
kann sich dies einmal iiberlegen) Definition 2.3 wesentlich niitzlicher, wie die
folgenden Beispiele zeigen werden. Sinnvoll wird die Definition erst durch die

Definition 2.2 des Grenzwertes.

Beispiel 26
Wir wollen nachweisen, dass die Funktion
1 — cos(zy) .
— fiir 0,
flay) = y v
0, firy=0

iberall stetig ist. Fiir y # 0 ist f nach Satz 2.1 stetig als Zusammensetzung
stetiger Funktionen. Hierfiir miissen wir nichts weiter zeigen. Nur die Stetig-
keitsuntersuchung fiir y = 0 ist interessant. Wir zeigen also die Stetigkeit auf
der z-Achse, also fiir y = 0. Wir zeigen nun fiir beliebiges g € R

lim z,y) = 0.
(x,y)—>(xo,0)f( v)

Hierzu verwenden wir Kenntnisse aus der Analysis 1, genauer die Taylorreihe
der Kosinusfunktion, also

cos( Z Qk)' y

Es ergibt sich zunéchst

1—(1——my —|—4,xy$ ) 1—1+2,xy %x4y4:|:...
Y Y
%x2y2——w4y4i 1,

I a3
= 2 Y —Q'xy—ﬁxy +....

f(xvy) =

Wir haben die Funktion nun also umgeschrieben und kénnen so den Grenzwert

leicht berechnen. Es gilt:

. . 1 9 1 43
lim T,y) = lim —zy — —x +...=0= f(z0,0).
R ATl A N L TR f(@0,0)
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Damit ist f iiberall stetig.

Merke also: Um die Stetigkeit einer Funktion zu zeigen, ist es eventuell nétig,
die Funktion zuerst, beispielsweise mittels bekannter Taylorreihen oder dhnli-
ches, so umzuschreiben, dass man den Grenzwert und damit die Stetigkeit leicht
ermitteln kann. [ |

Fiir Grenzwertbestimmungen, also auch fiir Stetigkeitsuntersuchungen, ist es
oft niitzlich, die Funktion mittels Polarkoordinaten umzuschreiben. Vor allem
bei rationalen Funktionen kann dies hilfreich sein. Schauen wir uns also noch
einmal die Polarkoordinaten im R? an (man kann sie also nur anwenden, wenn
man im R? arbeitet, sonst gibt es andere Koordinaten, wie Kugelkoordinaten),
siehe dazu die Abbildung 2.5.

Y

y=r-sing

T =T7-C0SQ

Abb. 2.5: Die Polarkoordinaten.

Man kann sich diese Koordinaten leicht herleiten. Wieso man jetzt aber zu
anderen Polarkoordinaten iibergeht, werden wir gleich sehen. Es kann ndmlich
sein, dass man so die Stetigkeit leichter nachweisen kann. Aus der Schulgeometrie
wissen wir, dass

cosp = z & T =7T-Ccosp,
r
sin p = g<:>y:7"~sin<p.
r
Hierbei ist 7 die Lange des Vektors (z,y) und ¢ der Winkel, den (z,y) mit der z-
Achse einschlieftt. Nun lassen wir die Lange r gegen Null konvergieren. Erhalten

wir einen Grenzwert, der unabhéngig vom Winkel ist, dann haben wir gezeigt,
dass f im Nullpunkt (0,0) stetig ist. Zeigen wir dies am néchsten Beispiel!

Beispiel 27
Wir betrachten die Funktion

o —y° iy
fay) = Yoy ) #00),

0, fiir (z,y) = (0,0).

Zunéchst ist klar, dass die Funktion fiir (x,y) # (0,0) stetig ist, da sie sich nur
aus stetigen Funktionen zusammensetzt, siche Satz 2.1. Die Frage ist nun, was
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passiert im Nullpunkt (z,y) = (0,0)? Dazu schreiben wir die Funktion mit den
Polarkoordinaten von oben um und erhalten

r? cos? Y — r? sin? ©

z,y) = (rcosy)(rsin -
) = (reos o) (rsin ) g e o
2 2

— 1 cos psin g £

Nun gilt
1 1
|f(z,y) — £(0,0)] = 57“2 sin(2¢) cos(2¢)| < 57027

denn sin(2p) = 2sinpcosp bzw. cos(2p) = cos® ¢ — sin? ¢, wenn man etwas
nachdenkt oder in einer gut sortierten Formelsammlung nachschléigt. Viel ein-
facher sieht man dies natiirlich daran, dass sin(2¢) und cos(2¢) jeweils durch
1 beschriankt sind. Dies haben wir gezeigt, um zu folgern, dass sin(2¢) cos(2¢)
beschrankt ist. Wir erhalten demnach

1
(Ivy%i—>m(0,0) flw,y) = limy 5’"2 sin(2¢) cos(2¢) = 0.

Daraus ergibt sich die Stetigkeit von f im Nullpunkt und damit in jedem Punkt.
m

Merke hier:

m Um die Unstetigkeit nachzuweisen, bzw. um generell Grenzwerte zu be-
rechnen, ist es manchmal zweckmifig, die Funktion mittels Polarkoordi-
naten umzuschreiben. Man lédsst hier die Lange r gegen Null gehen und
schaut, welchen Grenzwert wir dann erhalten.

m Es konnte durch eine Gleichungskette der Art lim, 4y (0,0) f(7,y) =
lim, 0 f(r cos g, rsinp) der Eindruck entstehen, dass man Stetigkeit im
Punkte (0,0) € R? dadurch nachweisen kann, indem man fiir festes ¢ den
Grenzwert lim,_,o f(r cos ¢, r sin ¢) berechnet. Dies ist aber nicht richtig,
denn es gibt durchaus Funktionen, die bei festem ¢ fiir r — 0 gegen 0
gehen, aber dennoch nicht stetig sind. Wir geben ein Beispiel, welches wir
in [App09] gefunden haben.

Beispiel 28
Ein Beispiel fiir eine derartige (so genannte) radialstetige, aber nicht ste-
tige Funktion ist die Funktion

2
f(z,y) = xfif/f fiir (z,y) # (0,0)

0, fiir (z,y) = (0,0).
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Es ist

rcos® @sin @
f(r,p) = q r2costp +siny’
0, fir r = 0.

fir #0

Demnach ist fiir sinp = 0 stets f(r,o) = 0 und fiir sinp # 0 ist
lim,—o f(r,¢) = 0.

Unsere Funktion erscheint also bei Betrachtung mittels Grenzwert
lim, 0 f(rcos p,rsinp) als stetig im Ursprung. In Wirklichkeit ist sie
aber nur radialstetig im Ursprung, aber dort nicht stetig, denn bei An-
niherung an den Ursprung lings der Parabel y = z? ergibt sich der
Grenzwert 1/2. So etwas haben wir weiter oben schon mal berechnet.

]

Das heifst man kann in Polarkoordinaten ebenso wenig wie in kartesi-
schen Koordinaten den zweidimensionalen Grenzwert durch einen iterier-
ten Grenzwert ersetzen (erst ¢ fest, aber beliebig, und dann r — 0 gehen
lassen).

In den néchsten Beispielen wollen wir die Unstetigkeit von Funktionen der Form

f :R? — R zeigen. Hierbei geht man genauso vor, wie wir dies im Beispiel zum

Grenzwert in den Erklarungen zu Definition 2.2 gemacht haben, denn es gilt: Die

Funktion f(z,y) ist bei (xo, yo) unstetig, falls es zu zwei verschiedenen Kurven,

zum Beispiel Geraden, durch (zo,yo) bei Anndherung an (xo,yo) verschiedene

(oder keine) Grenzwerte gibt.

Beispiel 29

m Wir behaupten, dass die Funktion f(z,y) = —3%— im Nullpunkt unstetig

)
e’ —1
ist. Wir miissen uns nur mit zwei verschiedenen Geraden annadhern. Die

Rechnung haben wir schon in Beispiel 25 durchgefiihrt. Fiir y = 0 ergab
sich

li =
(2,0)2(0,0) fle,0) =0

und fiir y = = entsprechend

lim z,x) = 1.
(z,2)—(0,0) fa.z)

Daraus folgt die Unstetigkeit im Nullpunkt.

m Wir zeigen: Die Funktion

f(ac y) o %7 fir (x,y) # (070)

0, fiir (z,y) = (0,0)
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ist im Nullpunkt unstetig. Die Stetigkeit fiir (z,y) # (0,0) ist wegen der
Zusammensetzung stetiger Funktionen wieder klar. Um die Unstetigkeit
im Nullpunkt nachzuweisen, ndhern wir uns mithilfe verschiedener Gera-
den an und zeigen, dass die Grenzwerte nicht tibereinstimmen.

e Annéherung auf der Geraden y = 0 (z-Achse):

z-0
li 0) = li — =0.
(w70)1%m(070) f(@,0) (w,o)lam(o,o) 2 + 02
e Annédherung auf der Geraden x = 0 (y-Achse):
. . 0-y
lim 0,y) = lim =
oS00 O = 0400 17+ y?
e Anndherung auf der Geraden y = x:
2
T 1
1' = 1. — & = =.
(2,2)3(0,0) f(,2) (2.)3(0,0) 22 + 2% 2

Also existiert der Grenzwert
lim Y
(2,y)—(0,0) T2 + y2
nicht und damit folgt die Unstetigkeit von f im Nullpunkt.

Merke: Um Unstetigkeit zu zeigen, ndhere dich der Funktion mittels ver-
schiedener Geraden an und zeige, dass die Grenzwerte nicht iibereinstim-
men, da dies die Unstetigkeit impliziert.

Auch die Unstetigkeit kann mittels Polarkoordinaten gezeigt werden. Ab
und zu ist dies einfacher. Wir betrachten noch einmal dieselbe Funktion.
Es gilt:

2 sin ¢ cos ¢

z,y) = f(rcosp,rsiny) = -
flay) = f( ¥ 2 r2sin? o 4+ 12 cos? ¢

1
=sinpcosp = 3 sin(2y).

Der Grenzwert

. . 1 1 .
Th_r)r%) f(rcosp,rsingp) = 7}1_1&) 3 sin(2¢) = 3 sin(2¢)
ist abhéngig von . Daher existiert der Grenzwert lim(, ,)_(0,0) f(z,¥)

nicht. Daraus folgt die Unstetigkeit.

Merke: Auch die Unstetigkeit ldsst sich mittels Polarkoordinaten sehr gut
demonstrieren. Dazu muss gezeigt werden, dass der entsprechende Grenz-
wert nicht existiert. Mit Polarkoordinaten zu arbeiten, bietet sich immer
dann an, wenn man so besser oder einfacher zeigen kann, dass ein gewisser
Grenzwert nicht existiert.

]
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Zur Definition 2.8 der Stetigkeit zwischen topologischen Rdumen: Diese De-
finition wird durch Satz 2.2 motiviert und liefert eine Moglichkeit, wie man
geschickt Stetigkeit zwischen topologischen Rdumen definieren kann.

Dies gilt tibrigens auch fiir metrische Rdume M und N. Eine Abbildung

f: M — N ist genau dann im Punkt = € M stetig, wenn zu jeder Umgebung
V von f(z) eine Umgebung U von z existiert mit f(U) C V. Und da dieses
Stetigkeitskriterum nicht auf die Metriken von M und N Bezug nimmt, sondern
nur mit Umgebungen und offenen Mengen arbeitet, kann man dies natiirlich
auch fiir topologische Rdume definieren, und dies haben wir in Definition 2.8
getan.

Zur Definition 2.9 des Hom6éomorphismus: Um uns diese Definition zu erkléren,
geben wir ein paar Standardbeispiele an.

Beispiel 30
m Wir betrachten als erstes den R™ und die offene Einheitskugel. Wir zeigen,
dass der R™ und die offene Einheitskugel

U(0,1) = {x € R" : ||z|]| < 1} hombomorph sind. Das Schwierige daran
ist, den HomG6omorphismus anzugeben. Beispielsweise ist ein Hom6omor-
phismus f : R™ — U(0, 1) gegeben durch

x

x> f(x):= TF el

Diese Abbildung ist sicherlich stetig, da sie eine Zusammensetzung aus
stetigen Funktionen ist. Aufserdem ist sie bijektiv. Die Umkehrabbildung
ist gegeben durch

T

U001 5 R,z ——
1— ||l

Diese ist als Zusammensetzung von stetigen Funktionen wieder stetig.

m Wir mochten einen Homéomorphismus von der Einheitskugel U(0,1) =
{z € R" : ||z|| < 1} auf den offenen Wiirfel

Vi={(z1,...,zn) ER" || < 1 fiiri=1,...,n} = (=1, 1)"

konstruieren und lassen uns von dem ersten Punkt in diesem Beispiel
leiten.

Es sei (:c1,...,;vn)T ein Vektor aus der m-dimensionalen Einheitskugel
U(0,1). Diesen Vektor wollen wir auf einen Vektor (y1,...,yn)" abbilden
und setzen dabei fiir die Komponenten des Vektors

Zq

Yi || H man:L_,,,n|xk|
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Der Nullvektor ergibt natiirlich Probleme, daher soll dieser auch wieder
auf den Nullvektor abgebildet werden. Wenn man dies so definiert, so ist
y ein Vektor in (—1,1)". Umgekehrt kommt man natiirlich an z zuriick.
Dazu brauchen wir nur y normieren, das heifst

Die Idee dieser ganzen Konstruktionen kann man sich ganz gut im R® ver-
deutlichen: Wir denken uns einen Strahl an Lichtstrahlen vom Ursprung
zum jeweiligen Urbildpunkt der Kugel und bestimmen dann den Abstand
zum Ursprung. Dann teilt man die Strecke vom Ursprung zum Schnitt-
punkt des Strahls mit der Wiirfelwand in dem entsprechenden Verhéltnis.
Dies liefert dann den gesuchten Bildpunkt.

]

Beispiel 31

Betrachten wir nun noch einmal ein Beispiel einer bijektiven stetigen Abbildung,
deren Umkehrung nicht stetig ist, sodass die Abbildung damit kein Homéomor-
phismus ist.

Wir definieren dazu zwei Mengen, und zwar

M:=1[0,2r) CR und N :={(z,y) e R®:2°+¢°> =1} C R®.

Nun benétigen wir auf M und N natiirlich noch Metriken. Auf M nehmen wir
einfach die vom R und auf N die vom R? induzierte Metrik.
Wir betrachten die Abbildung

f:M — N, t— (cos(t),sin(t))”.

Anschaulich macht sie Folgendes: Stellt euch vor, ihr nehmt das Intervall [0, 27),
aufgefasst als Faden, in eure beiden Hidnden und haltet das jeweilige ,,Ende mit
der einen und das andere mit der anderen Hand fest. Jetzt rollt f diese gerade
zu der Kreislinie S* auf. Thr nehmt diesen Faden also und macht daraus einen
Kreis. Mehr passiert da nicht.

Ebenso ist diese Abbildung (schon rein anschaulich) stetig und bijektiv. Die
Umkehrabbildung f~! : N — M existiert also. Anschaulich kann man sich
wieder ganz gut klar machen, was diese eigentlich tut: Sie schneidet den Kreis
(S*, oder einfach euer Faden als Kreis) an dem Punkt (1,0) auf und entrollt
diesen einfach wieder. Also sie kehrt das um, was ihr vorher gemacht.

Die Umkehrabbildung ist nun aber unstetig in dem Punkt (1,0). Dies sieht man
so, wie ihr dies in Analysis 1 schon hoffentlich oft gemacht habt:

Betrachtet die Punktfolge

T
PE = (cos (27r — ]1€> ,sin (271- — ;))
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mit & > 1. Diese konvergiert fiir &k — oo gegen den Punkt (1,0) = f(0). Die

Folge f_l(pk) =27 — %, k > 1 konvergiert aber nicht gegen 0, sondern gegen
27. Also kann f~! nicht stetig sein. [ |

Zur Definition 2.10 des Fixpunktes: Ein triviales und einfaches Beispiel ist das

folgende.

Beispiel 32

Ist f die Identitat auf M, so sind alle Punkte m € M Fixpunkte von f. Das ist
klar. [ |

Zur Definition 2.11 der Kontraktion: Offensichtlich sind Kontraktionen stetig.
Dieses konnen wir sofort festhalten.

Beispiel 33
m Ist f die Identitét, so ist dies keine Kontraktion. Man kdnnte jetzt sagen,
dass es die Konstante C' = 1 doch tut, denn es gilt

d(f(z), f(y)) = 1-d(z,y) = d(z,y),
aber laut Definition 2.11 muss C' im halboffenen Intervall [0,1) liegen.

m Seien M =R, X = [1,3] und f(z) = 3 (z + 2). Aus dem Mittelwertsatz,
den ihr alle noch aus der Analysis 1 kennen solltet, ergibt sich

[f (@) = f@) =1 ()] |z —

mit z < ¢ <y. Aus f'(z) = 3 — -5 ergibt sich |f'(¢)| < § fiir 1 < ¢ < 3.

Also ist f nach Definition 2.11 eine Kontraktion.
|

2.4 Erklarungen zu den Satzen und Beweisen

Zum Satz 2.1, dass die Zusammensetzung stetiger Funktionen wieder stetig ist:
Um uns diese Definition zu verdeutlichen, betrachten wir ein paar Beispiele.

Beispiel 34
Die Funktionen

222

y?+1
h(x,y) = 42y — 3wy + 2y + 11, I(x,y) = cos(zy)

fla,y) =2 + 97, gla,y,2) =2 + +z,

sind stetig, da sie aus stetigen Funktionen zusammengesetzt sind. [ |
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Merke also: Um eine Funktion mehrerer Veranderlicher auf Stetigkeit zu unter-
suchen, sollte man zunéchst einmal iiberpriifen, ob sie aus stetigen Funktionen
zusammengesetzt sind. Daraus folgt dann die Stetigkeit der Funktion selbst.

Zum Stetigkeitskriterium (Satz 2.2): Dieses Stetigkeitskriterium liefert ein net-
tes Kriterium, mit dem man ebenfalls Abbildungen auf Stetigkeit oder Nicht-
Stetigkeit untersuchen kann und zeigt, dass die Ausfithrungen in Kapitel 1 nicht
umsonst waren.

Beispiel 35

Die Stetigkeit einer Abbildung sagt nichts iiber die Bilder offener Mengen aus.
Das heifst, die Bilder offener Mengen kénnen durchaus abgeschlossen sein, so
wie die Bilder abgeschlossener Mengen auch offen sein kénnen. Dazu betrachte
man beispielsweise die Funktionen f(z) = 1 und g(z) = arctan(z). Es ist falsch
zu sagen, dass abgeschlossen das Gegenteil von offen ist. [ |

Stetige Bilder offener Mengen brauchen keineswegs offen sein, sondern kénnen
alles Mogliche sein: offen, abgeschlossen oder auch keins von beiden. Bedenkt
das bitte immer!

Zum Satz 2.3: Dieser Satz sagt einfach nur aus, dass die Bilder kompakter
Mengen unter stetigen Abbildungen wieder kompakt sind.

Zum Satz 2.4: Hier nur soviel: Sowohl Satz 2.3 als auch Satz 2.4 gelten fiir
topologische Raume.

Als kleine Ubungsaufgabe zu diesem Satz beweist einmal Folgendes: Seien (M, d)
ein metrischer Raum, X C M eine Teilmenge und x € M. Wir definieren den
Abstand des Punktes x von der Menge X als die ,,Distanz*

dist(z, X) := inf{d(x,y) : y € X}.
Sei K eine weitere Teilmenge von M. Hierfiir definieren wir
dist(K, X) := inf{dist(z, X) : x € K}.

Nun zeigt: Sind X abgeschlossen, K kompakt und XNK = @, so ist dist(K, A) >
0. Kleiner Tipp: Um Satz 2.4 anwenden zu kénnen, so miisst ihr erst einmal die
Stetigkeit der Abbildung = +— dist(x, X)) nachweisen.

Zum Satz 2.5: Dieser Satz sagt aus, dass stetige Abbildungen auf kompakten
Mengen sogar gleichméfig stetig sind.

Zum Banach’schen Fixpunktsatz (Satz 2.6): Der Fixpunktsatz von Banach ist
ein sehr méchtiges Werkzeug, das wir jetzt zur Verfiigung haben. Die Aussage
an sich ist klar. Der Beweis sollte, hoffentlich, auch versténdlich gewesen sein.



64 2 Stetige Abbildungen

Merkt euch unter anderem, dass man bei Eindeutigkeitsbeweisen dies immer
so macht: Man nimmt an, es gibt beispielsweise wie hier zwei Fixpunkte und
zeigt, dass diese gleich sind. Mehr sei an dieser Stelle nicht gesagt. Wenn ihr das
Buch aufmerksam weiter lest, so werdet ihr die Stellen finden, an denen wir den
Fixpunktsatz verwenden.

Beispiel 36
m Seien M := (0,00) C R und f: M — M definiert durch
flz) = %x

Die Abbildung besitzt offenbar keinen Fixpunkt auf (0, 00) (dies ist schon
rein anschaulich klar, denn f ist eine Ursprungsgerade mit Steigung 1/2.),
aber es gilt:

1

@) = 1)l = |50 - gu| =l =l Vowenm,

Woran liegt es jetzt aber, dass f keinen Fixpunkt besitzt? Na ja, ganz
einfach. Es sind nicht alle Voraussetzungen des Banach’schen Fixpunkt-
satzes erfiillt, denn M ist nicht abgeschlossen und damit nicht vollstandig.
Auf die Vollstandigkeit des metrischen Raumes kann also nicht verzichtet
werden.

m Seien nun M = [0,00) und f: M — M definiert durch

™

f@) =3

+ x + arctan(zx).

Der Mittelwertsatz aus der Analysis 1 sagt uns, dass f keine Kontraktion
ist und daher Satz 2.6 nicht anwendbar ist, denn es gilt:

(@) — f(y)] = \1

1
—m =yl <z -yl

Weitere Beispiele folgen im Buch. Geht auf Entdeckungstour. [ |

Eine Anwendung in einigen Beweisen werden wir in diesem Buch ebenfalls noch
entdecken.

Zum Satz 2.7: Sind V und W endlichdimensionale Vektorrdume, so ldsst sich
jede lineare Abbildung als Matrix darstellen. Da die Matrix nur aus endlich
vielen Konstanten besteht, folgt aus den Grenzwertséitzen sofort die Stetigkeit
einer Abbildung L : V — W, das heilit zusammengefasst, dass lineare Abbil-
dungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen stetig sind. Der Satz 2.7
gibt nun eine Verallgemeinerung auch auf unendlichdimensionale Vektorrdume.
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Beispiel 37
Um die Stetigkeit eines linearen Operators zu zeigen, reicht es also nachzuweisen,
dass er beschrankt ist. Wir zeigen: Die Abbildung

D :C'a,b] — Cla,b], f— [,

wird stetig, wenn man C'[a, b] mit der || - ||c1, das heift ||f||c1 := sup{|f(z)| +
|f'(z)| : = € [a,b]} und C[a,b] mit der Supremumsnorm ||f||co = sup{|f(z)| :
x € [a, b]} versieht.

Was macht der Operator? Der Operator nimmt sich einfach eine Funktion und
bestimmt die Ableitung.

Aus den Ableitungsregeln folgt sofort, dass D linear ist. Nach dem Satz 2.7
reicht es also zu zeigen, dass eine Konstante C' > 0 existiert, sodass

ID(f)|loe < ClIfller € C'a,b].

Dies ist aber klar, denn fiir alle f € C*[a, b] gilt:

1D(H)lloe = sup{|f'(z)| : x € [a, b}
< sup{|f ()| +|f'(2)] : « € [a, b}
>0

=L llfller
=:C

Also ist D stetig. [
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In diesem Kapitel wollen wir uns schrittweise anschauen, wie wir den Begriff der
Differenzierbarkeit fiir reelle Funktionen der Form f : R — R aus der Analysis
1 auf die weitaus grofere Klasse von Abbildungen zwischen Banach-Raumen,
inbesondere Abbildungen der Form f : R™ — R™, verallgemeinern kénnen. Wie
im letzten Kapitel halten wir es hier auch wieder: Die Definitionen sind fiir
allgemeine Banach-Rdume definiert und bei den Beispielen in den Erklarungen
verwenden wir nur den R™.

3.1 Definitionen

Einige der folgenden Definitionen fiihren wir fiir allgemeine Banach-Réume ein.
Bis jetzt haben wir zwar meistens nur Abbildungen der Form f : R™ — R"
betrachtet, aber dies ist dann einfach nur ein Spezialfall unserer Definitionen.
Man sollte sich schnell an die Allgemeinheit gewohnen :-).

Definition 3.1 (differenzierbare Abbildung, Differential)

Seien (V,||-]|v) und (W, ||-||w) zweil Banach-Raume, 2 C V offen und f: Q —
W eine Abbildung. Dann heifit f im Punkt zo € Q (total) differenzierbar,
wenn es eine beschriankte (also stetige) lineare Abbildung L : V. — W gibt,

L 11(@) — f(wo) — L — ao)llw
@ =0 |lz — zol|v

In diesem Fall nennen wir die Abbildung L das Differential oder auch Ablei-

tung an der Stelle zp und schreiben hierfiir D f(zo). f heifst (total) differen-

zierbar in €2, wenn sie in jedem zo € 2 (total) differenzierbar ist. Ist f in jedem

sodass
=0.

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 3, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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Punkt zo € Q differenzierbar und héngt D f(xo) stetig von xg ab, so heifst f in
Q) stetig differenzierbar. Wir setzen

CHQW) :={f:Q— W : fist in Q stetig differenzierbar}.

Anmerkung: Fir Abbildungen f : V. — W zwischen endlichdimensionalen
Banach-Rdumen ist die Forderung der Beschréanktheit redundant, da man zei-
gen kann, dass lineare Abbildungen in diesem Fall automatisch schon beschrankt
sind. Genauer gilt dies nur fiir stetige Abbildungen, aber lineare Abbildungen
zwischen endlichdimensionalen Banach-Rdumen sind immer stetig.

Satz 3.2 sagt uns, dass die Ableitung, wenn sie existiert, eindeutig ist.

Definition 3.2 (Richtungsableitung)

Seien V, W Banach-Rdume und © C V offen. Wir sagen eine Abbildung f :
Q — W besitzt an der Stelle zg € ) eine Richtungsableitung in Richtung
v € V, wenn der Grenzwert

iy 1 (@0 +1v) = f(xo)

t—0 t

existiert. In diesem Fall bezeichnen wir den Grenzwert mit D, f(zo), und dieser
heiflt die Richtungsableitung von f im Punkt x¢ in Richtung v.

Definition 3.3 (partielle Ableitung)

Q sei eine offene Teilmenge des R™, W ein Banach-Raum und f : Q — W eine
Abbildung. f heiflt in 29 € 2 nach der j-ten Variablen partiell differenzier-
bar, wenn f an der Stelle xg eine Richtungsableitung in Richtung e; besitzt.
Hierbei ist (e1, ..., en) die Standardbasis des R™. Die entsprechende Ableitung
wird dann mit D; f(xo) oder auch mit %(wo) bezeichnet.

Anmerkung: Ab und an schreiben wir auch fz,(xo) fiir die partielle Ableitung
nach z; oder 0, f(xo).

Definition 3.4 (Gradient)
Seien Q C R" offen und f : @ — R in 2o € Q partiell differenzierbar. Der
Gradient von f an der Stelle z¢ ist der Vektor

gradf(zo) := Vf(x0) Z

Definition 3.5 (Jacobi-Matrix)
Ist f: Q — R™ mit Q C R"™ in g € Q differenzierbar, so nennt man die Matrix

Ofi
Jr(z) == (85;

die Jacobi-Matrix von f an der Stelle xg.

=1,....m,p=1,...,
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Definition 3.6 (zweimal differenzierbar)

V und W seien Banach-Raume, 2 C V offen und f : 2 — W differenzierbar
in Q. Ist dann die Abbildung Df : Q — L(V,W) in zo € Q differenzierbar, so
heifst f an der Stelle x¢p zweimal differenzierbar und wir schreiben sz(:ro)
fiir (D(Df))(wo). Es ist D f(xo) € L(V, L(V,W)).

Definition 3.7 (hShere Ableitung)
Fiir zwei Banach-Rédume V und W, eine offene Teilmenge €2 C V und k € Ny

setzen wir
Ck(Q, W) :={f:Q— W: fistin Q k-mal stetig differenzierbar}

sowie
ce@w) = () ¢ w).
kENy

Anmerkung: Wir wollen kurz bemerken, wieso die Definitionen 3.6 und 3.7 Sinn
machen.

Es bezeichne L(V,W) den Raum aller stetigen linearen Abbildungen von V
nach W. Fiir jedes z € Q ist Df(z) € L(V,W). Nun ist aber L(V, W) mit der
Operatornorm selbst wieder ein Banach-Raum. Daher kénnen wir untersuchen,

ob die Abbildung
Df:Q— L(V,W), z+— Df(zx)

differenzierbar ist.
Zu den hoheren Ableitungen: Ist A € L(V, L(V,W)), so ergibt sich durch

A(U17U2) = (A(Ul))(UQ)v vi,v2 €V
eine bilineare stetige Abbildung A : V x V — W. Fiir die Norm gilt

AllLcv,Lvwy = sup |[A@)||Lov,wy
[|z]|v=1

= | Sﬁlp:l (l s‘}m:1 II(A(w))(y)||w>

= sup |A(z,y)||w
[z|lv=Ilyllv=1
Dies bedeutet, dass wir fiir eine in zg € © zweimal differenzierbare Abbildung
f:Q — W die zweite Ableitung D?f(xo) als eine stetige Bilinearform auf V

mit Werten in W auffassen werden.
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3.2 Sidtze und Beweise

Satz 3.1 (Linearitidt der Ableitung)
Gegeben seien zwei Abbildungen f,g : Q@ — W, die in xo € Q differenzierbar
sind und eine Konstante A € R. Dann sind auch die Abbildungen f + g, \f in

xzo differenzierbar mit

D(f + g)(zo) = Df(z0) + Dg(xo), D(Af)(wo) = ADf (o).

Satz 3.2 (Eindeutigkeit der Ableitung)
f:Q — W sei wie in Definition 3.1. Dann ist L eindeutig bestimmdt.

Beweis: Angenommen, es gibt zwei beschriinkte lineare Operatoren L und L’
mit dieser Eigenschaft. Wir zeigen nun, dass dann schon L = L’ gelten muss.
Wir erhalten sofort

I(Z = L) (z — @0)|lw

||z — zo|[v
_ If(2) = f(wo) = L'(z — wo) — (f(x) = f(wo) — L(z — x0)) |lw
||z — @ollv
< @) = f(wo) — L'(z — @o)|lw L [If (@) = f(wo) = L(z = zo)llw
- ||z — zol|v ||z — zol[v

Die rechte Seite strebt fir x — xp gegen Null. Daher existiert zu ¢ > 0 ein
6 > 0, sodass

H(LL')<H’)H <e VreQ mit0<|lz— oy <0
|z — zol[v / ||y

Da Q nach Voraussetzung offen ist, existiert ein r > 0 mit U(zo,r) C Q. Sei
y € V mit ||y||y = 1 beliebig. Dann finden wir hierzu ein z, zum Beispiel mit
x = zo + min{d/2,r/2}y, mit
x€Q, 0<|lz—axollv <9, ﬂ:y
[z — wollv

Somit ist
(L =LY Yllw <e VYyeV, [yllv =1

Da € > 0 beliebig war, und L — L’ auch linear ist, folgt hieraus die Behauptung,
denn
L-L'=0&sL=1L"

q.e.d.

Satz 3.3 (differenzierbare Abbildungen sind stetig)
Die Abbildung f : Q — W sei differenzierbar in xo € Q. Dann ist f in xo auch
stetig.
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Beweis: Zum Beweis verwenden wir die Definition 3.1 und die der Stetigkeit
(Definition 2.4). Sei f differenzierbar, das heiftt, es gibt ein L mit

Lo I£@) = F(w0) = L(z = wo)lw

=0.
@0 ||z — ollv

Dann existiert ein 6 > 0 mit
1f(z) = f(wo) — L(z — zo)|lw < ||z —zollv Va € Q, [lz—zollv <0

Aus der Dreiecksungleichung (hier haben wir genauer die inverse Dreiecksun-
gleichung verwendet, also |a — b| > ||a] — |b||) ergibt sich nun

1f () = f(@o)llw < |l = mollv +[|L(x — zo)llw, Vo€, [lz—wollv <0

Die rechte Seite lasst sich mit der Operatornorm (Supremumsnorm, siehe auch
das Beispiel 1 aus Kapitel 1) ||L|| weiter abschitzen zu

1f () = f(zo)llw < (L+[|LIDI|z — zollv, Vz€Q, |z —zo|ly <4
Da nach Voraussetzung ||L|| < oo gilt, existiert eine Konstante C' > 0 mit
1/ (z) = f(zo)llw < Cllz —zollv, Vre, [lz—mzollv <6

Dies ist gerade die Definition der Lipschitz-Stetigkeit und damit folgt die Be-
hauptung. q.e.d.

Satz 3.4 (Kettenregel)

U - Nlw), V|| -|lv) und (W, |- ||w) seien Banach-Riume, Q@ C U und Q C V
jeweils offen. Sind f : Q — V, g : Q — W Abbildungen mit f(Q) C Q, und
sind f inxo € Q und g in f(xo) € Q differenzierbar, so ist auch die Verkettung
go f:Q — W in xo differenzierbar, und es gilt die Gleichung

D(g o f)(wo) = Dg(f(x0)) o Df(xo)- (3.1)

Satz 3.5 (Mittelwertungleichung)
W sei ein Banach-Raum und f : [a,b] — W eine stetige Abbildung, die auf
(a,b) differenzierbar sei mit ||Df(z)|| < M fir alle x € (a,b). Dann gilt:

If(z) = FWIl < Mz —y| Va,y € (a,b).

Satz 3.6 (Zusammenhang zwischen Differential und Richtungsablei-
tung)

V,W seien zwei Banach-Rdume, Q2 C V sei offen und f : Q — W in xzg € Q2

differenzierbar. Dann ezistieren in xo sdmtliche Richtungsableitungen, und es

15t

Df(zo)(v) = Du f(xo).
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Satz 3.7

Es sei Q C R™ offen. Dann ist eine Abbildung f : Q@ — R™ genau dann
in () stetig differenzierbar, wenn in jedem Punkt xo € §2 simtliche partiellen
Ableitungen gi: (), i =1,...,m, j = 1,...,n existieren und jeweils stetig
von x abhdngen. Hierbei ist f7 : Q — R die j-te Koordinatenfunktion von f.
Insbesondere gilt fir das Differential D f(z) die Gleichung

Df()(v) = Js(z) - o7,

wobei wir mit J¢(x) die Jacobi-Matriz von f bezeichnen (siehe Definition 3.5).

Satz 3.8 (Lemma von Schwarz)

V und W seien zwei Banach-Rdume, Q@ C V offen und f : Q@ — W sei in
xo € Q zweimal stetig differenzierbar. Dann ist die stetige bilineare Abbildung
D?f(x0) :==V x V — W symmetrisch, das heifit, es gilt:

D? f(x0)(v1, v2) = D? f(w0)(vz, v1) Yui,v2 € V.

Satz 3.9
Eine Abbildung f : Q — W ist genau dann in Q) zweimal stetig differenzier-
bar, wenn sie dort zweimal partiell differenzierbar ist und simtliche partiellen

Ableitungen dort stetig sind.

Satz 3.10 (Taylor’sche Formel)
V' sei ein Banach-Raum, 2 C V offen und f € Ck(Q,]R). Fiir ein xo € 0 und
t eV gelte

{zo + rt firr €[0,1]} C Q.

Dann ezistiert ein 6 € [0, 1], sodass
£(@0-+1) = f(wo) + Df @w0)(t) + 5, D*F(w0) (t.0) + ...

D (o) (b, 8) +5 D Flwo +60) (1., ).
—— : ~ .

(k—1)—mal k—mal

SRR e

Beweis: Wir betrachten die Funktion
9:[0,1] = R, g(r) := f(wo +rt).

Die Voraussetzung f € Ck(Q, R) und die Kettenregel implizieren per Induktion,
dass g k-mal stetig differenzierbar ist. Induktiv erhalten wir fiir die Ableitungen

gD (r) = DI f(zo +rt)(t, ... ,t). (3.2)
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Da g nur von einer Variablen abhéngt, konnen wir die aus der Analysis 1 bereits
bekannte Taylor-Formel benutzen und erhalten so

§i§<ﬁ + e o) 3.

fiir ein @ € [0, 1]. Kombinieren wir die beiden Gleichungen (3.2) und (3.3), so
liefert dies die Behauptung. q.e.d.

3.3 Erklarungen zu den Definitionen

Zur Definition 3.1 einer differenzierbaren Abbildung: Wir erinnern uns zunéchst
einmal an die Definition einer differenzierbaren reellen Funktion. Eine Funktion
f: D — Rmit D C R ist genau dann differenzierbar im Punkt x¢o € D, wenn

i @ = F@0)

T—xo x — o

der Grenzwert

existiert. Diesen Grenzwert bezeichnen wir mit f’(zo) und nennen ihn die Ablei-
tung von f an der Stelle xg. f ist also genau dann an der Stelle xo differenzierbar,
wenn es eine Konstante a € R gibt mit

i [1@) = £(w0) — alw — w0)]

=0.
T—rTo |£U 7.%0‘

In diesem Fall ist a die Ableitung, das heifit, a = f'(zo). Die letzte Gleichung
haben wir in [MKO09] auch noch so interpretiert, dass sich die Funktion f an der
Stelle xg durch die lineare Funktion

x — a(x — xo)
approximieren lasst. Es gilt dann ndmlich
f(z) = f(zo) + a(z — zo) + p(z)
mit einer Restfunktion p: D — R, welche

i P@)

T—xT0 T — X0

=0

erfiillt. Dieses Konzept motiviert unsere Definition 3.1. Sei jetzt némlich eine
Abbildung
f:R" - R™

gegeben. Ist (e1,...,e,) eine Basis des R™, so kann man mit Wissen aus der Li-
nearen Algebra 1 jeden Vektor x € R™ als Linearkombination der Basisvektoren
darstellen, das heifst,
xr = Z Ti€q,
i=1
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wobei die Koeflizienten x1,...,z, reelle Zahlen sind. Wir nennen diese Koef-
fizienten die Koordinaten von z bzgl. der Basis (ei,...,e,). Wahlt man die
Standardbasis, so nennen wir die Koordinanten die kartesischen Koordinaten
von z. Der Koordinatenvektor von x schreibt sich demnach in Zeilen- oder Spal-
tenform, das heifst,

T
z=(x1,...,2,) oder z=| . |,
Tn
je nachdem, ob wir Vektoren in Zeilen- oder Spaltenform schreiben wollen. Sind

Z1,...,Tn Koordinaten eines Vektors x € R™ beziiglich einer Basis (e1,...,en),
so schreiben wir

flxi,...,zn) = f (leez> = f(x).

Ist (é1,...,ém) eine Basis der Zielmenge R™, so lasst sich f(z) auch in der Form
flx) = fi(2)e
Jj=1

schreiben. Die Funktion

nennen wir die j-te Koordinatenfunktion von f.
In Analogie zu der differenzierbaren Funktion f : R — R wiirde es jetzt also
durchaus Sinn machen, wenn wir f : R®™ — R™ genau dann im Punkt zo € R"

differenzierbar nennen, wenn es eine reelle (m x n)-Matrix gibe, fiir die

2)
i (@) = fwo) = A+ (@ —z0)]|

20 ||z — wol|

= O7
falls wir  und f(z) jeweils als Spaltenvektoren auffassen, oder

b)
po @) = (o) = (2 = w0) - AT]] _

v ||z = @ol|

0,

falls wir  und f(x) jeweils als Zeilenvektoren betrachten, oder

i @) = f@0) = A-@=20)T]| _,
e, lo =zl

falls wir « als einen Zeilenvektor und f(z) als einen Spaltenvektor auffas-
sen. Das hat etwas mit der Definition der Matrizenmultiplikation zu tun,
wie ihr euch sicherlich erinnert :-).
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Mit dem Punkt ,,-“ meinen wir natiirlich das iibliche Matrizenprodukt aus der
Linearen Algebra 1. Leider gibt es fiir beide Schreibweisen gute Griinde. Bei der
Zeilenform beispielsweise ist die Schreibweise iibersichtlicher und spart Platz.
Also gut fiir uns, denn so kénnen wir hier in diesem Buch mehr schreiben. Da
wir das Differential einer differenzierbaren Abbildung aber eher durch eine Ma-
trix darstellen werden, die von links mit dem Vektor in iiblicher und bekannter
Weise multipliziert wird, bietet sich andererseits die Schreibweise in Spaltenform
an. Kurz gesagt: Wir werden zwischen allen drei Schreibweisen in diesem Buch
hin und her springen und alle einmal oder mehrmals benutzen. Dieser Ansatz
motiviert unsere Definition 3.1.

Wir wollen diese Definition noch an ein paar Beispielen einiiben.

Beispiel 38
m Die Abbildung f: V — W, wobei V und W die Banach-Rdume aus De-
finition 3.1 sind, sei konstant, das heit, f(z) = c fiir ein festes ¢ € W.
Dann behaupten wir, dass f {iberall differenzierbar ist und das Differen-
tial Df(z) = 0 lautet. Dies ist einfach und folgt sofort aus der obigen
Definition, denn es gilt:

f(@) = f(zo) — 0(z — z0) =0,
sodass dann

lim (@) = f(zo) = L(z = @o)|lw
Tz |z — zollv

=0

gilt. Bei uns ist also L = D f(x) = 0.

m Wir beweisen: Eine lineare Abbildung L : V — W ist genau dann diffe-
renzierbar, wenn sie beschréankt ist, und in diesem Fall gilt DL(z) = L fiir
alle z € V. Dies sieht man so: Da L linear ist, erhalten wir

L(z) — L(xo) — L(z — x0) = L(z) — L(xzo) — L(z) + L(zo) = 0,

und hieraus ergibt sich sofort die Behauptung, wenn man sich an die De-
finition 3.1 der Differenzierbarkeit erinnert.

m Wir betrachten nun das bekannte Beispiel
f R—=R, f(z) =ax.

Bekanntlich gilt f/(z) = a fiir alle z € R. Wie vertriigt sich dies aber mit
unserer verallgemeinerten Definition 3.17 Eigentlich ganz einfach, denn
wir kénnen die Konstante a € R ja als eine (1 x 1)-Matrix auffassen und
so ist wieder alles im Lot.
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m Das néchste Beispiel greift ein wenig vor. Wir werden in Definition 3.5
und den entsprechenden Erklédrungen dazu noch einmal erkléren, wie wir
auf die Matrix Jy(z) = (z2,21) kommen. Also noch etwas Geduld. Aber
nun zum Beispiel:

Wir behaupten, dass die Abbildung
1

f:R? SR, f = 2129
T2

differenzierbar ist und D f(z) durch die Multiplikation von links mit der
Matrix
Jp = (22,21)

dargestellt wird. Hierbei seien x1,22 € R die kartesischen Koordinaten
von z € R%. Schreiben wir

flz1,22) = 2122

dagegen in Zeilenform, so wird D f(x) durch die Multiplikation von rechts
mit der Matrix Jy(z)” dargestellt, denn es gilt:

(Jf(x) -UT)T =v- Jf(x)T.

Dies wollen wir schnell nachweisen. Schreiben wir die Vektoren in Spal-
tenform, so ergibt sich

f@) = fy) = Je(y) - (z —y)

1 — Y1
=m172 — Y1y2 — (Y2,91) -
r2 — Y2

=T1T2 — Y1Y2 — Y21 + Y2y1 — Y122 + y1y2
= X172 + Y1Yy2 — Y201 — Y12

= (z1 —y1) (22 — y2).
Demnach gilt:

1f(z) = f) = Df W)z =l _ Jz1 — v - [x2 — yol
[z =yl |z = yll
1 (x1—y1)® + (w2 —9o)?

2 [z =yl

IN

[l —y|| = 0, firz—y.

Damit ist alles gezeigt.
Dies soll an Beispielen geniigen. [



3.3 Erkldrungen zu den Definitionen 77

In den folgenden Erkldrungen zu den Definitionen und Sétzen werden wir na-
tiirlich weitaus praktischere Werkzeuge kennenlernen, um eine Funktion auf
Differenzierbarkeit zu untersuchen und dessen Differential zu bestimmen. Das
ist so wie in Analysis 1. Wenn man nur die Definition der Differenzierbarkeit
hat, muss man erst einmal damit arbeiten und sich zunéchst einfachere Dinge
iiberlegen.

Zur Definition 3.2 der Richtungsableitung: Die Definition ist wie folgt motiviert:
Wir betrachten die Situation, dass f : V' — W eine Abbildung zwischen Banach-
Réaumen und zo € V fest gewdhlt ist. Dann erhalten wir fiir jedes v € V eine
Abbildung

Uy : R = W, uy(t) := f(xo + tv).

Ist u, an der Stelle ¢ = 0 differenzierbar, so beschreibt u,(0) die Ableitung
von f in Richtung v. Dies ist auch klar. Denn wir laufen quasi zeitabhingig
auf der Abbildung in eine bestimmte Richtung v. Satz 3.6 zeigt, dass dies mit
der oben definierten Ableitung (siehe Definition 3.1) iibereinstimmt. Partielle
Ableitungen sind also nur Spezialfiille von Richtungsableitungen. Ist eine Funk-
tion f : R? — R durch (z,%) — f(x,y) gegeben, und wollen wir die partielle
Ableitung nach x berechnen, so leiten wir quasi in Richtung des Einheitsvektors
e1 = (1,0) ab. Leiten wir f partiell nach y ab, so ist dies nichts anderes als
die partielle Ableitung von f in Richtung der y-Achse, also in Richtungs des
Einheitsvektors e2 = (0, 1). Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 39

Seien a € R? ein Vektor im R und f : R®* — R?® die Abbildung f(v) := a x v.
Hierbei ist fiir zwei Vektoren

ai U1
a=laz |, V=|wv2
a3 U3

das Kreuzprodukt x definiert als
aav3 — asv2
a X v.= a3vl] — a1v3
ai1v2 — az2v1

Es gilt nun:
f(zo + tv) — f(xo)

Dy f(wo) = tlg%

t
. axX(xo+tv) —axxo
= lim
t—0 t
. taxXw
= lim
t—0 t

=a X .
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Wir haben also gesehen, dass die Richtungsableitung von f in Richtung eines
Vektors v mit der eigentlichen Abbildung tibereinstimmt. [ |

Zur Definition 3.3 der partiellen Ableitung: Wir hatten ja gesehen, dass wir
nun Funktionen mehrerer Verdnderlicher betrachten. Das heifst, unsere Funk-
tionen besitzen mehrere Variablen. Also kénnen wir ja auch einfach nur nach
einer Variablen ableiten. Dies bedeutet partiell abzuleiten. Ist eine Funktion
beispielsweise von « und y abhingig und wir wollen partiell nach x ableiten, so
betrachten wir y einfach als eine Konstante. Wenn ihr euch immer schon gefragt

habt, wo der Unterschied zwischen % und % liegt, so kldren wir euch nun
J

auf :-): % schreibt man, wenn die Funktion nur von einer Variablen ¢ abhéngt.
Héngt die Funktion von mehreren Verédnderlichen ab, so schreiben wir fiir die
partielle Ableitung aixj‘ Dies ist wirklich wichtig. Fiir Physiker, die ja auch
Analysis 2 horen miissen, gibt es noch einen weiteren kleinen ,Unterschied".
Dieser ist physikalisch motiviert. Alle, die damit nichts zu tun haben wollen,

springen gleich zu den Beispielen.

Wir betrachten die Bahn eines Punktes in der Ebene in Abhéngigkeit von der
Zeit t und eine Funktion f, die nicht nur von den Koordinaten x und y, sondern
auch von der Zeit abhéngt. Die Ortskoordinaten des sich bewegenden Punktes
beschreiben wir durch = = ¢(t) und y = h(t). Die Funktion, die sich ergibt,
lautet ¢t — f(t,z,y) = f(t,9(t), h(t)) und hingt in zweierlei Hinsicht von der
Zeit t ab: Einerseits hdngt f selbst von der Zeit ab, weil in der ersten Variable ¢
auftaucht. Andererseits héngen die Ortskoordinaten von der Zeit ¢ ab. Physiker
sprechen dann von der partiellen Ableitung von f nach der Zeit ¢, wenn man
die partielle Ableitung der ersten Funktion meint, genauer
of

a(tvzay)a

und von der totalen Ableitung von f nach der Zeit ¢, wenn man die Ableitung

der zusammengesetzten Funktion meint, genauer
d
dif ft

Diese beiden héngen natiirlich auch miteinander zusammen. Es gilt:

[t g(t), h(t)).

of  ofdz  9fdy

d

Schauen wir uns in diesem Zusammenhang noch ein paar Beispiele an.
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Beispiel 40
Seien ¢ € R beliebig und

cos(x)(c + cos(y))
fiR* 5 R3 flz,y) = sin(z)(c + cos(y))
sin(y)

Wir konnen jetzt also nach x oder nach y partiell ableiten. Machen wir dies:
Fiir die partiellen Ableitungen erhalten wir

of —sin(z)(c + cos(y))
D1f(e,) = L (w,) = | cos(a)(e + cos(y))
0
und
— cos(z) sin(y)
Daf(,9) = 5 (2.) = | sin(a) sin(y)
cos(y)

Zur Definition 3.4 des Gradienten: Der Gradient ist einfach nur ein Name,
fiir das, was wir schon kennen. Denn partielle Ableitungen kénnen wir schon
berechnen, und wenn wir diese in einen Vektor eintragen, so erhalten wir den
Gradienten.

Beispiel 41
Wir betrachten die Funktion f(z,y) = 2%y® + zy? 4 2y. Wir wollen den Gradi-
enten an der Stelle (z,y) und an der Stelle (0, 1) berechnen. Zunéchst ben6tigen

wir die partiellen Ableitungen nach z und y. Wir schreiben jetzt auch f, fiir

of.
ox*

falz,y) = 2%z + 4%, fyla,y) = 3a%y* + 22y + 2.

Der Gradient ergibt sich damit als
grad f(z,y) = (2y°z + y*, 32”y” + 22y + 2).
Wir kénnen den Gradienten nun an der bestimmten Stelle (0, 1) ausrechnen zu

gradf(0,1) = (1,2).
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grad f(zo, o)

[z y)

Abb. 3.1: Der Gradient steht senkrecht auf der Niveaulinie.

Anschaulich kann man sich den Gradienten auch ganz einfach vorstellen: Fiir
eine Funktion f : R? — R steht der Gradient senkrecht auf der Niveaulinie
f(z,y) = f(xo,y0). Der Gradient zeigt in Richtung maximaler Steigung. Das
Negative des Gradienten zeigt damit in Richtung minimaler Steigung. Die Ab-
bildung 3.1 verdeutlicht dieses. Wie kann man sich aber herleiten, dass der
Gradient wirklich in Richtung des steilsten Anstiegs zeigt? Dies geht so:

Da fiir ein differenzierbares f

Dy f(xo) = Df(xo)(v) = ZD fxo)v
fir v =>7" | vie; gilt, gilt auch:
Dy f(z0) = Df(z0)(v) = (V[f(z0),v). (3.4)

Aus der Cauchy-Schwarz‘schen Ungleichung
(v, w)| < [vl] - [Jwl]
folgt die Abschatzung

1D f (wo)l| = Sup 1D f (o) ()| = op (Vf(wo),v) <[V f(zo)ll-

[lv]|=1 lv||=1

Ist V f(xz0) = 0, soist auch ||D f(zo)|| = 0. Fiir den Fall, dass V f(zg) # 0, setzen

wir den Einheitsvektor v := % in Gleichung (3.4) ein und erhalten fiir
dieses v Vi)
\Y4 Xo
Df(a0) = (V1 (a0). ) = IV 5ol
IV f (o)l

sodass wegen ||D f(xo)|| < ||V f(xo)|| sogar immer

1D f (o)l = ||V f(zo)]| (3.5)

gilt. Es ist also wirklich, dass der Gradient immer die Richtung des steilsten
Anstiegs der Funktionswerte von f an der Stelle x¢ angibt.
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Wem dieser Beweis nicht so zusagt, dem geben wir hier noch einen etwas an-
deren: Es gilt (wie oben) ||Df(zo)|| < ||V f(z0)||. Das bedeutet aber nur: Die
Grofe der ,Steigung” ist beschréankt durch die Lange des Gradienten. Es bleibt
zu zeigen, dass der grofite Wert auch in Richtung des Gradienten angenommen

wird, aber dies zeigt gerade

N 7 TR
Do) = (¥ o), ) = 195 @l

Oder anders formuliert: Das Skalarprodukt (V f(zo),v) wird maximal, wenn
die beiden Vektoren V f(zo) und v parallel sind. Damit zeigt der Gradient in
Richtung des steilsten Anstiegs.

Zum Abschluss noch ein Beispiel zum Rechnen.

Beispiel 42
Seien a, b, c Konstanten. Wir betrachten die Funktion

f:R?® SR, flz,y) = az® + bxy + cy®.
Die partiellen Ableitungen sind
%(x,y) = 2ax + by und g—i(x,y) = 2cy + bzx.
Der Gradient von f ist also gegeben durch

2ax + by

Vf(z,y) =
2cy + bx

Zur Definition 3.5 der Jacobi-Matrix: Wie berechnet man die Jacobi-Matrix?
Das ist ganz einfach: Man schreibt die partielle Ableitung (siehe Definition 3.3)
einfach entsprechend in eine Matrix. Beispielsweise erhalten wir fiir eine Abbil-
dung der Form f: R* — R? die Jacobi-Matrix als eine (3 x 2)-Matrix. Ist

fi(z,y)
f(@y) =1 fa(z,9) |
fs(z,y)
so gilt
Oz f1 Oyfi
Jr(x,y) = | Oufa Oyfa
Oz f3 Oyfs
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Fiir eine Abbildung der Form f : R"™ — R stimmt der Gradient mit der Trans-
ponierten der Jacobi-Matrix {iberein. Schauen wir uns dies an Beispielen an.
Zuvor noch eine kleine Anmerkung: Wir werden statt J;(z1,...,2n) auch hau-
fig einfach nur D f(x1,...xy) schreiben, weil die Jacobi-Matrix dem Differential
von f entspricht.

Beispiel 43
Wir betrachten die Abbildung

cos(z) cos(y)
f:R® = R® f(z,y) = | sin(z) cos(y)
sin(y)

Hier ist fi(z,y) = cos(x)sin(y), f2(x,y) = sin(z) cos(y) und f3(z,y) = sin(y).
Also erhalten wir beispielsweise

o _

L (cos(a) cos(y) = —sin(a) cos(y).

Machen wir dies mit allen f;, so ergibt sich fiir die Jacobi-Matrix eine
(3 x 2)-Matrix. Die Grofe der Jacobi-Matrix kann man also an der Dimension
des Definitions- und Wertebereichs der Funktion sofort ablesen. Wir erhalten so

—sin(z) cos(y) — cos(z)sin(y)
Je(x,y) = | cos(z)cos(y) —sin(x)sin(y)
0 cos(y)

In den Spalten der Jacobi-Matrix stehen die Richtungsableitungen von f in
Richtung e; bzw. ez, das heifst,

—sin(z) cos(y)

%(xvy) = Dif(x,y) = Df(z,y)(e1) = | cos(z)cos(y) |,
0
o7 — cos(x) sin(y)
a*y(%y) = Da2f(z,y) = Df(z,y)(e2) = | —sin(z)sin(y)
cos(y)

Zur Definition 3.6 und 3.7 der héheren Ableitungen: Diese Definitionen sind
irgendwie klar. Dies sollte ja auch so sein, dass man eine Abbildung zwischen
Banach-Raumen mehrmals ableiten kann. Betrachten wir ein paar Beispiele.
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Beispiel 44
Die Abbildung
fiR? =R, f(z,y) = z”ye

ist iiberall differenzierbar, und D f(z,y) ist durch die Jacobi-Matrix

Jy(z,y) = (D1f(z,y), sz(w Y))
~ (S Fwn)
= (2zye?, x (y +1)eY)

gegeben. Auch die Abbildung Jy : R? — R? ist iiberall differenzierbar und es
gilt:

g (@ BL@w) [ we aa e
£\ - =
P5l(xy) P5l(ay) 2u(y+1)e¥ 2’ (y+2)e”

Also ist die zweite Ableitung gegeben durch

2ye? 2z(y + 1)e?

D? =
f@:v) 2x(y + 1)e?  z%(y + 2)eY

Hier fallt auf, dass die Matrix symmetrisch ist. Dies ist kein Zufall. Wir werden in
Satz 3.8 sehen, dass dies fiir zweimal (total) differenzierbare Funktionen immer
gilt. [ |

Im Folgenden werden wir auch haufig die zweite partielle Ableitung schreiben
als

oDxf _ 0 (af) _ o

oxr oz \dy) = 0xzdy’

Ab und zu schreiben wir auch fs, fir 8Tgy. Analog frx, fye und fyy. Geben

wir noch ein paar weitere Beispiele.

Beispiel 45
m Sei zunichst einmal z = f(z,y) = 23y + ™’ Wir berechnen die zweiten
Ableitungen und erhalten entsprechend

*f 9 (0 oy 0 @y’ =V
agcé:ax(ax(?’ y)>:ax(3yw2+y26y)=6yw+y4ey’

2 2
P2 (L) - 2

xy? _ xy? 2
95% ~ By 8y( + 2zye™ ) = 2ze™ (1 4 22y7),
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*f 09 (0,3 oy?
away_@x<8y(my+e )

= 322 + 2ye™Y (1 + y22),
2 2
6 f a (a( 3y+exy ))

%(wB + 2xye$y2)

_ v g 2 2 xy?
Oydxr ~ Oy \ Oz dy (Bya” +y7e™)

=3z + 2yegcy2 (1 +y°z).

Hier folgt die Symmetrie aus dem Lemma von Schwarz.

Wir betrachten

2 2
xr° —

y .
f(ac,y) .= xny ¥ yg) fiir (‘T’y) 7é (070)a
0, fiir (z,y) = (0,0)
und berechnen fz,(0,0) und fy(0,0). Da f auf beiden Achsen konstant
ist, gilt f=(0,0) = fy(0,0) = 0. Partielles Differenzieren ergibt nun:
4_ .5 2,3
yr© —y° +4x”y ..
, fir (z, 0,0),
fo(z,y) = (22 + y2)2 (z,y) #(0,0)
0, fiir (z,) = (0,0)

und

z® — xyt — 423y?
, fir (x, 0,0),
fu(@,y) = (22 +9?)? (:9) # (0.0)

0, fir (z,y) = (0,0).

Bei den Fillen (z,y) = (0,0) muss man natiirlich vorsichtiger sein. Man
kann nicht einfach sagen: Okay, ich weif, dass f(z,y) = 0 ist fur (z,y) =
(0,0), also leite ich dies einfach nach z bzw. y ab und erhalte damit 0.
Man muss hier schon auf die Definition der Richtungsableitung bzw. auf
die Definition der partiellen Ableitungen zuriickgehen. Dies bedeutet:

M:hmH:

fw(07 O) - ilir}) x—0 z—0 T 0
T f(O,y)—f(0,0)_ . 0_0_
Nun erhalten damit
T fx(OJJ) —fm(0,0) s _y5 o
und 5
1 fy(x,O)—fy(0,0) 1 £_
0.0 = tiy BEDZLOL — iy 52 =1

Also ist fzy(0,0) # fy2(0,0). Die Funktion kann nach dem Lemma von
Schwarz 3.8 nicht (total) differenzierbar sein.
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m Die Abbildung f : R?* — R, f(z,y) = z%e? ist iiberall differenzierbar,
denn die partiellen Ableitungen existieren und sind sogar stetig. D f(z,y)
ist durch die (1 x 2)-Jacobi-Matrix

Ji(z,y) = (2ze?, z°eY)

gegeben. Da Df : R? — R? wieder iiberall differenzierbar ist, erhalten wir
fiir die Jacobi-Matrix von D f die Matrix

9D D
Ips(z,y) = 8;’f (z,y) Tylf(x’ Y) _ 2e¥  2xe?
8g;f (x» y) 857;]?(% y) 2zeY  z2e¥

Hierbei fassen wir Df wieder als eine Abbildung vom R? in den R? auf
und berechnen dann die Jacobi-Matrix.
Wir hoffen, dass das schone Lemma von Schwarz nun klar geworden ist. Weitere
Beispiele in der entsprechenden Erklarung. [

3.4 Erklarungen zu den Satzen und Beweisen

Zum Satz 3.1: Dieser Satz sagt, dass die schon aus Analysis 1 bekannte Sum-
menregel fiir zwei differenzierbare Funktionen gilt. Unsere definierte Ableitung
(Definition 3.1) besitzt also verniinftige Eigenschaften. Der Beweis ist klar (hof-
fen wir), aber versucht die Linearitét einmal aus der Definition 3.1 direkt her-
zuleiten.

Zum Satz 3.3: Die Aussage dieses Satzes kennen wir auch schon aus der Ana-
lysis 1. Auch dies zeigt wieder, dass unsere Definition 3.1 der Differenzierbarkeit
durchaus sinnvoll war, da diese wirklich das Konzept der Ableitung aus der Ana-
lysis 1 verallgemeinert, denn eine differenzierbare Abbildung sollte auch stetig
sein.

Zum Satz 3.4 der Kettenregel: Fiir unsere so definierte Ableitung gilt auch
eine Kettenregel, so wie wir sie aus Analysis 1 kennen. Gleichung (3.1) wirkt
am Anfang erst einmal kompliziert. Daher schauen wir uns ein paar Beispiele
an, wie wir die Ableitung der Verkettung von Funktionen berechnen.

Beispiel 46
m Wir betrachten die Abbildungen
x

fiRQ\{O}%RZ, f(x)zw

und
g: R =R, g(y) = |yll.
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f ist auf R?\ {0} differenzierbar, und die Jacobi-Matrix in kartesischen
Koordinaten (sieche Definition 3.5) ist die Matrix

1 (z2)* — (z1)? —2z122

Jf(x) - ||75||4 —2x172 (x1)2 — (1:2)2

g ist auf R? \ {0} differenzierbar und Dg(y) wird in kartesischen Koordi-
naten durch die Multiplikation von links mit der Matrix

Jo(y) = H1H<y1,y2>

dargestellt. Folglich ist

gof:R*\{0} =R, (g0 f)(z) = H T

differenzierbar und die Matrixdarstellung von D(g o f)(x) lautet
Jigop) (@) = Jo(f(2)) - Ty ()
( 1 T2 ) 1 (CCQ)Z - (1'1)2 —2x122

227 M1zl ) l2ll* \ —2z12s (21)% = (22)?
_ 1 (21, 32) (22)? — (z1)? —2x172
[ —2x172 (x1)? — (22)?
1

= ||1:||5 (151(!132)2 _ (:1:1) — 2%1(112) (q;l) T2 +-’L‘2(JZ1)2 . (1‘2)3>

1
=l )

Seien f : R? = R, f(z,y) = e’ und g:R = R? g(t) = (cost,sint).
Zunéchst berechnen wir die Ableitung von f o g durch Differentiation.

Es gilt h(t) :== (fog)(t) = f(9(t)) = s 5t g damit, dies konnen
wir schon, das ist Analysis 1:

.2
Dh(t) = et L. (— sint - sin® ¢ + cost - 2sint - cos t)
= ecostsin®t, (— sin® ¢ 4+ 2sint - cos” t) .

ODb unsere Kettenregel wirklich Sinn macht, tiberpriifen wir jetzt, indem
wir auf die Verkettung noch einmal Gleichung (3.1) anwenden. Wir miissen

J(fog) () = J5(9(x)) - Jo(z)

berechnen. Dazu sind ein paar Jacobi-Matrizen von No6ten, die wir jetzt
angeben. Die Jacobi-Matrix enthélt als Eintrége jeweils die partiellen Ab-
leitungen. Demnach gilt:

Ji(z) = (ygewyz,Qa:yemf)
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und
Jg(z) = (—sinz,cos ).
Zu guter Letzt gilt:
J4(g(z)) = (sm? (2)e @50 @) 9 gin (2 cos(z) - e°°S<I>‘Si“2<I>) :
Nun kénnen wir J(soqy(x) = J¢(g(x)) - Jg(x) berechnen:

J(fog) () = Jr(g()) - Jg(x)
- (SiDZ(x)ecos(x)‘Sinz(m),2sin(ﬂc) cos() - ecos(m)‘Sin2(w)) [ —sin(@)
cos(x)

= —sin(x) - sin®(z) - ecos(@)sin®(@) 4 o sin(z) cos(x)ecos(z)'smz(m) cos(x)

= eos(@)sin®(@) | (f sin®(z) + 2sin(z) - cosz(x)) .
Auf beiden Wegen erhalten wir also dasselbe. So sollte es auch sein :-)

m Seien f,g:R?\ {(0,0)} — R? gegeben durch
2 2 g Y
= — 2 d = ——7F .
f(mvy) (I Yy, l'y) un Q(I,y) <m2+y27 x2+y2>

Wir wollen Jfo,4(1,0) berechnen. Dazu berechnen wir zunéchst J( ¢o4)(x) =
Jr(g(z)) - Jg(x). Wir benétigen also verschiedene Jacobi-Matrizen, die wir
zundchst berechnen wollen. Es gilt:

20 —2y
Jy(z) =
2y 2z
und
1- (2?2 4y?)—2a? 2xy
o (a)z+y2)2 - (a:2+y2)2
Jo(z) = 22y —1-(z°+y*)+2y>
(@2+y?)2 [CRE=T)E
w2+y2—2:c2 _ 2xy —:52+y2 _ 2xy
(@2+y2)2 (@2 +y2)? _ | @ErR)2 (@2+y2)2
22y —a?—y?42y? | T 22y —z?4y?
(@2 +y?)2 (22 +y2)2 (@2 +y?)2 (@2 +y2)2

Fiir J;(g(x)) erhalten wir nun durch Einsetzen

Irg()) = | 27

_9__Y _
2x2+y2

2
2

Y T _ Y
24y | o =*+y? z24y?

__r _ -y _ __z _
2 +y? z2+y?  2?ty?
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Aus der Kettenregel folgt nun

J(fog) (@) = J5(9(x)) - Jo()

2 2

9_ 2__ U —z"+y __ 2zy
_ @2 4y? z2+y? | | (2®+y?)? (z2+y?)2
_9_ v 9 = 2zy —x?+y?
z2+y2 22+y2 (1.2_;’_y2)2 (I2+y2)2
6xy?—2z° 6x2y+2y°
— (3:2+y2)5 ($2+y2)3
622y —2y° 6y’ —2a°
(m2+y2)3 (m2+y2)3
Nun gilt also:
6-1.02-2-1>  6-12.042.0° 92 0
_ 2 02)3 (12+02)3
1 — (12+ ] —
J(sog)(1,0) 6:12.0-2.0° 6.1.02-2.1° 0 -2
(12+02)3 (12+02)3

m Seien f: R?\ {0} — R? gegeben durch

g Y
—> —_—_
(2,9) <m2+y27x2+y2)

und ¢ : R? — R gegeben durch

(u,v) = Vu?+v2.

Wir berechnen zunécht D(g o f)(zo) auf ,herkémmlichem* Weg. Es gilt:

y? _ 1

(go f)(wo) = g(f(z0)) = (22 + y2)2 + (22 +y2)2 B \/m

Damit ist also

—x —y
D(g o f)(xo0) = : :
VEE 23 @2+ 23
Nun wollen wir Dg(f(z0)) o Df(xzo) berechnen und schauen, ob dasselbe
Ergebnis herauskommt. Zunéchst gilt:

—932+y2 —2zy
_ _ (m2+y2)2 (m2+y2)2
Df(x)_Df($7y)_ —2zy m27y2
(1.2+y2)2 (12+y2)2
. 1 —2% + y2 —2xy
(x2 +y?)? —2xy  x?—y?
Dyg(f(x0)) berechnen wir zu
2‘:6 2 2y
Dy(f(x)) = — e

\/(12+y2)2 + (12+y2)2 \/(T2+y2)2 + (12+y2)2

B m\/$2+y y\/ac2+y B x y
22 +y2 | a2 +y? \/($2+y2)3’\/(x2+y2)3 '
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Nun wollen wir mittels Matrizenmultiplikation endlich Dg(f(z0))- D f(z0)
berechnen.

Dg(f(z0)) - Df (o)

. 1 x y . —z? +y? —2xy
(22 +y2)2 \ a2+ 2" /22 + 42 —2zy  x® —y?
1 1 (=) —2®+y® -2y
= z,Yy)-
(22 +9?)% /22 4+ 42 —2zy  x?— P
1
= ——— (a(y* — 2%) - 20y”, 227y + y(2® — )
/$2 _|_y2
1
= ————(—a(y* +2°), —y(y* + 2%))

(= =
V2t 2 a2+

Das passt also :-).

Wir hoffen, dass die Beispiele ausfiihrlich genug waren und ihr jetzt die Ketten-

regel anwenden konnt. [ |

Zum Satz 3.5 von der Mittelwertungleichung: Die Mittelwertungleichung ist
das Analogon zum Mittelwertsatz aus der Analysis 1.

Zum Satz 3.6: Der Satz sagt gerade, dass die Richtungsableitung mit der nor-
malen Ableitung angewendet auf den Richtungsvektor, die wir in Definition 3.1
haben, libereinstimmt.

Beispiel 47
Fiir die Abbildung f(v) = a X v aus Beispiel 39 hatten wir

Dy(f(x0)) = axv= f(v)

berechnet. Andererseits ist f : R® — R? linear und dann gilt, dass D f(xo) = f.
Wir sehen also an dem konkreten Beispiel, dass der Satz wirklich gilt. [ |

Zum Satz 3.7: Es reicht nicht aus zu zeigen, dass eine Funktion partiell diffe-
renzierbar ist, um auf die (totale) Differenzierbarkeit zu schlieffen. Auch wenn
alle partiellen Ableitungen existieren, heiflt es nicht, dass die Funktion in dem
von uns definiertem Sinne differenzierbar ist! Wir haben bei Funktionen mehre-
rer Verdnderlicher also zwei Ableitungsbegriffe. Die (totale) Differenzierbarkeit
ist wesentlich stirker als die der partiellen Differenzierbarkeit. Totale Differen-
zierbarkeit impliziert partielle Differenzierbarkeit, aber nicht umgekehrt, wie

folgendes Beispiel zeigt.



90 3 Differenzierbare Abbildungen

Beispiel 48
Wir betrachten die Funkion

fiRP =R, f(z,y) =]yl

Die Funktion ist an der Stelle (0,0) partiell differenzierbar, denn die partiellen
Ableitungen existieren, wie wir leicht nachrechnen kénnen:

2L0,0) = 1im

_ of _
B lim ; =0 und 8—y(0,0) =0.

/ ist aber an der Stelle (0,0) nicht differenzierbar, denn sonst miisste nach Satz
3.6 Df(0,0) = 0 und D, f(0,0) = 0 fiir alle v € R? gelten. Allerdings ist fiir

t£0

f(tvt) _t f(OvO) — % — sgn(t),

sodass D, f(0,0) fiir v = e1 + e2 gar nicht eindeutig ist, denn es gilt:

f(tvt) — f(OvO)

= si t).
: sign(t)

DU:€1+€2f(07 0) - gll)%

Dies ist nun wirklich nicht eindeutig, weil es darauf ankommt, ob man fiir ¢ < 0
oder t > 0 gegen Null lauft. Hierbei ist sgn(t) {ibrigens 1, wenn ¢ > 0 und —1,
wenn t < 0. [

Zum Satz 3.8 (Lemma von Schwarz): In Beispiel 44 haben wir gesehen, dass

an B an
0xdy  Oydx’

Dies gilt im Allgemeinen nicht, sondern nur, wenn die Funktion zweimal (total)
differenzierbar ist, aber beispielsweise nicht, wenn die Funktion nur zweimal
partiell differenzierbar ist, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 49
Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
x2 — 2
fay) = Wargye @9 #00,
0, fiir (z,y) = (0,0).

In Beispiel 43 hatten wir gezeigt, dass die Funktion iiberall stetig ist. Zudem

gilt fir die partiellen Ableitungen fiir (x,y) # (0,0), dass
2 2 3,2
(2.y) =2y -~

22—y 22y° of _ .
72 + y2 (22 + y2)2°

4 —_—L
x2+y2 + (1172—|—y2)2’ ay

g%(wvy) =Y



3.4 Erklarungen zu den Sitzen und Beweisen 91

Demnach ist f auf R?\ {0} also stetig differenzierbar. Man iiberzeugt sich, dass
Df(z,y) sogar im Ursprung stetig fortsetzbar ist. Es ergibt sich damit, dass D f
iiberall partiell differenzierbar ist. Wir erhalten

oDf 0 oDf (-1
5 00 =] Gr00=|

Somit ist 62f an
aJCay(O,O) =1#—-1= 8y8x(0’0)'

Die fehlende Symmetrie liegt daran, dass Df im Ursprung zwar partiell diffe-
renzierbar und somit f dort zweimal partiell differenzierbar, aber nicht (total)
differenzierbar ist. |

Das Lemma 3.8 von Schwarz liefert also auch ein Kriterium, um zu entscheiden,
ob eine Funktion nicht (total) differenzierbar ist. Das ist ndmlich genau dann
der Fall, wenn die zweiten Ableitungen nicht symmetrisch sind, also wenn

0% f o%f
0xdy ~ Oyox’

Zum Satz 3.9: Dieser Satz ist sehr niitzlich, denn der Nachweis, dass eine Funk-
tion total differenzierbar ist, kann durchaus schwer sein. Aber zu zeigen, dass
sie partiell differenzierbar ist, dass also die partiellen Ableitungen existieren und
dass diese stetig sind, ist meistens leichter. Vergleiche dazu das Beispiel 45.

Zum Satz 3.10 (Taylor-Formel): Dieser Satz ist wieder das Analogon zur Taylor-
Formel fiir eine Funktion einer Veradnderlichen. Am besten versteht man diese
anhand von ein paar Beispielen, die wir jetzt geben wollen. Weitere schéne
Aufgaben zum Uben findet ihr zum Beispiel in [Tim97] oder [MW10].

Beispiel 50
m Wir ermitteln das Taylor-Polynom erster Ordnung der Funktion

f:R?® 5 R, f(z,y) := cos(z) cos(y)

im Punkt (x0,y0) = (7/4,7/4). Die Taylor-Formel lautet jetzt ganz ein-
fach, ndmlich

T(z,y) = f(zo,90) + fz(z0,%0)(x — z0) + fy(zo,y0)(y — o).  (3.6)

Fiir die partiellen Ableitungen erhalten wir somit

fo(z,y) = —cos(y)sin(x) und fy(z,y) = — cos(z) sin(y).
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Ein Einsetzen in die Taylor-Formel (3.6), Ausrechnen und Zusammenfas-
sen (also genau das, was ihr jetzt machen solltet, und wir uns gespart
haben :-D) liefert nun das gesuchte Taylor-Polynom erster Ordnung:

e =5 (5 3) (0 3) =D (D) - 3)

() o ) () -
1
2

m Zu bestimmen ist das Taylor-Polynom T (x,y) im Punkt (xo,y0) = (1,1)
zweiter Ordnung der Funktion

g: R, =R, g(z,y) =y".
Jetzt ist die Formel fiir das Taylor-Polynom etwas komplizierter und lautet
To(x,y) = f(zo,y0) + fz (0, y0)(x — o) + fy(zo,y0)(y —yo)  (3.7)
+ o (a0, 0) (& = 20)? + 2fay (0, 90) (4 — y0) & — o)

+ fuy(z0,40)(y — 10)?).

Aber nicht abschrecken lassen; wir kriegen das hin und gehen Schritt fiir
Schritt vor: Wir bendtigen die partiellen Ableitungen. Um diese zu be-
rechnen, schreibt man am besten erst einmal y® = ¢™¥" = ¢*¥, Das ist

Trick 17! Merken! So errechnet man sofort

flz,y)=y" = f(1,1) =1

fe(z,y) =Iny-y" = f2(1,1) =0

fo(my) =y ' = f,(1,1) =1

foo(z,y) =10y - 4" = fou(1,1) =0

Tyy(2,y) = 2(2 — 1)?JI_2 = fyy(1,1) =0

foy(@,y) = fyo(,y) = y" (142 - Iny) = fay(1,1) = fye(1,1) = 1.

Einsetzen in (3.7) liefert nun

To(z,y) =azy —x+ 1.

m Als Ubungsaufgabe solltet ihr noch einmal das Taylor-Polynom T5(z, )
von f(x,y) = cos(zy)+ze? " im Punkt (z0,y0) = (7, 1) berechnen. Wenn
ihr das richtig macht, miisste Folgendes rauskommen:

1 1
To(z,y) = —1—|—g—|—27r2 —2mz— (m+27°)y+ 5302—1— (14m)zy+ 5(77+7r2)y2.

Es ist etwas Rechnerei, aber wie sagt man so schén: Nur Ubung macht
den Meister (Ja, wir wissen, ,doofer Spruch®, aber es ist was dran!) :-).
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Berechne das zweite Taylorpolynom 7% (z,y) zweiter Ordnung der Funktion

flz,y) = 1+x+y

zum Entwicklungspunkt (zo,yo) = (0,0).
Es gilt £(0,0) =1 und

fm(l',y) = Nﬁ = fy(xvy)v fI(Ovo) = % = fy(0,0),
far(wy) = =3 (L2 +3) 72 = fu(2,9) = fu(2,9),
Fa(0,0) = £, (0,0) = £y 0,0) = §

Fiigen wir nun alles zusammen, so ergibt sich das zweite Taylorpolynom zu

1 1 1 o 1 1 5
T 14zt oy— —y?— cay— =y
2(x,y) + 2;c+ 2Y 8y 1%y 8y

Zusammenfassung: Fassen wir noch einmal zusammen, wie man eine Funktion
auf Differenzierbarkeit im Punkt zo untersucht. Zunéchst einmal kénnen wir
festhalten (nach Satz 3.9), dass eine Funktion (total) differenzierbar ist, wenn
die partiellen Ableitungen iiberall stetig sind.

Gegeben sei eine Abbildung f : Q — W mit V und W als Banach-Rdume und
Q) C V offen. Zunéchst sollte man iiberpriifen, ob f stetig in x( ist oder eben

zeigen, dass
i @) = f(zo) = A(w — zo)|

=0.
T ||z = @ol|

wobei A die Jacobi-Matrix bezeichnet. Ist f noch nicht einmal stetig, dann
kann f auch nicht differenzierbar sein. Wenn f stetig ist, muss man weiter un-
tersuchen. Und zwar sollte man dann erst einmal schauen, ob f in zo partiell
differenzierbar ist. Wenn dies nicht der Fall ist, so ist f nicht total differenzier-
bar. Sollte f partiell differenzierbar sein, sollte man iiberpriifen, ob die partiellen
Ableitungen stetig sind. Ist dies der Fall, so folgt ebenfalls die Differenzierbar-
keit im Punkt zo. Ist dies nicht der Fall, heiftt das nicht, dass f nicht total
differenzierbar sein kann. Jetzt miissen wir auf die Definition 3.1 zuriickgreifen,
um die Differenzierbarkeit zu zeigen. Gelingt dies auch nicht, so kénnen wir
sagen, dass f nicht in x¢ differenzierbar ist.

Beispiel 51
Zwei abschliefsende Beispiele wollen wir uns nun anschauen.
m Sei
2 2
Ty ..
—_, fir (x, 0,0),
fg)= § g T EDF00

0, fiir (z,y) = (0,0) .
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Es ist klar, dass f fur alle (z,y) # (0,0) differenzierbar ist, da f aus
differenzierbaren Funktionen zusammengesetzt ist. Um die Differenzier-
barkeit von f in (0,0) zu untersuchen, verwenden wir Polarkoordinaten.
Mit & = rcos ¢ und y = rsin ¢ ergibt sich

rt cos? %) sin? ©

= r2 cos? psin?
7’2 - 90 90

f(rcosp,rsinp) =
e fist in (0,0) stetig, denn es gilt:

li ,y) = lim r° cos® psin® ¢ = 0
(m,y)1—>m(0,0)f(x Y) lim 77 cos™ psin”

und
£(0,0) =o0.

e fist in (0,0) partiell differenzierbar, denn es gilt:

gradf(0,0) = (0,0),

da
f0,0) = tim  JE@OZIO0 4y, 070
o (2,0)—(0,0) x 250 T ’
£0,00= tm 1OV =FO0 020
v (0,4)—(0,0) y y—=0 Yy

e fist in (0,0) differenzierbar und es gilt:
£'(0,0) = V£(0,0) = (0,0).
Hierzu zeigen wir entweder die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
oder gehen auf die Definition der Differenzierbarkeit zuriick.

2
Ty .
z24y? 0 — 0z —0y m r* cos? gosm2 ©

(2.9)>(0,0) |(z,y)] -0 3

. 2 .2
= lim r cos” ¢sin” ¢ = 0.
r—0

m Sei

Y (z,y) # (0,0)
g(z,y) == % +y?¥’ Y T
0, fiir (z,y) = (0,0) .

Auch g ist in den Punkten (x,y) # (0,0) differenzierbar, da g aus diffe-
renzierbaren Funktionen zusammengesetzt ist. Um die Differenzierbarkeit
von g in (0, 0) nachzuweisen, verwenden wir wieder Polarkoordinaten. Wir
erhalten so zunéchst

. r3 cos? psin @ 2 .
g(rcosp,rsing) = —————— =rcos” psinp.
r
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e g ist in (0,0) stetig, denn es gilt:

i ) = i 2 . —0
(w7y);rr}070)g(x y) lim 7 cos™ psing

und
9(0,0) = 0.

e g ist in (0,0) partiell differenzierbar, denn es ist
gradg(0,0) = (0,0),

da

0:(0,0)= lim J@O=FO0 _p, 0-0_
(2,0)—(0,0 T z—0

0.

Analog erhalten wir f,(0,0) = 0.
e Sind die partiellen Ableitungen von g in (0, 0) stetig? Nein, denn es
ist
2xy3 ..
— fir (x, 0,0),
9a(w,y) := ¢ (2% +y?)? (z:9) #0.0)
0, fiir (z,y) = (0,0),
und der Grenzwert

ot .3
gz (zyy) = 71im LU A 7li_lr}%)Z(:osgosinS ©

lim 1
(z,y)—(0,0) —0 r

existiert, ist aber von ¢ abhinging und daher ist g, in (0,0) nicht
stetig. Das heifst, wir miissen auf die Definition der Differenzierbarkeit
zurlickgehen, um zu zeigen, dass g in (0,0) differenzierbar ist. Wir
miissen also die Frage beantworten, ob

f(a:,y) 7f(0:0) — fm(0,0)ac — fy(070)y _

0
(2,9)—(0,0) |(z,y)|
ist. Dies ist nicht der Fall, denn der Grenzwert
fI)2
i i1z — f(0,0) — 0z — Oy
(,5)—(0,0) |(z, y)|
existiert nicht, da sich in Polarkoordinaten
P f(0,0) 0z —Oy  reosgsing
im = lim ———
(,5)—(0,0) (2, y)] =0 r

. 2 .
= lim cos” psing
r—0

ergibt. Der letzte Grenzwert existiert zwar, ist aber von ¢ abhéngig.
Daher ist g in (0, 0) nicht differenzierbar.
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m Und noch eine letzte Aufgabe, weil es so schon war: Es seien g, h : R? — R
beschriinkte Funktionen und f : R? — R definiert durch

Fla,y) = 22g(z,y) + y*h(z,y) + 22 — 3y.

a) Zeige, dass f partiell differenzierbar ist.

b) Zeige, dass f total differenzierbar ist.

¢) Berechne die Richtungsableitung von f in (0,0) in Richtung v =
(1,2).

So solltet ihr die Losungen in einer Klausur aufschreiben:

a) f ist im Nullpunkt (0,0) partielle differenzierbar, denn es gilt

f(2,0) = £(0,0) _ . 2°g(z,0) + 22
x—0 z—0 T

f2(0,0) = lim = 2.

x—0
Hierbei haben wir ausgenutzt, dass g beschrankt ist. Analog errechnet
man, dass f in (0,0) auch partielle nach y differenzierbar ist mit
fy(0,0) = —3. Hierbei muss man ausnutzen, dass h beschrénkt ist.

b) f ist im Nullpunkt sogar total differenzierbar. Dazu rechnen wir nach,
dass tatséachlich

i £@) = F0) = Aw—a0) _ .

T—>Tq |Z‘ — 3;'0‘
gilt. Bei uns lautet (3.8) entsprechend

lim f(xvy)_f(ovo)_fI(Ovo)x_f’y(an)y
(z,9)—(0,0) NZZEY '

Nun verwenden wir Polarkoordinaten und erhalten sofort, dass dieser

Grenzwert gegen Null geht, wenn r — 0.

¢) Die Richtungsableitung berechnen wir sofort zu

D, f(0,0) = (Vf(0,0),v) = ((2,-3),(1,2)) =2 — 6 = —4.
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Wen hitte es gewundert? So wie uns in Analysis 1 oder vielleicht viel mehr in der
Schule Extremwerte von Abbildungen der Form f : R — R interessierten, wollen
wir uns in diesem Kapitel anschauen, wie man Extremwerte von Abbildungen
der Form f : R™ — R berechnen kann.

Im Folgenden seien 2 C R" stets offen und f : Q — R differenzierbar. Weiterhin
sei (e1,...,ey,) die Standardbasis des R™.

4.1 Definitionen

Definition 4.1 (Hesse-Matrix)
Sei f: Q — R zweimal partiell differenzierbar in xg, so heifst

0% f
D600 = (5L
8xi8xj i=1,...,n

sag

die Hesse-Matrix von f an der Stelle zg.

Definition 4.2 (lokales Extremum)
Seien 2 C R™ offen und f : @ — R eine Funktion. Wir sagen f besitzt an der
Stelle zo € Q ein lokales Maximum, wenn es ein € > 0 gibt, sodass

f(z) < f(xo) Yz € QN U(z0,¢).
Gilt sogar

f(z) < f(zo) Vx € QN U(z0,€), T # To

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 4, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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fiir gentigend kleines € > 0, so nennen wir das lokale Maximum isoliert. Ist
xo € 2, so spricht man von einem inneren (isolierten) lokalen Maximum. Analog
sind lokale Minima definiert. Die Menge aller lokalen Minima und Maxima
bildet die Menge aller Extremstellen von f. Die zugehorigen Funktionswerte
nennen wir Extremwerte.

Anmerkung: In dieser Definition bendtigen wir den Abschluss von €, also €,
weil wir auch an Randpunkten interessiert sind.

Definition 4.3 (Definitheit)
Eine symmetrische (n x n)-Matrix A heift positiv definit (bzw. positiv se-

midefinit), wenn
(Av,v) > 0 (bzw. > 0) Vv # 0.

Entsprechend heiftt A negativ (semi-)definit, wenn
(Av,v) <0 (bzw. <0) Vv # 0.

A heiftt indefinit, wenn A weder positiv noch negativ (semi-)definit ist.

4.2 Siatze und Beweise

Satz 4.1 (notwendiges Kriterium fiir das Vorhandensein von Extrem-
stellen)
f:Q — R seiin xo differenzierbar und besitze dort ein inneres Extremum.
Dann gilt
V f(zo) = 0.

Satz 4.2 (hinreichendes Kriterium)
Seien Q C R™ offen, f: Q — R zweimal stetig differenzierbar und xo € Q ein
beliebiger Punkt in 2. Dann gilt:

i) Ist Vf(xo) = 0 und die Hesse-Matriz D f(xo) positiv definit, so besitzt
f an der Stelle xo ein isoliertes Minimum.

i1) Besitzt umgekehrt f an der Stelle zo ein lokales Minimum, so gilt
Vf(zo) = 0 und die Hesse-Matriz D? f(xo) ist positiv semidefinit.

i) Ist Vf(zo) = 0 und die Hesse-Matriz D? f(x0) negativ definit, so besitzt
f an der Stelle xo ein isoliertes Mazimum.

i) Besitzt umgekehrt f an der Stelle xo ein lokales Mazimum, so gilt
Vf(x0) = 0 und die Hesse-Matriz D? f(xo) ist negativ semidefinit.

v) Ist die Matrixz indefinit, so liegt ein Sattelpunkt vor.
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Satz 4.3 (Extrema unter Nebenbedingungen)
Seien U C R"™ offen und sowohl f : U — R, als auch F' : U — R stetig
differenzierbar. Weiterhin sei gradF(z) # 0 fir alle x € U. Ist zo ein lokaler
Extremwert von f aus

B :={z: F(z) =0},

so existiert ein A € R mit

gradf(zo) = A - gradF(xo)

Anmerkung: Das A wird der zugehorige Lagrange-Multiplikator genannt. Die

Funktion L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) (hier nur im 2-Dimensionalen darge-
stellt) heifit Langrange-Funktion.

Satz 4.4
Sei D C R", E C R, zo € D und seien f,g : D — E Funktionen mit
f(xo) < g(mo). Sei h : E — R eine monoton steigende Funktion. Dann gilt

auch h(f(z0)) < h(g(xo)). Existiert die Inverse h™' und ist ebenfalls monoton
steigend, so gilt

f(z0) < g(x0) & h(f(z0)) < h(g(x0))-

Beweis: Dies folgt direkt aus der Definition der Monotonie. Wem das noch
nicht ganz klar ist, der schreibt sich einfach nochmal die Definition von Mono-
tonie auf, dann steht schon alles da ;-). q.e.d.

4.3 Erkldrungen zu den Definitionen

Zur Definition 4.1 der Hesse-Matrix: In der Hesse-Matrix werden also einfach
nur die zweiten partiellen Ableitungen eingetragen. Schauen wir uns dies konkret
an einem Beispiel an.

Beispiel 52
Wir kniipfen an Beispiel 42 an und berechnen die Hesse-Matrix von f(x,y) =

az? + bxy + cy?. Fiir die zweiten partiellen Ableitungen erhalten wir

o*f _ of _of L Pf _
@(Z‘ay) - 2@, Way(xay) - Byaw(x’y) - b? Tyg(xay) = 2c.

Damit erhalten wir die Hesse-Matrix

D*f(z,y) =
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Die Frage, die man sich noch stellen konnte, ist, wieso die Hesse-Matrix iiber-
haupt immer symmetrisch ist? Denn nur dafiir hatten wir ja die Definitheit
(siehe Defintion 4.3) erklart. Na ja, dies ist ganz einfach. Wenn wir Extrem-
punkte bestimmen, und die Funktion zweimal (total) differenzierbar ist, kann
man das Lemma von Schwarz, sieche Satz 3.8, anwenden, das gerade besagt,
dass die zweiten partiellen Ableitungen symmetrisch sind, wenn die Funktion

zweimal differenzierbar ist.

Zur Definition 4.2 des Extrempunktes: Diese Erkliarung entspricht dem eindi-
mensionalen Fall aus der Analysis 1, siche [MKO09], Definition 11.4. Denn wenn
in einer Umgebung der Funktionswert an einer bestimmten Stelle z¢ der gréfte
ist, so spricht man hier von einem lokalen Maximum. Dies sollte klar sein :-).

Zur Definition 4.3 der Definitheit von Matrizen: Die Definitheit von Matrizen
kann man noch wesentlich einfacher tiberpriifen als in Definition 4.3 dargestellt,
und zwar kénnen wir die Eigenwerte berechnen. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen: Eine quadratische symmetrische (bzw. hermitesche) Matrix ist genau

dann
m positiv definit, falls alle Eigenwerte grofer als Null sind,
m positiv semidefinit, falls alle Eigenwerte grofer oder gleich Null sind,
m negativ definit, falls alle Eigenwerte kleiner als Null sind,
m negativ semidefinit, falls alle Eigenwerte kleiner oder gleich Null sind und
m indefinit, falls positive und negative Eigenwerte existieren.

Ein Kriterium iiber die sogenannten Hauptminoren werden wir noch in den
Kapiteln 9 bzw. 10 kennenlernen, siehe auch Satz 10.7. Wir geben hierzu schon

einmal ein Beispiel an.

Beispiel 53
Die symmetrische Matrix

A=

Cc

besitzt det A = ac — b2. Das heifit, A ist positiv definit, wenn ¢ > 0 und det A >
0. [ |
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Zum Satz 4.1 (notwendiges Kriterium) und 4.2 (hinreichendes Kriterium): Auch
dies sind Verallgemeinerungen von dem, was wir aus der Schule fiir Funktionen
der Form f : R — R, also einer Verénderlichen kennen. Denn der Gradient ist ja
quasi die erste Ableitung und die Hesse-Matrix die zweite Ableitung, nur dass
hier viele partielle Ableitungen auftauchen.

Beispiel 54
m Wir betrachten die Abbildung f : R — R mit f(x) = z2. Dann ist

Vf(z) =2z, D*f(x) = 2Id.

Offensichtlich ist D?f positiv definit. Also besitzt f an der Stelle zo = 0
ein isoliertes Minimum.

» Fiir die Funktion f(z,y) = 2 — y* errechnen wir
Vflz,y) =0 xz=y=0

und
0

D? =
f(z,y) L

Da D?£(0,0) indefinit ist (denn die Eigenwerte dieser Matrix sind 2 und
—2, also einmal positiv und einmal negativ), besitzt f keine Extremstellen.

m Sei

f(x,y) = sin(z) + sin(y) + sin(z +y)
mit 0 < z,y < 5 gegeben. Um die moglichen Extremstellen zu berech-
nen, bendtigen wir die partiellen Ableitungen oder anders formuliert, den
Gradienten. Es gilt:

Sfo(z,y) = cos(z) + cos(x +y) und fy(z,y) = cos(y) + cos(z + y).

Der Gradient ergibt sich damit als

[ cos(x) + cos(z +y)
V@) = cos(y) + cos(z + y)

Nun muss Vf(z,y) = 0 als notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein

einer Extremstelle stehen.
0 = cos(z) + cos(z + y)

gilt genau dann, wenn x = y = % in unserem offenen Intervall (0, g) An

der Stelle (%, %) liegt also ein mdgliches Extremum vor.
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Fiir die hinreichende Bedingung benétigen wir die Hesse-Matrix. Dazu
sind erst einmal die zweiten partiellen Ableitungen nétig, die wir jetzt
berechnen zu

Jaz(x,y) = —sin(x) — sin(z + y),

fyy(x,y) = —sin(y) —sin(z +y),

fay(2,y) = fya(x,y) = —sin(z +y).

Die Hesse-Matrix lautet folglich

—sin(z) — sin(z + y) —sin(z + y)
D f(w,y) = , . .
—sin(z + y) —sin(y) — sin(z + y)
Nun miissen wir den moglichen Extrempunkt (%, g) einsetzen, um zu

entscheiden, ob wirklich einer vorliegt und wenn ja, ob dies ein Minimum
oder Maximum ist. Es ergibt sich

(-3 -1v3
)= V3 -3

Wir berechnen die Eigenwerte von D*f (%, Z):

—V3-X —iV3
qee [ V3 5V3 — Aot D
~1V3 V3o 4

Die Nullstellen dieses charakteristischen Polynoms sind die Eigenwerte,

P*f (53

die sich ergeben zu

——\/§+§<O und A2 = \/§—£<O

Die Matrix ist also negativ definit und damit liegt bei (%, %) ein Maximum
vor. Der Funktionswert berechnet sich zu

1G9

m Wir untersuchen nun die Funktion
2 2
fla,y) = (@ +2y%)e™™ 7Y
mit z,y € R auf Extrema. Die Vorgehensweise ist analog wie oben.

Die notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein eines Extrempunktes ist
nach Satz 4.1, dass der Gradient verschwindet. Wir haben also zuné&chst
einmal die partiellen Ableitungen zu bestimmen. Diese sind gegeben durch

folwy) =227 4 (2% +29%) - (~20)e " Y
=20e™"  (1- 2 - 27

Fol,y) = dye= ="V 1 (22 + 29%) (=2y)e Y

= 2ye,$27y2 (2 - 22— 2y2)'
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Der Gradient ist demnach gegeben durch

29&67“”271’2(1 — 2% - 2¢?%)

Vi(z,y) = :
2'(‘/679”273’2 (2 — 2% — 2%

(4.1)

Dieser wird Null, wenn die einzelnen Eintrége Null sind. Dabei bertiicksich-
tigt man, dass ein Produkt genau dann Null wird, wenn einer der Faktoren
Null wird. e=* =% wird fiir kein 2 oder y Null. Dies lernt man schon in
der Schule. 2z bzw. 2y wird Null, wenn z = y = 0. Dies ist also schon

einmal ein moglicher Extrempunkt.

Das hinreichende Kriterum, siche Satz 4.2, ist die Uberpriifung der Hesse-
Matrix auf Definitheit. Dazu muss diese bestimmt, also zuerst die zweiten
partiellen Ableitungen berechnet werden. Diese sind gegeben durch

faz(z,y) = e Y (4z* — 102 + 8y°2? — 4y° 4+ 2)
Fop(@,y) = 7% 77 (8y* — 209% + 4a?y? + 4 — 227)
foy(@,y) = fya(z,y) = e ¥ (=12zy + 42’y + 8zy°).

Die partiellen Ableitungen fzy und fy, sind nach dem Lemma von Schwarz
symmetrisch, denn die Funktion ist eine Zusammensetzung differenzierba-
rer Funktionen und damit insbesondere total differenzierbar. Die Hesse-
Matrix lautet

D*f(z,y) =
_x?y? 4z* — 1022 + 8y2x? — 4y + 2 —12zy + 423y + 8zy®
e
—12zy + 423y + 8xy® 8yt — 202 + 42%y? 4+ 4 — 222
Es ist nun
2 0
D?£(0,0) =
0 4

Diese Matrix ist symmetrisch. Damit reell diagonalisierbar. Die Eigenwerte
kann man sofort zu A\1 = 2 und A2 = 4 ablesen. Die Matrix besitzt also
nur positive Eigenwerte und ist damit positiv definit. Folglich liegt an der
Stelle (0,0) ein Minimum vor.

Wer sagt uns aber, dass dies der einzige Extrempunkt ist? In unserem
Gradienten (4.1) haben wir ja in jeder Komponente noch einen Faktor,
der eventuell Null werden kann. Wir miissen uns also fragen, ob das Glei-
chungssystem, gegeben durch die beiden Gleichungen

t(1—2>-2y°)=0 und y2—-2"—2y°)=0

weitere Losungen besitzt. Dies soll nun eine Ubungsaufgabe an euch sein.
Soviel sei verraten: Eine weitere Losung ist x = 0 und y = 1.
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m Wir wollen die absoluten und lokalen Extrema von

1
flay) =a" + 5y* +cos(a® +4/7)

in der Kreisscheibe 22 + y? < 5 berechnen. Wegen der Symmetrie reicht
es aus, f nur im Viertelkreis des 1. Quadranten zu untersuchen, denn es
gilt:

f(x,y) = f(=z,y) = f(-2,—y) = f(z,—y).

Die partiellen Ableitungen sind gegeben durch

fo(@,y) = 20(20° = sin(z” +y%)),
Fy(z,y) = y(1 = sinz® + 7)),
foz(z,y) = 1222 — 2sin(z? + ¢?) — 42” cos(ac2 +17),
fuu(@,y) = 1 = 2sin(z” +y?) — 4y” cos(2® + y°),
Fou(@,y) = fya(a,y) = —daycos(z” +y°).
Es muss nun
2z(22% — sin(z® +y%)) =0 (4.2)
und
y(1 —sin(z® 4+ %) =0 (4.3)

gelten. Gleichung (4.2) wird Null, wenn 2 = 0 oder wenn sin(z? + y?) =
2 . . . : 2 2

2z°. Die Gleichung (4.3) wird Null, wenn y = 0 oder wenn sin(z*+y*) = 3.

Dies ist aquivalent zu

(z,y) =0,

= (v 1) (0f2)

(z,y) = (sinyc2 = 2302,0) = (0,0),

- (345D

Unsere Untersuchungen wurden dadurch erleichtert, dass wir wegen der
Symmetrie (siehe Bemerkung oben) das Ganze nur im ersten Quadranten
untersuchen mussten. Schauen wir uns an, was im Nullpunkt passiert.

Fiir die Hesse-Matrix gilt:
D*f(0,0) =

Die Eigenwerte sind 0 und 1, das heifst, die Matrix ist positiv definit. Daher
ist Satz 4.2 nicht anwendbar. Wenn dies der Fall ist, heifst dies nicht, das
kein Extremum vorliegen kann! Wir miissen deshalb auf die Definition 4.2
eines lokalen Extremums zuriickgreifen.
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Fiir 0 < |z| < 2 und 0 < |y| < % ist 2* + Ly? < L. Hieraus folgt

Fly) = £0,0) = 2+ Sy + cos(a® +4%) — 1

1 2 2
:x4—|—§y2—281n2 (w —2&—y )
4,19 22+ 4%\’
>x —|—§y —2< 5 ) > 0.

Daher ist f(z,y) — f(0,0) > 0, also f(z,y) > f(0,0) und damit liegt bei
(0,0) ein relatives Minimum vor. Als kleine Ergénzung: In den letzten
beiden Schritten haben wir ausgenutzt, dass sin®(z) = 3 (1 — cos(2x)).

Zu den anderen beiden méglichen Extrempunkten: Dies macht man wieder
wie in den obigen Beispielen. Einsetzen in die Hesse-Matrix, Uberpriifen
auf Definitheit und Folgerung. Wenn man dies macht, stellt man fest, dass
bei (0, \/g) ein relatives Maximum und bei (%, 5= %) ein Sattelpunkt
vorliegt.

Merke also: Wenn das hinreichende Kriterium 4.2 mit der Hesse-Matrix
nicht anwendbar ist, so gehe auf die Definition 4.2 des lokalen Extrem-

punktes zuriick und untersuche separat :-).

m So, jetzt noch ein letztes Beispiel, das wir mit einer Zeichnung untermalen
wollen. Gegeben sei die Funktion

f:R? SR, flz,y) = i

Schauen wir uns die Funktion einfach einmal in Abbildung 4.1 an. Wir

Abb. 4.1: Die Funktion f(z,y) = e * V"

sehen also schon, dass vermutlich ein Hochpunkt vorliegt. Bestimmen wir
ihn also auch einmal! Wir berechnen zunéchst den Gradienten. Da wir hier
aber eine Abbildung der Form f : R™ — R betrachten, ist der Gradient
mit der Jacobi-Matrix identisch. Diese ist gegeben durch

Jy(w,y) = (gi’ gg) — eV (22, 2y).
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Die Hesse-Matrix lautet
22 -1 2
D*f(a,y) =2¢"" "V Y
2xy 2y2 -1

Der Gradient bzw. die Jacobi-Matrix wird nur dann Null, wenn x = y = 0.
Einsetzen in die Hesse-Matrix liefert

0
-1

D*f(0,0) =

Die Eigenwerte liest man sofort zu A1 2 = —1 ab. Da alle Eigenwerte
negativ sind, ist die Hesse-Matrix im Nullpunkt negativ definit und damit
liegt bei (0,0) ein Hochpunkt vor.

Dies soll an Beispielen geniigen. [

Zu Extrema unter Nebenbedingungen (Satz 4.3): Was genau bedeutet Extrema
unter Nebenbedingungen? Dies wollen wir uns jetzt anschauen. Betrachten wir
beispielsweise eine Polynomfunktion f(x,y) vierten Grades. Uns interessiert nun
das Verhalten der Funktion auf dem Einheitskreis. Also genau: Wo nimmt f auf
dem Einheitskreis ihre Extremwerte an? Viele denken sich vielleicht nun: Gut,
dann nehme ich mir doch einfach die Kreisgleichung und betrachte diese auf f.
Ja, dies ist eine Moglichkeit, aber verkompliziert vielmehr die Rechnungen als
dass sie einfacher werden. Und genau um einfachere Rechnungen durchfithren zu
konnen, verwendet man die sogenannte Lagrange-Methode, die wir uns jetzt an
ein paar Beispielen anschauen wollen. Eine andere Motivation ist die Folgende:
Bis jetzt haben wir immer Extremwerte von Funktionen gesucht bzw. berechnet,
die auf offenen Mengen definiert sind. Wir haben den Gradienten berechnet,
diesen Null gesetzt und das entstehende Gleichungssystem geldst. Dies geht
aber nicht mehr, wenn € kein Inneres besitzt. Beispielsweise, wenn wir den
Extrempunkt einer Funktion auf der Kugeloberfliche (Sphire S') berechnen
wollen, die ja gegeben ist durch

K :={(z,y,2): 2 +y* +2° =1}.

Bevor wir zu Beispielen kommen, wollen wir die Motivation von Satz 4.3 noch
einmal ein wenig nadherbringen. Wir miissen es ja irgendwie schaffen, dass wir
das Problem so zuriickfiihren, sodass wir wieder einen offenen Definitionsbereich

erhalten. Betrachten wir ein Standardbeispiel:

Beispiel 55

Sei U € R beliebig. Wir wollen ein Rechteck mit Umfang U so finden, dass der
Flacheninhalt A maximal wird. Das Rechteck besitze die Seiten x und y. Dann
miissen wir also die Funktion f(z,y) = x -y unter der Bedingung 2z + 2y = U
maximieren. Oder anders formuliert: f muss auf der Menge

B:={(z,y) eR*: 22+ 2y = U, x,y >0}
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maximal werden. Ubrigens beschreibt B eine Gerade, und B hat in R? kein
Inneres, daher konnen wir die bekannten Methoden mit dem Aufstellen des
Gradienten und Nullsetzen nicht anwenden. Wenn man dies machen wiirde, so
wiirden wir (z,y) = (0,0) erhalten, was uns aber auch nicht wirklich weiter-

bringen wiirde. Aber schon mit Schulkenntnissen koénnt ihr diese Aufgabe 16sen.

U—2
5 xr

ein. So erhalten wir eine Funktion, die nur noch von y abhingig ist, die also nur

Wir formen 2x + 2y = U einfach nach y um zu y = und setzen dies in f
eine Variable enthélt, und von dieser konnen wir dann locker den Extrempunkt
berechnen. Ubrigens: Es kommt = = y = % raus, das heiflt, wir erhalten ein
Quadrat. Rechnet dies ruhig einmal nach! [

Dieses Beispiel ist sehr lehrreich, wenn man sich die Idee anschaut. Die Idee
war ja, die Gleichung dazu zu verwenden, um eine Variable zu eliminieren, die
den Definitionsbereich beschrieben hat. Dies lduft einfach darauf hinaus, dass
wir eine Variable als durch diese Gleichung implizit definiert auffassen kénnen.
Aus dem Satz iiber die impliziten Funktionen aus dem noch folgenden Kapi-
tel 5 wissen wir sogar, dass solch eine Auflésung in diesem Fall existiert und
moglich ist. Leider miissen wir euch aber sagen, dass dies nicht immer zum Ziel
fiihren wird, wenn die auftretenden Funktionen nicht explizit vorgegeben sind.
Daher brauchen wir eine andere Idee (diese stammt aus dem sehr schonen Buch
[Beh07], welches wir nur empfehlen konnen): Gegeben seien eine offene Teilmen-
ge U C R™ und eine stetig differenzierbare Funktion f, sowie F' : U — R. Es
soll
B:={z:2eUF(z) =0}

gelten. Zu berechnen sind nun Extremwerte von f auf der Menge B. Die Bedin-
gung F(z) = 0 nennt man auch die Nebenbedingung. Im Beispiel 55 war dies
gerade F(z,y) = 2z + 2y — U. Man kann nun die folgende Beobachtung machen,
dass lokale Extremwerte xg € B von f auf B zu erwarten sind, wenn gradF'(zo)
und grad f(zo) parallel sind, fiir die es also ein A mit der Eigenschaft

gradF'(zo) = Agrad f(zo) (4.4)

gibt. Dies bedeutet ja gerade, dass Vektoren parallel sind, ndmlich wenn sie
Vielfache voneinander sind. Das kann man sich geometrisch iiberlegen: Wir be-
trachten den zweidimensionalen Fall mit einer Nebenbedingung. Wir wollen eine
Funktion f(x,y) unter der Nebenbedingung F(z,y) = c¢ fiir eine Konstante ¢
maximieren. Verfolgen wir die Hohenlinien von F'(x,y) = ¢, so beriihren oder
kreuzen wir sogar die Hohenlinien von f(z,y). Wir kénnen demnach nur einen
gemeinsamen Punkt (z,y) der Nebenbedingung F'(z,y) = ¢ und einer Hohenli-
nie f(z,y) = d finden, der ein Extremwert von f ist, wenn die Bewegung auf der
Hohenlinie F(x,y) = c tangential zu f(z,y) = d ist. Geometrisch tibersetzen
wir die Tangentenbedingung, indem wir fordern, dass der Gradient von f zum
Gradienten von F parallel sein soll. Dies ist dann gerade Gleichung (4.4).
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Dies fiihrt schliefslich auf Satz 4.3 und liefert die sogenannte Lagrange-Methode,
um Extremwerte unter Nebenbedingungen zu berechnen. Schauen wir uns Bei-

spiele an und iiben diese Methode ein!

Beispiel 56
m Der Abstand d zwischen dem Punkt (0,4) und einem Punkt (z,y) auf der
Hyperbel z? — y? = 12 ist definiert durch

d(z,y) = Va2 + (y —4)%

Diese Funktion wollen wir unter der Nebenbedingung z? — 3% = 12 mi-

nimieren. Da es lastig ist, /22 + (y — 4)2 zu differenzieren (wegen der
Wurzelausdriicke), ist es gleichbedeutend mit der Funktion

d*(z,y) = 2° + (y — 4)° (4.5)

zu arbeiten. Wir geben im Folgenden zwei Losungswege an, um zu zei-
gen, dass die Lagrange-Methode bei ,kleinen* Problemen nicht immer der
schnellste Weg ist.

1. Losungsweg: Wir formen z? — y? = 12 nach x? um. Dies ergibt gerade
22 = 12 + y2. Dies setzen wir in (4.5) ein und erhalten so

d(y) = (12 +y%) + (y — 4)°.

Diese Funktion héngt nur von einer Verdnderlichen ab. Wir verfahren

also wie in Analysis 1. Zunéchst ist
d(y)=2y+2(y—4) =4y —2) und d'(y) =4

Es gilt d’'(y) = 0 genau dann, wenn y = 2 ist. Da d”(2) = 4 > 0, liegt
bei y = 2 ein Minimum vor.

2. Losungsweg: Nach der Lagrange-Methode existiert eine Funktion
L(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y)
mit der Nebenbedingung
g(z,y) = z? —y2 —12=0.
Wir erhalten demnach
L(z,y, \) = 2 + (y — 4)> + Ma® — 5 — 12).

Nun sind die Bedingungen
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zu 16sen. So ergeben sich die drei Gleichungen

%L:O:>2:1:+2/\:1::2x(1+)\) =0, (4.6)
)
8—yL:O:2(y—4)—2y)\:2y—2)\y—820, (4.7)
QL:O;»ﬁ—yz—m:o. (4.8)
oA

Aus (4.6) folgt sofort A = —1. Dies setzen wir in (4.7) ein und erhalten
y = 2. Setzen wir nun y = 2 in (4.8) ein, so ergibt sich x = +4.

m Gegeben sei ein Ellipsoid

2 2 2
LT Y LA
E: 2 + 5 + == 1
mit x,y, z € R. Gesucht ist der achsenparallele Quader mit grofstem Volu-
men, welcher zentriert in einem kartesischen Koordinatensystem liegt, der

E einbeschrieben werden kann, siehe Abbildung 4.2.
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Abb. 4.2: Ein Ellipsoid mit einem achsenparallelen Quader mit gréRtem Volumen mit
a=2,b=4,c=3. Einmal im Querschnitt mit z = 0, einmal ein offenes 3D-Modell.

Das Volumen des beschriebenen Quaders lautet
V=8uzx-y-z

Wir betrachten nun die Funktion V unter der Nebenbedingung von f,

wobei ) ) )
X z
f(xvyvz):aiz—’_ b2 +§_1

Es gilt nun:
Jv(z,y,z) = (8yz,8zz,8xy)
und
(0T Y L%
Jf(xayﬂz) - (2;a b727 072>



110 4 Extremwertberechnungen

Es gilt nun Rang(Jy) = 1 fiir alle (z,y, z) € E. Daher gibt es ein eindeutig

bestimmtes A mit
A _ A\ T oY 2
Jv(z,y,z)+A-Jp(z,y,2) =0 < (8yz,8xz, 8zy) + A- (2a—2,2b—2,26—2) =0.
Dies entspricht dem Gleichungssystem
Syz+A-2- x =0,
a

=
8xz+,\~2-b%:0,

8ry+A-2- = =0,
C

8xyz—|—)\-2-x—2 =0,
a
Soyz+A-2- L =0
b2 ’
z
8ryz+A-2- = =0.
c
Addieren wir alle Gleichungen, so erhalten wir
b2

2 2 2
24xyz+2~/\'(x2+y—|—22> —0.
a C

Die Nebenbedingung ist aber

also folgt
2dxyz+2-A=0 A= —-12 - zy=z.

Einsetzen in die ersten beiden Gleichungen von oben liefert

1
0:8yz—24:(:2y-z2:>x:\/7-a,
a 3

z 1
0 = 8xz — 24y°x - — =4/=-b
xrz Yy x b2:>y 30
1
0:8xy72422x~%éz: —-c
c 3

Damit ergibt sich das maximale Volumen als

Vinax = 8xyz = 8. iabc7

3 V3

denn die stetige Funktion V' muss auf der kompakten Menge F nach Satz

2.4 aus Kapitel 2 ein Maximum annehmen.
]
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Bei dem Lagrange-Verfahren finden wir immer nur mogliche Kandidaten. Wo-
her wissen wir aber, dass dies tatsdchlich Maxima bzw. Minima sind? Dies folgt
aus dem Satz 2.4, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen Maxima und
Minima annehmen. Unterscheiden, ob ein Maximum oder Minimum vorliegt,
geht ganz einfach: Man setzt aus einer entsprechenden Umgebung einfach ein
paar Werte in seine zu untersuchende Funktion ein und iiberpriift, ob die Funk-
tionswerte grofer oder kleiner werden.

Zum Satz 4.4: Dieser Satz kann zum Beispiel sehr niitzlich sein, um Extrema
von etwas kompliziert aussehenden Funktionen zu bestimmen. Denn man kann
statt dem maximalen z-Wert einer Funktion f auch den maximalen z-Wert einer
Funktion A(f) bestimmen, wenn h monoton ist. Hierzu wollen wir ein einfaches
Beispiel geben.

Beispiel 57

Wir mochten die Funktion f(z,y) := /2y unter der Nebenbedingung z+y = 10
maximieren. Wir setzen zundchst wie gewohnt y = 10 — x unter der Wurzel
ein, wollen also V10z — 22 maximieren. Nun wenden wir den Trick an: Die
Funktion h(zx) := x? ist fiir positive Werte (und der Wert einer Wurzel ist immer
positiv) streng monoton steigend. Wir konnen also stattdessen die Funktion
\/10%7—91:22 = 10z — 2? maximieren. Dies geht durch Ableiten viel einfacher,
als wenn man die Wurzel noch mit ableiten miisste. Man erhélt so (rechnet dies
selbst nochmal nach) xg = 5.

Achtung! Dieses o muss jetzt natiirlich in die Funktion v/10x — x2 eingesetzt
werden und nicht in 10z —z2. So erhalten wir schlieRlich das Maximum /25 = 5.
Wieso dies ein Maximum ist, solltet ihr euch iiberlegen. [ |

Dieser Satz ist nicht nur fiir Wurzelausdriicke sehr praktisch, sondern zum Bei-
spiel auch fiir Logarithmen. Zum Abschluss noch eine kurze Auflistung wichtiger
monotoner Funktionen, die man hier verwenden kann:

z— 2" (neN), z— Yz (n€N),

z + In(z), z — e*, > tan(x), z — arctan(z).
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Wir wollen uns in diesem Kapitel damit beschéftigen, unter welchen Umstén-
den man eine implizite Funktion in zwei oder mehr Variablen (das heifst eine
Funktion, in der nicht eine Variable in Abhéngigkeit von der anderen explizit
gegeben ist) nach einer Variablen auflosen kann. Dies ist wichtig, da nicht jede
Gleichung explizit auflosbar ist, zum Beispiel konnen wir die Gleichung

sinzsiny +xcosy + ycosx =0

nicht explizit nach y auflésen, wollen aber trotzdem Aussagen iiber die Abhén-
gigkeit von y beziiglich x treffen, zum Beispiel ob y in einer Umgebung von x
differenzierbar von z abhéangt.

Wir formulieren die folgenden Sétze fiir Banach-Raume, weil die Satze und
Beweise so allgemein sind und im Spezialfall des R™ auch nicht einfacher wéren.
Man kann sich fiir V und W aber jederzeit R™ und R™ denken.

5.1 Sé&tze und Beweise

Satz 5.1 (Banach’scher Fixpunktsatz fiir eine stetige Familie)
Seien V' und W Banach-Raume, Q@ C W offen und A C V abgeschlossen. Fiir
jedes x € Q sei T'(z) : A — A eine Abbildung mit

|7 (x)(y1) — T(x)(y2)ll < nlyr —y2| V y1,92 € A.

mit einem 0 < n < 1, das nicht von x abhdngt. Weiter sei die Abbildung
(z,y) € QA x A= T(x)(y) € A stetig. Dann existiert fir jedes x € Q genau ein
y(z) € A mit

T(z)(y(x)) = y(z).

und y ist stetig in x.

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 5, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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Anmerkung: Was eine stetige Familie ist, kénnt ihr in den Erkldrungen nachle-

Sen.

Beweis: Fiir eine beliebige stetige Funktion yo : 2 — A definieren wir rekursiv
die stetigen Funktionen yn41(x) := T(x)(yn(x)). Dann ist

NIE

yn(2) = > (yk(2) — yp—1()) + yo(z)

ol
Il
-

(T (@) (y1(2) = T (@) (9o (2))) + (@),

|
[M]=

ol
Il
-

wobei T*~1 einfach die (k — 1)-malige Ausfithrung von T' bedeutet. Wegen

1Y (T @i (@) = T @yo @)l < D 1" Hlyi (@) — yo(a)]]
k=1 k=1
- (@) ~ w(@
< 1—n
(im letzten Schritt schétzen wir durch eine geometrische Reihe ab) konvergiert
die Folge (yn) absolut und gleichméfig, und die Grenzfunktion

y(e) = lim yn(z)

ist daher auch stetig. Da A abgeschlossen ist, ist auch y(xz) € A, das heift
y:Q— A Aus ynt1(z) = T(x)(yn(z)) und der Stetigkeit von T'(z) folgt nun
wie im Banach’schen Fixpunktsatz 2.6

y(z) =T(z)(y(z)) V= € Q
und die Eindeutigkeit. q.e.d.
Satz 5.2 (Satz iiber implizite Funktionen)
Seien Vi,Va und W Banach-Raume, Q@ C Vi X Va offen, (zo,y0) € Q und

f:Q = W in Q stetig differenzierbar. Es gelte f(xo,y0) = 0. Angenommen,
die stetige lineare Abbildung

Dgf(xo,yo) Vo - W

ist invertierbar und die Inverse ebenfalls stetig.
Dann ezistieren offene Umgebungen Q1 von xo und Q2 von yo mit Q1 X Qa2 C Q
und eine differenzierbare Abbildung g : Q1 — Q2 mit

f(z,g(x))=0 VazeQ.

Ferner ist g(x) fur alle x € Q1 die einzige in Q2 enthaltene Losung dieser
Gleichung. Fir die Ableitung von g gilt die Gleichung

Dy(x) = —(D2f(x,9(x))) " 0 D1 f(z,g(2)) V @ € Q.
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Beweis: Wir setzen der Einfachheit halber L := Da f(z0,y0). Da L linear und
nach Voraussetzung invertierbar ist, folgt

fla,y) =0 L f(z,y) =0 y=y— L ' f(z,9).

Sei nun G(z,y) :=y— L~ ' f(x,y). Wir wollen nun den Banach’schen Fixpunkt-
satz 5.1 auf G anwenden.

m Wegen L™ o L = Idy, gilt:

Gz, y1) — Gz, y2) =y1 —y2 — L (f(z,01) — f(z,12))
= L™ Y (Daf (w0, y0)(y1 — y2) — (f(z,31) — f(x,92))).

Da f differenzierbar und L~ stetig ist, folgt die Existenz von §; > 0,7 >
0, sodass fiir alle x, y1,y2 mit ||z — zo|| < d1, [|yo — y1|| <, |lyo —y2|| < n

1
Gz, y1) = G(z, )|l < Sllyr — |
gilt. Wegen der Stetigkeit von G existiert dazu ein d2 > 0 mit
G, y0) = Gao, o)l < 5V [l — wol| < 6.

Ist nun ||y —yo|| < 7, so ist wegen G(xo,yo) = yo fiir alle ||z — zo|| < 6 :=
min{51,62}

IG(z, y) = ol = [|G(z,y) — G(zo, yo)ll
< |Gz, y) = Gz, yo)l| + ||G(z, yo) — G(zo, yo) |l

1 n
< — — + = <n.
_2||y y0|| 2_77

Fiir jedes feste z mit || — zo|| < d bildet G(z,-) also die abgeschlossene
Kugel B(yo,n) auf sich selbst ab, ist dort also wegen

1
1G(2,51) = Gz, y2)ll < Sllyr — vl
eine Kontraktion.

Wir koénnen also den Banach’schen Fixpunktsatz fiir eine stetige Fami-
lie anwenden und erhalten damit eine stetige Funktion y : U(zo,d) —
B(yo,n) mit

G(z,y(x)) = y(x).

m Wir nennen die oben gefundene Funktion nun g und wollen noch die Diffe-
renzierbarkeit sowie die behauptete Formel beweisen. Sei dazu (z1,y1) €
U(zo,08)xU(yo,n) mit y1 = g(x1). Es gilt wegen unserer ersten Uberlegung
im Beweis f(z1,y1) = f(z1,9(x1)) =0, und da f in (z1,y:1) differenzier-
bar ist, kénnen wir die Taylor-Entwicklung um (x1,y1) betrachten. Diese
lautet

f(z,y) = Dif(z1,y1)(x — x1) + D2 f(z1,91)(y — v1) + R(z,y)
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mit R
lim () = 0.
(@)= (e, ||(x — 21,y — y1)|]

Da L invertierbar und L' stetig ist, konnen wir wegen der Stetigkeit
von f 0 und 7 so klein wéahlen, dass auch D2 f(z1,y1) invertierbar mit
stetiger Inverser ist fiir alle (z1,y1) € U(xo,0) X U(yo,n). Da aber fiir alle
x € U(zo,9) ja f(x,g(x)) = 0 gilt, folgt aus der Taylor-Entwicklung

9(x) = — (D2f (z1,51)) " © D1 f(w1,91)(x — z1)
+y1 — (Da2f(w1,11)) " (R(z, g(2))).
Aus den Eigenschaften von R folgt nun die Existenz von p1, p2 > 0 mit

||z — z1|] + [ly — ]|
2[[(D2f(z1,y1)) 71|

das heifst insbesondere

1R(z, y)|| < V |z — 21|l < p1, lly — wull < p2,

|z — z1[| + [lg(=) — g(z1)
2[[(D2f (x1,y1)) 7|

und dies ergibt zusammen mit der vorherigen Gleichung

IRz, y)]| < L 2 — 2]l < pus lly — sl < o,

llg(x) = g(@)|l < ||(D2f(z1,91) ™" 0 D f (a1, y1)|ll|lz — z1]]

1 1
+ 5llz =2l + Sllg(@) — g,

also
lg(z) — g(x1)|] < @[|(D2f (z1,y1)) " © D1f (w1, 1)l + 1)l|z — @1]]-
Sei nun
r(z) == —(Daf(z1,11)) " (R(z, g(x))).
Dann folgt
g9(x) = g(@1) = —=(D2f(z1,51)) " 0 Dif(z1,y1)(x — x1) + ().
Aus li_>m 7}|2(x;x(fl)\) = 0 folgt nun
lim M =0

T—=T1 T — T

und daraus folgt die Differenzierbarkeit von ¢ in 1 und die behauptete
Formel.
q.e.d.
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5.2 Erklarungen zu den Satzen und Beweisen

Der Einfachheit halber sollte man sich in diesem Kapitel immer vorstellen, dass
man als Banach-Rdume den R™ beziehungsweise R"" vorliegen hat. Alle unsere
Beispiele werden nur diesen Fall behandeln.

Zum Banach’schen Fixpunktsatz fiir eine stetige Familie (Satz 5.1): Dieser Satz
ist ganz analog zum ,normalen“ Banach’schen Fixpunktsatz 2.6, nur dass wir
hier fiir jedes x eine andere Funktion T'(x) erhalten, die man dann auf y an-
wendet. Auch hier zeigt man wieder zundchst eine Konvergenzaussage, und der
Rest folgt dann analog wie im Banach’schen Fixpunktsatz.

Was aber haben wir unter einer Familie stetiger Funktionen zu verstehen? Be-
trachten wir als Beispiel den Ausdruck x + y fiir z,y € R™. Dann kénnten wir
einerseits die Funktion f(z,y) = = + y betrachten. Diese ist natiirlich stetig.
Hierbei sind x und y variabel. Andererseits konnten wir zunéchst x frei wéhlen,
zum Beispiel z = 7, v/2,1337. Dann erhalten wir fiir jedes feste z eine Funktion
fo(y) = x+vy, die dann nur noch von y abhéngt, da z ja fest ist. Diese Funktion
ist dann stetig in y. Mehr noch, diese Familie von Funktionen hingt auch ste-
tig von = ab. Also ist eine stetige Familie stetiger Funktionen eine Menge von
Funktionen, die alle stetig sind und von einem Parameter stetig abhéngen.

Zum Satz iiber implizite Funktionen (Satz 5.2): Dieser Satz stellt nun das Resul-
tat dar, das wir in diesem Kapitel beweisen wollten. Er gibt uns ein Kriterium,
wann eine implizit gegebene Funktion (zumindest in einer Umgebung) nach ei-
ner der Variablen auflésbar ist. Dabei ist dieses Resultat so genial, wie auch
einleuchtend, was wir kurz an folgendem Bild (siehe Abbildung 5.1) erldutern
wollen. Betrachten wir den Punkt p1 und einen kleinen Teil der Kurve, die die

yf(w,y)zo

P2

Abb. 5.1: Der Satz iiber implizite Funktionen graphisch veranschaulicht.
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Gleichung f(z,y) = 0 beschreibt. Denken wir uns nun den Rest weg, so erhalten
wir etwas, was aussieht wie eine Funktion, das heifst, jedem x-Wert wird genau
ein y-Wert zugeordnet. Die implizite Funktion f ist an diesem Punkt also nach
y auflosbar. Betrachten wir dagegen p2, so konnen wir keine Umgebung finden,
sodass die Kurve dort wie eine Funktion aussieht. Damit kénnen wir nichts iber
die Auflssbarkeit sagen. Es konnen Fille auftreten, wie zum Beispiel y = 22 im
Punkt 0, wo die Funktion nicht auflésbar ist. Es kann aber auch passieren, wie
bei der Funktion y = z° im Punkt 0, dass die Funktion dann doch auflésbar
ist. Wenn D> invertierbar ist, kann man also nach y auflésen. Wenn D> nicht
invertierbar ist, kann man fiir die Existenz der Umkehrfunktion zunéchst nichts
sagen.

Der Beweis gibt uns nur eine Existenzaussage, das Tolle ist aber, dass wir sogar
Aussagen iiber die Ableitung treffen kénnen. Leider ist dies oftmals so kompli-
ziert, dass wir daraus nicht die Funktion selbst berechnen kénnen.

Bevor wir nun ndher auf den Beweis und Beispiele eingehen, noch eine kurze
Anmerkung zu der Annahme f(xo,y0) = 0. Diese ist nicht notwendig fiir die
Auflosbarkeit, das Kriterium behilt seine Giiltigkeit fiir f(xo,y0) = ¢, wobei
¢ beliebig ist. Wieso? Nun, anschaulich folgt dies genau aus unseren obigen
Bemerkungen. Mathematisch solltet ihr euch das einmal selber iiberlegen, bei
Problemen schaut ins Forum ;).

Einige Anmerkungen zu dem etwas technischen und langwierigen Beweis. Wir
fangen damit an, uns eine Abbildung zu definieren, auf die wir den Banach’schen
Fixpunktsatz in der Version von Satz 5.1 anwenden wollen. Im ersten Punkt
wird dann mithilfe von Stetigkeit und Differenzierbarkeit der betrachteten Funk-
tionen gezeigt, dass wir den Satz hier tatsichlich anwenden kdnnen, das heifst
dass eine Kontraktion vorliegt. Im zweiten Teil weisen wir dann mithilfe der
Taylor-Entwicklung die Differenzierbarkeit und die Formel fiir die Ableitung
nach.

Bevor wir zu einigen Beispielen kommen, wollen wir uns die vielleicht etwas
kompliziert wirkende Formel aus dem Satz 5.2 fiir eine Funktion f = f(z,y) von
zwei Variablen und einer Konstanten ¢ € R anschauen. Die Gleichung f(z,y) = ¢
definieren den Wert y in Abhéngigkeit von z, das heifit y = g(x) kann lokal als
Funktion von x betrachtet werden. Wir sagen, dass y implizit als Funktion von
x gegeben ist. Falls fy(x,y) # 0 gilt, wollen wir eine Formel fiir % = g—gﬁnden.
Dazu definieren wir eine Funktion F'(z) := f(z,g(x)) = ¢ und leiten diese mit
Hilfe der Kettenregel ab. So ergibt sich sofort

OF . _Of 9 0f o

Ox x’y)_ax Ox  Odg Ox
N
=1

_ dg _
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Es ergibt sich, dass g—g = _% oder anders formuliert
dg _ & dy _ _df df\ ™!
dr = % (z,9(z)) & e *@(%y) ay . (5.1)

Hier wird deutlich, wieso wir fy(z,y) # 0 gefordert haben und dies auch im Satz
5.2 tun. Denn schaut man sich die Formel im Satz iiber implizite Funktionen

aus, so entspricht dies gerade Gleichung (5.1).

Aber nun einmal zu einigen Beispielen.

Beispiel 58
m Wir beginnen mit der Funktion (siehe Abbildung 5.2)

fl@y) =" +y° - 1.

Wir untersuchen also die Gleichung f(z,y) = 0 (siehe Abbildung 5.3)

St
N

N

=

S——————

——
SS=—==1"

—

—
=

Ner——
—

=~
=~

=

i

=

SS————
S
===

Abb. 5.2: Die Funktion f(z,y) = 2% +y? — 1.

und wollen zunéchst nur den Satz iiber implizite Funktionen anwenden,
ohne auf die Voraussetzungen zu achten, dies werden wir in den weiteren

Beispielen tun.

Yy .
24+y?—-1=0

Abb. 5.3: Die Niveaulinie f(z,y) = 0.
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Dies lésst sich explizit auflésen und wir erhalten
y(x) = £V 1 — 22
und damit
/ —x —T .
)= —= = —— fur y(z) = V1 —x2
Wenden wir stattdessen den Satz tiber implizite Funktionen an, so erhalten
wir
/ —1 1 2x —x
y(x) = —(D2f(z,y)) " oDif(x,y) =—(2y) 22=—-=—=,
(2) = ~(D2f(z,9)) @y =@ 2w =2 =

also dasselbe Ergebnis, nur dass es mit der impliziten Methode schneller
ging, wobei der Nachteil hier ist, das wir nicht y direkt erhalten.

m Wir betrachten die Funktion (siehe Abbildung 5.4)

fiR? SR, f(z,y) =y —2°(1—2°).

Es gilt:

y?—a2?(1—2%) =0
O \\\‘w" y ( )
T St
AR

{
NN
\;\* R

\

Abb. 5.4: Die Funktion und die Nullniveaulinie zu f(z,y) = y* — #2(1 — z?).

D f(x,y) = %(fﬂ,y) =2y.

Folglich ist Daf(x,y) fiir alle (z,y) € R? mit y # 0 invertierbar, und
fiir (zo,70) € R? mit yo # 0 und f(zo,y0) = 0 kénnen wir lokal nach y
auflésen mit einer differenzierbaren Funktion y(x), fir die

Dy(z) = y'(x) = —(D2f(z,y(x))) " o D1 f(, g(x))

_ z _1._-7: $3_x72x3
= () (2w 4a) = T

gilt. In der Tat folgt aus f(z,y) = 0 die Gleichung

y2 (@) = 2%(1 - 2?)
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(man kann also sogar explizit 16sen) und hieraus nach der Kettenregel
2y(2)y' (x) = 2o — 42® und fiir y(x) # 0 dann auch

x — 223
y(z)

y'(z) =
als Bestétigung der obigen Formel.
m Sei (siche Abbildung 5.5)

f($7y) : RZ — R,f(l’,y) = (xQ + y2 - 1)3 + 27$2y2.

Hier ist

(22 +y? — 1)3 + 27222 =0

Abb. 5.5: Die Funktion und die Nullniveaulinie zu f(z,y) = (z® + v* — 1) 4 2722y

Dof(a,y) = %j;(x,y) = 6y((e® + 47 — 1)° + 927).

Dies verschwindet genau dann, wenn entweder y = 0 oder wenn x = 0
und |y| = 1. Die einzigen Punkte (zo,%0) € R?, fiir die f(z0,v0) = 0 und
Daf(xo0,y0) = 0 gilt, sind demnach die Punkte der Menge

{(_L 0)’ (1’0)7 (07 _1)’ (0’ 1)}

In allen anderen Punkten (xo,vo0) € f~ {0} existiert eine eindeutige Lo-
sung von f(z,y(z)) = 0. Wegen

Dif(z,y) = 6z((«” +y° — 1) 4+ 9y%)
ist dann

((2® +y(2)? — 1D? + 9y(x)*)
y(@)((@* +y(z)* — 1) + 922)

y'(z) = -

Wie schon in der Anmerkung zum Satz kénnen wir allein anhand des
Satzes nicht tiber die Auflésbarkeit in den Punkten (0,1) und (0, —1) ent-
scheiden. Hier ist es aber so, dass in einer Umgebung von (0,1) und (0, —1)
auch eine eindeutige Losung y(z) von f(z,y(x)) = 0 existiert, diese ist nur
nicht differenzierbar.
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m Wir haben bisher nur Gleichungen in zwei Variablen untersucht. Was ist,

wenn es mehrere sind? Wir betrachten die Funktion
f:R* 5 R?, fw,z,y,2) = (W + zy + €*, 2w+ y* — yz — 5).

Hier miissen wir leider auf ein Bild zur Veranschaulichung verzichten. Wir
untersuchen den Punkt (2,5, —1,0) und wollen nach (y, z) auflésen, das
heift, wir suchen eine Funktion g(w,z) = (y(w, z), z(w, x)). Es gilt:

f(2,5,-1,0) = (4—5+1,2+1—-0—5) = (0,0).

und

2wy x e®

Jf(’UJ,CC,y,Z) = )
2 0 2y—2 —y

also
-1 5 1

0 -2 1

J5(2,5,—1,0) =

D3 bedeutet hier einfach das Differential nach den Variablen, nach denen
wir auflésen. Demnach gilt:

5 1
D2(2,5,—1,0) =
-2 1

Wegen det(D2(2,5,—1,0)) = 7 # 0 ist dies invertierbar, und damit exis-
tiert die gewliinschte lokale Auflosung. Wir konnen auferdem nach der be-
wiesenen Formel die Jacobi-Matrix von g an der Stelle (2,5) bestimmen,
es gilt:
-1
5 1 4 -1 1 2 —1

T,(2,5) = — _1
. 2 1 2 0 7\_18 —2

Auch das schéne Bild auf unserem Cover (siehe auch Abbildung 5.6),
dargestellt durch die Funktion

f(z,y) = sin(cos(z) — zy),

ist in jedem Punkt implizit auflésbar.
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Abb. 5.6: Die Funktion f(x,y) = sin(cos(z) — zy).

Ysin(cos(z) — zy) =0

e AN
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Abb. 5.7: Die Niveaulinien zur Funktion f(z,y) = sin(cos(z) — zy) = 0.

Natiirlich erhalten wir dann aber fiir die Ableitung einen sehr komplizier-
ten Term.
]

Wir haben also gesehen, dass wir Funktionen unter bestimmten Umstdnden
lokal auflésen und eine Formel fiir die Ableitung erhalten kénnen. Wie wir auch
in zwei Beispielen gesehen haben, ist diese Formel eine Gleichung, die sowohl
eine Funktion als auch deren Ableitung enthélt. Es stellt sich nun die Frage,

wie man eine solche Gleichung 16sen kann. Dies wollen wir im néchsten Kapitel
behandeln.
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Wir wollen uns nun mit Gleichungen beschéftigen, in der sowohl eine Funkti-
on als auch ihre Ableitungen vorkommen. Dies wird in vielen mathematischen
Bereichen und in den Anwendungen der Physik, Technik, Biologie, Chemie und
Wirtschaftswissenschaft gebraucht. Mit einfachen Formen solcher Differential-
gleichungen wollen wir uns nun beschéftigen.

6.1 Definitionen

Definition 6.1 (Differentialgleichung)
Seien I C R ein Intervall und k£ € N. Eine gew6hnliche Differentialglei-
chung der Ordnung k ist eine Gleichung von der Form

F(t,z(t),...,a™(t)) = 0.

Dabei ist F' eine gegebene Funktion auf einer Teilmenge U von I x R"™ x - - - xR"
mit Werten in R™.

Die Funktion = : I — R" heifit Losung der Differentialgleichung, falls gilt:
m 2 ist k-mal differenzierbar auf I.
m (t,z(t),...,2P @) eU.

m F(t,z(t),...2® ) =0t el

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7_6, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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Definition 6.2 (explizit, homogen, autonom)
Eine Differentialgleichung heifit explizit, falls sie in der Form

z®) = fz,... ,x(k_l))

gegeben ist, andernfalls implizit. Eine Differentialgleichung der Form

k
> A1)z + f(t) =0
Jj=0
mit linearen A; heifft linear von der Ordnung k. Sie heifst homogen, falls f = 0,
sonst inhomogen. Ist F(¢,z,... ,x(k)) = 0 nicht explizit von ¢ abhéngig, so

heifst die Differentialgleichung autonom.

Definition 6.3 (Anfangswertaufgabe)

Ist z(F) = fit,z, ... ,x(kfl)) eine Differentialgleichung, top € I, so besteht eine
Anfangswertaufgabe im Finden einer Losung x der Differentialgleichung,
sodass aufierdem die ersten k — 1 Ableitungen von z in to die vorgegebenen
Anfangswerte z(to) = co, ..., 2%V (ty) = cx—1 annehmen.

Definition 6.4 (Nullraum)

Seien J ein offenes Intervall in R,z : J — R"™ eine differenzierbare Funktion
und A eine auf J stetige matrixwertige Funktion, also eine Funktion, die jedem
t € J eine Matrix aus R"*"” zuordnet. Dann bezeichnen wir die Menge aller
Loésungen von

' — Alt)z =0
mit A4 und nennen dies den Nullraum der Differentialgleichung.

Anmerkung: Satz 6.3 zeigt, dass dies ein Vektorraum ist.

Definition 6.5 (Fundamentalsystem)

Seien J C R ein Intervall und A eine stetige, matrixwertige Funktion auf J.
Eine Basis {z',...,2"} von N4 nennt man ein Fundamentalsystem fiir die
Differentialgleichung 2’ = A(t)z. Meistens nennt man auch die Matrix

ein Fundamentalsystem.

Anmerkung: Mit z® meinen wir in diesem Fall keine Potenzen. Jedes z* ist eine
Funktion von J nach R™, die wiederum aus n Komponenten m’f, e ,:Uﬁ besteht.
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6.2 Satze und Beweise

Satz 6.1 (Satz von Peano)
Es seien (to, o) € R X R™,a > 0,b > 0. Setze

D ={(t,z) eRxR": |t —to| < a,||z — zo|| < b}.
Ist f = f(t,x) : D — R"™ stetig, so hat die Anfangswertaufgabe
z’' = f(t,x),z(to) = o
eine Losung auf dem Intervall (to — c,to + ¢), wobei ¢ = min{a, %} und A =

max{||f(¢,z)|| : (t,x) € D}.

Satz 6.2 (Satz von Picard-Lindelsf)
Seien wieder (to,zo) € R X R™ a > 0,b> 0 und

D={(t,z) ERxR™: |t — to| < a, ||z — zo|| < b}.

Ist nun f = f(t,x) : D — R™ sogar lipschitz-stetig in x mit Lipschitz- Konstante
L >0, dann hat die Anfangswertaufgabe x' = f(t,x), x(to) = wo eine eindeutige
Lésung auf dem Intervall (to — d,to + d), wobei d = min{a, %, %}

Beweis: Essei Io = [to — r,to + r] fiir ein 0 < r < d. Wir integrieren zunéchst
und sehen, dass = genau dann die Anfangswertaufgabe =’ = f(t, ), z(t0) = o

auf Iy 16st, wenn z auf Iy stetig ist und
t
x(t) = xo + f(s,z(s))ds, telo
to

gilt. Wir wollen den Banach’schen Fixpunktsatz anwenden. Wir wéhlen als
Banach-Raum X = C(Ip,R™) mit der Supremumsnorm. Darauf definieren wir
die Abbildung T durch:

Tx(t) =20+ | f(s,2(s))ds, x € X, te .

Nun ist eine Funktion = genau dann Lésung der Anfangswertaufgabe, wenn sie
ein Fixpunkt der Abbildung 7T ist. Wir wéahlen als abgeschlossene Teilmenge von
X die Menge

M={zxe€ X : ||z —xo|| < b}

und priifen die Voraussetzungen des Banach’schen Fixpunktsatzes nach.
Fiir z € X ist die Funktion Tz stetig auf Io, da ||[Tz(t1) — Tx(t2)|| < Alt1 —t2].
Also ist Tx € X. Ferner ist fir ¢t € Iy

't
[T (t) — zol| = H/ f(s,2(s)) ds|| < At —to| < Ar <0,
to
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somit ist ||T'z — zo|| < b und T eine Abbildung von M nach M.
Fir z,y € X und t > to gilt nun:

T(t) — Ty(0)]| = | / F(s,2(5)) — (s, y(s)) ds]
< / £ (s, 2(s) — £(s,9(s))]| ds

t
s/ Ll|z —yl|ds < rL||z — yl.
t

0

Dieselbe Abschitzung erhélt man auch fiir ¢ < tg. Damit ist
[Tz — Ty|| < rL||lz — y].

Weil rL < dL <1 ist, ist T kontrahierend und besitzt nach dem Banach’schen
Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt. Also hat das Anfangswertproblem genau

eine Losung. q.e.d.

Satz 6.3
Seien J C R ein offenes Intervall und A : J — R™*™ stetig. Dann bildet die

Menge aller Lésungen von

z —A@t)z =0

einen Vektorraum.
Beweis: Ubungsaufgabe fiir euch. q.e.d.

Satz 6.4
Sei J C R ein offenes Intervall. Sind f € Na und f(to) = 0 fiir ein to € J, so
st f(t) =0 fir alle t.

Beweis: Folgt direkt aus dem Satz von Picard-Lindelof, denn gilt f(tg) = 0
fiir ein to, so ist die Funktion f = 0 eine Losung und wegen der Eindeutigkeit

dann auch die einzige. q.e.d.

Satz 6.5
Es gilt dim Ny = n, das heifit, die Losungen von ' — A(t)z = 0 bilden einen

n-dimensionalen Vektorraum.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung, die einer Funktion aus N4 den Wert
z(to) € R™ zuordnet. Diese ist linear. Weil nach dem Satz von Picard-Lindelof
fiir jeden Wert x(tg) eine zugehorige Losung x existiert, ist sie surjektiv. Weil
diese Losung sogar eindeutig ist, ist sie auch injektiv, und damit ist diese Ab-

bildung ein Isomorphismus, also gilt N4 = R". q.e.d.
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Satz 6.6
Seien J C R ein offenes Intervall und z*,... ™ € Na. Sei

zi(t) - 2(t)
D(t) := det :
o (t) - zh(t)
Dann sind dquivalent:
i) D(to) =0 fiir ein to € J.
i) D(t) =0 fir allet € J.
i) = (to),...,x"(to) sind als Vektoren im R™ linear abhingig fiir einto € J.

w) x(t),...,x"(t) sind als Vektoren im R™ linear abhingig fiir alle t € J.
v) x',..., 2" sind linear abhingig als Funktionen.

Anmerkung: D(t) nennt man auch Wronski-Determinante.

Beweis: Die Implikationen v) = iv) = 44i) und die Aquivalenzen i) < iii)
und #i) < iv) sollten klar sein. Es reicht deshalb zu zeigen, dass die dritte
Bedingung die fiinfte impliziert.

Es existieren also nach Annahme c1, ..., ¢, € R, die nicht alle 0 sind, mit

n
e _
E ¢z’ (to) = 0.
j=1
Wir definieren dann eine neue Funktion x durch
n
T = E cjz’.
j=1

Dann ist z € N4 und z(to) = 0, also gilt x(t) = 0 fiir alle ¢, und das bedeutet,
dass die Funktionen z', ..., z" linear abhéngig sind. q.e.d.

Satz 6.7

® ist genau dann ein Fundamentalsystem, wenn ® = A® und det ®(t) # 0 fiir
emt e J gilt

Beweis: Folgt direkt aus Satz 6.6. q.e.d.
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Satz 6.8 (Losung der homogenen Gleichung)
Sei @ ein Pundamentalsystem fiir x' = A(t)z. Dann gilt:

i) x(t) = ®(t)P(to) ‘wo ist die Losung des Anfangswertproblems x’' =
A(t)z, z(to) = 0.

1) Eine matrizwertige Funktion ¥ ist genau dann ein weiteres Fundamen-

talsystem, wenn es eine invertierbare Matriz C gibt mit

U(t) = o(1)C.

Beweis:
i) Wir setzen ¢ = ®(tp) '2o. Dann ist
z'(t) = (B(t)e) = @' (t)e = A(t)®(t)c = A(t)x(t) (6.1)
und z(tg) = xo.
ii) Angenommen, es gibt eine solche Matrix C' mit ®(¢)C = ¥(¢). Dann ist
(®(H)C) = @' (t)C = A(t)®(t)C,

und wegen det(®C) = det ¢ det C folgt die Aussage dann aus dem letzten
Satz.

Ist andererseits ¥ ein weiteres Fundamentalsystem, so setzen wir C(¢) :=
®(t) "' W(t). Dann folgt aus der Produktregel und weil ® und ¥ Funda-

mentalsysteme sind
0=V - AV = d'C + dC" — ADC = OC".

Aus der Invertierbarkeit von ® folgt C’(¢) = 0 fiir alle ¢, somit ist C also
konstant.
q.e.d.

Satz 6.9 (Losung der inhomogenen Gleichung)
Es sei ® ein Fundamentalsystem fiir x' = A(t)x. Dann hat das Anfangswert-

problem x' = A(t)z + f,z(to) = zo die Lisung

o(t) = 2()(@(00) 0 + [ B(5)71(5)ds).

Beweis: Es gilt:
/(1) = A(t)(t)(2(to) "o +/t B(s) ™ f(s)ds) + () (D() 7 f (1))
= A(t)z(t) f(t)
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und z(to) = wo. q.e.d.

Satz 6.10

Sei A € R™ ™, also eine konstante Matriz. Sei J = T *AT die Jordan-
Normalform. Dann sind e und Te'? Fundamentalsysteme fiir z' = Azx.

Beweis: Da e fiir jedes t € R invertierbar ist, verschwindet die Determinante
nicht. Auferdem gilt (e!4)’ = Ae”, also ist e* ein Fundamentalsystem. Weil T

invertierbar ist, ist wegen Tet’ = AT dann auch Te”’? ein Fundamentalsystem.
q.e.d.
Satz 6.11 (einige Losungsverfahren)
i) Separation der Variablen: Eine Losung der Differentialgleichung
' = f(t)g(z),z(to) = o, g(z0) # 0
ist gegeben durch

/t: f(s)ds = /t: gfg;((i))) ds = /m(t) %

z(to)

1) Variation der Konstanten: Ist xo # 0, so ist eine Losung von

z + a(t)x = 0,z(to) = zo
gegeben durch
x(t) = xoe Jig a(s) ds
und die von

' +a(t)z = f(t),z(to) = o
durch

t ™ d t
o) = ([ £ dr 4y ) e .

to

Beweis:

i) Falls eine Losung existiert, so ist wegen der Stetigkeit von g auch g(x(t)) #
0 fiir ¢ nahe ¢9. Dann gilt dort:

t - t .73/(5) - z(t) ﬂ
tf@“‘ﬂam»“ﬁ/ W)

z(to) 9\Y

Dies liefert eine implizite Gleichung der Form G(t,z) = 0. Wenn diese
auflosbar ist, ist die Gleichung lésbar. Nun gilt:

oG 0

0 s [Ty 1
e = 5o 16y Lﬂw oka
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Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist die Gleichung also auflésbar,
also ist durch obige Formel eine Lésung gegeben.
Wir betrachten zunéchst die homogene Differentialgleichung.

Ist zo = 0, so ist x(t) = 0 eine Losung. Ist 29 # 0, so gilt wegen der
Stetigkeit zumindest fiir ¢ nahe tg

@ >0
Zo
und damit folgt
X ¢ — [} a(s)ds
ln—:—/ a(s)ds = z(t) = xzge 't .
Zo to

Somit existiert die Losung fiir alle ¢ € R, und z(t) # 0 fiir alle ¢ € R.

Davon ausgehend wollen wir nun die inhomogene Differentialgleichung be-
trachten. Der Ansatz hierfiir ist die sogenannte Variation der Konstan-

ten. Wir setzen
F(t) e f:ﬂ a(s) ds.

Dann ist F(t) # 0 fiir alle ¢ und F(tp) = 1. Wir machen den Ansatz
z(t) = C(t)F(t). Es folgt C(to) = z(to) = zo. Ferner ergibt sich
ft) =2’ +a(t)z = C'(OF(t) + CA)(F'(t) + a(t)F (1)) = C'(t)F(2),

denn F 16st die homogene Gleichung. Also gilt:

C'(t) = % _ ftyeli o) s

t .
)= [ fr)elo ™% ar 4 C(to),

to

t ™ d t
z(t) = ( F(r)elio 4195 qp 4 gg)e™ Jio @),
tc
’ q.e.d.

6.3 Erkldarungen zu den Definitionen

Zur Definition 6.1 einer Differentialgleichung: Diese Definition hort sich zu-

nichst einmal kompliziert an, ist sie aber eigentlich nicht. Es ist zum Beispiel
5t3x + %x(S) — cos(tx’) = 7,t € R eine Differentialgleichung der Ordnung
3 auf R. Eine Differentialgleichung ist also einfach eine Gleichung, in der ei-

ne Funktion, deren Ableitungen, die Variable, von der die Funktion abhéngt,

und Konstanten vorkommen. Die Ordnung bezeichnet dabei die héchste Ablei-

tung, die vorkommt. Man schreibt dabei, wie zum Beispiel oben, meist x fiir die
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Funktion, meint aber x(¢), sie hangt also von ¢ ab. Man spricht auch von einem
System von m Differentialgleichungen fiir die n Komponenten z1, ..., z, von z.
Ein Beispiel hierfiir wére die Differentialgleichung

"
T = X2,

17
To = X1.

Dies schreibt man auch oft als
/ 0 1
T = T

1 0

Ist n = 1, so spricht man von einer skalaren Differentialgleichung (wie im Beispiel
weiter oben).

Solche Gleichungen zu l6sen, wird also unser Ziel in diesem Kapitel sein.
Dabei kann das Lésen solcher Gleichungen beliebig kompliziert werden. Kénnt
ihr zum Beispiel auf Anhieb eine Losung fiir die obige Differentialgleichung er-
kennen? Es gibt aber auch sehr einfache Differentialgleichungen, zum Beispiel
x' = x. Hier ist eine Losung gegeben durch z(t) = e'. Nun kénnte man natiir-
lich fragen, ob es noch andere Losungen gibt. Auch damit wollen wir uns hier
beschéftigen.

Zur Definition 6.2 von explizit, homogen und autonom: Diese Definitionen sind
fast selbsterklarend. Eine explizite Differentialgleichung ist also einfach eine
Gleichung, die nach der hoéchsten Ableitung aufgelost ist. AuRerdem ist zum

"

Beispiel 2" + 2/ 4+ ¢! = 0 eine inhomogene lineare Differentialgleichung und

/ . . . . .
2’ — ax = 0 eine homogene autonome lineare Differentialgleichung.

Beispiel 59

Wir wollen nun einmal, ohne uns zunéchst nidher mit der Theorie von Differenti-
algleichungen zu beschéftigen, versuchen, eine zu 16sen. Wir betrachten dafiir ein
physikalisch motiviertes Beispiel, das viele von euch aus der Schule noch kennen
sollten, die Bewegung eines Massepunktes unter dem Einfluss der Schwerkraft.
Wie noch bekannt sein sollte, betragt der zuriickgelegte Weg bei Anfangsge-
schwindigkeit 0 und wenn zum Startzeitpunkt noch kein Weg zuriickgelegt ist,
gerade %gtg, wobei g die Erdbeschleunigung g ~ 9 8m/s? bezeichnet. Dies wol-
len wir nun versuchen zu beweisen. Wir wissen etwas iiber die Beschleunigung,
das heifst iiber die zweite Ableitung, namlich

.’E”(t) =—g,te Rv

wobei wir hier das Vorzeichen ,,—“ wéhlen, da es sich um eine Bewegung nach
unten handelt. Fiir festes t9p € R liefert der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung:

x'(t) — m/(to) = /75 x”(s)ds = — /tgds = —g(t — to),

to to
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also 2/(t) = —gt + ¢,c = gto + 2’ (to) und

z(t) — z(to) = / z'(s)ds = / (—gs+c)ds= —%g(t2 —13) + c(t — to),

to to

das heifst,

z(t) = —%th +ct +d mit d = x(to) + %gt% — 2/ (to)to — gt3.
Also hat die Losung der Differentialgleichung die Form x(¢) = —%gt2 + ct +d,
wobei ¢ und d sich aus den Startwerten z(to) und z’(to) berechnen lassen. Dabei
erhalten wir hier das Minuszeichen vor %th, weil wir in der Anfangsgleichung
das Minuszeichen gewéahlt haben. Was ist aber nun mit den anderen beiden
Termen? Das klaren wir in der néchsten Erklarung. [ |

Zur Definition 6.3 eines Anfangswertproblems: Wir haben im Beispiel eben ge-
rade gesehen, dass die Differentialgleichung keine eindeutige Losung hatte. Dies
lag daran, dass wir keine Anfangswerte vorgegeben hatten. Daher kamen auch
die Terme ct und d in der Losung. Betrachten wir nun im Beispiel oben den
Anfangszeitpunkt top = 0, nehmen an, dass zu diesem Zeitpunkt kein Weg zu-
riickgelegt ist, das heiflt z(0) = 0, und dass wir mit Geschwindigkeit 0 starten,
also 2’(0) = 0, so erhalten wir fiir die Konstanten ¢ = 0,d = 0, also genau die
erwartete Losung.

Wir sehen also schon einmal, dass eine Differentialgleichung im Allgemeinen
unendlich viele Losungen hat, es sei denn man gibt Anfangswerte vor. Dazu
noch ein Beispiel.

Beispiel 60
Die Anfangswertaufgabe =’ = az,z(to) = wo hat fiir jede Vorgabe von tg,xo

eine eindeutige Losung, ndmlich

z(t) = zoet 1)
Dass dies tatséchlich eine Losung ist, rechnet man leicht nach, dass dies die
einzige Losung ist, folgt sofort aus dem Satz von Picard-Lindelof 6.2. [ |

Zur Definition 6.4 des Nullraums: Dieser Raum wird uns bei der Losung von
homogenen linearen Differentialgleichungen in hheren Dimensionen begegenen.
Wieso? Nun, ein x ist ja genau dann in M4, wenn 2’ = A(t)x gilt, also ist x
Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung.
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6.4 Erklarungen zu den Satzen und Beweisen

Allgemeine Anmerkung: Die ersten beiden Sétze behandeln jeweils nur Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung. Wieso? Ist

=) = g(t,z, ... ,x(kfn)

eine explizite Differentialgleichung, so kénnen wir

_ _ — (k=1)
1 =2, 22 =2 ,...,T =X
setzen. Dann ist das Losen von z*) = flt,z, ... 7a:(k_l)) mit den Anfangswerten
z(to) = co, . .. ,x(k_l)(to) = ¢x—1 aquivalent zum Losen von
Ty =T, X1 = Tp, ) = g(t, 1, ..., 2p)
mit den Anfangswerten x1(to) = co,...,zr(to) = cx—1. Fasst man z1,..., 2k

als Vektor z auf, so lautet das letzte System
o’ = f(t,z),2(to) = ¢,
mit
fit,x) = (z2,...,2k,9(t, z1,...,2%)) und ¢ = (co, ..., Cp—1).
Das heifst, jede explizite Differentialgleichung ist 4quivalent zu einem System 1.

Ordnung. Es geniigt also, Anfangswertaufgaben der Form z’ = f(t,z), z(to) =
2o zu studieren.

Zum Satz von Peano (Satz 6.1): Dieser Satz sichert uns nun schon einmal unter
gewissen Umsténden die Existenz einer Losung. Dummerweise kann es sein, dass
es mehrere Loungen gibt, und dies ist fiir die Anwendung unpraktisch. Deshalb
wollen wir uns mit dem Satz und dem Beweis nicht weiter beschéaftigen und
behandeln lieber den Satz von Picard-Lindel6f.

Zum Satz von Picard-Lindelof (Satz 6.2): Dieser Satz enthélt nun eine wesent-
lich schonere Aussage, ndmlich nicht nur die Existenz, sondern auch die Eindeu-
tigkeit. Damit macht dieser Satz auch numerische Berechnungen moglich, was
wir hier allerdings nicht vertiefen wollen. Wie schon &fters in diesem Buch wird
dabei der Banach’sche Fixpunktsatz als Beweismethode benutzt.

Wir merken noch an, dass die Lipschitz-Bedingung stets erfiillt ist, wenn die
Funktion f auf einer Umgebung von D nach z stetig differenzierbar ist. Wegen
der Kompaktheit von D ist dann némlich ||0;f(t,z)|| beschrankt auf D und
somit

f(t21) = f(E z2)] < sup{[|0xf (¢, @) |[}H]|z1 — 22|

Deshalb wird man diese Bedingung héufig durch die Differenzierbarkeit begriin-
den konnen. Die Einschrankung d < % ist aufserdem nicht nétig, sie vereinfacht
aber den Beweis.
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Beispiel 61

In einigen Fillen ist es moglich, die Losung von 2’ = f(t, x) durch das im Beweis
des Satzes von Picard-Lindel6f implizit benutzte Iterationsverfahren explizit zu
bestimmen. Denn schlielich verwendet der Banach’sche Fixpunktsatz ja Funk-
tionenfolgen.

Wir betrachten die Gleichung

x/ — ktk—l

mit einem k € N. Sei zg € R beliebig und tp := 0. Wir suchen also nach der
eindeutigen Losung zur Anfangsbedingung z(0) = xo. Es sei x(p) := xo und
T(n41) iterativ durch

t t
T(nt1)(t) == (Tz(n))(t) = z0 +/ f(s,2(n)(s)) ds = zo +/ ks® 2, (s) ds
to 0

definiert. Nach dem Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f ist nun die eindeutige
Loésung der Differentialgleichung gerade der Grenzwert von x(,,). Diesen wollen
wir also bestimmen.

Wir erhalten durch direktes Integrieren
t
z1y(t) = o —|—/ ks" lzods = zo(1 + tF)
0
und
b ok-1 k
x(2)(t) :a:o—l—/ ks" Txo(l+s7)ds
0

t t
=20 + / kskflxo ds Jr/ ks%*lxo ds
0 0

(t’“) )

1
=z + t*zo + §t2kxo zo(1+t" +

Per Induktion beweist man
=m0y &
x(n) - I ’
1=0
also -
z(t) = nli_)n;om(n)(t) =0 Z (l— = xoet .

In der Tat ist
k
o' (t) = zokt™ e = kt"1x(t), z(0) = zo.

Wie das folgende Beispiel zeigt, kann man nicht auf die Lipschitz-Bedingung im

zweiten Argument von f verzichten.
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Beispiel 62
Wir betrachten die Funktion

ft,z) =+/2|x|.

Die gewohnliche Differentialgleichung z'(t) = +/2|x(t)| besitzt zur Anfangsbe-

dingung x(0) = 0 die beiden Losungen z1(t) = 0 und z2(t) = M, denn es
ist 1(0) = z2(0) = 0 und
2 (t) =0 =0 = /2z], z5(t) = sgn(t)t = [t| = /2|z|.
|

Beispiel 63
Wir wollen nun noch kurz erlautern wie man mit Hilfe des Picard-Lindel6f-
Interationsverfahren Differentialgleichungen zweiter Ordnung 16st. Dazu sei

(1) =t + 2x(t)

mit z(0) = 1 und z’(0) = 0 gegeben. Die Idee ist, daraus zwei Differentialglei-
chungen zu machen, die jeweils die Ordnung 1 haben und darauf jeweils das
Iterationsverfahren von Picard-Lindelof anzuwenden. Hierfiir setzen wir (und
das ist der ganze Trick)

I
r1=x und x2=2x.

Es ist dann

/ !
1 T T2 T2 0

! = 1 = = +
To T t+ x1 1 t

Wir bekommen also folgendes System gewdhnlicher Differentialgleichungen ers-
ter Ordnung

xg(t) = T2, xl(()) =1

z5(t) = z1 +t, x2(0) = 0.
Auf jede einzelne Differentialgleichung kann das Iterationsverfahren angewendet
werden. Schreibt man dies in ,Vektorschreibweise® erhalten wir sofort

wgn)(t) 1 N t $(20) N 0
@]~ o (0) N
x5 (t) 0 \7

was wir losen konnen. Tut dies! [ ]
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Beispiel 64
Gegeben sei das Anfangswertproblem
xy 2 z1(0) 1

ah zi+t] \220) 0

Wir wollen dieses Anfangswertproblem mit Hilfe des Iterationsverfahren von
Picard-Lindel6f 16sen. Dazu bestimmen wir die ersten drei Iterierten:

1,‘1(15) _ 1
z2(t 0
2(t) ©
x1(t) _ 1 +/t 0 ds — 1
w2(t) " 0 o \s+1 t+1%/2!
x1(t) 1 +/t s+ s2/2! e — 112720 +13/3!
z2(t) ) 0 0 s+1 t+1%/2!
x1(t) 1 +/t s+ s2/2!
0o \14s+s2/2!4+53/3!

x2(t) @ 0

1+1%/2!1 4 3/3!
t+12/20 + 1330 + t1 /4!

Denken wir nun an die Potenzreihe der Exponentialfunktion, so scheint das

Ganze gegen die Losung
(z1(t), z2(t)) = (e —t, €' — 1)
[

zu konvergieren. Dies konnte man jetzt mit Induktion beweisen; einfacher ist
es aber, direkt nachzurechnen (durch Einsetzen in die DGL), dass dies wirklich

eine Losung ist.

Zu Loésungsverfahren linearer Differentialgleichungen in héheren Dimensionen
(Satz 6.3—6.9): In diesen Sitzen beschéftigen wir uns nun mit dem Losen
einer linearen Differentialgleichung in héheren Dimensionen. Da diese Sétze zu-
sammen die Richtigkeit der Methode beschreiben, wollen wir sie hier zusammen
kommentieren.

Zunachst bildet die Menge der Losungen der homogenen Gleichung einen Vek-
torraum, und wir treffen eine Aussage dariiber, wann eine Funktion f dort die
Nullfunktion ist, ndmlich schon dann, wenn sie an einer Stelle den Wert 0 an-

nimmt.
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Und wenn wir einen Vektorraum gegeben haben, dann interessiert uns dessen
Dimension; diese bestimmen wir dann in Satz 6.5.

Im néchsten Satz treffen wir nun einige Aussagen dariiber, wann n Funktionen in
diesem Vektorraum linear unabhingig sind. Dies ist wichtig, weil wir spéater beim
Losen eine Basis, das heifft n linear unabhéngige Funktionen dieses Vektorraums
bendtigen.

Haben wir dies getan, so kénnen wir nun in Definition 6.5 das sogenannte Fun-
damentalsystem definieren, das wir aus einer Basis von N4 gewinnen.

In Satz 6.7 treffen wir nun noch eine Aussage, wann die Spalten einer Matrix
ein Fundamentalsystem darstellen. Diese Charakterisierung benétigen wir dann
im néchsten Satz, in dem wir nun endlich die homogene Differentialgleichung
16sen konnen.

Wie schon im eindimensionalen Fall sieht die Losung der inhomogenen Glei-
chung ein wenig komplizierter aus. Allerdings wird sie ganz analog zum ein-
dimensionalen Fall aus homogener Losung und spezieller inhomogener Lésung

zusammengesetzt.

Zu Lésungsverfahren linearer Differentialgleichung in héheren Dimensionen im
Falle einer konstanten Matrix (Satz 6.10): Um nun die fiir uns wichtige Dif-
ferentialgleichung mit einer konstanten Matrix l6sen zu kénnen, brauchen wir
nur ein Fundamentalsystem. Dieses bekommen wir gerade durch Satz 6.10, wir
miissen nur die Jordan-Form kennen.

Beispiel 65
Wir suchen nach Lésungen der Gleichung

z' = Az, x(to) = xo

mit
-8 47 -8 9
A=1-4 18 -2/, Tro= |3
-8 39 -5 7

Hier haben wir im Kapitel iiber die Jordan-Form in Beispiel 145 schon
6e!  17e**  —4et 4 17te*
Telt = | 2¢"  6e2t —e?t + 6te?!

et 14e2t  —3e? 4 14te?!

berechnet. Als nichstes miissen wir nun T'c = x¢ 16sen. Mithilfe des Gauf’schen
Eliminationsverfahrens erhalten wir
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und damit ist die Losung der Differentialgleichung gegeben durch
z(t) = Telt10)c

oder ausgeschrieben

6 17 4 17
2(t) = —2 | 2 =ty | g Q2(tto) 4 [ | g2G—to) _ 6 |- tO)GQ(t—tO).
5 14 3 14

Separation der Variablen: Diese Methode ist moglich fiir skalare Differential-
gleichungen der Form
' = f(t)g(x), z(to) = o,

mit stetigen Funktionen f,g. Ist nun g(zo) = 0, so ist 2/(to) = 0. Dann ist die
konstante Funktion x = zo anscheinend eine Losung der Gleichung.
Dieses Verfahren mag so zunéchst einmal kompliziert erscheinen, deshalb ein

Beispiel.
Beispiel 66
Wir betrachten die Differentialgleichung
’ t
x = —,z(to) = x0 # 0,
T

also f(t) =t,g(z) = L. Es folgt Schritt fiir Schritt

t T
/ sds = / ydy,
to X0

1
S = 18) = S o),

2 2 2 2
€T :$0*t0+t,

=+ xd — 2+t
fiir t2 > t3 — 3. [

Hier erkennt man auch, woher der Name des Verfahrens stammt, wir stellen
unsere Ausgangsfunktion dar als das Produkt zweier unabhéngiger Funktionen,
die jeweils nur von einer der Variablen abhéngen, haben also die Variablen
separiert.

Was ist nun, wenn dieses Verfahren nicht sofort anwendbar ist? Unter Um-
stdnden kann man die Losung einer Differentialgleichung auf Separation der
Variablen zurtickfiihren.
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Ist zum Beispiel

r_ —
o = 1),
so setzen wir u := 7. Es folgt
/
, T't—=x 1, , =z 1
u = 2 = ;(m —;) = g(f(u)—u)'
Bestimmen wir nun u mit Separation der Variablen, so erhalten wir auch z.
Beispiel 67
Sei
2r —t
i xt :2%—1793(750) = xo,to # 0.
Mit u = 7 ist
1 1
u=-Qu—-1-u)=-(u—1), u(to)zw(to) =70 = u.
t t to to

Ist nun u(tp) =1, so ist w = 1 und damit = = ¢.
Ist u(to) # 1, so liefert Separation der Variablen fiir = > 0, =% > 0 (diese

to P ug—1

Einschrinkung ist fiir ¢ nahe to und v nahe uo immer erfiillt, da dies ja einfach
nur bedeutet, dass ¢t nahe to dasselbe Vorzeichen hat, und dies gilt wegen tg # 0.
Dasselbe gilt auch fiir v — 1 und uo — 1 wegen ug # 1 und der Stetigkeit von wu.
Diese Einschrankung benotigen wir gleich, um den Logarithmus anwenden zu
konnen.)

t u
1 1 t u
Zds = —d 1 =1 —1 .
/t(, 5 s /u v 1 y = [In|s|]z, = [In]y (o

0

Es folgt In 7:*0__11 =In %, also u = %(uo —1)+1lund z =tu= t2“0t70_1 +t.

Hierzu noch eine kurze Anmerkung. Wére hier nun uo = 1, so erhalten wir wie

im zuerst behandelten Fall auch z = t. Warum dann den Fall einzeln betrachten?
Wieder mal eine Aufgabe fiir euch ;-) Ein Tipp: Betrachtet die Integrale. |

Die lineare skalare Differentialgleichung erster Ordnung, Variation der Konstanten:
Wir wollen hier die lineare skalare Differentialgleichung erster Ordnung, das
heifst

' +a(t)z = f(t), z(to) = xo,

allgemein 16sen, und zwar sowohl die Homogene als auch die Inhomogene.
Verzichtet man hier auf das Stellen einer Anfangsbedingung, so erhalt man, dass
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung gegeben ist als Summe der
allgemeinen Losung der homogenen Gleichung und der speziellen Losung der
inhomogenen Gleichung.

Auch zu dieser Methode ein Beispiel.
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Beispiel 68
Wir betrachten

Also folgt

t
t t t x
x(t) = (/ 770 dr +0) 1~ = (to(t — to) +x0) ;- = 2 +t(?° — to).
to 0 0 0

Die Bernoulli’sche Differentialgleichung: Abgeleitet von der linearen Differenti-
algleichung kénnen wir die sogenannte Bernoulli’sche Differentialgleichung I6sen.
Fiir » € R betrachten wir

' +a(t)x + b(t)z" = 0,x(to) = xo > 0.

Wir wollen zunichst einige Spezialfiille ausschliefen. Fiir 7 = 0 erhalten wir 2’ +
a(t)z + b(t) = 0, das heifit die schon behandelte inhomogene lineare Gleichung.
Ist r = 1, so lautet die Gleichung x’ + a(t)z + b(t)z = 0. Auch diese homogene
lineare Gleichung kénnen wir schon 16sen. Sei also r # 0,1. Dann setzen wir
z := x'~". Multiplikation der Differentialgleichung mit (1 — )z ™" liefert

(1—r)z'z™"+(1=r)a(t)z' " +(1—r)b(t) =0, 2 +(1—=r)a(t)z+(1—r)b(t) = 0.

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung, die uns keine Schwierig-
keiten bereitet.
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Was versteht man {iberhaupt unter einer Kurve im R™? Wie ist sie mathema-
tisch definiert? Und kann man sich Beispiele fiir Kurven iiberlegen und diese
dann etwa von Map1e® zeichnen lassen? Ja, das kann man natiirlich. In diesem
Kapitel wollen wir genau dies tun und uns vor allem einige Beispiele fiir ebene
Kurven und Raumkurven anschauen.

Weiterhin werden wir verschiedene ,Darstellungsarten von Kurven angeben.
Danach werden wir iiber den Begriff der reguléren Kurve und der Parametrisie-
rung nach Bogenlénge sprechen. Wir werden zeigen, dass sich jede reguléar para-
metrisierte Kurve nach Bogenlénge umparametrisieren lasst. Aufierdem wollen
wir Langen von Kurven berechnen und uns anschauen, wie die Kriimmung von
Kurven definiert ist, und was wir darunter verstehen wollen. Wer einen weite-
ren Einblick in die elementare Differentialgeometrie erhalten mochte, der sei auf
das sehr gute und anschauliche Buch [B00] verwiesen, an dem wir uns in diesem
Kapitel auch orientiert haben.

7.1 Definitionen

Definition 7.1 (Kurve)
Sei I C R ein beliebiges Intervall. Eine parametrisierte Kurve ist einfach
eine glatte (das heifit unendlich oft differenzierbare) Abbildung der Form

c: I CR—R"

Anmerkung: Das Intervall I muss dabei nicht unbedingt offen sein, sondern
kann abgeschlossen oder halbabgeschlossen sein. Dies spielt hier keine Rolle. Ist

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 7, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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n = 2, so sprechen wir von einer ebenen Kurve. Ist n = 3, so nennen wir ¢ eine
Raumkurve.

Definition 7.2 (regulér parametrisiert)

Eine parametrisierte Kurve heiftt regulér parametrisiert, wenn der Ge-
schwindigkeitsvektor (erste Ableitung, wir schreiben hierfiir ¢’(¢)), nirgends
verschwindet, das heifst, wenn

d(t)£0 Vel

Definition 7.3 (Umparametrisierung, Parametertransformation)
Seic: I C R — R" eine parametrisierte Kurve. Eine Parametertransforma-
tion von cist fiir uns ein Diffeomorphismus ¢ : J — I, wobei J C R ein weiteres
Intervall ist, sodass zwei Dinge gelten: ¢ ist bijektiv und sowohl ¢ : J — [ als
auch ¢! : T — J sind unendlich oft differenzierbar. Die parametrisierte Kurve
c:=co¢:J— R", die sich so ergibt, heilt dann Umparametrisierung von
c.

Definition 7.4 (orientierungserhaltend, orientierungsumkehrend)
Wir nennen eine Parametertransformation ¢ orientierungserhaltend, falls
¢'(t) > 0 Vt und orientierungsumkehrend, falls ¢'(t) < 0 V¢.

Definition 7.5 (Parametrisierung nach Bogenlédnge)

Eine reguldr parametrisierte Kurve ¢ : I C R — R" mit der Eigenschaft
|c’(t)] = 1Vt € I nennen wir eine nach Bogenléinge parametrisierte Kurve
(im Folgenden auch nur ,reguldr genannt).

Anmerkung: Hierbei gilt |’ (t)] := /(c(t))2 + ...+ (ch(t))?. Eine proportio-
nal zur Bogenlinge parametrisierte Kurve ist eine regulédr parametrisierte
Kurve ¢: I C R — R”, fiir die |¢/(t)| = const. fiir alle ¢ gilt.

Auflerdem bemerken wir: Die Definition von |c’(t)| ist eine Norm im Sinne von
1.26, aber aus Einfachheitsgriinden schreiben wir fiir die Norm im Folgenden
einfach nur | - | statt || - ||.

Definition 7.6 (Spur)
Wird eine Kurve durch eine regulidre Kurve ¢ : I C R — R™ dargestellt, dann
nennt man das Bild ¢(I) auch die Spur der Kurve.

Definition 7.7 (Orientierung)

Auf der Menge der parametrisierten Kurven lisst sich eine Aquivalenzrelation
definieren, indem man Kurven als dquivalent ansieht, wenn sie durch orien-
tierungserhaltende Parametertransformationen auseinander hervorgehen. Eine
orientierte Kurve ist dann einfach eine Aquivalenzklasse dieser Relation.
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Definition 7.8 (Rektifizierbarkeit einer Kurve, Linge einer Kurve)
Eine parametrisierte Kurve ¢ : I C R — R heift auf dem Intervall [a,b] C I
rektifizierbar, falls

k
Lie] := L(cja,y) = sup{D_le(t:)—c(ti-1)| : k € Nya=to < t1 < ... < t) = b}
i=1
endlich ist, also wenn L(c|[q,5]) < co. In diesem Fall nennen wir L(cj[q,p)) die

Lange der Kurve c auf dem Intervall [a,b], siche dazu auch die néchste
Definition 7.9.

Definition 7.9 (Linge einer Kurve)
Sei ¢ : [a,b] C I — R™ eine parametrisierte Kurve. Dann heifst

b
L = / & ()dt

die Lange der Kurve c im Intervall [a, b)].

Anmerkung: Diese weitere Definition der Léange einer Kurve wird durch Satz 7.4

plausibel.

Definition 7.10 (Periode, geschlossen)
Wir nennen die parametrisierte Kurve ¢ : R — R" periodisch mit Periode L,
falls fiir alle ¢t € R gilt, dass

c(t+ L) =c(t) mit L > 0.

AuRerdem fordern wir, dass es kein 0 < L < L gibt mit ¢(t + L) = ¢(t) Vt €
R. Eine Kurve nennen wir geschlossen, wenn sie eine periodische regulére
Parametrisierung besitzt.

Definition 7.11 (einfach geschlossen)

Eine geschlossene Kurve ¢ nennen wir einfach geschlossen, wenn sie eine
periodische reguldre Parametrisierung ¢ mit Periode L besitzt und zwar mit
der Eigenschaft, dass die Einschrdnkung auf das Intervall [0, L), also ¢|jo,1),
injektiv ist.

Wir betrachten nun noch die Kriimmung einer Kurve im R?, also in der Ebene.

Definition 7.12 (Normalenfeld)
Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Das Normalen-
feld ist definiert als
0 —1
n(t) = - (t). (7.1)
1 0
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Definition 7.13 (ebene Kriimmung)
Sei ¢ : I — R? eine ebene, nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Die Funk-
tion k : I — R, die der Gleichung (7.2) geniigt, heift Kriimmung von c.

¢'(t) = K(t) - n(t). (7.2)

Anmerkung: Dass die Kriimmung eine Zahl ist, ist nicht selbstverstéandlich und
wird in den Erklarungen deutlich.

7.2 Satze und Beweise

Satz 7.1
Die Notation sei wie in Definition 7.3. Gegeben sei eine requldre Parametrisie-
rung der Kurve c. Dann ist jede Umparametrisierung wieder requldr.

Beweis: Sei ¢ := co ¢ die Umparametrisierung einer reguldren Kurve c. Es
gilt ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € J. Daraus ergibt sich nun mittels Differentiation auf
beiden Seiten

L= (5 00) )

und nach der Kettenregel

d 4 d d o
st Loy = Loy =gm #0 vies
Dies war nur Vorbereitung. Jetzt ergibt sich also

&(t) = (cog)'(t) = c(o(t)) - ¢'(t) #0

und damit die Regularitdt der umparametrisierten Kurve und folglich die Be-

hauptung. q.e.d.

Satz 7.2
Jede rektifizierbare, regular parametrisierte Kurve lasst sich so umparametri-
steren, dass die Umparametrisierung nach Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis: Seien ¢ : I C R — R™ reguléar parametrisiert und ¢y € I. Fiir den
Beweis definieren wir ¢(s) := ftso |¢/(t)|dt. Nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung ergibt sich nun +’(s) = |¢/(s)| > 0. Das bedeutet wieder-
um, dass v streng monoton wachsend ist. Dies liefert, dass ¢ : I — J := ¢ (1)
eine orientierungserhaltende Parametertransformation ist. Wir setzen jetzt ¢ :=
=1 :J — I. Unter Anwendung der Kettenregel folgt

1 1

o= 560 ~ @)
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Dies ergibt
o
e/ (o(t))]

Also ist ¢ nach Bogenlénge parametrisiert, wie gewiinscht. q.e.d.

)] =1(cog) (®)] = |c'(6(t) - &' (1) = |'($(1)) - =1

Satz 7.3
Es seien c1 : I1 C R — R™ und c2 : Ia C R — R"™ Parametrisierungen nach
der Bogenldnge derselben Kurve c.

m Falls c1 und ca2 gleich orientiert sind, ist die zugehorige Parametertrans-
formation ¢ : It — Is mit c1 = c2 0 ¢ von der Form ¢(t) =t + to fir ein
to € R.

m Falls c1 und c2 entgegengesetzt orientiert sind, ist sie von der Form ¢(t) =
—t + to.

Beweis: Seien die Bezeichnungen wie in dem Satz 7.3 gewahlt. Es gilt
i)l =1=ez(t)] Vs€l,tely,

da ci1,c2 beide Parametrisierungen nach der Bogenlédnge sind. Aufserdem ist
c1 = c2 0 ¢, also gilt nach Kettenregel

ci(s) = (c2 0 9)'(s) = ca(d(s))(s),

in der Norm also

1= le1(s)] = lea(6(s)¢'(s)] = 16" (s)] - [ca((s))] = & (s)].

Ist ¢ orientierungserhaltend, so gilt ¢’(s) > 0 fiir alle s € I1, also gilt 1 =
|¢’(s)| = ¢'(s) fiir alle s € I. Integriert ergibt das ¢(t) = t +to Vt € I fiir
ein tg € R. Ist ¢ orientierungsumkehrend, so gilt entsprechend ¢’(s) < 0, also
1=|¢'(s)] = —¢'(s), oder anders ¢'(s) = —1 fiir alle s € I. Integriert hat man
wieder ¢(t) = —t+to Vt € I1 fiir ein tp € R. Damit ist alles gezeigt. q.e.d.

Satz 7.4

Sei ¢ : [a,b] = R™ eine parametrisierte Kurve. Dann gibt es fir jedes € > 0 ein
6 > 0, sodass fiir jede Unterteilunga =to < t1 < ... <t =bmitt;41—t; <96,
wobei 1 =0,...,k gilt:

|L[c] — L[P]| <&, wobei P = (c(to),...,c(ty))-

Anmerkung: P = (¢(to), ..., c(ty)) bezeichnet einen sogenannten Polygon- oder
Streckenzug. Man verbindet einfach die Punkte ¢(tg) bis ¢(t,). Ein Bildchen
hierzu findet ihr in den Erkldrungen zur Definition 7.8 der Rektifizierbarkeit,
genauer geht es um Abbildung 7.10..
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Beweis: Der Beweis ist etwas umfangreich und verlduft in insgesamt fiinf
Schritten. Also tief durchatmen, Luft holen und los geht es. Sei € > 0 vor-
gegeben. Wir wahlen € € (0, ﬁ(b_a)) Wieso das Sinn macht, werden wir
gleich noch sehen.

1. Schritt: Wir behaupten zunéchst einmal: Zu € existiert ein §o > 0, sodass fiir
jede Unterteilunga = to < t1 < ... <tp =bmit t;41—t; < do,i=0,...,k
gilt:

k—1
=Y 1 i) - (i1 — ta)]| < €

=0

Dies zeigen wir so: Das Integral von riemann-integrierbaren Funktionen
kann durch Riemann’sche Summen approximiert werden. Es gilt:

<e

b k—1
/ FOdt =3 F(tien) - (tir — )
@ i=0

Hier ist L[c f |’ (t)|dt, das heifit, f(t) = |c'(t)].

2. Schritt: Wir zeigen: Zu £ existiert ein §; > 0, sodass | (t) — ¢} (s)| < &, falls

|t —s| < &; mit t,s € [a,b]. Der Beweis geht so: ¢ : [a,b] — R sind stetig

und [a,b] kompakt (nach Heine-Borel (Satz 1.12), da abgeschlossen und
beschrénkt). Daraus folgt, dass ¢}, j = 1,...,n gleichméRig stetig sind.

3. Schritt: Wir definieren ¢ := min{do,...,dn}. Sei nun eine Unterteilung a =
to < t1 < ... < tx = b der Feinheit kleiner als § vorgegeben. Nach
dem Mittelwertsatz der Analysis (siehe zum Beispiel [MK09|, Satz 11.5)
existiert ein 75 ; € (L, ¢i41), sodass

cj(tiv1) — ¢j(ts) = ¢ (7i,5) (tiv1 — ti).
4. Schritt: Wir behaupten: Es gilt:
le(tivn) — e(ts)] = |/ (tign) - (tit1 — t)|| < V- E(tigr — ta).
Dies rechnen wir einfach nach:

|letivr) = e(ta)| = | (tiv1) - (tigr — t3)|| =
|(1(ri1), s en(min)| = [(Altirn), s cn(tivn))] - (Figr — ta)
<er(min) = Aitivr), - En(Tin) = cpltivn)| - (tivr — ts)

= Z Tl 1 — C (t@+1)) (tz’+1 - ti)
< \/ﬁ~5(tz‘+1 — ti).
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5. Schritt: Summation tiber ¢ liefert nun:

LIP]— 31 (ti40)] - (tisn — t2)

1=0
k—1 k—1
= > le(tivr) — ()] = Y | (tir)] - (tir1 — 1)
1=0 1=0
k—1
<D leltivn) —c(ta) = |¢/ (tiv1) - (fi1 — L)
=0
k—1 k—1
<Y Vg (tipn—t) =i &Y (tigr — i) = Vné(b — a).
1=0 1=0

Nun ergibt sich insgesamt die Behauptung und zwar folgt

|L[P] = L[d]|
k—1 k—1

= |L[P] = D> | (birn)| - (tivr — t0) + Y |€/(ti1)| - (bir — i) — L[e]
=0 =0

k—1
D1t (tigr — i) — Lle]

i=0
<Vn-éb—a)+é=c(1+/n(b-a))<e,

< +

k—1
LIP] = ) [¢ (tisa)] - (a1 — 1)
i=0

= €
denn € < m.
Damit ist alles gezeigt, und jetzt versteht ihr auch, wieso wir am Anfang € so
gewahlt haben. q.e.d.

Satz 7.5 (Lange unabhingig von Wahl der Parametrisierung)
Sei ¢ : [a,b] — R™ regulir parametrisiert und ¢ = co ¢ : [a’,b'] — R™ eine
Umparametrisierung mit ¢ : [a’,b'] — [a,b]. Dann gilt L|c] = L[¢].

Beweis: Dies folgt sofort aus der Kettenregel und dem Transformationssatz
fiir Integrale, genauer: Seien ¢ = c o ¢ die Umparametrisierung von ¢ und
¢ : [a',bt'] = [a,b]. O.B.d.A. nehmen wir an, dass ¢(t) > 0, das heiRt, ¢ ist
orientierungserhaltend, sonst drehen sich die Vorzeichen einfach um. Es folgt
nun

b’ b b
L= [l = [ ooy @it = [ |- o(0)]d

b’ ”
— [ 1) 16 @)

Substitution s := ¢(t) liefert % = ¢'(t) und damit nach der Substitutionsformel

b’ b
Lm:/|awmwwww:/Ndﬂw:Md

’



150 7 Kurven

Und da steht das Gewiinschte L[¢] = L[c]. q.e.d.

Anmerkung: Man kann also von der Lange einer Kurve sprechen, da die Lange
parametrisierter Kurven nicht von der speziellen Parametrisierung abhéangt.

Satz 7.6
Sei ¢: I — R? eine ebene Kurve. Fiir die Kriimmung k(t) gilt dann

det(c’(t), " (t))
@)

Anmerkung: det(c’(t),c”(t)) ist so zu verstehen, dass wir in eine Matrix spal-

k(t) =

tenweise die Vektoren ¢'(t) und ¢’/ (t) schreiben und von dieser Matrix die De-

terminante berechnen.

Beweis: Seien

o(t) = J?(t) ’ (1) = x/(t) 7 () = x”(t) n(t) = nl(t) )
" (y(t) " y'(1) " v’ () " na(t)

Es gilt nun:
' <c”(t),c’(t)> .
(¢/(t), /(1))

Jetzt rechnen wir die Formel unter Anwendung der Definition 7.13 einfach nach:

st = GO - () a0

ORI O IO RO
‘|dun< Ok ’ “”>

_ 1 c// . C/ _ Cl(t) : <CH(t)’ Cl(t)> n
‘|d@»3< 0l ewr ““>
1 2" (1) —yu (1)) [2'(®)
O\ \y" 1) tﬂ5 V') \y' @)
_ 1 2 (t) —y(t
[ ()P \ \ 5" (2)
1 '@ [="®)
SO\ 2@ )T\

= 5 det(c'(t), ¢ (1))

)] = V(). ¢ (1)

q.e.d.
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7.3 Erklarungen zu den Definitionen

Zur Definition 7.1 einer Kurve: Anschaulich ist eine Kurve nichts anderes als
ein in den Raum gelegtes, verbogenes Geradenstiick. Rein mathematisch ist eine
Kurve nur ein wichtiger Spezialfall einer differenzierbaren Abbildung, denn bei
einer Kurve bilden wir ja immer nur von einem Intervall des R in den R" ab.
Damit wird auch klar, wieso ¢/(t) := (¢} (¢))* + ...+ (c,(t))?, denn so differen-
zieren wir ja gerade Abbildungen der Form ¢ : R — R™. ¢/(t) bezeichnet einfach
nur die Jacobi-Matrix, siehe auch Definition 3.5, falls ihr das Kapitel 3 noch
nicht gelesen haben solltet. Wir gehen hierauf nach den Beispiel nochmals ein.

Schauen wir uns nun ein paar (einfache) Beispiele fiir Kurven in der Ebene (R?)
und im Raum (R?) an.

Beispiel 69
m Einen Kreis kann man beispielsweise durch

¢:R = R? ¢(t) := (cos(t),sin(t))

parametrisieren. Er sieht dann so aus wie in Abbildung 7.1. Wie jede

y

Abb. 7.1: Ein Kreis.

Kurve besitzt auch der Kreis unendlich viele Parametrisierungen. Wir
konnten beispielsweise den Kreis auch schneller durchlaufen, also durch
c(t) = (cos(2t),sin(2t)) parametrisieren. Aber natiirlich interessiert man
sich nur fiir solche Parametrisierungen, die ,schéne” Eigenschaften, wie
beispielsweise die Parametrisierung nach Bogenldnge etc. besitzen. Wir
gehen hierauf noch einmal in den Erklarungen zur Definition 7.3 ein.

An sich wird an diesem Beispiel aber ganz gut deutlich, dass man das ¢
also Zeit interpretieren kann. Man durchléuft eine Kurve also zeitabhéngig
und fragt sich, wo man zu jedem Zeitpunkt ¢ € I gerade ist. Zeichnet man
dies, so bekommt man gerade das Bild der Kurve.

m Eine Gerade konnten wir wie folgt parametrisieren:

c:R—=R? e(t) := (£2,1%).
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oder aber einfach auch durch
c:R—R? c(t) := (t,t).
In beiden Féllen erhalten wir dasselbe Bild der Kurve.
m Die Parametrisierung der Schlaufe in der Abbildung 7.2 erfolgt durch

c:R—= R c(t) := (2 — 1,t(t* — 1)).

Abb. 7.2: Eine Schlaufe.

m Sie sieht aus wie eine Schnecke. Mathematiker sagen zu ihr logarithmische
Spirale. Eine Parametrisierung ergibt sich aus

c:R = R? ¢(t) := (e " cos(2nt), e " sin(27t)).

Dies sieht dann so aus, wie in Abbildung 7.3.

Abb. 7.3: Die logarithmische Spirale; eine Schnecke.

m Die so genannte Zykloide ist definiert als

c(t) = (r(t —sin(t)), (1 — cos(t))) . (7.3)
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r ist der Radius des Kreises. Uberlegt euch, wie diese Zykloide aussieht.
Diese hat auch eine physikalische Bedeutung: Ein frei beweglicher Mas-
sepunkt gelangt von jedem Startpunkt aus auf der Zykloide immer in
derselben Zeit auf den tiefsten Punkt; vorausgesetzt natiirlich, dass Luft-
widerstand und Reibung vernachlassigbar sind. Dies nennt man auch

»Tautochronie‘.

Kommen wir nun zu Raumkurven.
m Die Helix parametrisiert man wie folgt durch
c:R— R ¢(t) := (cos(t),sin(t), t).

Dies sieht dann so aus wie in Abbildung 7.4, und jeder kennt sie vielleicht
aus dem Biologieunterricht!?

001

Abb. 7.4: Eine Helix. Man kennt sie vielleicht von der beriihmten DNA-Struktur.

m Eine weitere schone Raumkurve ist die konische Spirale. Die Parametri-

sierung ergibt sich aus
¢: R — R? ¢(t) := (tcos(t), tsin(t),t).

Siehe auch Abbildung 7.5.

i

Abb. 7.5: Die konische Spirale.

Wir werden vorwiegend ebene Kurven oder Raumkurven betrachten, das heifst
Abbildungen der Form ¢: I C R — R? oder ¢ : I C R — R3. Noch eine kurze
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Anmerkung zur Schreibweise: Fiir eine Abbildung der Form ¢: I C R — R" gilt
in Koordinatenschreibweise

c(t) = (e1(t), ca(t), ..., en(t))

und fiir die erste Ableitung

¢(t) = (h(8), 5(0), .., alD)).

Jede Komponente besteht also aus einer Funktion, die dann differenziert wird.

Es gilt genauer
/

d .
¢ = 3 Vi=1,...,n.

Dies ist nichts Neues, fiir diejenigen, die schon Kapitel 3 gelesen haben; fiir alle
anderen wollten wir dies noch einmal aufs Papier bringen. [ |

Zur Definition 7.2 einer reguldr parametrisierten Kurve: Wir stellen mit dieser
Bedingung sicher, dass sich beim Durchlauf von ¢ € I der Kurvenpunkt c(¢)
tatséchlich bewegt. Wir schliefen damit konstante Abbildungen der Form ¢(t) =
d,d € R aus. Das sollte auch so sein, denn das Bild dieser Abbildung besteht
nur aus dem einzigen Punkt d, und das ist nicht gerade das, was wir unter einer
Kurve im tblichen Sinn, allein aus dem Sprachgebrauch, verstehen.

Den Ableitungsvektor ¢ (¢) bezeichnen wir auch als Tangentialvektor. Physika-
lisch wird er als Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢ interpretiert.

Beispiel 70 (Die Traktrix)
Die sogenannte Schleppkurve (Traktriz) kann parametrisiert werden durch

¢ (o, g) 5 R2, e(t) = 4 (sin(t), cos(t) + log(tan(t/2))) .

Graphisch veranschaulichen wir dies in Abbildung 7.6. Es gilt:

y

Abb. 7.6: Die Traktrix fiir t € (0,7), Der Wert t = 7/2 entspricht der Spitze bei (4,0).
Der untere Teil alleine, das heit ¢ € (0,7/2), ist regular.

/ 1 1 1 !
c(t)y=4 <Cos(t), —sin(t) — 5tan(t/2) ' cos2(t/2)> ’
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Wir kénnten nun die Kurve ¢ auf ganz (0, 7) definieren. Das Problem ist aber,
dass fiir t = % sich ¢/(7/2) = (0,0) und somit |¢'(7/2)| = 0. Daher hitte die
Kurve in diesem Punkt, also im Punkt ¢(7/2) = (4,0), eine Spitze. Und genau

das wollen wir durch unsere Definition 7.2 der Regularitit ausschliefien. [ |
Zur Ubung wollen wir einige Geschwindigkeitsvektoren berechnen.

Beispiel 71
m Den Kreis hatten wir weiter oben parametrisiert durch ¢(t) = (cos(t), sin(t)).

Fiir den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich nun ¢/(t) = (- sin(t), cos(t)).
Es gilt natiirlich ¢’(t) # 0 fiir alle ¢, da Sinus und Kosinus niemals an
derselben Stelle t Null werden. Dies macht man sich zum Beispiel klar,
wenn man sich das Bild vom Sinus und Kosinus vor Augen fiihrt. Das
Beispiel des Kreises zeigt weiter, dass eine regulir parametrisierte Kur-
ve nicht unbedingt injektiv sein muss. Man kann die Injektivitdt aber
nach Einschrénkung auf ein kleines Intervall fordern. Darauf gehen wir in
Definition 7.11 bzw. den Erkldrungen dazu ein.

m Die Gerade hatten wir parametrisiert durch c(t) = (¢3,3). Es ergibt sich
d(t) = (3t,3t%).

m Die Neil’sche Parabel, die durch

c:R—R? ct) = (£2,8°)

parametrisiert wird, ist fiir ¢ = 0 nicht reguldr (man sagt sie besitzt
dort einen singuldren Punkt), da dann ¢'(0) = (0,0), denn es gilt ¢'(t) =
(2t, 3t2).
y
100 -+
50 -+
: —
10 20
—50 +
~100 +

Abb. 7.7: Die Neil'sche Parabel.
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Kommen wir nun zu einem Beispiel fiir Raumkurven.

m Der Geschwindigkeitsvektor der Helix lautet ¢/(t) = (—sin(¢),cos(t),1).
Auch hier sieht man, dass die Helix regulér parametrisiert ist, da der letzte
Eintrag des Geschwindigkeitsvektors immer konstant 1 ist und daher der
Geschwindigkeitsvektor niemals identisch Null (also dem Nullvektor) sein
kann.

[

Zur Definition 7.3 der Umparametrisierung: Folgende Abbildung 7.8 verdeut-
licht Definition 7.3 ganz gut. Umparametrisierungen kann man sich so klar

Abb. 7.8: Eine Umparametrisierung ,anschaulich”. ¢(¢) entspricht also gerade ¢ o ¢(t).

machen: Schauen wir uns das Konzept der Umparametrisierung am Beispiel
eines Kreises an. Diesen hatten wir im Beispiel 69 parametrisiert als c(t) =
(cos(t),sin(t)). Aber wir konnen ihn auch als ¢(t) = (cos(2t),sin(2t)) parame-
trisieren. Das Bild ist dasselbe, aber wir durchlaufen den Kreis schneller.

Beispiel 72

Betrachten wir nun noch ein Beispiel von regulédr parametrisierten Kurven, die
man so umparametrisieren kann und somit zeigen kann, dass sie dieselbe Kurve
darstellen und beschreiben, also dquivalent sind. (Wir haben beispielsweise in
Beispiel 69 angemerkt, dass eine Gerade mehrere Parametrisierungen besitzt,
aber alle dasselbe Bild liefern.) Dazu betrachten wir die beiden regulir parame-
trisierten Kurven

c1:R—= R ei(t) = (4,1)

und
ca i Rao — R?, e2(t) = (In(t), In(t)).

Diese beiden Kurven sind dquivalent, denn es gilt mit der Parametertransfor-
mation ¢(t) = e gerade

c1(t) = (c2 0 9)(t) = c2(¢(t)) = In(e) = .

Sie représentieren daher dieselbe Kurve. [ |
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Zur Definition 7.4 einer orientierungserhaltenden Parametertransformation: Was
eine Parametertransformation &ndern kann, ist die Richtung, in der die Bildkur-
ve durchlaufen wird. Sie kann sie entweder erhalten oder umkehren. Die triviale
Parametertransformation ¢(t) = t beispielsweise dndert nichts an der parame-
trisierten Kurve, die Parametertransformation 1(t) = —t dagegen &ndert den
Durchlaufsinn. Es ist klar, dass eine Parametertransformation entweder orientie-
rungserhaltend oder orientierungsumkehrend ist. Dies begriindet man mit dem
Zwischenwertsatz aus der Analysis. Denn angenommen, es gibt ein ¢1 € I mit
@' (t1) < 0 und ein t2 € I mit ¢’(t2) > 0, so giibe es nach dem Zwischenwertsatz
ein t3 € I mit ¢'(t3) = 0. Dies ist aber nicht méglich.

Zur Definition 7.5 einer nach Bogenldange parametrisierten Kurve: Nach Bogen-
lénge parametrisierte Kurven werden mit konstanter Geschwindigkeit 1 durch-
laufen. Welche Vorteile dies zum Beispiel bei der Berechnung der Linge von
Kurven hat, werden wir in Definition 7.9 und den entsprechenden Erkldrungen
dazu sehen.

Zur Definition 7.7 der Orientierung: Die Orientierung einer Kurve gibt einfach
nur die Richtung an, in der die Kurve durchlaufen wird. Von vornherein kon-
nen wir diese aber nicht fiir jede Parametrisierung definieren, sondern dies geht
erst dann, wenn die Kurve nicht ,,umdreht”, also wenn der Geschwindigkeitsvek-
tor an keiner Stelle ¢ verschwindet. Daher betrachten wir ja auch nur reguldr
parametrisierte Kurven.

Zur Definition 7.8 der Rektifizierbarkeit: Stellt man sich eine beliebige Kurve
vor, so konnte man die Kurve doch durch Polygonziige (Streckenziige) appro-
ximieren und durch Grenzwertiibergang wiirden wir dann die Lange der Kurve
erhalten. Betrachten wir die folgende Abbildung 7.9.

c(ta)

Abb. 7.9: Approximation der Linge einer Kurve durch Polygonziige.

Unterteilen wir das entsprechende Intervall immer weiter, so bekommen wir eine
noch genauere Ndherung der eigentlichen Linge der Kurve (siehe Abbildung
7.10): Nun wollen wir dies etwas mathematisieren: Erst einmal schauen wir uns
die Abbildungen 7.9 und 7.10 noch einmal genauer an. Um nun die Lange der
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Abb. 7.10: Verkleinern der Streckenziige liefert eine genauere Approximation der Kur-
venlange.

Kurve zu bestimmen, approximieren wir also die Kurve durch Streckenziige, das
heift, wir wahlen eine Zerlegung des Intervalls [a,b] durch a = to < t1 < ... <
tr = b mit k € N und bilden damit den Streckenzug, indem wir bei c(t1) starten,
geradlinig zu c(t2) laufen, von hier weiter geradlinig zu ¢(t3) und so weiter, bis
wir schliefilich bei ¢(t;) angekommen sind. Die Lénge dieser Strecken ist also
durch |e(t;) — ¢(ti—1)| der Punkte ¢(t;—1) und c(t;) gegeben (man sollte sich
klar machen, dass dies eigentlich Ortsvektoren sind). So erhalten wir die Lange
der Verbindungsstrecken. Die Lange des gesamten Streckenzugs ist damit die

Summe
k

> e(ti) — elti-)l.

i=1
Wahlt man also eine Verfeinerung der Zerlegung, so wird der Weg im Allge-
meinen durch den feineren Streckenzug besser approximiert, und die Linge des
feineren Streckenzugs wird aufgrund der Dreiecksungleichung hochstens ldnger.
Es ist nun aber sehr umsténdlich, die Lénge einer Kurve mittels Streckenziigen
zu berechen. Daher gibt es Definition 7.9, die durch Satz 7.4 plausibel gemacht
wird, denn dort haben wir gezeigt, dass Definition 7.8 und 7.9 der Lénge einer
Kurve dquivalent sind.

Dennoch interessieren wir uns fiir ein Beispiel einer Kurve, die nicht rektifizier-
bar ist. Diese zeigen wir im kommenden Beispiel.

Beispiel 73
Die Kurve ¢ : R — R2, definiert durch

o(t) = { (t,sin(m/t)), filrtsjo
(0,0), firt=0

Wir betrachten die Lénge der Kurve auf dem Intervall [%, 1} mit n € N. Nach
Definition ergibt sich, dass die Lange grofer ist als die divergente Reihe

Q,Zz‘il' (7.4)
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Demnach gilt also

. . 1
Jim L (epyn,n) = lim 2; = (7.5)
und die Kurve c ist nicht rektifizierbar. [ ]

Zur Definition 7.9 der Lange einer Kurve: Wir verwenden natiirlich diese De-
finition der Lénge einer Kurve, um sie konkret auszurechnen. Es ist jetzt klar,
wieso man sich iiber den Satz 7.2 so freuen kann. Dort hatten wir gezeigt, dass
jede reguldr parametrisierte Kurve nach Bogenlénge umparametrisiert werden
kann. Eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve ist also gerade so lang wie
das Parameterintervall. Wir miissen jetzt nur noch einmal zeigen, dass sich die
Lénge einer Kurve aber unter Umparametrisieren nicht dndert. Dies ist aber
die Aussage des Satzes 7.5. Um die Linge einer Kurve ¢ : [a,b] — R™ im In-
tervall [a,b] zu berechnen, miissen wir also nur das Integral L[c] = f; |/ (¢)|dt

berechnen. Schauen wir uns ein paar Beispiele an.

Beispiel 74
m Wir betrachten den Kreis ¢ : [0,2n] — R?, ¢(t) = (r cos(t), rsin(t)), wobei
r der Radius ist. Wir wollen die Linge der Kurve im Intervall [0, 27]
berechnen. Dazu benétigen wir zuniichst den Geschwindigkeitsvektor ¢ ().
Dieser ist gerade gegeben durch

c'(t) = (—rsin(t),r cos(t)) = r(—sin(t), cos(t)).

Dadurch ergibt sich die folgende Lénge der Kurve:

27 27
/0 | (¢)|dt = /0 |(—rsin(t), rcos(t))|dt

_ /0 u \Jr(sin? (1) + cos?(8))dt

27
= / rdt = 27r.
0

So sollte es auch sein. Wir kennen dies als den Umfang eines Kreises mit
Radius 7.

» Wir betrachten die Zykloide c : [0, 27] — R?, ¢(t) := (t —sin(t), 1 —cos(t)).
Wir berechnen die Lénge der Kurve im Intervall [0,27]. Zunéchst ist
¢ (t) = (1 — cos(t),sin(t)), also

I ()] = |(1 — cos(t),sin(t))| = \/(1 — cos(t))2 + sin?(t)
= \/1 —2cos(t) + cos2(t) + sin?(t) = /2(1 — cos(t)).
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Die Lange der Kurve ist demnach gegeben durch

/% | (t)|dt = /ZW V/2(1 — cos(t))dt =
0 0

Die Piinktchen konnt ihr ausfiillen, indem ihr beispielsweise substituiert.
Also eine Ubung fiir euch!

m Nun aber endlich zu einem Beispiel einer Kurve, die nach Bogenlange
parametrisiert ist, und deren Lidnge man auf einem bestimmten Intervall
direkt ablesen kann.

Wir verwenden als Beispiel einfach den Einheitskreis ¢ : R — R?, ¢(t) =
(cos(t),sin(t)) und wollen die Linge im Intervall [0, 7] berechnen. Wir
wissen, dass ¢(t) nach Bogenldnge parametrisiert ist, denn

Ic'(t)| = |(—sin(t), cos(t))| = 4/sin?(t) + cos2(t) = 1.

Also folgt sofort
L[c]:/ |c’(t)|dt:/ dt = .
0 0

Der ein oder andere wird sich vielleicht fragen, wieso wir die Kurven aus den

ersten Beispielen nicht einfach nach Bogenldnge umparametrisieren, damit wir

das

Integral leichter ermitteln konnen. Der Grund liegt einfach darin, dass solche

Umparametrisierungen in der Realitdt nicht so leicht zu finden sind.

m Wir berechnen die Linge der logarithmischen Spirale ¢ : R — R?, e(t) :
A (cos(t),sin(t)) mit g < 0 < X auf einem Intervall [a,b]. Da ¢/(t) =
pert (X cos(t) — sin(t), Asin(t) + cos(t)), folgt

I/ (8)] = \/ (e t)? - |(Xcos(t) — sin(t), Asin(t) + cos(t))?|

= pe™ \/)\2 cos2(t) + A2sin?(t) + sin?(¢) + cos2(t)
= pe\/1+ A2,
Wir erhalten also

p)
L(¢|fap)) = ,ue /142 = uv1+>\ ( e)\a)'

m Die Helix mit der Ganghéhe h und Radius r > 0 ist die Kurve
ht
c:R—R? ¢(t) := (rcos(t), rsin(t), 2—)
7r

Der Geschwindigkeitsvektor von c ist ¢/(t) = (—rsin(t),rcos(t), h/27).
Damit besitzt ¢’(t) die Linge

") = || —rsi h _\/ 2 gin2 2 cog2 h2
I (®)| = ‘( rsm(t),rcos(t),%T)‘ = /72 sin*(t) + 2 cos (t)—|—4ﬂ_2

- \/ 2(sin?(t) + cos?(t)) + ~os = \/ + 2
-V A2 472
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Daraus ergibt sich nun

s, 7
L(cjjap) = (b—a)-y/7? + yroy

Fiir proportional nach Bogenldnge parametrisierte Kurven gilt demnach

L(cjjay) = (b—a)- | (t)].

Zur Definition 7.10 der Periode einer Kurve: Ein triviales Beispiel.

Beispiel 75

Der Kreis ist periodisch mit Periode L = 27. Die Bedingung c(¢t + L) = ¢(¢) fiir
alle t € I bedeutet, dass sich nach L, sagen wir Zeiteinheiten, alles wiederholt.
Also nichts mehr Neues passiert. So ist dies beispielsweise ja auch bei der Sinus-
und Kosinusfunktion. Kennt man diese im Intervall [0, 27], so kann man sich
nach links und rechts beliebig oft weiter zeichen, eben weil ,nichts mehr Neues

kommt*. [ ]

Zur Definition 7.11 der einfachen Geschlossenheit: Verdeutlichen wir uns die
Definition anhand zweier Bilder. Siehe dazu die Abbildung 7.11.

Abb. 7.11: Beispiel einer einfach geschlossenen Kurve im R? (links) und einer nicht
einfach geschlossenen Kurve im R? (rechts).

Zur Definition 7.12 des Normalenfelds: Anschaulich macht man sich diese De-
finition anhand der Abbildung 7.12 deutlich. Der Geschwindigkeitsvektor ¢’ (t)
wird um 90 Grad im mathematisch positiven Sinne gedreht. Dies spiegelt auch
die Definition 7.12 wider, denn die dort angegebene Matrix ist gerade eine Dre-
hung um 90 Grad gegen den Uhrzeigersinn. Damit steht n(t) senkrecht auf ¢'(t)
und (c'(t),n(t)) bildet eine Orthonormalbasis des R?.
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Abb. 7.12: Das Normalenfeld (der Normalenvektor) einer ebenen Kurve.

Zur Definition 7.13 der Kriimmung einer ebenen Kurve: Was versteht man an-
schaulich unter der Kriimmung einer ebenen Kurve? Dies ist eigentlich recht
einfach: Die Krimmung ist ein Maf$ dafiir, wie stark die Kurve von einer Gera-
den abweicht. Wir wollen die Formel (7.2) fiir die Kriimmung einer Kurve in der
Ebene herleiten. Sei dazu ¢ : I — R? eine ebene, nach Bogenlinge parametrisier-
te Kurve. Da ¢ eben nach Bogenlinge parametrisiert ist, gilt <c’(t), c/(t)> =1.
Wenn wir diese Gleichung auf beiden Seiten differenzieren, so ergibt dies

<c"(t), c'(t)> + <cl(t), c”(t)> =2 <c/(t), c”(t)> =0.

Demnach steht ¢/ (¢) senkrecht auf ¢”(¢). Also ist ¢”’(t) ein Vielfaches des Nor-
malenvektors n(t). Es gilt:

c'(t) = k(t) - n(t).

Wie wir oben schon geschrieben haben, ist die Kriimmung ein Mafs dafiir, wie
stark die Kurve von einer Geraden abweicht. Wenn ¢ eine nach Bogenlidnge
parametrisierte Kurve ist, so ist ¢ genau dann eine Gerade, wenn ¢’ (t) = 0,
das heiftt wenn x(t) = 0. Im Zweidimensionalen ist es moglich, eine Kriimmung
positiv oder negativ zu nennen. Wir fragen uns jetzt, wann eine Krimmung
positiv und wann negativ genannt wird. Die Kriimmung heifst positiv, wenn sich
die Kurve in Richtung des Normalenvektors kriimmt, also in Durchlaufrichtung
nach links. Sie ist negativ, wenn sie nach rechts gekriimmt ist.

1. Fall: Die Kriimmung ist positiv. Es gilt «(t) > 0.
2. Fall: Die Kriimmung ist Null. Es gilt x(¢) = 0.
3. Fall: Die Kriimmung ist negativ. Es gilt x(t) < 0.

Betrachten wir ein Beispiel, das wir ausfiihrlich durchrechnen wollen.
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Beispiel 76
Dazu sei die ebene Kurve ¢(t) = (r cos(t/r), rsin(t/r)) gegeben. Es gilt nun fir
den Geschwindigkeitsvektor und die zweite Ableitung:

¢(t) = (—r- Lsin(t/r), - :cos(t/r)) = (= sin(t/r), cos(t/r))
() = % (= cos(t/r), —sin(t/r)) .
Nun gilt doch offensichtlich
d(t)-"(t) =0.

Daher ist ¢”(t) = In(t). Also ist x(t) = % die Kriimmung von c. Diese ist
unabhéngig vom Parameter ¢, also liegt eine konstante Kriimmung vor. [ |

Jetzt fragt sich der ein oder andere bestimmt, wie man die Kriimmung fiir eine
Kurve im R, also eine sogenannte Raumkurve, berechnen kann. Im Dreidimen-
sionalen stehen wir jetzt aber vor einem Problem mit unserer Definition der
Kriimmung. Fiir eine rdumliche Kurve ist der Normalenvektor n&mlich nicht
eindeutig. Wie wollen wir das Normalenfeld definieren? Es lédsst sich zwar kein
einzelner Normalenvektor bestimmen, dafiir aber eine Normalenebene. Bei ebe-
nen Kurven hatten wir zwei senkrecht stehende Normalenvektoren. Durch die
Orientierung haben wir diesen dann eindeutig festgelegt. Aber wie machen wir
das nun bei Raumkurven? Dort wird es schwer sein, iiber die Orientierung zu
argumentieren. So viel sei verraten: Es ist auch hier moglich, verniinftig die
Kriimmung zu definieren, aber dies wiirde zu weit fithren. Wie man dies macht
und wie sich dies dann fiir Kurven im R™ verallgemeinern ldsst, entnehmt ihr
bitte einer Vorlesung zur elementaren Differentialgeometrie oder lest in dem
tollen Buch [BO0] nach.

7.4 Erkldrungen zu den Satzen und Beweisen

Zum Satz 7.1: Der Satz 7.1 sagt einfach nur aus, dass die Umparametrisierung
einer Kurve ¢ die Eigenschaft der Regularitéit erhalt.

Zum Satz 7.2: Diesen Satz lassen wir uns nochmal auf der Zunge zergehen: Jede
regular parametrisierte Kurve kann nach Bogenldnge umparametrisiert werden.
Das ist ein sehr niitzlicher Satz, wie wir spater auch noch sehen werden. Man
muss aber dazu sagen, dass es in der Realitédt nicht so leicht ist, die Umpara-
metrisierungen zu finden.

Zum Satz 7.4: Dieser Satz besagt, dass die Definitionen 7.8 und 7.9 dquivalent
sind und wir daher ganz einfach die Léange einer Kurve mittels des Integrals
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in Definition 7.9 berechnen kénnen. Nur ist diese halt nicht so anschaulich.
Man versteht nicht sofort, wieso dies gerade die Lénge liefert. Daher haben wir
zunéchst mit Definition 7.8 angefangen. Aber woran liegt das? Die Idee ist,
einfach erst einmal die Kurve durch einen Polygonzug zu approximieren und
dessen Lange bei immer feinerer Approximation zu untersuchen. Verwenden wir
die Notation aus Abbildung 7.9, so ist die Linge des Polygonzugs, also

k
LIP] =) le(ti) — elti-1)] (7.6)
i=1

eine untere Schranke fiir die eigentliche Linge der Kurve. Fiigt man weitere
Punkte ein, so wird die neue Naherung wohl etwas grofer werden, aber mit Si-
cherheit nicht kleiner. Dies liegt einfach an der Dreiecksungleichung. Konvergiert
L[P] nun, wenn sup |t; — t;—1| gegen Null strebt, so haben wir diesen Grenz-
wert als Lange der Kurve ¢ definiert. Mit dem Mittelwertsatz konnen wir in der
Summe aus Gleichung (7.6) sofort

le(ti) — e(ti—1)| = |&(&)[(t: — ti—1)

mit & € (ti—1 — t;) setzen und erhalten die Lénge im Grenziibergang einer
unendlich feinen Unterteilung. Dies rechtfertigt Definition 7.9.

Zum Satz 7.5: Dieser Satz besagt, dass die Liange einer Kurve bei Umpara-
metrisierungen erhalten bleibt. Wir kénnen (Satz 7.2) also jede Kurve nach
Bogenldnge parametrisieren, und damit vereinfacht sich das Integral bei der
Léngenberechnung erheblich, siche auch die Erklarungen zu Definition 7.9.

Zum Satz 7.6: Dieser Satz gibt einfach nur eine weitere Formel, um die Kriim-
mung einer Kurve im R? zu berechnen, weil es mit unserer Definition 7.13 der
Kriimmung einer ebenen Kurve recht schwer sein kann, wie Beispiel 76 gezeigt
hat.
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In diesem Kapitel werden wir Untermannigfaltigkeiten, genauer Untermannig-
faltigkeiten des R™, betrachten. Leider wird man damit den Mannigfaltigkeiten
nicht ganz gerecht, denn diese sind wesentlich mehr als nur Untermannigfaltig-
keiten vom R"™. Daher sollte man auch immer die allgemeinere Version einer
Mannigfaltigkeit, die komplett ohne den R"™ auskommt, im Kopf haben. Wir
werden diese ebenfalls angeben, uns aber in dieser Ausfiihrung, die ja nur einen
Einblick in die Untermannigfaltigkeiten geben soll, auf den R™ beschranken. Al-
len, die tiefer einsteigen wollen, sei eine Vorlesung zur Differentialgeometrie ans
Herz gelegt.

Schon einmal so viel: Lokal kénnen wir eine k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit des R™ unter gewissen Voraussetzungen durch eine Parameterdarstellung
mit k reellen Parametern, als Nullstellengebilde von n — k unabhéngigen diffe-
renzierbaren Funktion oder als Urbilder reguldrer Werte darstellen. Wir werden
Untermannigfaltigkeiten auf insgesamt drei verschiedene Arten und Weisen be-
schreiben (siehe Satz 8.1, Satz 8.2, Satz 8.3 und Satz 8.5). Wir werden uns
jetzt alles in Ruhe anschauen. Man fragt sich, wieso man Mannigfaltigkeiten
iiberhaupt benétigt. Dies wird in diesem Ubersichtskapitel leider nicht ganz so
deutlich werden, weil wir kaum Anwendungen von Mannigfaltigkeiten geben,
da dies den Rahmen des zweiten Semesters sprengen wiirde. Mannigfaltigkeiten
braucht man aber nicht nur in der Differentialgeometrie (die Heimat von diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeiten), sondern auch in der theoretischen Physik und
in vielen anderen Bereichen. In einem dritten Band unseres Tutoriums (,,Tuto-
rium hohere Analysis®, Erscheinungstermin voraussichtlich 2012/2013) werden
wir einige Anwendungen von Mannigfaltigkeiten in Bezug auf wichtige Integral-
sitze, wie den Integralsdtzen von Gauft oder Stokes, kennenlernen. Wir werden
uns dort dann anschauen, wie man iiber Mannigfaltigkeiten integriert.

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 8, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012



166 8 Untermannigfaltigkeiten

8.1 Definitionen

Definition 8.1 (Immersion)
Sei U C R” eine offene Menge. Wir nennen eine stetig differenzierbare Abbil-
dung

f:U =R (ur,...,ug) — @(ut, ..., ug)

eine Immersion, wenn der Rang der Jacobi-Matrix

6901‘)
Jr(u) =
#) (a“j 1<i<n, 1<j<k

in jedem Punkt u € U gleich k, also maximal ist.

Definition 8.2 (Untermannigfaltigkeit, Kodimension)

Eine Teilmenge M C R" heifst k-dimensionale C“-Untermannigfaltigkeit
von R", wenn zu jedem Punkt p € M eine offene Umgebung U C R™ und eine
stetig a-mal stetig differenzierbare Funktion

f=f1,s fap) : U RF
existiert mit den folgenden beiden Eigenschaften:
i) MNU ={z€U: f(z) =0}, das heilt fi(z)=...= fn_r(z) =0.
ii) Fir jedes « € U besitzt die Ableitung J¢(z) den maximalen Rang n — k.

Die Zahl n — k heifit Kodimension der Untermannigfaltigkeit.

Anmerkung: Untermannigfaltigkeiten mit Kodimension 1 heiffen Hyperfla-
chen. Dies sind also Untermannigfaltigkeiten der Dimension n — 1.

Definition 8.3 (Tangentialvektor, Tangentialraum)
Ein Vektor v € R" heifst Tangentialvektor an eine Untermannigfaltigkeit
M C R"™ im Punkt p € M, wenn es eine stetig differenzierbare Kurve

v:(—e,e) > MCR" >0
gibt, die in p den Vektor v als Tangentialvektor hat, das heifst es gilt
7(0)=p und +'(0) =w.

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p heift Tangentialraum und
wird mit 7}, M bezeichnet.
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Definition 8.4 (Normalenvektor, Normalenraum)

Die Voraussetzungen seien wie in Definition 8.3. Ein Normalenvektor von
M im Punkt p € M ist ein Vektor w € R", der auf allen Tangentialvektoren
v € Tp, M senkrecht steht. Die Menge aller Normalenvektoren heifit Norma-
lenraum, und wir bezeichnen ihn mit N, M.

Definition 8.5 (reguldrer Punkt, regulédrer Wert)

Sei f: U C R" — V € R™ eine differenzierbare Abbildung. Ein Punkt p € U C
R™ heifit ein regulérer Punkt von f, wenn die Jacobi-Matrix J¢(p) den Rang
m besitzt. Andernfalls heifst p ein singuldrer Punkt. Ferner heiftt ein Punkt
y € V ein regulirer Wert von f, wenn alle p € f~1(y) regulire Punkte sind.
Analog ist der Begriff des singulédren Wertes von f definiert.

8.2 Satze und Beweise

Satz 8.1 (Lokale Darstellung als Graph)

Eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit M im R™ ist lokal der Graph einer R™*-
wertigen Funktion auf dem RY. Genauer gilt: Es sei p = (p1,y-.-ypn) € M.
Dann ezistieren nach einer geeigneten Umnummerierung der Koordinaten of-
fene Umgebungen U’ C R wvon p' = (p1,...,px) und U” C R"™* von
p" = (Pri1,---,pn) sowie eine stetig differenzierbare Funktion g : U’ — U”
mit

MOU xU)={(',2")eU xU" :2" = g(z")} = {(z,9(z") : 2’ € U'}.

Beweis: Nach Definition 8.2 existiert eine offene Umgebung U von p und eine
stetig differenzierbare Funktion f: U — R™ % mit

Rang(f'(p)) =n—k und MNU={zxcU: f(z) =0},

denn der Rang muss maximal sein. Wir kénnen daher n — k Spalten von f'(p)
so auswéahlen, dass diese linear unabhéngig sind. Wir konnen annehmen, dass
dies die letzten n — k Spalten sind, sonst nummerieren wir einfach um. Nach
dem Satz iiber implizite Funktionen kénnen wir nun also Umgebungen U’ von
p’ und U” von p” und eine stetig differenzierbare Funktion g : U’ — U" mit

MOU xU")={(z',2") e U xU" 2" = g(')}

finden, die aber erst nur einmal stetig differenzierbar ist. Daraus ergibt sich erst
einmal die Behauptung. Wir miissen uns nur noch iiberlegen, wieso g entspre-
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chend ofters stetig differenzierbar ist. Dies folgt aber auch aus dem Satz iiber
implizite Funktionen, denn dieser impliziert

,_of (of\7!
9= oz’ \ Oz '

q.e.d.

Satz 8.2 (lokale Darstellung als diffeomorphes Bild von R* ¢ R™)
Eine Teilmenge M C R™ ist genau dann eine k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit, wenn zu jedem p € M eine Umgebung U und ein Diffeomorphismus F
auf eine offene Menge V' C R™ mat

FMnU)=VNn{zeR":zp41=... =z, =0}

existiert.

Beweis: Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

,=“ Nach Satz 8.1 existiert zu jedem p = (p’, p") Umgebungen U’ von p’ und
U" von p” und eine Funktion g : U’ — U” mit

MnU xU")={(',g(x')):2" €U'}.
Wir definieren jetzt eine Funktion F : U’ x U — R™ durch
F(a',2") = (a’, g(a’) — 2").
Es ergibt sich dann, dass

F@',p") = p —9®)) = (,0).
———

=0
Auferdem ist
E 0
F'o'p") =1\,
g@) —-E

invertierbar. Hierbei bezeichnet E die Einheitsmatrix. Nun wenden wir
den Satz von der inversen Funktion an und wissen, dass Umgebungen U
von p und V von (p’,0) existieren, so dass F' : U — V bijektiv und F’
stetig differenzierbar ist. Da nun aber g(z’) = 2", folgt

FMnU)=Vn{zeR" :zp41=... =z, =0}

»<“ Nun sei F': U — V ein Diffeomorphismus mit F(M NU) =V N{z € R":
Tk4+1 = ... = xn = 0}. Dann gilt aber auch

MNU={z€U: Fyy1(x)=...= Fo(z) =0}
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Da nun F’ invertierbar ist, sind die Spalten der Matrix fiir F’ linear un-
abhangig. Also hat die Matrix

<8Fj>
Ox; j=k41,...,n, i=1,...,n

den maximalen Rang n — k. Fertig!

q.e.d.

Satz 8.3 (Satz vom reguldren Wert)
Seien U C R™ und f : U — R* eine Abbildung. Ist a ein regulirer Wert von f,
so ist M = f~1(a) eine (n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

Satz 8.4 (Untermannigfaltigkeiten durch Immersionen)

Sei Q C R offen und ¢ :  — R™ sei eine Immersion. Zu jedem p €  existiert
dann eine offene Umgebung V wund zwar so, dass o(V) eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™ und ¢ : V. — o(V') ein Homéomorphismus ist.

Satz 8.5 (Parameterdarstellung einer Untermannigfaltigkeit)

Eine Teilmenge M C R™ des R™ ist genau dann eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem p € M eine offene Umgebung V' C M, eine
offene Menge Q C R* und eine Immersion ¢ : Q — R™ gibt, so dass ¢ : Q@ — V
ein Homoomorphismus ist.

Anmerkung: Diesen Homéomorphismus nennen wir dann auch Karte oder Pa-
rameterdarstellung.

Beweis: Wieder sind zwei Richtungen zu zeigen.

,»=“ Angenommen, es existieren ¢, 2 und V', dann ist nach Satz 8.4 die Menge
V = p(Q) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Also ist auch M
eine Untermannigfaltigkeit (wegen der Lokalitédt).

»<="“ Wir wollen den Satz 8.1 verwenden. Dazu sei also M in der Umgebung
eines Punktes p geschrieben als

MnN (U/ X U”) = {(x/,g(x/)) cx e U/}.
Wir brauchen nun einfach
V=MnU xU"), Q=U', p:Q—=R", px)=(z,g9(z))

setzen und haben die Voraussetzungen aus Satz 8.1 {iberpriift, konnen
diesen anwenden und sind fertig.
q.e.d.



170 8 Untermannigfaltigkeiten

Satz 8.6 (Eigenschaften des Tangentialraums)
Seien M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M ein
Punkt. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen fiir den Tangentialraum.
Der Tangentialraum Tp M ist ein k-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis er-
gibt sich wie folgt: Sei p : U — M C R"™ ein lokales Koordinatensystem von
M in einer Umgebung von p. Sei weiter @ € U ein Punkt mit (@) = p. Dann
bilden die Vektoren o oy

a—m(u), e B—Uk(u)

eine Basis des Tangentialraums T, M .

8.3 Erklarungen zu den Definitionen

Zur Definition 8.1 einer Immersion: Bevor wir uns ein paar Beispiele fiir Im-

mersionen anschauen, noch einige Anmerkungen:

in der Definition 8.1 ist eine (nxk)-Matrix.

m Die Matrix (gf?)
7/ 1<i<n, 1<j<k
Es gilt natiirlich notwendigerweise n > k, wenn der Rang gleich k sein soll.

Man sagt auch der Rang der Matrix ist maximal.

m Die Bedingung, dass %fj’) maximalen Rang (also Rang k) besitzt, ist
dquivalent dazu, dass die Vektoren

Iy Iy n
6u1(u),...,8Uk(u)€]R

linear unabhéngig sind.

Beispiel 77
m Ist £ = 1 zum Beispiel U C R ein offenes Intervall, dann ist eine Immersion

@ : U — R™ nichts anderes als eine regulidre Kurve.

m Sei ¢ : R — R? gegeben durch

plu) = (u”,u?).

Diese Abbildung stellt keine Immersion dar, denn die Funktionalmatrix

lautet
2u

Do(u) = »
u

Sie besitzt im Nullpunkt u = (0, 0) aber keinen maximalen Rang, sondern
Rang Null.
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m Sei nun ¢ : R — R? gegeben durch

o(u) = (u(u® —1),u* — 1).

Dies ist eine Immersion, denn man kann sich leicht {iberlegen, dass die
Funktionalmatrix
3u? —1

Dep(u) = o

fir alle w vollen Rang besitzt.

m Jede Kurve v : [0,1] — R™ mit v/'(¢) # 0 fiir alle ¢ ist eine Immersion.

Zur Definition 8.2 einer Untermannigfaltigkeit: Wenn der Schnitt von M mit
einer hinreichend kleinen offenen Menge eine Eigenschaft besitzt, so sagen wir,
dass M lokal diese Eigenschaft besitzt. Lokal bedeutet hier also, dass M dass
gemeinsame Nullstellengebilde der (n — k) Funktionen fi,..., f,—x und deren
Gradientenvektoren in jedem Punkt linear unabhéngig sind.

Des Weiteren werden wir oft weglassen, dass es sich um eine C® - Untermannig-
faltigkeit handelt, sondern einfach nur ,,Untermannigfaltigkeit* schreiben, denn
dies gibt ja nur an, wie oft diese Funktionen f = (f1,..., fn—x) stetig differen-
zierbar sind. Bevor wir uns hier aber in Details verlieren, wollen wir uns lieber
ein paar Beispiele fiir Untermannigfaltigkeiten des R™ anschauen. Zeit fiir eini-
ge Beispiele, bei denen wir teilweise auf Nachweise verzichten. Thr solltet euch

iiberlegen, wieso dies Untermannigfaltigkeiten sind.

Beispiel 78
m Hyperflaichen besitzen wie in der Anmerkung zu Definition 8.2 beschrie-
ben, Kodimension 1, also Dimension n — 1. Sie sind lokal einfach das
Nullstellengebilde einer reellwertigen Funktion mit nichtverschwindendem

Gradienten.

m Die Sphére
S" = {z e R"" :||z||> =1}

ist eine Hyperfliche im R"T!, also insbesondere eine Untermannigfaltig-
keit. Sie ist dabei das Nullstellengebilde der Funktion

J(@) = ||| - 1.

Wieso? Na ja, der Gradient (die Ableitung) f' = 2z verschwindet nir-
gendswo auf S™. Dies rechnen wir konkret in Beispiel 88 durch.
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m Analog zum Beispiel mit der Sphére ist auch das n-dimensionale Ellipsoid

2 2
x T
E:{mER"Jrl:;Jr...Jr ;H'l—l}
a a
1 n+1

eine Untermannigfaltigkeit des R™*!. Um die Definition 8.2 zu verwenden,
setzen wir

1’% 37721+1

ay A1

m Das Paraboloid
{z e R®: 2} 4 23 = 227}
ist ebenfalls eine Hyperfliche mit f(z) = x5 4+ x3 — 223
|

Anmerkung: Wie im Einfiihrungstext zu diesem Kapitel angedeutet, kann man
eine Mannigfaltigkeit (diese nennt man dann eine topologische Mannigfaltig-

keit) ohne den umgebenden Raum R™ definieren. Dies geht so:

Eine topologische Mannigfaltigkeit M der Dimension m ist ein zusammenh&n-
gender, parakompakter Hausdorfl-Raum, welcher lokal euklidisch ist. Lokal eu-
klidisch heift, dass zu jedem Punkt p € M eine Umgebung U existiert mit
p € U, eine offene Umgebung 2 C R™ und ein Homdomorphismus z : U — Q.
Jedes = : U — Q heift eine lokale Karte (lokales Koordinatensystem) von
M um p. Eine topologische Mannigfaltigkeit kann man sich so vorstellen wie in

Abbildung 8.1.
SO\

T QO CR™

Abb. 8.1: Eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension m entspricht lokal dem R™.
Wir sagen, M ist lokal euklidisch, sieht lokal also wie der R™ aus.

Wir geben einige Anmerkungen, bevor wir zu konkreten Beispielen kommen.

m Existiert zu jeder offenen Uberdeckung (Qa)aer von M eine lokal endliche
Verfeinerung, das heifit eine lokal endliche Uberdeckung (Q’B) ger mit

VBel': Jael: Qs C Qa,

so heifkt M parakompakt.
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m In vielen Biichern werden topologische Mannigfaltigkeiten etwas anders
eingefithrt. Dort wird nicht die Parakompaktheit von M gefordert, son-
dern, dass M als topologischer Raum eine abzihlbare Basis besitzt. Da
aber topologische Mannigfaltigkeiten mit abzéhlbarer Basis stets para-

kompakt sind, ist unser Begriff allgemeiner.

m Es gibt in der Differentialgeometrie auch noch den Begriff der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit. Um einen Punkt p € M einer Mannigfaltigkeit
M gibt es ja durchaus mehrere offene Umgebungen und damit auch ver-
schiedene Karten. Man kann aber mit einem sogenannten Kartenwechsel
zwischen den Karten hin und her springen. Grob gesprochen: Eine topo-
logische Mannigfaltigkeit ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn
die Kartenwechsel alle differenzierbar sind.

Beispiel 79
Wir geben ein paar elementare Beispiele fiir topologische Mannigfaltigkeiten an.

m Die elementarste topologische Mannigfaltigkeit ist der R” mit dimR"™ =
m und R™ mit der Standardtopologie versehen, die durch die Standard-
metrik (euklidische Metrik) induziert wird.

m Sind M eine topologische Mannigfaltigkeit und U C M offen und zu-
sammenhéngend, so ist auch U mit der Relativtopologie eine topologische
Mannigfaltigkeit derselben Dimension.

m Die Sphire S™ C R™T! ist mit der Relativtopologie auch eine topologi-
sche Mannigfaltigkeit. Wir benétigen genau zwei Karten wie bei der S2,
die zusammen die Sphéire S™ komplett iiberdecken. Diese bezeichnet man

als stereographische Projektion.

m Sind M; und M2 zwei topologische Mannigfaltigkeiten, so auch M :=
My x Mz zusammen mit der Produkttopologie der Dimension dim M =
dim M7 + dim M>. Insbesondere ist wegen des obigen Beispiels der Sphére
auch der Torus

T =8 ' x ... x 8!
————

m-mal

eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension m.

Zur Definition 8.3 des Tangentialvektors: Ein Tangentialvektor an eine Unter-
mannigfaltigkeit ist einfach nur ein Tangentialvektor einer in der Untermannig-
faltigkeit verlaufenden Kurve. Die Abbildung 8.2 soll dies verdeutlichen.
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Abb. 8.2: Ein Tangentialvektor anschaulich.

Beispiel 80

Die Definition 8.2 einer Untermannigfaltigkeit besagt, dass man Untermannig-
faltigkeiten auch als Nullstellenmengen beschreiben kann. Wir betrachten die
Menge

M = {(z,y,w, z) eER*:zw—y? =0, yw—yw =0, xz —yw = 0}.

Wir wollen zeigen, dass M keine Untermannigfaltigkeit des R? ist. Dies konnen
wir mit Hilfe des Wissens iiber Tangentialvektoren bewerkstelligen. Angenom-
men, M ist eine Untermannigfaltigkeit des R*.

Es ist p = (0,0,0,0) € M. Weiterhin ist (¢,¢,t,t) € M, da beispielsweise ¢ - t —
t?=0und ¢t-t—t-t = 0. Wir kénnen daher eine Kurve v : (—¢,&) — M durch

’71(t) =t (17 1,1, 1) = (t7t7t7t)

definieren. Dann ist 1 (0) = p und 1 (0) = (1,1,1,1) =: v1. Demnach ist v1 ein
Tangentialvektor von M im Punkt p = (0,0,0,0), also liegt in T, M.

Wir kénnen nun einen weiteren Tangentialvektor vo € T3, M definieren, und zwar
definieren wir zunéchst die Kurve

v2: (—g,€) = M, v2(t) =¢(1,0,0,0) = (¢,0,0,0).

Es ist nun ~2(0) = 0 und 5(0) = (1,0,0,0) =: v2. Also ist v2 ein Tangential-
vektor von M im Punkt p = (0,0, 0,0). Ist M eine Untermannigfaltigkeit, so ist
T, M ein R-Vektorraum. Also muss vi +v2 € Tp M gelten. Dies ist aber nun der
gesuchte Widerspruch, denn es ist

v +v2 = (1,1,1,1) + (1,0,0,0) = (2,1,1,1) =: v3 & T, M.

Dass v3 nicht in T}, M liegt, sehen wir so: Angenommen es ist vz € T, M, dann
existiere eine Kurve v3 : (—¢,¢) — M mit

73(0) =0 und ~5(0) = vs.
Diese Kurve muss durch die Vorschrift

v3(t) = t(2,1,1,1)
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gegeben sein. y3 kann aber nicht in M abbilden, denn fiir beliebig kleines £ > 0
gilt

2-e—e’=¢e">0
und damit ist dies nicht in M. Also kann der Vektor vs = v1 +v2 = (2,1,1,1)
nicht in 73, M liegen, was jetzt aber der Eigenschaft eines R-Vektorraums erheb-
lich widerspricht.
Lange Rede, kurzer Sinn: M ist keine Untermannigfaltigkeit des R*. [ |

Zur Definition 8.4 des Normalenvektors: FEin Normalenvektor ist einfach nur
ein Vektor, der auf der Untermannigfaltigkeit senkrecht steht und das bzgl. der
kanonisch gegebenen euklidischen Metrik im R™.

Beispiel 81
In Beispiel 87 (ganz am Ende des Kapitels) werden wir mithilfe des Satzes 8.3
vom reguldren Wert zeigen, dass fiir

fiR? SR, f(z,y) =2 +y* — day

f71(1) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. Wir wollen jetzt
den Tangentialraum und den Normalenraum im Punkt (1,0) berechnen. Es gilt:

Df((lf,’y) = V4(173 - yvyB - x)
Dabher ist
Ta,00M = ker Df(1,0) = ker(4,—4) = ((1,1))

und natiirlich
N(l,O)M = <(17—1)>;

denn der Vektor (1, —1)7 ist offenbar (da das Skalarprodukt Null ist) senkrecht
zum Vektor (1,1)”. In der Praxis bestimmt man genau so Tangential- bzw.
Normalenraum. ]

Zur Definition 8.5 des reguldren Wertes: Um die Definition zu verstehen, schau-
en wir uns ein Beispiel an. Weitere Beispiele folgen dann in den Erkldrungen
zum Satz 8.3 des reguldren Wertes.

Beispiel 82
Ubung: Betrachtet die Abbildung

fiR = R? f(z,y,2) = (z,9).

und bestimmt die reguldren Werte von f. Ein kleiner Hinweis: Das Differential
ist einfach gegeben durch die Jacobi-Matrix

Ji(x,y,2) =

Was ist der Rang der Matrix? |
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8.4 Erklarungen zu den Satzen und Beweisen

Zur lokalen Darstellung von Untermannigfaltigkeiten als Graph (Satz 8.1): Wir
wollen an das Beispiel der Sphére aus Beispiel 78 ankniipfen.

Beispiel 83

Durch die Funktion f(z) = |[|z||*> — 1 wird die Sphéire S™ C R™™! definiert.
Es gilt fiir p € S™ entsprechend f’(p) = 2p. Dies ist alles, was wir in Beispiel
78 gelernt haben. Wir wollen die Sphéare nun lokal als Graph beschreiben. Ist
beispielsweise p,, # 0, so wahlen wir einfach

U'={z' eR":|]2'|| < 1}

und

U" = R0, g(a') = VI [P = /1 —a% —...— a3

Somit beschreiben wir die Sphére also als
S ={(z',2") e U xU" : 2" = g(z')}
= {(ml,...,xn+1):xn+1 = \/1—90%—...—%%}.

Ist nun p, = 0, so ist dann aber p,, # 0 fiir ein entsprechendes m # n. Vertau-

schen von m und n fiihrt uns wieder in die obige Situation. [

Zur lokalen Darstellung von Untermannigfaltigkeiten als diffeomorphes Bild (Satz
8.2): Dieser Satz zeigt, dass man Untermannigfaltigkeiten des R™ nicht immer
durch Parameterdarstellungen wie in Beispiel 90 darstellen muss, sondern es
noch eine andere Moglichkeit gibt. Schauen wir uns an, wie wir uns das Krite-
rium zu Nutze machen kénnen, um Untermannigfaltigkeiten zu entlarven.

Beispiel 84
Wir betrachten die Menge

A= {(x,y) e R® : 2° + 6y> = 1}.
Graphisch ist dies einfach nur eine Ellipse, mehr nicht. Wir setzen nun
[:R* SR, f(z,y) =2 +6y° — 1.
A kann dann auch als
A={(z,y) €R?: f(z,y) = 0}

geschrieben werden. Wir wollen nun beweisen, dass diese Nullstellenmenge ei-
ne l-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist, das heiffit die Ellipse ist eine 1-
dimensionale Untermannigfaltigkeit. Der Satz 8.2 sagt uns aber, dass wir Man-
nigfaltigkeiten auch als Nullstellengebilde formulieren kdnnen.
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Der Gradient von f ist
Vi(z,y) = (22,12y).

Demnach ist also
Vf(z,y) =0« (z,y) = (0,0).

Da aber (z,y) € A und (0,0) € A, so ist A eine 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit. [ |

Wir geben nun noch ein weiteres Beispiel.

Beispiel 85
Wir wollen beweisen, dass die Menge

My = {(z,y,2) € R®: fi(zx) = 2’ +y°—(2—1)°-2 =0, fo(z) = 2°+y°—2" -3 =0}

eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R® ist. Dazu berechnen wir zu-
néchst einmal die Gradienten von f1 und fa:

2x 2x
Vfi(z) = 2y und Vfa(z) = 2y
—3(z —1)? —423

Diese tragen wir nun transponiert in eine Matrix ein und erhalten so

2¢ 2y —3(z—1)2
2r 2y —423

Von dieser Matrix miissen wir nun den Rang mittels des Gaufsschen Eliminati-
onsverfahrens bestimmen. Multiplizieren wir die erste Zeile mit —1 und addieren
sie auf die zweite Zeile, so folgt sofort

2¢ 2y —3(z—1)2 2r 2y —3(z — 1)?
rang = rang =2
2r 2y —423 0 0 —423+3(z—1)?

Dass der Rang 2 ist, sieht man sofort, weil wir zwei linear unabhéngige Zeilen-
vektoren haben. Der Rang wire nur kleiner als 2, wenn —4z% + 3(z — 1) = 0.
Selbstverstandlich besitzt dieses Polynom auch eine reelle Nullstelle, aber man
kann ausrechnen (Ubung!), dass dieser Wert durch keinen Punkt aus M ange-
nommen wird. Folglich ist M eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit. [ |
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Zum Satz vom reguldren Wert (Satz 8.3): Wir wollen den wichtigen Satz vom
reguldaren Wert an einem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 86
Sei
FiR2 SR, fz,y) = (22 + 9y +22)° — 42 + 4?).

Fiir welche a € R ist f~'(a) eine Untermannigfaltigkeit?

Wir berechnen zunéchst den Gradienten von f, weil wir nach kritischen bzw.

regularen Punkten von f suchen. Es gilt:
Vf(z,y) = (2(:172 + 97 + 22)(2z + 2) — 8z, 4(m2 + 9% 4 2z)y — 8y) .

Ist (z,y) ein kritischer Punkt von f, das heift Vf(z,y) = 0, so ist 4(x? + y? +
2z)y — 8y =0, also y = 0 oder 22 +y* + 2z =2 & (22 +y*> +22) — 2 = 0. Der
zweite Fall ((z2+y?+2x)—2 = 0) fiihrt wegen 2(x?+y*+22)(20+2)—8x = 8 # 0
zu einem Widerspruch. Der erste Fall (y = 0) ergibt x = 0 oder x = —3. Wir
erhalten also die beiden kritischen Punkte (0,0) und (—3,0). Wegen f(0,0) =0
und f(—3,0) = —27 ist somit jedes a # 0, —27 ein regulérer Wert (kein kritischer
Wert) und somit ist fiir jedes solche a die Niveaumenge f~'(a) nach dem Satz

8.3 eine Untermannigfaltigkeit. |

Beispiel 87
Sei
fiR® SR, f(z,y)=2" +y* — day

Wir behaupten, dass f 71(1) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R?
ist. Dies geht natiirlich mit dem Satz vom regulédren Wert. Dazu berechnen wir
zunéchst die kritischen Punkte von f. Wegen

Df(z,y) = VA" —y,y° — @)
ist Df(x,y) = (0,0) genau dann, wenn
(xay) € {(070)7 (1: 1)7 (717 71)}

Da f(0,0) =0, f(1,1) = f(—1,—1) = —2 ist, ist a = 1 ein reguldrer Wert und
folglich ist f~'(1) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R?. [

Beispiel 88
Wir hatten ja schon angefiihrt, dass die Sphére

R™ > 8" = {z e R* : ||z]| = 1}
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eine Mannigfaltigkeit ist. Wir wollen dies mit Hilfe des Satzes 8.3 vom reguléren
Wert nochmals nachweisen. Auf der Sphire S™ liegen alle Punkte aus dem R™L,
die zum Ursprung den Abstand 1 haben. Dies wird gerade an der Bedingung ||z—
0|| = ||z|] = 1 deutlich. Hierbei soll || - || einfach die euklidische Standardnorm
sein. Die $? C R? kennt jeder von euch! Wir leben darauf. Man kann sie sich
einfach als Kugeloberflache vorstellen.

Um zu zeigen, dass S™ eine Mannigfaltigkeit ist, definieren wir die Abbildung

R SR, oz ||JCH2

Das Quadrat der Norm haben wir jetzt nur genommen, da dies beim Rechnen
leichter ist. Wir wollen die Jacobi-Matrix von f berechnen. Diese ist einfach
gegeben durch

Jp = f'(z) = 2.
Wie sieht man das? Ganz einfach: Sei z = (z1,...,2n+1) € R" ™! ein Vektor im
R™*!. Es gilt dann

2
f(:v)—lx||2=< x§+...+xg+1) P S

Leiten wir beispielsweise nach der ersten Komponenten x1 ab, so ergibt sich

2x1. Allgemeiner gilt
ai (@) = 200,

Da sich die Jacobi-Matrix aus den partiellen Ableitungen zusammensetzt, er-

halten wir somit sofort
Jp = (le 2¢9 ... 2xn 2xn+1) =2.27,

wobei natiirlich = (z1,...,2n4+1)”. Der einzige kritische Punkt und damit
kritische Wert ist 0. Alle anderen Punkte sind reguldre Punkte bzw. dann ent-
sprechend regulére Werte, beispielsweise auch 1. Wir wissen also nach dem Satz
vom regulidren Wert, dass f~*(1) eine Mannigfaltigkeit ist. Was ist f~ (1) aber?
Na ja, dies sind ja alle Punkte z € R™"!, die vom Ursprung gerade den Abstand
1 besitzen. Also ist

S"=f71)

und wir sind fertig. [ |

Zum Satz 8.4: Wir geben ein Beispiel, um den Satz zu verdeutlichen.

Beispiel 89
Sei @ =R x (0,7) und ¢ : T — R? gegeben durch

sin 0 cos ¢
©(¢p,0) = | sinfsin¢

cos 6



180 8 Untermannigfaltigkeiten

Dann ist das Differential gegeben durch

—sinfsing cosfcos
Dp(4,0) = | sinfcos¢  cos@sing
0 —sin6

und diese Matrix hat Rang 2. Also ist ¢ eine Immersion. Das Bild ist gerade
die Sphire S? ohne den Nordpol (0,0,1) und den Siidpol (0,0, —1). [

Zur Parameterdarstellung einer Untermannigfaltigkeit (Satz 8.5): Wir kénnen
Untermannigfaltigkeiten also auch direkt durch Parameterdarstellungen be-
schreiben. Dies schauen wir uns genauer an!

Bevor wir zu konkreten Beispielen kommen, wollen wir uns anschauen, wie man
Rotationsflichen parametrisiert. Wir vereinbaren, dass wir immer um die z-
Achse rotieren wollen.

Es seien r, h : R — R glatte Funktionen. Dann ist

(r,h) : R — R?, t— (r(t), h(t))

eine Parametrisierung einer Kurve im R?, die wir nun in die z, z-Ebene des R?
einbetten wollen. Dies liefert dann die Abbildung

R — R x {0} xR C R®.

Wir wollen nun diese Kurve um einen Winkel o € [0, 27) rotieren. Dies erreichen
wir analytisch dadurch, dass wir mit der Drehmatrix

cosa —sina 0
Dy = |sina cosa 0
0 0 1

multiplizieren. Zusammenfassend ergibt sich eine Abbildung f : R? — R?, wel-
che durch

f(t, @) := Dq - (r,0,h)T (¢)

cosa —sina 0 r(t)
sina  cosa 0] - 0
0 0o 1) \n@®

= (r(t) cos a, r(t) sin a, h(t)).

parametrisiert ist.
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Beispiel 90
m Wir betrachten die Sphére mit Radius r im R®. Wir erhalten die Sphére
anschaulich und rechnerisch durch die Rotation der Kreislinie

x(a) rsin o
o =
z(a) 7 Ccos o

um die z-Achse. Die zugehorige Parameterdarstellung lautet

rsin a.cos 8
(a,B) = F(a,8) = | rsinasin g
7 COS (v
Wir beschréanken nun a auf den Bereich 0 < o < 7 ein, damit DF' den
Rang 2 besitzt. Hierdurch werden der Nordpol (0,0,7) und der Siidpol

(0,0, —r) ausgeschlossen. («, 3) sind die Polarkoordinaten auf der Sphére.
Eine Ergidnzung zum Rang von DF'. Es gilt:

rcosacos3 —rsinasinf
DF(o,B) = | rcosasinfS  rsinacosf

—rsina 0
In dem oben genannten Bereich besitzt DF' den Rang 2.

m Als neues Beispiel nehmen wir den Torus. Sei R > r > 0. Der Torus mit
den Radien r und R entsteht durch Rotation der Kreislinie

x(t) R n rcos(t)) [ R+rcos(t)
z(t) 0 7 sin(t) rsin(t)

um die z-Achse. Nun erhélt man bei Rotation um den Winkel s einen
Punkt mit z’(t,s) = z(t) cos(s), ¥/ (¢, s) = z(t)sin(s) sowie 2/ (¢, s) = z(t)
und damit als Parametrisierung des Torus

(R 4+ rcos(t)) cos(s)
(t,8) = | (R+rcos(t))sin(s) | =: F(t,s).

7 sin(t)

Das Bild F(RxR) liefert nun den Torus. Dass dies wirklich eine Immersion
ist, folgt daraus, weil der Kreis die z-Achse nicht schneidet. Wir rotieren,
grob gesprochen, ,darum herum®. Anschaulich ist klar, wie wir den Torus
erhalten. Wir nehmen eine Kreislinie, die in der x — 2-Ebene symmetrisch
zur x-Achse liegt, und den Ursprung nicht in ihrem Innern enthilt. Diese
drehen wir einfach um die z-Achse und zwar ganz schnell, so dass man
den Torus vor seinen Augen sieht :-).

[
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Zu den Eigenschaften des Tangentialraums (Satz 8.6): Wir wollen uns an einem
Beispiel anschauen, wie wir eine Basis des Tangentialraums angeben kénnen.

Beispiel 91
Wir betrachten das einschalige Hyperboloid
3 2 2 2
M := {PER t(p1)” + (p2)” — (p3) 21}-
Man iiberlegt sich (dies soll eine Ubung sein!), dass
f:R?* 5 R f(x):= (cosh(x1) cos(z2), cosh(zy) sin(x2), sinh(z1))

eine Immersion ist. Wir wollen nun mit Hilfe dieser Immersion eine Basis des
Tangentialraums T, M bestimmen.

Nach Satz 8.6 bestimmen wir zunéchst die Tangentialvektoren. Da f eine Im-
mersion ist, bilden diese gerade eine Basis des Tangentialraums T'y(,) M. Es gilt

%(m) = (sinh(x1) cos(x2), sinh(z1) sin(z2), cosh(z1))
bzw. of
87(90) = (—cosh(z1) sin(x2), cosh(z1) cos(z2,0)
T2

Sei jetzt f(x) = p. Dann erhalten wir
cosh(z1) = /(p1)? + (p2)? und ps3 =sinh(z1).

Dies setzen wir nun in die obigen Tangentialvektoren ein und es ergibt sich, dass
die Basis des Tangentialraums 7T, M gerade aus diesen beiden Vektoren besteht:

ﬁ o) = P1Pp3 p2p3 )2 2
oz ") (¢<p1>2+<p2>2’¢<p1>2+(p2>27 ()" 4 (k) >

2L @) = (p2p1,0)

Wir wollen noch einige Worte zum Normalenraum schreiben: Der Normalen-
raum N, M ist ein (n — k)-dimensionaler Vektorraum. Er stellt das orthogonale
Komplement zum Tangentialraum dar.

FEine Basis des Normalenraums erhalten wir nun so: Seien fi1,..., fr—x : U = R
stetig differenzierbare Funktionen in einer offenen Umgebung V' C R™ von p mit
MOV ={zeV:fi(z)=...= fn_r(z) =0}

Weiterhin sei der Rang von (gﬂ’: -

J
bilden die Vektoren

) (p) gerade n — k. Dann
i=1,....n—k,j=1,...;n

gra‘dfj(p)7 ]: 17...,7’1,—]6

eine Basis des Normalenraums.
Auch dazu wollen wir uns ein Beispiel anschauen.
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Beispiel 92
Sei U C R™ offen und f : U — R in C'. Wir betrachten die Mannigfaltigkeit
(auch Graph genannt)

M :={(z, f(z)) :x € U}.

Man iiberlegt sich, dass M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™**
ist. Daher ist der Tangentialraum an einem Punkt p = (z, f(z)) € M also
n-dimensional.

Wir betrachten einfach die Kurve

v:(—¢g,e) = M, v(t) = (x + tv, f(z + tv))
fir v € R"™ und z € U. Es gilt nun
7(0) = (2, f(z)) =p und ~/(0) = (v, Dfu(2)).
Damit lautet der Tangentialraum also
T, f(x)) = {(v,Dfo(x)) : v € R"}.

Der Normalraum ist nun n+1—n = 1-dimensional. Es ist gerade das orthogonale
Komplement zu T4, f(.))M. Ein Vektor (Z,7) mit & € R™ und § € R steht
genau dann auf allen Vektoren (v, f'(z)v) senkrecht, falls er auf (e;, f'e;) mit
i =1,...,n und den Standardbasisvektoren e; steht. Daher ist die Komponente

Z; von T gegeben durch
~ ! ~
T = —f(2)7.






O Euklidische und unitare
Vektorraume

Ubersicht

9.1 Definitionen ....... ... . 185
9.2 Sadtze und Beweise . .. ... 186
9.3 Erkldrungen zu den Definitionen .......... ... ... ... .. L. 187
9.4 Erklarungen zu den Satzen und Beweisen............... ... ... ... 190

In diesem Kapitel wollen wir unser Wissen {iiber euklidische Vektorrdume aus
der Linearen Algebra 1 auffrischen und auf sogenannte unitére Vektorrdume
verallgemeinern. Dies sind, grob gesprochen, Vektorrdume, die mit einem kom-
plexen Skalarprodukt ausgestattet sind. Was ein komplexes Skalarprodukt ist,
werden wir uns jetzt anschauen.

9.1 Definitionen

Definition 9.1 (Standardskalarprodukt, euklidischer Vektorraum)
Sei V' = R" der Standardvektorraum der Dimension n € N iiber den reellen
Zahlen R. Das Standardskalarprodukt auf V ist die Abbildung

V x V_>]Ra (xvy) =7 <1’,y> :$Tyzzzlyz
=1

Das Paar (V, (-, -)) heifit euklidischer Vektorraum.

Anmerkung: Diese Definition werden wir fiir die Definition eines allgemeinen
Skalarprodukts heranziehen.

Definition 9.2 (Léinge eines Vektors)
Sei z € V ein Vektor aus unserem Standardvektorraum. Die Lénge des Vek-

||| := v/ {z, ).

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7_9, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012

tors definieren wir als
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Definition 9.3 (Winkel zwischen Vektoren)
Seien x,y € V, x,y # 0 zwei Vektoren aus V. Dann ist der Winkel «, den die
beiden Vektoren einschliefsen, gegeben durch

(z,y)

cosaq = ————.
Il - Iyl

Definition 9.4 (Standardskalarprodukt im Komplexen)

Sei V' = C"™ der Standardvektorraum iiber C der Dimension n € N. Das (her-
mitesche) Standardskalarprodukt zweier Vektoren x,y € V ist definiert
als die komplexe Zahl

<'7'>:VXV_>C7 (%Z‘J)HETZJ:Z@%

o=l

9.2 Satze und Beweise

Satz 9.1
Fir z,y,z € V.=C", X\ € C gelten die folgenden Aussagen:

Linearitdt im 2. Argument:

(my+2)=(z,y) +(x,2), (T, A-9)=A (z,9).
Semilinearitat im 1. Arqgument:

(+y,2)=(z,2) +(y,2), (A 2,9 =X(z,y).

Hermitesche Symmetrie:

Positive Definitheit:

(z,z) >0 Vx#0 wund (z,z)=0&z=0.
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9.3 Erklarungen zu den Definitionen

Zur Definition 9.1 des Standardskalarprodukts: Das Standardskalarprodukt
kennt ihr schon aus der Schule. Die Eigenschaften aus Satz Vektoren z,y €
V = R" seien gegeben durch

T = bzw. y=
In YUn

So erhalten wir sofort die gew6hnliche Definition

(zy)=a" -y
Dass wir den Vektor z transponieren miissen, angedeutet durch das T, liegt
einfach daran, dass wir eine Matrixmultiplikation durchfiihren. Wenn wir zwei
Vektoren aus dem R™ gegeben haben, wiirden wir eine (n x 1)-Matrix mit einer
(nx1)-Matrix multiplizieren. Dies geht nach Definition der Matrixmultiplikation
aber nicht, denn die Spaltenanzahl der ersten Matrix muss mit der Zeilenanzahl
der zweiten Matrix {ibereinstimmen. Transponieren wir aber die erste Matrix
(in diesem Fall ist dies ein Vektor), so mutliplizieren wir eine (1 X n)-Matrix
mit einer (n x 1)-Matrix, was wiederum ohne Probleme funktioniert. Daher
definieren wir das Standardskalarprodukt gerade so, wie wir dies getan haben.

Beispiel 93
Wir wollen die beiden Vektoren

1 1
r=| -1 und y=1[1
0 0

miteinander multiplizieren. Wir wissen nun, wie das geht, und zwar so:
() =a" y=1-14(=1)-140-0=1-1=0.

Dies bedeutet iibrigens, wie ihr euch bestimmt erinnert, dass die beiden Vektoren
senkrecht aufeinander stehen, wie wir auch in den Erklarungen zu Definition 9.3
sehen bzw. nachrechnen werden.

Einige von euch denken jetzt vielleicht, dass dies doch alles nichts Neues ist. Ja,
das ist richtig. Rufen wir uns noch einmal die Eigenschaften des Standardskalar-
produkts in Erinnerung. So werden wir in Kapitel 10 sehen, dass man durchaus
viele weitere Skalarprodukte definieren kann. Dies ist so dhnlich wie bei den
Metriken oder Topologien aus Kapitel 1. Es gibt halt viele, auch recht kompli-
zierte Skalarprodukte, von denen wir uns spéter einige anschauen werden. Unser
Standardskalarprodukt hat die folgenden Eigenschaften.
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Bilinearitat: Fiir alle u,v,w € V und X\ € C gilt:

(u+v,w) = (u w) + (v, w),
Ao, w) = A (v, w),
(u,v +w) = (u v) + (u,w),
(u, A w) = A~ (v,w) .

Symmetrie: Fiir alle v,w € V gilt:

(v, w) = (w,v).

Definitheit: Fiir alle v € V| v # 0 gilt:

(v,v) > 0.

Zur Definition 9.2 der Lange eines Vektors: Vektoren haben eine gewisse Lange,
und auch diese kénnen wir mittels des Standardskalarprodukts ausrechnen. Die

Lénge von Vektoren bildet im Sinne der Definition 1.26 eine Norm.

Beispiel 94
Wir berechnen die Lénge der Vektoren aus Beispiel 93. Wir erhalten

lall = V@) = VI + (-1 + 0 = V2

und

Iyl = V{y,y) = V12 +12 402 = V2

Noch eine Anmerkung: Die Norm, wie sie hier steht, wird natiirlich durch das
Skalarprodukt induziert. Dies sollte man immer im Hinterkopf behalten. [ |

Zur Definition 9.3 des Winkels zwischen zwei Vektoren: Zwei Vektoren schlie-
fen einen Winkel ein, wie man sich anschaulich sehr leicht iiberlegt. Na ja,
wenn wir im R? oder R? sind. Im R3! versagt die Vorstellung aber. Wir haben
gesehen, dass das Standardskalarprodukt der beiden Vektoren aus Beispiel 93
Null ist und gesagt, dass dies gerade bedeuten soll, dass die Vektoren senkrecht
aufeinanderstehen. Dies errechnen wir so:

cosa = (z,y) _ 0 =0=>a=02k+1)-

k€.
2l -yl v2-v2

T
2’
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Zur Definition 9.4 des Standardskalarprodukts im C™: Zunéchst erinnern wir
uns an die komplexen Zahlen. So wie wir in [MKO09] definiert haben, ist

C={z=x+i-y:z,y R}

der Korper der komplexen Zahlen mit i> = —1. C kénnen wir mit dem R? iden-
tifizieren. Damit kann jede komplexe Zahl als ein Vektor im C =2 R? aufgefasst
werden, und folglich besitzt jede komplexe Zahl eine Lange. Wir nennen dies
den Absolutbetrag und definieren mit z =z + i -y

|z] := va? + y? € R>o.
Das komplexr Konjugierte einer komplexen Zahl z = x + 1 - y ist
zi=z—i-yecC.

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir zwei komplexe Zahlen z,w € C

lz-w|=lz| - jw|, zFw=2+w, z-w=2-W, |2° =% 2 (9.1)

Wir wollen nun ein Beispiel betrachten, um das Standardskalarprodukt

einzuiiben.

Beispiel 95
Gegeben seien die beiden Vektoren

1 —1
r= 11 und y=1[ 1
2 -1
Es gilt nun
J— T
1 —1 1 —1
(zy) =7 -y= |1 1=1i 1
2 -1 2 -1
T
1 —1
=] | [mr e 2
2 -1

=2 —2=—2(1+41).

Hierbei bedeutet der Strich iiber dem Vektor, dass wir jeden Eintrag komplex
konjugieren. |
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9.4 Erklarungen zu den Satzen und Beweisen

Zum Satz 9.1 iiber die Eigenschaften des komplexen Standardskalarprodukts:
Diese Eigenschaften folgen sofort aus den bekannten Gleichungen (9.1). Die
Eigenschaften aus dem Satz 9.1 sind also so dhnlich wie die, die auch fiir das
Standardskalarprodukt aus Definition 9.1 gelten, nur dass wir hier wegen der
Definition 9.4 des Standardskalarprodukts im Komplexen ab und an mit dem
komplex Konjugierten arbeiten miissen. Auch dieses Skalarprodukt kann man
verallgemeinern. Wir werden in Kapitel 10 sehen, dass ein Skalarprodukt, das
diesen Eigenschaften geniigt, eine hermitesche Form genannt wird, siche dazu
Definition 10.11. Also auch das Standardskalarprodukt im Komplexen kann auf
andere schone Skalarprodukte verallgemeinert werden.

Noch eine Anmerkung: In vielen Biichern, beispielsweise in [Fis09], wird das
Standardskalarprodukt durch die Formel

n
(@y) =) =i
i=1

definiert. Mit dieser Definition erhélt man in Satz 9.1 die Linearitdt im 1. Ar-
gument und die Semilinearitdt im 2. Argument.
Die positive Definitheit erlaubt es uns, auf V' = C" eine Norm durch

|zl := (@, 2) = V]z12 + ... + [zn]? € Rxo

zu definieren. Ebenso macht es durchaus Sinn, zwei Vektoren z,y € V orthogo-
nal zu nennen, wenn {(x,y) = 0. Wegen der hermiteschen Symmetrie ist dies eine
symmetrische Relation. Dies geht natiirlich auch fiir das reelle Skalarprodukt.
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Das Standardskalarprodukt, sieche Definition 9.1 fiir euklidische Vektorrdume
bzw. Definition 9.4 fiir unitdre Vektorrdume, kann man auf die sogenannten Bi-
linearformen im euklidischen und auf die hermiteschen Formen im komplexen
Fall verallgemeinern. Unser erstes wichtiges Ergebnis wird sein, dass jeder eu-
klidische Vektorraum V' eine Orthonormalbasis besitzt. Identifiziert man V' mit
R™, vermoge so einer Orthogonal- oder Orthonormalbasis, so identifiziert sich
das Skalarprodukt auf V mit dem Standardskalarprodukt auf dem R™. Analog
werden wir sehen, dass jeder unitiare Vektorraum eine Orthonormalbasis besitzt.

10.1 Definitionen

Definition 10.1 (Bilinearform)
Sei V' ein Vektorraum iiber einem beliebigen Kérper K. Eine Bilinearform
auf V ist eine Abbildung

VXV =K,

die die folgenden Axiome erfiillt:
flu+v,w) = fu,w) + f(v,w),
f-v,w) =X fo,w),
flu,v+w) = f(u,v) + f(u,w),
f,A-w) =X f(v,w)
fiir alle uv,v,w € V und A € K.

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 10, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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Anmerkung: Ab und an schreiben wir fiir f(v,w) auch (v, w).

Definition 10.2 (Symmetrische Bilinearform)
Eine Bilinearform heifit symmetrisch, wenn zusétzlich zu den Eigenschaften
aus Definition 10.1 noch

f(v,w) = f(w,v)
fiir alle v,w € V gilt.

Anmerkung: Nédheres zu den symmetrischen Bilinearformen gibt es in Kapitel
13 iiber die Quadriken.

Definition 10.3 (darstellende Matrix)
Seien V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f : V' x V — K eine Biline-
arform und B = (v1,...,v,) eine Basis von V. Die Darstellungsmatrix oder
auch darstellende Matrix ist die Matrix

A = MB(f) = (aij) c Mn,n(K)

mit Eintragen

Qg5 = f(vi, vj).
Anmerkung: Wir werden sehen, dass der Zusammenhang f(z,y) = T Ay
bzgl. der Darstellungsmatrix existiert.

Definition 10.4 (Orthonormalbasis)

Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum der Dimension n und f eine
Bilinearform auf V. Eine Basis B = (v1,...,vn) heifit orthogonal beziiglich
f, wenn

<’U¢,’Uj> =0Vi#j.

Die Basis B ist eine Orthonormalbasis, wenn
(vi, vj) = bi,

wobei d;; das bekannte Kronecker-Delta bezeichnet, welches 1 ist, wenn i = j
und 0 ist, wenn ¢ # j.

Definition 10.5 (positiv definit)
Ein symmetrische Bilinearform f : V' x V — R auf einem reellen Vektorraum
V heiftt positiv definit, wenn fiir jeden nicht verschwindenden Vektor v € V
gilt:

flv,v) > 0.

Eine symmetrische Matrix A € M,, »(R) heift positiv definit, wenn die zuge-
horige Bilinearform auf R™ positiv definit ist, das heiflt, wenn fiir alle z € R",
x # 0 gilt:

2t Az >o0.
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Definition 10.6 (euklidischer Vektorraum, Norm)

Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlichdimensionaler reeller Vektor-
raum V zusammen mit einer symmetrischen, positiv definiten Bilinearform
f:VxV SR

Die Norm eines Vektors v € V' in einem euklidischen Vektorraum ist definiert

durch
[[v]| == v/ (v, v).

Definition 10.7 (Summe, direkte Summe)
Sei V ein K-Vektorraum und U;,Us C V seien zwei Untervektorraume. Die
Summe von U; und Us ist der von Uy U Uz aufgespannte Untervektorraum

von V'

U=Ui+U;=: (U1 UUs).
Oder anders formuliert:
Ui+ Uz :={ur +uz : u1 € U1, u2 € U2},
Die Summe U = U; + Us ist eine direkte Summe, in Zeichen
U="U®Ua,

wenn U; N Uz = {0}.
Definition 10.8 (Komplement)

Seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Ein Komple-

ment zu U in V ist ein Untervektorraum W C V mit
V=UsW
Dabei ist also U N W = {0}, und U + W besteht aus den Elementen
{u+w:uvelUwe W}
Definition 10.9 (orthogonales Komplement)
Sei V ein K-Vektorraum, auf dem eine symmetrische (oder alternierende) Bili-

nearform (oder hermitesche Sesquilinearform) (-, -) gegeben ist. Fiir einen Un-
terraum U C V schreiben wir

Ut ={veV: VueU: (uv) =0}

und nennen dies das orthogonale Komplement.

Anmerkung: Wichtig ist zu bemerken, dass ein Komplement nicht notwendiger-
weise ein orthogonales Komplement sein muss, bzw. man kann das Komplement
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fiir jeden Vektorraum definieren (es muss aber nicht immer existieren), wiahrend
man das orthogonale Komplement nur dann definieren kann, wenn man einen
Vektorraum mit einem Skalarprodukt hat.

Definition 10.10 (Projektion)
Seien V' ein K-Vektorraum und

V=UsWw

eine Zerlegung von V in die direkte Summe von zwei Untervektorrdaumen U, W.
Dann heifst die Abbildung

p:V —=U v=u+w— u,

die einem Vektor v die erste Komponente der (eindeutigen, da direkte Summe)
Zerlegung v = v + w mit v € U,w € W zuordnet, die Projektion auf U
beziiglich W.

Nun definieren wir alles noch einmal fiir den komplexen Fall in C und werden
einige Gemeinsamkeiten und Ahnlichkeiten entdecken.

Definition 10.11 (hermitesche Form)
Eine hermitesche Form auf einem C-Vektorraum V ist eine Abbildung

f:VxV-=C

mit den folgenden Eigenschaften fiir alle u,v,w € V und X € C:

Linearitiit im 2. Argument:

fu,v+w) = fu,v) + fu,w), flu,A-v) =X f(u,v).
Semilinearitéit im 1. Argument:

flutv,w) = flu,w) + f(v,w), F(A-u,v) = Af(u,v).

Hermitesche Symmetrie:

f(vvu) = f(u,v).

Positive Definitheit:
flu,u) >0 fur u # 0.

Definition 10.12 (selbstadjungiert)
Sei A = (as;) € Mm,n(C) eine (m x n)-Matrix mit komplexen Eintridgen. Die
(n x m)-Matrix

A=A = (@s0)



10.1 Definitionen 195

heiftt die Adjungierte von A. Im Fall m = n heifit A selbstadjungiert, wenn
A" = A gilt, also wenn
;j = Qjj Vi, j.

Definition 10.13 (darstellende Matrix)

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum der Dimension n. Seien weiter
B = (v1,...,vn) eine Basis von V und f eine hermitesche Form auf V. Die
darstellende Matrix oder auch Darstellungsmatrix von f bzgl. B ist die
(n x n)-Matrix

Mp(f) == (f(vi,v5))is-

Definition 10.14 (unitirer Raum)
Ein unitdrer Raum ist ein C-Vektorraum V', zusammen mit einer positiv

definiten hermiteschen Form (-, -).

Definition 10.15 (unitérer)
Eine quadratische Matrix Q € M, »(C) heift unitédr, wenn

Q-Q"=Q"-Q=En.
Wir bezeichnen die Teilmenge von M, »(C) aller unitdren Matrizen mit Uy,.
Definition 10.16 (Adjungierte)

Sei ¢ : V — V ein Endomorphismus von V. Eine Adjungierte von ¢ ist ein
Endomorphismus ¢* : V' — V mit der Eigenschaft, dass

(6" (v),w) = (v, p(w)) Yv,w € V.

Anmerkung: Diese Definition gilt natiirlich auch fiir Matrizen. Denn aus der
Linearen Algebra 1 wissen wir ja, dass wir eine lineare Abbildung zwischen
endlichdimensionalen Vektorrdumen mit einer Matrix identifizieren kénnen.

Definition 10.17 (unitér, selbstadjungiert, normal)
Ein Endomorphismus ¢ : V' — V mit einer Adjungierten ¢* heift

i) unitdr, wenn ¢* o ¢ = ¢ o o™ = Idy,
ii) selbstadjungiert, wenn ¢* = ¢,

iii) normal, wenn ¢* 0o ¢ = ¢ o ¢*.
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10.2 Satze und Beweise

Satz 10.1
Seien V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum der Dimension n, f : V X
V — K eine Bilinearform und B = (vi,...,v,) eine Basis von V. Seien
v,w € V beliebige Vektoren und x,y € K™ die zugehiorigen Koordinatenvekto-
ren beziiglich der Basis B, das heifit, es gilt v ="73"" | xv; und w = Y7 | yiv;.
So gilt:

flo,w) = 27 Ay.

Hierbei bezeichnet A = Mpg(f) die darstellende Matriz von f beziglich der
Basis B.

Anmerkung: Wir lassen im Folgenden den Matrizenmultiplikationspunkt weg.
Schreiben also nicht 27+ A-y, sondern einfach nur 27 Ay. Es ist nicht ausgeschlos-
sen, dass wir dies an einigen Stellen aber schlichtweg vergessen haben, oder, weil
es deutlicher ist, trotzdem hingeschrieben haben. Dies sei uns verziehen, und
wir geben dann zu bedenken, dass der Malpunkt die Matrixmultiplikation, die
Skalarproduktmultiplikation oder die herkémmliche Multiplikation bezeichnen
kann.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort, wenn man die Bilinearitét von f benutzt,

denn es gilt so

f,w) = f D mivi, > ysv;
i i
= @iy f (vi, v5)

2%
= ;I:TAy.

q.e.d.

Satz 10.2

Ist f : V xV —K eine Bilinearform auf dem Standardvektorraum V = K"
und ist A = (aij) € Mpn(K) die darstellende Matriz von f beziglich der
Standardbasis, also

a’ij = f(ei7€j)7 Z7.7 = 1) BRI L
so gilt:
=0 '>A :
Anmerkung: Zur Definition von (-, -) , siche Beispiel 96. Dort definieren wir das
wichtige Skalarprodukt (z,y) 4 := zT Ay.
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Satz 10.3 (Basiswechselsatz fiir Bilinearformen)

Seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum der Dimension n und f : V X
V — K eine Bilinearform. Seien A,B Basen von V. Die Beziehung zwischen
den darstellenden Matrizen von f bzgl. A und B wird durch die Formel

Mp(f) = (T2)" - Ma(f) T4

beschrieben. Hierbei ist TS € GLn(K) die Transformationsmatriz des Basis-
wechsels von B nach A.

Beweis: Wir nehmen zwei Vektoren v, w € V und bilden zuerst die zugehorigen

Koordinatenvektoren z,y € K™ beziiglich der Basis A = (v1,...,v,) ab und
erhalten
’U:invi, w:Zyivi.
i i
Dann sind die Koordinatenvektoren z’, 3’ beziiglich der Basis B = (w1, . .., wx)

gegeben durch
v = Za:'iwi, w = Zygwi.
Ist Q = TE die Transformationsmatrix des Basiswechsels von B nach A, so gilt:
r=Qz', y=Qy. (10.1)
Ist nun A = M 4(f) die Darstellungsmatrix von f beziiglich A, so gilt:
flv,w) =z Ay. (10.2)
Durch Einsetzen von (10.1) in (10.2), erhalten wir
fv,w) = Q)T AQy) = ()" (QTAQ)y -
Es folgt nun mit Satz 10.2, dass
B:=Q"AQ = Msz(f)
die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis B ist. q.e.d.

Satz 10.4

Seien V' ein endlichdimensionaler Vektorraum der Dimension n, f eine Bili-
nearform auf V und A = (vi,...,vyn) eine Basis von V. Sei A := M(f) die
darstellende Matriz. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) Es gibt eine orthogonale Basis von V bzgl. f genau dann, wenn eine
invertierbare Matriz QQ € GLn(K) existiert, sodass

Q" AQ

eine Diagonalmatriz ist.
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1) Es gibt eine Orthonormalbasis von V bzgl. f genau dann, wenn es eine
invertierbare Matriz QQ € GL,(K) gibt, sodass

QTAQ = E,

die Einheitsmatriz ist. Aquivalent formuliert: Es gibt ein invertierbares

P e GL,(K) mit
A=PTp

Beweis:

i) Sei B = (w1,...,wy) eine Basis von V. Nach Definition 10.4 ist diese

genau dann orthogonal beziiglich f, wenn fiir i # j gilt:
bij == f(wi,w;) = 0.
Dies bedeutet aber, dass die Darstellungsmatrix
B = Mp(f) = (bij), bij = fwi,w;)
eine Diagonalmatrix ist. Es gilt nun
B=0Q"AQ mit Q:=T5% € GL,(K).
Damit ist die erste Aussage bewiesen.

ii) B ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn
B =Mp(f) = En.
Dies ist aber genau dann der Fall, wenn

A=P"MpP=PTE,P=P'P mit P=T5 =Q .
q.e.d.

Satz 10.5 (Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt)
Sei (V, (-,+)) ein euklidischer Vektorraum. Dann gibt es eine Orthonormalbasis,

das heifit eine Basis B = (w1, ..., wy) von V mit
(wi, wj) = bij.

Anmerkung: Den Beweis wollen wir hier auf jeden Fall geben. Dieser wird kon-
struktiv sein, wie nicht anders zu erwarten war. Aus dem Beweis folgt das soge-
nannte Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt (in unserer Form ist es
sogar ein Orthonormalisierungsverfahren). Wer das in dieser abstrakten Form
nicht sofort versteht, den verweisen wir auf die Erkldrungen und Beispiele zu

diesem Satz :-). Los geht es:
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Beweis: Sei A = (v1,...,vn) eine beliebige Basis von V. Zum Beweis wer-
den wir induktiv Vektoren wi,...,w, definieren, sodass fiir £k = 1,...,n die
Vektoren wi, ..., w, eine Orthonormalbasis des Untervektorraums

Vi = (v1,...,u5) CV

bilden. Fiir k = n erhalten wir dann die Behauptung. Fiir den Induktionsanfang
setzen wir

1
w1 = — V1.
[|a]]

Offenbar ist (w1) eine Orthonormalbasis von Vi, denn so wurde dies ja gerade
konstruiert. Wir nehmen nun an, dass k& > 1 und dass wir bereits eine Orthonor-
malbasis (w1,...,wg—1) von Vi_1 gefunden haben. Wir miissen also nur noch
einen passenden Vektor w finden, der (w1, ..., wg—1) zu einer Orthonormalbasis

von Vj, ergdnzt. Unser erster Ansatz soll
W=V — Q1 WL — ... — Af—1 * Wh—1 (10.3)

lauten. Hierbei sind die a; noch zu bestimmende Skalare. Durch diesen Ansatz
wird auf jeden Fall gewéahrleistet, dass (w1, ..., wy) eine Basis von V}, ist. Durch
passende Wahl der a; méchten wir erreichen, dass zusétzlich w zu w; orthogonal
ist und zwar fir ¢ = 1,2,...,k — 1. Nach der Induktionsvoraussetzung gilt
(wi, w;) = 0 fiir ¢ # j und (w;, w;) = 1. Nach Einsetzen von (10.3), erhalten wir

(wy,w;) =0 furi=1,...,k—1.

Der Vektor w ist allerdings noch nicht normiert, hat also noch nicht die Lénge
1. Deshalb setzen wir

1
Wy 1= —W.
[[w]]
Nun ist (wi,...,wy) eine Orthonormalbasis von Vi. Dies war zu zeigen.

q.e.d.
Satz 10.6 (Korollar zu Satz 10.4)
Fir eine Matrix A € My, »n(R) sind die folgenden Aussagen dquivalent.

i) Der Standardvektorraum V = R" besitzt beziiglich des durch A definierten
Skalarprodukts (-,-) , eine Orthonormalbasis.

11) Es gibt eine invertierbare Matrix P € GLn(R) mit

A=PTp

i11) Die Matriz A ist symmetrisch und positiv definit.
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Satz 10.7 (Hauptminorenkriterium)
FEine reelle symmetrische Matriz A = (aij) € Mn,n(R) ist genau dann positiv
definit, wenn alle Hauptminoren von A positiv sind, das heifst,

det A; >0

firi=1,...,n, wobei die Hauptminoren gegeben sind durch

ail ai2 a3
ail a2
Ay = (@11), A2 = , A3 = | a21 a2 as3 |, .., An=A.
a1  a22
asl  az2 ass

Satz 10.8

Seien V' ein K-Vektorraum und U, W C V' Untervektorrdaume. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent, wobei wir fir i) annehmen, dass V' end-
lichdimensional ist.

i) V=UasW.
it) Jeder Vektor v € V lasst sich auf eindeutige Weise als eine Summe
v=u-+w
schreiben, wobet uw € U und w € W.

iit) Sei A = (u1,...,ur) eine Basis von U und B = (w1,...,ws) eine Basis
von W. Dann ist

AUB = (ut,...,up,wi,...,Wws)

eine Basis von V.

Satz 10.9 (Dimensionsformeln)
Seien V. und W zwei endlichdimensionale Vektorraume, so gelten die beiden
Dimensionsformeln

dim(V + W) + dim(V N W) = dim(V) + dim(W),
dim(V ¢ W) = dim(V') 4 dim(W).

Satz 10.10

Seien V' ein endlichdimensionaler K - Vektorraum mit einem Skalarprodukt (fir
Teil 11i), sonst ist dies nicht nétig) und U C 'V ein Untervektorraum. Dann
gelten die folgenden Eigenschaften:

i) Es gibt ein Komplement W C V zu U.
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1) Fiir jedes Komplement W zu U gilt:
dimg V =dimg U + dimg W.

it) Es gilt: L
(U-)-=U.

Satz 10.11

Seien (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Wir bezeichnen mit p : V. — U die orthogonale Projektion auf U. Fir alle
Vektoren v € V' gilt dann:

llv = p(v)|| = min [[v — ul].

Wir formulieren analoge Aussagen noch einmal in C.

Satz 10.12

Sei B = (vi,...,vn) eine Basis von V, f sei eine hermitesche Form und A :=
Mp(f) sei die darstellende Matriz. Dann gilt:

i) A ist selbstadjungiert.

1) Sindv,w € V zwei Vektoren mit zugehorigen Koordinatenvektoren x,y €
C", das heifst
v = Zﬁvwz‘, w = Zym,
i i

so gilt
flo,w) =2 Ay = (z,y) 4

fir alle v,w € V.

Satz 10.13 (Basiswechsel)
Seien V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum, A und B zwei Basen von V.
und f eine hermitesche Form. Dann gilt:

M (f) = (TR)* Ma(f)TE.

Satz 10.14 (Gram-Schmidt im Komplexen)

Seien V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum und f = {-,-) eine hermite-
sche Form auf V. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis beziiglich f genau
dann, wenn f positiv definit ist.

Satz 10.15 (Korollar zum Gram-Schmidt-Verfahren)
Fir eine Matrizx A € My, »n(C) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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1) A ist selbstadjunigert und positiv definit, das heifit (also die positive De-
finitheit)
x* Az >0

fur alle x € C", x #£ 0.
it) Es gibt eine invertierbare Matriz P € GL,(C), sodass
A=P'P.
Satz 10.16
Sei ¢ : V. — V ein Endomorphismus. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.
i) Die Adjungierte ¢™ von ¢ ist eindeutig, wenn sie existiert.

it) Ist V endlichdimensional, so gibt es eine Adjungierte ¢*. Ist A := Mp()
die darstellende Matriz von ¢ bzgl. einer Orthonormalbasis B, so gilt:

Mp(¢™) = A",

Anmerkung: Die Frage ist, wie die Adjungierte eines Endomorphismus definiert
ist. Dies ist aber recht leicht zu beantworten, denn in der linearen Algebra 1 ha-
ben wir gesehen, dass man lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen
Vektorraumen als Matrizen realisieren kann.

Satz 10.17 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen)
Seien (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler unitdrer Raum und ¢ : V. — V ein
Endomorphismus. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) ¢ ist normal.

it) V besitzt eine Orthonormalbasis, die aus Eigenwerten von ¢ besteht.

Satz 10.18
Fir eine Matriz A € My, »(C) sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1) A ist normal, das heifst A*A = AA*.
i) FEs gibt eine unitare Matriz S € Uy, sodass die Matriz
S™'AS

Diagonalgestalt hat.

Satz 10.19
Eine selbstadjungierte (im reellen Fall symmetrische) Matric A € My n(R)
besitzt nur reelle Eigenwerte.
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Beweis: Aus der Selbstadjungiertheit folgt fiir alle z € C™
x*Ar = (2" Az)* = 2" A%z = 2" Ax.

Dies bedeutet aber, dass (x,x) , = 2" Az eine reelle Zahl ist. Nun sei z € C"
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C. Dann gilt:

Az = 2" (\z) = M(z"z) € R.

Da z* Az und z*z reelle Zahlen sind, ist A ebenfalls reell. Dies war zu zeigen.
q.e.d.

Satz 10.20
Ist A := Mp(¢) die darstellende Matriz eines Endomorphismus ¢ beziiglich
einer Orthonormalbasis B, so gilt:

i) ¢ ist unitdr genauw dann, wenn A unitdr ist.
it) ¢ ist selbstadjungiert genau dann, wenn A selbstadjungiert ist.

1) ¢ ist normal genau dann, wenn A normal ist.

10.3 Erkldrungen zu den Definitionen

Zur Definition 10.1 der Bilinearform: Diese Definition erinnert stark an das
Standardskalarprodukt (siehe Definition 9.1 und seine Erklarungen). Dies ist
kein Zufall. Denn ein Skalarprodukt ist nichts anderes als eine symmetrische,
positiv definite Bilinearform, also nur ein Spezialfall von Definition 10.1.

Beispiel 96
Sei V = K" der Standardvektorraum der Dimension n iiber dem Koérper K und
A € Mp n(K) eine (n x n)-Matrix. Dann behaupten wir, dass durch

(@,y) 4 =" Ay (10.4)

eine Bilinearform auf V' erklart und definiert wird. Dies miissen wir nun zeigen,
indem wir die Eigenschaften aus obiger Definition getrennt nachweisen. Hierbei
kénnen wir aber Wissen aus der Linearen Algebra 1 benutzen. Die Bilinearitéat,
also die obigen Eigenschaften aus der Definition, folgt sofort aus dem Distribu-
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tivgesetz fiir die Matrixaddition und Matrixmultiplikation, denn etwas anderes
machen wir da ja eigentlich gar nicht. Weisen wir dies einmal nach:

(x+y,2)4 = (x4+y)TAz= (" +yNAz=a" - A+y" - A) -2
= (a7 Az) + (y" Az) = (2,2) 4 + (y,2) 4

(x,y+2)4 = 2T Ay +2) =27 (Ay + Az) = 27 Ay + 2" Az

— (@" Ay) + (5T A2) = (@) 4 + (@,2) 4

ANz y) 0 = Aa)T Ay = ATz" Ay

=z Av = Az, y) , -

Der Rest zeigt sich analog und genauso einfach :-). Um weitere nette Bekannt-
schaften mit dieser Bilinearform zu machen, schreiben wir uns dies einmal in
Koordinaten hin. Die Matrix A habe die Eintrdge A = (a;;). Demnach gilt:

air - Qin Y1
(w,y>A:(z1 xn)

anl -+ Qnn Yn

n
= Z a;ijry;. (Doppelsumme)
i,j=1

Ist A = E,, die Einheitsmatrix, so erhélt man natiirlich das Standardskalarpro-
dukt

(z,y) = 2Ty =z1y1 + ... + TnYn.
Noch ein paar Bemerkungen: Ist (e1,...,ey) die Standardbasis des R", so gilt

offenbar

(eivej) s =i - A-ej = ai;.

AuRerdem folgt hieraus sofort, dass die Matrix A durch die Bilinearform (-,-) ,
eindeutig bestimmt ist. [ |

Beispiel 97
Wir geben noch ein Beispiel zur obigen Bilinearform aus Beispiel 96 an. Seien

1 1

V={oeeR 21 +z+23=0} und v1:=|—-1|, vm:=]0

0 -1
zwei Basisvektoren von V. Nach Definition der Basis ist es moglich, einen be-
liebigen Vektor als Linearkombination der Basisvektoren darzustellen. Es gilt

demnach
V = {v=2lv1 + 2hv2 : 2,75 € R}.
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Es ergibt sich nun
(v1,v1) = 2, (v1,v2) = (v2,v1) =1, (v2,v2) = 2.

Damit also

g [fenn fonv) 201
(v2,v1)  (v2,v2) 1 2
Es gilt jetzt:
x/
U:$/1U1+17/2'U2, = ! ERQ,
T
/
Y1

€ R%

w = y1v1 + yov2, Y )
Y2
Mit dieser Definition der Vektoren erhalten wir nach Definition 9.1 des Stan-

dardskalarprodukts und den Eigenschaften der Bilinearform 10.1

(v, w) = (x1v1 + Thva, Yiv1 + Yava)
=21y - (v1,v1) +@1ys - (v, v2) +xay) (v2, v1) +aays - (V2,v2)
—— ——— —— ——

/

— (96/1 x’z) A yll
Y2

_ (wl)TAy/

Das Beispiel wird durch Definition 10.3 motiviert, wie die Erklarungen zu dieser
Definition zeigen werden. [ |

Zur Definition 10.2 der symmetrischen Bilinearform: Die Bilinearform (-, -) , aus
Beispiel 96 ist genau dann symmetrisch, wenn die Matrix A symmetrisch ist,
das heiRt wenn AT = A. Dies folgt sofort aus

(my), = (@ Ay T =y" Az = (y,2), .

Naheres in Kapitel 13.

Zur Definition 10.3 der darstellenden Matrix: Das Konzept ist schon aus der Li-
nearen Algebra 1 bekannt. Auch fiir Bilinearformen gibt es eine Darstellungsma-
trix und auch einen Basiswechselsatz (siche Satz 10.3). Um das Prinzip dahinter
zu verstehen, fassen wir nochmals zusammen, was wir iiber Darstellungsmatri-
zen bei linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen wissen und was wir dort
gelernt haben. Dort konnte man zwischen zwei Vektorrdumen, die durch eine
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lineare Abbildung miteinander ,verbunden* waren (was wir natiirlich meinen:
die lineare Abbildung bildete von einem Vektorraum in den anderen ab), eine
darstellende Matrix ermitteln, indem wir uns entsprechend eine Basis des einen
und eine des anderen Vektorraums gewéhlt und danach die Basisvektoren der
einen Basis unter der linearen Abbildung abgebildet haben, und diese Vektoren
haben wir dann als Linearkombinationen der anderen Basisvektoren geschrie-
ben. So erhielt man die darstellende Matrix. Auch eine Transformationsmatrix
ist uns nicht unbekannt. Damit konnten wir quasi zwischen zwei Basen ,hin und
her springen®. Ein Beispiel fiir Bilinearformen schauen wir uns in den Erklarun-
gen zu Satz 10.1 an.

Zur Definition 10.4 der Orthonormalbasis: Wir wissen aus der Linearen Algebra
1, dass man zu jedem Vektorraum eine Basis finden kann. Eine Orthonormalba-
sis ist nun eine ,besondere Basis, bei der alle Basisvektoren paarweise senkrecht
aufeinander stehen. Dies sagt gerade die Eigenschaft (v;,v;) = 0. Wenn nur das
gilt, so heilt die Basis orthogonal. Wenn zusétzlich noch gilt, dass (v, v;) = 1
fiir alle Vektoren v;, so heiftt die Basis eine Orthonormalbasis. Diese Eigenschaft
bedeutet einfach nur, dass alle Vektoren normiert sind, also die Lange 1 besit-
zen, mehr nicht. Wir werden sehen, dass unter gewissen Voraussetzungen eine
Orthonormalbasis (ab und zu kiirzen wir dieses aus Faulheit mit ONB ab) in
einem Vektorraum existiert. Die interessante Frage ist aber, wie man aus einer
,hormalen* Basis eine ONB konstruiert. Dies geschieht mit dem sogenannten Or-
thogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt, siche dazu Satz 10.5 und seine
Erklarungen.

Zur Definition 10.5 der positiven Definitheit: Dies kennen wir schon von Matri-
zen. Diese Definition ist einfach nur die Verallgemeinerung auf Bilinearformen.
Aber da jede Bilinearform eine Darstellungsmatrix besitzt, konnen wir das Kon-
zept wieder auf die Definitheit von Matrizen zuriickfiihren. Und dies haben wir
in Kapitel 4 bei den Extremwertaufgaben geiibt, denn dort mussten wir ja die
sogenannte Hesse-Matrix auf Definitheit tiberpriifen, um entscheiden zu kénnen,
ob ein Maximum oder Minimum vorlag. Um das Problem einzuiiben, eine kleine
Aufgabe zum Losen, die etwa Klausurstil hat :-).

Beispiel 98
Sei A = (aij) € Mn n(R) eine reelle symmetrische Matrix.

i) Zeige: Ist A positiv definit, so gilt a;; > 0 fir alle i =1,...,n.
ii) Zeige, dass die Umkehrung in a) nicht gilt!
iii) Sei

A= € Mz 2(R).
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Beweise das Hauptminorenkriterium (vgl. auch den Satz 10.7):

A positiv definit < a > 0 und det(A) = ac — b* > 0.

Die Losung geht so:

i) Erst einmal stellen wir fest, dass die Behauptung fiir beliebige quadratische
Matrizen falsch ist. Denn dazu betrachte die Matrix

A:

Diese Matrix ist nach dem Hauptminorenkriterium (Teil iii) dieser schonen
Aufgabe positiv definit, denn det 1 =1 > 0 und

det A = det ! =-3+4=1>0.
2 -3

(Wir benutzen diesen Teil schon einmal, aber fiir den Beweis von ¢) be-
notigen wir Teil i) und ii) nicht, daher ergibt sich kein Ringschluss.) Aber
es gilt nicht a;; > 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Die Symmetrie, die an die Ma-
trix vorausgesetzt wird, ist also irgendwie wichtig und muss im Beweis
mit eingehen. Beginnen wir mit dem Beweis: Wenn A positiv definit ist,
dann heift das nach Definition 27 Az > 0 fiir alle z € R™,z # 0. Es gilt
demnach:

ai1r -+ Qln T1

T T . . . =
z Aﬂc:(m xn) = YD g >0
2,j=1
anl " Qnn Tn

Da die Matrix symmetrisch ist, gilt A7 = A und damit also
n n
Z AijTiT; = Z ajirjr; > 0.
ij=1 ij=1

Folglich muss a;; > 0 fiir alle s = 1,...,n gelten. Zum Beispiel erfiillt der
i-te Einheitsvektor diese Eigenschaft. Es gilt namlich:

all QAln .
O<61TA62'=(O N 0)- A R

anl *°° Onn
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= (aﬂ ;2 - am) 11| =ai = ai; > 0.

0

Die 1 steht dabei jeweils an der ¢-ten Stelle.

Nun zeigen wir durch ein konkretes Beispiel, dass die Umkehrung in i)
falsch ist, das heifst, wenn alle Diagonaleintrige grofier als Null sind, folgt
eben nicht, dass die Matrix positiv definit ist. Dazu betrachten wir die
Matrix

Diese Matrix besitzt nur positive Diagonaleintriage. Nach dem Hauptmi-
norenkriterium (benutzen wir hier, ohne es bewiesen zu haben, weil beim
Beweis von Teil iii) die Teile i) und ii) nicht eingehen!) ist diese aber nicht
positiv definit, denn es gilt:

1 2
det B = det =1-4=-3<0.
2 1

Der Beweis der Behauptung besteht aus zwei Richtungen. Fangen wir mit
der Hin-Richtung (Wortspiel :-P) an: Sei A positiv definit. Wir miissen
zeigen, dass dann a > 0 und det A = ac — b2 > 0. Der erste Teil, also dass
a > 0 folgt sofort aus Aufgabenteil i). Bleibt noch zu zeigen, dass det A =
ac — b® > 0. Dies wird klar, wenn wir uns die Definition der positiven
Definitheit einer Matrix A vor Augen fithren. Eine Matrix A heifft nach
unserer Definition 10.5 positiv definit, wenn fiir alle x € R™, = # 0

2T Az >0
gilt. Dies kénnen wir aufgrund der einfachen Struktur der Matrix A leicht

. T1 .
ausrechnen. Dazu sei x := . Es gilt nun:
x2

a b 1 ax1 + bxa
CAESE A = ()
b ¢ o br1 + cx2

= (az1 + bx2)z1 + (br1 4 cx2)xs = axi + broxy + brize 4 cx

= aw% + 2bxox1 + cx% > 0.
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Angenommen, es wiirde det(A) = ac — b? < 0 gelten, dann wire ac < b?.
Dann wire aber

ax% +2bxoxy + cacg

~—~ ~—~

>0 >0
nicht unbedingt grofer als Null, was ein Widerspruch zu unserer Voraus-
setzung ist. Folglich muss det(A) = ac — b? > 0 gelten. Dies zeigt den
ersten Teil.

Kommen wir zur Riickrichtung: Seien a > 0 und det(A4) = ac — b* > 0.
Wir miissen nun zeigen, dass A positiv definit ist. Hierfir fithren wir eine
einfache quadratische Ergénzung durch. Es gilt ja, wie oben berechnet,
2T Az = ax% + 2bxoxy + cx%. Nun schlielen wir so:

T 2 2
r° Ax = axi + 2bxax1 + cx)

2 b b 5 5 b o
=alx1+2-mr2+ w3 | +cxr — —x3
a a a

(rim) +(c-0)
=a|x1+ —T2 +lc— — ] x5.
a a

Da nun a > 0 und det(A) = ac — b* > 0, ergibt sich sofort, dass

2 2
a<w1+bx2> +(c—b>x§>0
a a
und folglich z© Az > 0.

Zum Schluss bemerken wir noch: Die Rechnung der Riick-Richtung bei iii) impli-
ziert eigentlich einen Beweis fiir die Hin-Richtung. Wir hatten also eigentlich nur
diese Rechnung angeben miissen. Seht ihr das? Aufgabe: Verkiirzt den Beweis

unter iii). -

Zur Definition 10.6 zum euklidischen Vektorraum und der Norm: Einen reellen
Vektorraum mit einem Skalarprodukt mit beliebiger endlicher Dimension nen-
nen wir also einfach einen euklidischen Vektorraum. Man nutzt dabei dann das
Skalarprodukt, um die Lénge (euklidische Norm) eines Vektors und auch den
Winkel zwischen zwei Vektoren zu definieren. Die Norm eines Vektors gibt also
einfach seine Lénge an. Auch nichts Neues, oder?

Zur Definition 10.7 der direkten Summe: Hier wollen wir bemerken, dass man
die Definition genau lesen muss. Die Summe U; 4 Uz wird fiir jedes Paar Uy, Us
von Untervektorraumen als Untervektorraum von V' definiert. Das heifét, fiir be-
liebig vorgegebene Ui, Uz macht die Zuordnung U := U; + Uz Sinn. Bei der di-
rekten Summe dagegen wird von der Summe U; +Us eine zusétzliche Eigenschaft
gefordert, die nicht notwendigerweise erfiillt sein muss, ndmlich Uy N Uz = {0}.
Die Zuordnung U := U; @ U2 macht daher nicht im Allgemeinen Sinn.
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Beispiel 99
Bei diesem Beispiel verwenden wir ab und an die wichtige Dimensionsformel.
Wem dies nichts mehr sagt, der lese bitte in Satz 10.9 nach.

m Es sei V' der Vektorraum aller (n x n)-Matrizen {iber den reellen Zahlen
R. Weiterhin definieren wir zwei Unterrdume

U={AeV:AT=A} und W:={AeV:A" = —A}.

Wir wollen jetzt untersuchen, ob V = U @ W gilt. Zunéchst miissten wir
natiirlich erst einmal zeigen, dass U und W wirklich Unterrdume von V
sind. Dazu sei nicht viel gesagt, denn das solltet ihr aus der Linearen
Algebra 1 kennen. Nur noch einmal so viel: Seien A, B € U, also AT = A
und BT = B. Daraus ergibt sich

(A+B)T =4A"+B" = A+ B.

Den Rest priife man bitte selbst nach :-). Wir wollen jetzt {iberpriifen,
ob V die direkte Summe von U und W ist. Dazu ist es immer niitzlich,
wenn wir die Dimensionen der einzelnen Unterrdume kennen. Man kann
sich iiberlegen (und auch dies soll eine Ubungsaufgabe sein), dass

dim(U) = %(n2 +n) und dim(W)= %(n2 —n).
Nun an die eigentliche Arbeit: Der Vektorraum der (n x n)-Matrizen tiber
R hat die Dimension n?, klar, oder? Die Nullmatrix liegt sowohl in U als

auch in W. Wegen (siehe Satz 10.9)

dim(U) + dim(W) = 2 (n* +n) + 5 (n® —n) = n*,
und
UnWw = {0}

(denn die Nullmatrix ist die einzige Matrix, die sowohl in U als auch in
W enthalten ist) gilt also tatséchlich V =U & W.

m Wir betrachten jetzt den Vektorraum aller Polynome vom Grad kleiner
oder gleich 3 {iber R und die Unterrdume

Uy = <x3 + 2x2,2x3 —|—3x2 + 1> und
Us = <a:3—|—2m2—|—1,x3 — 1,ac2—|—1>‘

Wir wollen jetzt jeweils die Dimensionen von Uy, Uz, U1 + Uz und U1 NU2
angeben und einen Unterraum W von V' so konstruieren, dass V = Uy &

w.
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Da 22 + 222 und 22° 4 322 4 1 linear unabhéngig sind, folgt dim(U1) = 2,
und 2% + 2372, 223 4+ 322 + 1 ist eine Basis von U;. Auferdem sind z° — 1

und z? + 1 linear unabhéngig, und es gilt:
(@ —1)+2*+1) =2+ 22> + 1.

Demnach ist also dim(Uz) = 2 und 2® — 1,22 + 1 bildet eine Basis von Us.
Fir v € Uy N Uz erhalten wir

u=az®+227) + B2z + 32> +1) = v(z® — 1) + 6(z* + 1).

Hieraus ergibt sich ein lineares Gleichungssystem, das auf einen eindimen-
sionalen Losungsraum
U=((0,1,2,3))

fihrt. Daraus folgt nun
UinUz = (20° +32° +1).
Die Dimensionsformel (Satz 10.9) liefert nun
dim(Uy +U2) =2+2—-1=3.

Da 234222, 22% + 322+ 1,22 41 € Uy + U linear unabhéngig sind, bilden
sie eine Basis der Summe U; + Us. Ergénzt man die obige Basis von Ui
durch 1 und z zu einer Basis von V/, so gilt fiur W := (1, z), wie gewiinscht,
V=UaoW.

|

Zur Definition 10.8 des Komplements: Das Komplement ist keinesfalls eindeu-
tig. Dazu betrachte man einfach eine Gerade im R? durch den Ursprung. Dazu
kann ein Komplement gebildet werden. Namlich wieder eine Gerade durch den
Ursprung. Davon gibt es aber unendlich viele.

Zur Definition 10.10 zur Projektion: Ist (V,(:,-)) ein euklidischer Vektorraum.
In diesem Fall gibt es fiir jeden Untervektorraum U C V eine ausgezeichnete
Projektion py : V. — V, die orthogonale Projektion. Ist U C V ein Untervektor-
raum, dann ist die Teilmenge

Ut ={veV:vLluVuelU}

ein Komplement zu U. Der Unterraum U™ heikt das orthogonale Komplement
von U; wir haben dies in Definition 10.9 bereits angefiihrt. Die Projektion p =
pu : V — U beziiglich UL heiRt die orthogonale Projektion.
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Ist (u1,...,ur) eine Orthonormalbasis eines Untervektorraums U C V, so wird
die orthogonale Projektion p: V' — U durch die Formel

T

p(v) =Y (ui,v) - u;
i=1
gegeben. Diese Aussage macht auch fiir den Fall U = V' Sinn. Man erhélt so die
folgende Aussage: Ist B = (u1,...,uy) eine Orthonormalbasis von V, so gilt fiir
jeden Vektor v € V' die Formel

v = Z(ui7v> U

i=1

Der Koordinatenvektor von v beziiglich der Orthonormalbasis B ist also

(ula U>

<u"7 ”U>

Zum Abschluss dieser Erklarungen wollen wir am folgenden Beispiel noch den
Zusammenhang zwischen Projektion und Skalarprodukt erklaren.

Beispiel 100

Das Skalarprodukt kann man auch als Lange eines Vektors multipliziert mit der
projizierten Linge eines anderen Vektors sehen. Dies geht so: Wir betrachten
zwei Vektoren aus dem R? mit den Koordinaten = = (1, z2)” undy = (y1,92)”.
Das Standardskalarprodukt dieser beiden Vektoren ist gegeben durch

(r,y) = w191 + 22Y2.

Die Linge von z ist gerade |x| = /2% + z3. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei zo = 0. Dann entspricht die Projektion von y auf x dem Vektor
yp = (y1,0). Demnach ist

(z,y) = 191 = |2[|yp|-

Dies zeigt das Gewiinschte. [ |

Zur Definition 10.11 der hermiteschen Form: Dies ist quasi die Bilinearform
(siehe Definition 10.1) im komplexen Fall. Diese bezeichnet man in der Litera-
tur auch héufig als Sesquilinearform und meint damit eine Funktion, die zwei
Vektoren einen Skalarwert zuordnet und die linear in einem und semilinear im
anderen ihrer beiden Argumente ist. Mehr wollen wir dazu nicht sagen, nur eine
Anmerkung: Ist f eine hermitesche Form auf V', so folgt aus der hermiteschen
Symmetrie, dass

q) = f(v,v) €R



10.3 Erklarungen zu den Definitionen 213

eine reelle Zahl ist und zwar fiir alle v € V. Die Funktion ¢ : V' — R>( hat die
beiden Eigenschaften

g(Av) = [M*q(v) und q(v+w) = q(v) + q(w) + 2Ref (v, w).

Hierbei meinen wir mit Ref(v,w) den Realteil von f(v,w). Betrachtet man V'
als R-Vektorraum, so ist ¢ eine quadratische Form. Sie ist genau dann positiv
definit, wenn f positiv definit ist.

Beispiel 101
Seien I = [a, b] C R ein abgeschlossenes Intervall und C(I, C) der C-Vektorraum
der stetigen, komplexwertigen Funktionen f : I — C. Durch

b
(f.g); = / F@Da(t)dt

wird eine positiv definite hermitesche Form auf V' definiert. |

Zur Definition 10.12 der Selbstadjungiertheit: Fiir die Adjungierte kann man
relativ leicht die folgenden Eigenschaften zeigen:

(A+B)" = A"+ B, (AB)" = B*A", (\M)" =34%, (4")" = 4

Beispiel 102
Seien V = C" und A = (ai;) € Mn,n(C) eine selbstadjungierte Matrix. Dann
ist die durch
(T,y) 4 =" Ay = Z ai; T3y (10.5)
4,3
definierte Abbildung (-,-) , : V x V — C eine hermitesche Form. Ist A = E,, die
Einheitsmatrix, so ergibt sich natiirlich das Standardskalarprodukt. Wir zeigen
zur Ubung noch einmal, dass (10.5) wirklich eine hermitesche Form definiert.
Es gilt:
(+y,2) = (x+y) Az = (z" +y")Az
=z Az +y Az
=(z,2) 4+ (¥, 2)4
und
(Az,y) 4 = (\z)" Ay
=X Ay =X (z,9) 4.

Die hermitesche Symmetrie folgt aus der Selbstadjunigertheit von A:

(T, y), = (" Ay)" =y A"z
=y Az = (y,x),.
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Letzte Anmerkung zu dieser Definition: Es gibt recht viele unterschiedliche No-
tationen fiir die Adjungierte von A. Beispielsweise AT oder AT etc. Da miisst
ihr also immer schauen, mit welchem Buch ihr es zu tun habt, und euch dem

Autor anpassen :-).

Zur Definition 10.13 der darstellenden Matrix im Komplexen: Dies ist nichts
Neues, sondern funktioniert genauso wie im Reellen. Dazu sei nicht mehr so viel
gesagt. Siehe die Definition 10.3 und die Erklarungen.

Zur Definition 10.14 und 10.15 des unitdren Raums und der unitdren Matrix: Ein
unitdrer Raum im Komplexen ist das Analogon zum euklidischen Raum im Re-
ellen. Der unitére Standardvektorraum der Dimension n ist V = C" zusammen
mit dem Standardskalarprodukt

(z,y) =2"y.
Ein paar weitere Anmerkungen:

i) Unitare Matrizen sind nach Definition invertierbar, und mit Q, P € U,
sind auch die Matrizen Q™! = Q* und PQ unitéir. Deshalb ist U, eine
Untergruppe von GL, (C). Fiir eine reelle Matrix Q € M, »(R) gilt Q* =
QT . Eine reelle Matrix ist daher genau dann unitér, wenn sie orthogonal
ist. Mit anderen Worten: Es gilt:

On(R) = Un N GLn (R).

ii) Seien (V,{(-,-)) ein endlichdimensionaler unitédrer Raum und A eine Ortho-
normalbasis von V. Fiir jede Basis B von V gilt dann: B ist genau dann
eine Orthonormalbasis, wenn die Basiswechselmatrix @) = Tf unitar ist.

iii) Wendet man ii) auf den unitiren Standardraum C™ an, so erhilt man die
folgende Aussage: Eine Matrix Q € M, »(C) ist genau dann unitér, wenn
die Spalten von @ eine Orthonormalbasis des C™ bilden.

Beispiel 103
Beispielsweise sind die Matrizen fiir t € R

cos(t) —sin(t 1 (1 1 et 0
A= ® ® , B=— , C= ,
sin(t)  cos(t) V2 \i —i 0 e
unitédr, wie ihr euch iiberlegen solltet! Tipp: Nicht invertieren! [

Zur Definition 10.16 der Adjungierten eines Endomorphismus: Sind ¢,¢ : V —
V Endomorphismen mit Adjungierten ¢* und ™, so gilt:

(@+¥)" =¢"+97, (Ad)" =X¢" VAEC, (¢")" = ¢.
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Zur Definition 10.17 von unitér, selbstadjunigert und normal: Bevor wir ein paar
Beispiele geben, drei Anmerkungen:

i) Ein Endomorphismus ¢ : V' — V ist genau dann unitir, wenn fiir alle
v,w eV

(¢(v), p(w)) = (v, w)
gilt.

ii) Unitdre Endomorphismen sind normal, selbstadjungierte ebenfalls.

iii) Geometrisch bedeutet unitar, dass das Skalarprodukt Langen und Winkel
erhalt.

Beliebte Ubungsaufgaben auf Ubungszetteln oder in Klausuren sind, dass man
gewisse Behauptungen gibt und die Studenten entscheiden lésst, ob diese wahr
(dann muss man es beweisen) oder falsch (dann muss man ein Gegenbeispiel
geben) sind. Als Mathematiker solltet ihr némlich im Laufe eures Studiums ein
,Gefiihl“ entwickeln, ob gewisse Aussagen richtig oder falsch sind. Also versuchen
wir uns dran. Seien A, B € My, »(C) zwei Matrizen.

m Wir behaupten: Mit A und B ist auch A+ B unitédr. Diese Behauptung ist
falsch. Beispielsweise sind F und —FE unitdre Matrizen, aber —F + F =
0 ¢ Uy, denn die Nullmatrix ist nicht unitér. Ein anderes Gegenbeispiel
liefert die unitéare Matrix

cos(t) —sin(t)

A=B:=
sin(t)  cos(t)
Es gilt:
A+ B=2 cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(t)
Demnach gilt:
(A+B) =2 cos(t)  sin(¢)

—sin(t) cos(t)
Also

cos(t)  sin(t) ) cos(t) —sin(t)

A+B)"-(A+B) =2
( ) ) —sin(t) cos(t) sin(t)  cos(t)

1 0
=4 ¢ Es.
1
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m Wir behaupten: Mit A und B ist auch A 4+ B selbstadjungiert. Diese

Behauptung ist richtig, denn da A und B selbstadjungiert sind, erhalten

WIr

(A+B)"=A"+B"=A+B.

Wir behaupten: Ist A selbstadjungiert, so ist det(A) € R. Sei A selbstad-
jungiert, das heift A* = A. Wir wissen aufierdem, dass det(A) = det(A).
Weiterhin gilt det(A*) = det(A)” = det(A). Insgesamt also

det A = det A* = det A = det AT .

Aus der Leibniz-Formel der Determinante folgt det A = det A. Dies impli-
ziert nun

det A = det A = det A.

Insbesondere also det A = det A. Eine Zahl ist aber nur dann gleich ihrem
komplex Konjugierten, wenn sie reell ist. Daher ist die Behauptung richtig.

Wir behaupten: Ist A unitér, so gilt | det(A)| = 1. Auch diese Behauptung

ist richtig. Dies miissen wir nur noch beweisen.
A unitir < AA* = A4 = B,
& det A - detZT =detFE, =1
< det A-det A =1.

Unter Benutzung der Leibniz-Formel der Determinante folgt, dass det A =
det A. Demnach gilt det A - det A = 1, also |det A|*> = 1 und somit
| det A| = 1. Damit sind wir fertig.

Eine andere Moglichkeit des Beweises kann iiber den Spektralsatz (siehe
Satz 10.17) gefiihrt werden: Wir wissen, dass unitdre Matrizen insbeson-
dere normal und damit unitdr diagonalisierbar sind. Die Eigenwerte haben
dann alle den Betrag 1. Damit folgt ebenfalls die Behauptung.

Wir behaupten: Ist A selbstadjungiert, so folgt ker(A) = (im(A))*. Auch
diese letzte Aussage ist richtig. Man beweist sie am besten so: Seien = €
ker(A) und y € C" beliebig. Wir miissen zeigen, dass dann auch z €
(im(A))*. Da = im Kern von A liegt, gilt (Az,y) = (0,y) = 0. Da A
selbstadjungiert ist, ergibt sich aber auch

(Az,y) = <x,A*y> = (z, Ay) .

Nun ist Ay € (im(A)). Also ist € (im(A))*. Folglich gilt ker(A) C
(im(A))*.

Umgekehrt: Sei z € im(A), das heifit z = Ay fir y € C", somit = €
(im(A))*. Zu zeigen ist, dass auch = € ker(A) gilt. Man schlieft nun

0= {(x,z2) = (x,Ay) = <A*x7y> = (Ax,y).
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Hieraus ergibt sich Az = 0 und damit = € ker(A), folglich (im(A))* C
ker(A). Insgesamt folgt also die Behauptung ker(A) = (im(A))*.

Beispiel 104

Und zum Schluss zur Erklarung dieser Definition noch einmal drei Behauptun-
gen, die wir beweisen wollen, denn Beweisen macht Spaf oder etwa nicht? Sei
A € My, n(R) schiefsymmetrisch, das heift AT = —A.

m Wir behaupten: A ist normal. Wir miissen zeigen, dass A*A = AA*. Dabei
ist A* = A", Da A reell ist, gilt A* = AT Es gilt:

A*A=ATA=—AA=—A%
AA* = AAT = A(-A) = — A%

Also ist jede schiefsymmetrische Matrix normal!

m Wir beweisen: Jeder Eigenwert von A ist rein imaginér, das heift von der
Form ¢ - ¢ mit ¢ € R. Dies sieht man so: Sei A ein Eigenwert der Matrix A
zum Eigenvektor z. Dann gilt die folgende Gleichungskette:

Mz, z) = Qw,z) = (Az, z) = (z, A”x)
= <x,ATx> = (x,—Az) = (x,-\z) = -\ (z,2).

Nun kiirzen wir auf beiden Seite (x,z) und erhalten A\ = —\.

m Wir zeigen: Ist n ungerade, so hat A den Eigenwert 0. Es ist klar, dass
eine quadratische Matrix mit ungerader Zeilen- und Spaltenanzahl immer
mindestens einen reellen Eigenwert besitzt. Der Grund liegt im charak-
teristischen Polynom: Dessen Grad ist ungerade. Und ein Polynom mit
maximalem ungeraden Grad hat immer genau eine Nullstelle im Reellen.
Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz der Analysis. Aus dem letzten Auf-
gabenteil wissen wir aber, dass eine schiefsymmetrische Matrix rein imagi-
nére Eigenwerte besitzt. 0 ist aber die einzige Zahl, die gleichzeitig reell als
auch rein imaginér ist. Dies folgt aus der Tatsache, dass sich (geometrisch
gesehen) die reelle und die imagére Achse im Ursprung schneiden.

[
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10.4 Erkldrungen zu den Sdtzen und Beweisen

Zum Satz 10.1 und 10.2 iiber die Darstellungsmatrix: Dieser Satz besagt einfach
nur, dass f in dem durch B definierten Koordinatensystem durch das in Beispiel
96 definierte Skalarprodukt (-,-) , gegeben ist.

Beispiel 105
m Seien V = Q? und f := (-,-) das Standardskalarprodukt. Dann ist die
Darstellungsmatrix die Einheitsmatrix. Es gilt also:

Me(f) = [ (1) ,

wobei £ die Standardbasis bezeichnet.

m Sei B = (v1,v2) eine Basis mit

Dann gilt:
(vi,v2) = (v2,v1) = 1, (v1,v1) =2, (v2,v2) = 5.

Demnach ist die Darstellungsmatrix gegeben durch

Dies soll an Beispielen geniigen. [

Zum Satz 10.2 und 10.3 (Basiswechselsatz fiir Bilinearformen): Wir erkléren
den Satz an einem Beispiel.

Beispiel 106

Seien V = Q2 der Standardvektorraum der Dimension 2 iiber Q und f=1{"
das Standardskalarprodukt auf V. Ist £ = (e1, e2) die Standardbasis von V, so
gilt:

Nun sei B := (v1,v2) die Basis mit den Vektoren

-1
v = und w2 =
1 2
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Die Transformationsmatrix des Basiswechsels von B nach £ ist also

Aus Satz 10.3 folgt nun

Bi=Ms(f) = Q7Q=

Wie erwartet ist B eine symmetrische Matrix mit den Eintriagen

(v1,v2) = (v, v1) =1, (v1,v1) =2, (v2,v2) = 5.
Vergleiche auch das Beispiel 105. [ |
Beispiel 107

Sei B = (v1,v2) eine Basis des Vektorraums Q2 mit

-1
v = und v2 =

Dann haben wir schon errechnet, dass
(v1,v1) = 2. (v1,v2) = (v2,01) =1, (v2,v2) = 5.

Folglich kann man die darstellende Matrix ablesen zu

Mp(f) =

Wir wollen jetzt den Basiswechselssatz anwenden und stellen nun die Vektoren
v1 und vy als Linearkombinationen der Einheitsvektoren dar, also beziiglich der
Standardbasis £. Es gilt demnach:

= =e1+e2 und wvg = = —e1 + 2e2.

Die Basiswechselmatrix lautet folglich

1 -1
Qi=T¢ =
1 2
Wir erhalten demnach

T

v =z v + Thvg = ! =z =Q,
T2
Y1

w = yiv1 + yave = =y=Qy.

Y2
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A !
x
Hierbei sind 2’ = Il und gy’ = y1
T2 Yo
ausgenutzt, dass man jeden Vektor des Vektorraums auf eindeutige Weise als

. Bei dieser Rechnung haben wir einfach

Linearkombination der Basisvektoren darstellen kann. Weiterhin gilt:

flo,w) =a2" By =2"y = (Qz")"Qy)
=)"QTQyY = @) (QTQ)Y
= Mp(f)=Q"Q.

Zum Satz 10.4 und dem Gram-Schmidt-Verfahren (Satz 10.5): Mit Gram-
Schmidt werdet ihr in jeder Vorlesung zur Linearen Algebra 2 und in den Ubun-
gen ,,gequalt werden. Seht dies aber bitte nicht als Quélen, sondern geniefit es
(auch wenn es schwer fillt :-D), denn dieses Orthogonalisierungsverfahren ist
sehr méachtig und muss eingeiibt werden. Wir betrachten daher eine Menge an
Beispielen.

Beispiel 108

Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes und endliches Intervall. Mit C(I) be-
zeichnen wir den Vektorraum der stetigen Funktionen f : I — R. Dann wird
durch

b
.9y = / f(@)g(z) dz

eine symmetrische, positiv definite Bilinearform auf C(I) erkldrt. Wir nehmen
an, dass I = [0, 1], also a = 0 und b = 1. Sei

V= <1,m,xz>

der Untervektorraum von C(I) aller Polynomfunktionen vom Grad kleiner gleich
2. Sei A = (1, z,2?%) die Standardbasis von V. Wegen

1 1
<xi xj> :/ oty = L | L
B S I i+j+1 o t+i+1
ist die Darstellungsmatrix von (-,-), gerade gegeben durch
(frofr) (fi,f2) (fro fs) 1 1/2 1/3

A=Mu(Co)p) = | (fas fr) (fo, f2) (fo, fa) [ = | 1/2 1/3 1/4
(f3, f1) (fa, f2) (fs, f3) 1/3 1/4 1/5

Etwas abweichend zum Gram-Schmidt-Verfahren werden wir zunéchst nur eine
orthogonale Basis B := (f1, f2, f3) von V bestimmen. Unser Ansatz lautet

fi=1, fo=z+a, fs=a+bz+ec (10.6)
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Die Zahlen a, b, ¢ € R sind noch zu bestimmen. Die erste Orthogonalitatsrelation

lautet:

1
<f27f1>1:/0 ($+a)dx:%+a:0.

Dies ist offenbar genau dann erfiillt, wenn a = —1/2. Damit ist also fo = 2 —1/2.
Die zweite Orthogonalitétsrelation lautet:

! 11
(fg,f1>I=/(Jc2+bx+c)dac:§+§b+c=0. (10.7)
0
Die dritte lautet entsprechend:
1
(o foby = [ @b+ (o~ 1/ da (105)
0

1
:/0 (x3+(b;>x2+<c;b>w;c>dx
1 1\ 1 1\1 1
—4+@2>3+G2022
1

1
=5t b=0

Die beiden Gleichungen (10.7) und (10.8) bilden ein lineares Gleichungssystem,
das man 16sen kann. Die Losung ist b = —1 und ¢ = 1/6. Die gesuchte orthogo-

nale Basis besteht also aus den Funktionen
fiz) =1, fa(z) =2 —1/2, f3(z)=2>—z+1/6.

Die Basiswechselmatrix ist

1 —1/2 1/6
Q=T5=1|0 1 -1
0 0 1

Es gilt demnach also fiir die Darstellungsmatrix

1 0 0
Mp(())=Q"-A-Q=1]0 1/12 0
0 0 1/180

Die Diagonaleintriage sind gerade die Normen der Funktionen f;. Eine Ortho-
normalbasis B = ( f1, fo, fg) ist also gegeben durch die Funktionen

filz) =1, fa(z)=2V3 (a: — ;) , fa(z) =6V5 (x2 —z+ é) .
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Beispiel 109
Sei f = (:,-) 4 das symmetrische Skalarprodukt auf V' = R3 zur Matrix

2 10
A=11 2 1| e Msz(R).
01 2

Wir wollen nun eine Orthonormalbasis von V' bzgl. f angeben und eine Matrix
P € GL3(R) finden mit A = PTP.
Wir gehen einfach von der kanonischen Standardbasis des R® aus, also von

1 0 0
E = (e1,e2,e3) = 0],]11],]0
0 0 1

Also starten wir. Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren an, um eine ONB

(v1,v2,v3) zu finden. Hierzu setzen wir als ersten Vektor einfach
v = €e1.

Die Léange des Vektors ergibt sich durch die Darstellungsmatrix. Es gilt demnach

2
(Ulav1>A=€1TA€1=(l 0 0)~ 1
0

— N

0
1
2

S O =
Il
[\]

Dieser Schritt ist wichtig! Viele denken vielleicht jetzt: ,H&? Der Einheitsvektor
e1 hat doch Léange 17* Das ist auch richtig, aber nur bzgl. des Standardskalar-
produkts! Wir verwenden jetzt ein anderes Skalarprodukt, das durch die Matrix
A représentiert wird und damit ergibt sich auch eine andere Lénge. Den zwei-
ten Vektor der ONB bestimmen wir nach dem Orthogonalisierungsverfahren
von Gram-Schmidt. Wir erhalten somit

1 0
N > 1
52—62221123201— 11— (1) (1) 410
0 < ol 1o > 0

0 0
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2 1 0\ /o
(100)1211
0 o1 2/ \o
= - 0
2 1 0\ (1
0 0
(100)1210
o1 2/ \o
1
(100)2
0 1 0 1 —1/2
1 1
— 1] - nUNEEIUEE
0 0 0 0 0
(100)1
0

Somit haben wir also den zweiten Vektor der Orthogonalbasis

—1/2

berechnet. Um nicht mit Briichen rechnen zu miissen, kénnen wir diesen Vektor

vervielfachen, ohne die Orthogonalitéatseigenschaft zu verlieren. Wir wéahlen also

—1
V2 = 2

0

Die Lange des Vektors ist nun

-1 -1 2 1 0\ (-1
(vz,v2>A=< 2 |, 2 > 2(71 2 0) 1 21 2 | =6
0 0 0 1 2 0
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Den dritten, noch fehlenden Vektor bestimmen wir so:

U3 = e3 — <02’63> <v1’63>A - U1
> <U17'U1>A
0 1 0
< (L]
0 1 -1 0 1 1
=10 2 | — 410
-1 1 1
1 0
2 1,1 2 0],
0 0 0
A A
0 -1 1 1/3
=10 —g 2 v 0 = 2/3
n 6 2 =%
1 0 0 1

Da wir auch hier wieder nicht mit Briichen arbeiten wollen, verwenden wir

Die Lange dieses Vektors ist gegeben durch

2 1 0 1
(v3,v3) 4, = (1 -2 3) 1 2 1| |—-2=12
0 1 2 3
Die gesuchte Orthonormalbasis lautet also
1 -1 1
B .= L 0 i 2 L 2
V2 G V12
0 3

Wir wollen jetzt noch die invertierbare Matrix P € GL,(R) mit A = PTP
angeben. Hierzu gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Moglichkeit: Wir wissen, dass

STAS = ((vi,v5) 4)
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die darstellende Matrix bzgl. der Basisvektoren aus der Orthonormalbasis
ist, die wir gerade bestimmt haben, wobei in der Matrix S in den Spalten
die orthogonalen Basisvektoren (noch nicht normiert) stehen. Weiterhin
konnen wir diese darstellende Matrix natiirlich auch so direkt angeben,
denn es muss auf jeden Fall eine Diagonalmatrix sein, weil die Basisvek-
toren gerade so konstruiert sind, dass (v;, v;) , = 0 fiir alle ¢ # j ist. Und
in den Diagonaleintrédgen stehen die entsprechenden Léngen der Vektoren.

Es gilt also zusammengefasst:

1 0 0\ /2 1 0\ /(1 -1 1 2 0 0
-1 2 o1 2 2 —2|=((v,v)4)=]0 6 0
1 -2 3/\0o 1 2/\0o 0o 3 0 0 12
—_—
Es ist auch

V2 0 0 0 2 0
D=VvDVD=|0 V6 0 |-l0 v6 0 |=|06 0
0 0 V1 0 0 V12 0 0

[\

Was haben wir dadurch gewonnen? Uberlegen wir allgemein:
STAS =vD-vVD =vVDTVD = D (Jede Diagonalmatrix ist symmetrisch)
=A=(S")"'D"DST = (sH'D"DST = (DS HT(DST).
—_———
=pPT.p

Um P nun anzugeben, miissen wir S™' errechnen. Mit dem Gauf-
Verfahren, das ihr noch aus der Linearen Algebra 1 kennen solltet, erhalt

man
1 1/2 0
S™'=1o0 1/2 1/3
0 0 1/3
und damit
V2 0 0 1 1/2 0
P=vVDS ' = V6 0 0 1/2 1/3

0
0 0 12/ \o o0 1/3
V2 V2/2 0
=10 +v6/2 V6/3
0 0 2V3/3

Fassen wir die erste Moglichkeit noch einmal zusammen:
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i) Wahle die kanonische Standardbasis als ,,Ausgangsbasis®.

ii) Beginne mit dem ersten kanonischen Einheitsbasisvektor und wende
Gram-Schmidt an.

iii) Wir verzichten auf die Normierung der Vektoren, da dies spéter zum
Rechnen einfacher ist und wir nicht mit Wurzeln rechnen miissen.

iv) Bestimme die ,Lénge* der Vektoren mithilfe der darstellenden Ma-
trix, bedenke, es gilt (z,z), = zT Ax.

v) Es gilt STAS = D, wobei A die darstellende Matrix ist, und in den
Spalten von S stehen die gefundenen orthogonalen Basisvektoren. D
ist eine Diagonalmatrix, die als Eintrége die ,Lidngen* der Vektoren
enthélt.

vi) Eine invertierbare Matrix P € GL,(R) mit A = PTP finden wir
nun, wenn wir P := DS~ berechnen.

Ohne Beweis merken wir an, dass man durch dieses Verfahren bei geeigne-
ter Normierung die Legendre-Polynome erhélt, die euch bestimmt einmal
begegnen werden, beispielsweise in einer Numerik-Vorlesung.

2. Moglichkeit: Wir haben versprochen, dass wir noch eine zweite Moglichkeit
geben, um eine Matrix P € GLy(R) mit A = P? P anzugeben. Und da
man Versprechen halten soll, machen wir dies nun auch. Zunéchst bestim-
men wir die Orthonormalbasis ganz analog wie in der ersten Moglichkeit
geschehen ist, mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens. Weiterhin wissen
wir, dass

T . .. B
Q AQ=F firQ:=1T¢

gilt, wobei £ die Standardbasis bezeichnet. Die Transformationsmatrix
(Basiswechselmatrix) @ kann man sofort angeben. Es gilt:

V2 -1/v6  1/V12
Q=TF=| o 26 -2/VI2
0 0 3/V12

Nun gilt:
QTAQ=E=A= Q") 'EQ' =@Q")'Q ' = P"P.

Um P zu berechnen, bestimmt man also P = (T#)~' = T§. Auch hier
wollen wir die Vorgehensweise zusammenfassen:

i) Bestimme die Orthonormalbasis wie bei der ersten Moglichkeit mit-
hilfe von Gram-Schmidt.
ii) Bestimme Q :=T¥%.

iii) Es gilt P = (T5)~! = T§.
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Wieso gerade zwei Moglichkeiten, um P zu berechnen? Na ja, man muss
schauen, was man lieber mag. Bei der zweiten Moglichkeit miissen wir oft
mit Wurzeln und Briichen rechnen, was viel fehleranféalliger ist, jedenfalls
fiir uns Autoren :-). Entscheidet also selbst.

]

Beispiel 110

Zum Schluss noch ein letztes Beispiel mit einem etwas exotischeren Skalarpro-
dukt (na ja, so exotisch sind sie eigentlich gar nicht. Es ist das einfachste Skalar-
produkt auf einem Funktionenraum, aber da ihr noch keine Funktionalanalysis
gehort habt, ist es fiir euch schon noch exotisch). Seien C([—1,1],R) der Vek-
torraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall I = [—1,1] und (-,-), das
Skalarprodukt

1
o= [ f@)g(a)da.

Wir wollen kurz zeigen, dass dies wirklich ein Skalarprodukt definiert. Die Sym-
metrie ist klar. Nur iiber die positive Definitheit konnte man etwas stolpern.
Aber mit ein wenig Analysis-Kenntnissen sieht man dies auch und zwar so: Zu
zeigen ist, dass

w0 = [ rwrwa= [ P

Aus der Analysis weifl man aber: Ist f stetig auf einem Intervall [a,b] und
f(t) # 0 fiir ein t € [a, b], so gilt:

/bfg(t)dt > 0.

Damit ist alles gezeigt.

Sei nun V' der Untervektorraum der Polynome vom Grad kleiner gleich 2. Zu
bestimmen ist eine Orthonormalbasis von V' und die Darstellungsmatrix des
Skalarprodukts (-, -); bzgl. der Basis B = (1, z,z?%).

1. Moglichkeit: Wir sehen sofort, dass 1 und x schon orthogonal sind, denn es

1 1
<1,x)I:/ l-xdx:/ xdx =0.
—1 ~1

Wir brauchen mit dem Gram-Schmidt-Verfahren also nur noch den dritten

gilt:

Vektor angeben, der jeweils paarweise orthogonal auf 1 bzw. z steht. Es
gilt:
2 2
2 (z,2 >1'$ (1,2 >1 o2 1
v3 =T — — = - =
<:E7 x)[ (17 ]->I 3

Nun miissen wir diesen Vektor noch normieren. Also miissen wir seine

,Léange* berechnen. Nun kénnten wir natiirlich straight forward vorgehen

1«2,1352,1 /1 xzfl de
37 3/ J1 3

und
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berechnen. Angenommen, wir hitten die Darstellungsmatrix des Skalar-
produkts (-,-); gegeben, so kénnen wir die Lénge sofort berechnen. Die
Darstellungsmatrix lautet

2 0 2/3 (L,1)  (Lz)y (1,27
0 2/3 0 |=| (1) (z,2) (.27
2/3 0 2/5 <x2,1> <w2,az> <x2,:7c2>

Die Lange berechnet sich zu

2 0 2/3\ [-1/3

o 1 5 1\ 8
<ac — 50 _3>1_<_1/3 0 1)[ 0o 23 o 0 | =4
2/3 0 2/5) \ 1

Die gesuchte Orthonormalbasis ergibt sich damit zu

)]

2. Moglichkeit: Wir verfolgen nun noch einmal den Ansatz in Beispiel 108. Wir

bestimmen eine orthogonale Basis Boyth = (f1, f2, f3) von V. Unser Ansatz
lautet wieder
fi=1, fa=x+a, f3=:(:2+b:r+c

mit noch zu bestimmenden reellen Zahlen a,b,c € R. Die erste Orthogo-
nalitatsrelation lautet

1 1
<f27f1>]:[1f2(x)f1($)d$:/ (x +a)dz = 2a = 0.

—1

Hieraus ergibt sich sofort a = 0, und damit ist f2(x) = 40 = z festgelegt.
Die zweite Orthogonalitétsrelation lautet

1 1
<f37f1>1:/_1f3(36)f1($)dw=/_1(:c2—|—bx+c)dx:§+2c:0.

Hieraus ermittelt man ¢ = —1/3. Mit der dritten Orthogonalitétsrelation
erhalten wir nun auch b durch

1 1
(fg,fz)l:/_lfg(x)fg(x)dx:/_1(x2+bx+c)xdx:%-b:().

Demnach ist b = 0 und folglich f3(z) = z? — % Unsere orthogonale Basis

Borth = (1,%,1‘2 - ;) .

lautet also
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Die Basiswechselmatrix (Transformationsmatrix) ist

10 —1/3
Q= Tgorth =10 1 0
0 0 1

Nach dem Basiswechselsatz 10.3 ergibt sich die Darstellungsmatrix bzgl.
der orthogonalen Basis Bg,tn sofort durch

MBon,h (<7 >I) = QTAQ = (Tgorth)TATgo”h.

Dies rechnen wir einfach nur aus. Der Vorteil davon ist, dass die Diago-
naleintrige gerade die Normen der Funktionen f; mit ¢ = 1,2, 3 sind. Wir

erhalten
1 0 0 2 0 2/3 1 0 -1/3
MB,. = 0 1 0 0 2/3 0 0 1 0
-1/3 0 1 2/3 0 2/5 0 0 1
2 0 0
=10 2/3 0
0 0 8/45

In den Diagonaleintrégen stehen die entsprechenden Normen. Die gesuchte
Orthonormalbasis ergibt sich damit auch hier zu

1 T 22 (4-3))

5= (5 15

3

Nach diesen Beispielen hat man vielleicht schon eine kleine Vorstellung, was das
Gram-Schmidt-Verfahren anschaulich eigentlich macht. Wir wollen dies noch
einmal geometrisch deuten: Gegeben seien zwei Basisvektoren der Ebene, sprich
des R?, die schon orthogonal und normiert sind.

Abb. 10.1: Zwei schon normierte und orthogonale Vektoren im R2.

Wir wollen nun einen dritten Basisvektor konstruieren, sodass die drei Vektoren
eine Orthonormalbasis des R? bilden. Also sei ein zusétzlicher Vektor vy zum
Beispiel wie in 10.2 gegeben. Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren nun so
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Abb. 10.2: Wir wenden Gram-Schmidt an.

an, dass wir zunéchst das Lot vom Vektorenendpunkt fillen. Dabei bezeichnet
7 : Vi — Vi1 die senkrechte Projektion, siehe Abbildung 10.2. Nun verschieben
wir das Lot auf den Anfangspunkt der beiden anderen Vektoren, siche Abbildung
10.3. Zum Schluss wird dieser Vektor v; noch normiert, also auf die Lange 1

Abb. 10.3: Verschieben des Lotes.

gebracht, siche Abbildung 10.4.

Abb. 10.4: Normieren des Vektors.

Wir fassen zusammen: Konkret sieht der Algorithmus namlich so aus: Sei A =

(v1,...,vn) die Ausgangsbasis. Dann ist B = (wi,...,ws,) eine orthogonale
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Basis, wenn man induktiv die Vektoren wi,wa,... folgendermafien bestimmt.
Hat man die Vektoren wi, ..., wi_1 bereits bestimmt, so setzt man zunéchst
k—1
/ .
Wy 1= Vg — Z (v, wi) - wy
i=1

und anschlieftend ,

Vil

Zum Satz 10.6: Dieser Satz gibt uns keinen konkreten Algorithmus, um zu

Wg =

entscheiden, wann eine reelle symmetrische Matrix A positiv definit ist. Aber
dafiir haben wir das Hauptminorenkriterium, sieche Satz 10.7.

Zum Hauptminorenkriterium (Satz 10.7): Wie wir in Beispiel 98 gesehen haben,
ist die Symmetrie wesentlich fiir die Aussage des Satzes.

Beispiel 111
m Wir betrachten die Matrix

1 4 1
A=14 17 2
2 6

Diese Matrix ist positiv definit wie aus dem Hauptminorenkriterium folgt,
denn die Determinanten aller Hauptminoren sind positiv.

L4 1 4 1
det1=1>0, det =1>0,det|4 17 2| =1>0.
4 17
1 2 6

m Sei nun die Matrix

2
Bi=1|1
0

— N

0
1
2

gegeben. Wir wollen zeigen, dass diese reelle symmetrische Matrix, positiv
definit ist. Dies ist erfiillt, da alle Hauptminoren positive Determinante
besitzen, denn

50 1 2 1 0
det2 =2 >0, det =3>0,det|1 2 1|=4>0.
1 2
0 1 2

Wir denken, dass dies an Beispielen geniigen sollte. [ |
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Zu den Dimensionsformeln (Satz 10.9): Um die Formeln einzuiiben, betrachten
wir ein einfaches Beispiel.

Beispiel 112
m Wir wollen untersuchen, ob V die direkte Summe von U und W ist. Dazu
sei zunéchst einmal V = R? und

U={((1,-31),(0,1,0)) und W =((2,1,1),(3,2,1)).

Wir konnen uns iiberlegen, dass die Vektoren in U als auch in W jeweils
linear unabhéngig sind (nachvollziehen!). Demnach ist also dim(U) =
dim(W) = 2. Mit der Dimensionsformel (Satz 10.9) ist also V nicht die
direkte Summe von U und W, denn U & W muss ein Untervektorraum
vom R? sein.

Betrachten wir nun noch einmal V = C* und
U={(1,i,i+1,—1),(¢,—1,4—1,1)) und
W= <(2 + 7;7 7;7 _ia l)a (_ia 3ia 17 Z)) .

Die Vektoren aus U sind nicht linear unabhéngig, denn es gilt:

1 i
, i ~1
i =
i+1 i—1
—i 1

Also ist dim(U) = 1. Da aber dim(W) < 2 und dim(C*) = 4, ergibt sich
wieder aus der Dimensionsformel, dass V' nicht die direkte Summe von U
und W sein kann.

]

Zum Satz 10.11: Dieser Satz besagt, dass der Vektor p(v) die beste Approxi-
mation von v durch einen Vektor in U ist. Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 113
Im R? betrachten wir die Ebene E mit der Gleichung

FE:2v1+x90 —23 =2

und den Punkt P := (2, 1,1). Wir mo6chten jetzt den Abstand von P zur Ebene
berechnen. Thr kennt dies vielleicht schon aus der Schule. Wir wollen es aber ein
wenig strukturierter und mathematischer machen, indem wir gleichzeitig den
Fukpunkt des Lotes von P auf die Ebene E bestimmen. Wir bezeichnen mit
U C R?® den Raum der Richtungsvektoren von E, das heift den Losungsraum
der homogenen Gleichung

2x1 +x2 —x3 = 0.



10.4 Erkldrungen zu den Sitzen und Beweisen 233

Durch eine kurze Rechnung findet man eine Orthonormalbasis (u1,u2) von U,

etwa

Wir wéhlen einen Aufpunkt von E, etwa O = (1,0,0), und nun kénnen wir

einen allgemeinen Punkt von F in der Form
Q=0+4u, u=A1-u1+ A2 -u2
schreiben. Entsprechend schreiben wir

1
P=0+v,v=1]1
1

Die Distanz von P zu @ ist damit
d(P,Q) = [[v — ull.
Nach Satz 10.11 wird dieser Abstand minimiert durch die Wahl

Q = P* = O+PU(U)7

wobei P* der Fufpunkt des Lotes von P auf E ist. Nun verwenden wir die
Formel fiir die orthogonale Projektion py(v), die wir in den Erklarungen zur
Definition 10.10 erldutert und hergeleitet haben. Es ergibt sich

p(v) = (v, u1) - ur + (v, u2) - u2

0 1 1

=211 +1 1 _1 2

T2 31 7| 3
1 1 4

Wir erhalten

. 2
P"=0+pu(v) =31
2

[\
N——

und

NS

2/3
d(P,E)=|lv—pu)|l=1] 1/3
~1/3
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Zum Basiswechselsatz im Komplexen (Satz 10.12 und 10.13): Diese Sétze ken-
nen wir schon aus den Sdtzen 10.1 und 10.2, nur dass wir diese nun fiir den

komplexen Fall formuliert haben.

Zum Gram-Schmidt-Verfahren im Komplexen (Satz 10.14 und 10.15): Das
Gram-Schmidt-Verfahren funktioniert fiir eine hermitesche Form ganz genauso
wie im reellen Fall. Nur dass man beim Skalarprodukt ein wenig aufpassen muss,
denn irgendwann muss einmal das komplex Konjugierte eines Vektors bestimmt

werden und dies geht, indem man jeden Vektoreintrag komplex konjugiert.

Beispiel 114
Der C* sei mit der hermiteschen Form (z,y) = 3 2,7, versehen. Zu bestimmen
ist eine Orthonormalbasis des Unterraums U, der von den Vektoren

1 )
0 2 —2
" I T I )
~1 — 0

aufgespannt wird. Wir berechnen mit dem Gram-Schmidt-Verfahren:

1
0
V] = s
i
-1
1 1
0 0
1 A
-1 -1
0 0 1 1 0
2 1 2 0 0 2
V2 = -5 5 : = )
1 3 1 i i 1
—i —i -1 -1 —i
Nz
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7 0 0
RV IEIRE 2
__< 2|1 > 1
0 —1 —1
—1 1 0
2 0 2
I
0 —1 —1

o o o O

Beispielsweise haben wir beim Skalarprodukt (vi,v1) den einen Vektor komplex

konjugiert, denn so ist das komplexe Skalarprodukt ja gerade definiert. Da sich

1 0
. . 0 2 . .
hier v3 = 0 ergibt, folgt vz € < , > Also bilden v und v2 eine
) 1
-1 —1

Orthogonalbasis. Normieren liefert die Orthonormalbasis

Zum Spektralsatz fiir normale Endomorphismen (Satz 10.17 und 10.18): Der
Beweis des Satzes ist recht aufwendig, aber auch lehrreich. Er kann in der Litera-
tur aus dem Literaturverzeichnis nachgelesen werden, beispielsweise in [Bos08].
Wir betrachten ein Beispiel, um den Spektralsatz 10.17 und seine dquivalente

Formulierung im Satz 10.18 fiir Matrizen einzuiiben.

Beispiel 115
Gegeben sei die Matrix
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Vorweg ein wichtiger Satz: Eine Matrix A € My »(C) ist genau dann unitér
diagonalisierbar, wenn sie normal ist. Wir miissen jetzt eine unitére Matrix
S € U, finden, sodass S™'AS Diagonalgestalt hat. Der Spektralsatz sagt uns,
dass dies funktioniert. Man priift nach, dass A wirklich normal ist, denn es gilt:

AA" = A"A =

Daher ist A unitér diagonalisierbar. Wir diagonalisieren einfach A (Wir haben
ja gesagt, dass das Wissen aus der Linearen Algebra 1 vorausgesetzt wird :-P).
Das charakteristische Polynom ergibt sich zu
1-x -1 5
PAzdet(A—)\Eg)zdet \ 2(1—)\) + 1.
1 1-—

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind A1 =144 und A2 =1 —14
und damit die Eigenwerte von A. Die Eigenvektoren berechnen sich iiber die
Eigenraumberechnung zu

-1 1 -1 —1 -1
Eig(A,1+ i) = ker = ker = < >
1 )

i —1 i —1 1
Eig(A,1 —1i) = ker = ker = < > .
1 4

Die Matrix S ist daher gegeben durch

1 —11_1—11

Vit i) Vel

Sie besteht einfach aus den normierten Eigenvektoren. Aufierdem ist sie unitér,

wie man leicht nachpriift. Nun muss also S~'AS Diagonalgestalt haben. Dies
ist aber ganz einfach, denn dies ist gerade die Diagonalmatrix mit den Diago-
naleintrédgen der Eigenwerte, die wir eben berechnet haben. Und hierbei sieht
man, dass wir, was wir eben gemacht haben, irgendwie schon aus der Linearen
Algebra 1 kennen, vergleiche dazu [MKO09]. Insgesamt erhalten wir also

1414 0
0 1—4

ST1AS =

Ubung: Macht dasselbe wie in Beispiel 115 noch einmal mit der Matrix

A=
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Zum Satz 10.19: Aus Satz 10.17 folgt, dass A diagonalisierbar iiber C ist. Ge-
nauer: Es gibt eine Orthonormalbasis des unitdren Standardraums C", die aus
Eigenwerten von A besteht. Der Satz 10.19 impliziert, dass alle Eigenwerte von
A reell sind. Es ist nun nicht schwer zu zeigen, dass A sogar iiber R diagonali-
sierbar ist und es eine Orthonormalbasis des euklidischen Standardvektorraums

R™ gibt, die aus Eigenvektoren von A besteht.
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In diesem Kapitel (es heiftt ,Gruppen und Ringe II“ in Anlehnung an unseren
ersten Band [MKO09], dort gibt es schon ein Kapitel ,Gruppen, Ringe, Koérper*),
wollen wir uns noch einmal genauer mit Gruppen und Ringen, insbesondere mit
wichtigen Teilmengen von ihnen beschéftigen. Daraus lassen sich dann weitere
wichtige Strukturen gewinnen.

11.1 Definitionen

Definition 11.1 (Konjugation)
Sei G eine Gruppe. Zwei Elemente g, go € G heifien konjugiert in G, wenn es
ein Element h € G gibt, sodass

gozhflogoh.

Wir schreiben dann gg ~¢g g.

Anmerkung: Haufig schreibt man dafiir auch einfach go ~ g und nennt g und go
konjugiert, ohne zu erwéhnen in welcher Gruppe G. Dies macht man aber nur,
wenn klar ist, welche Gruppe gemeint ist.

Definition 11.2 (Gruppenerzeugendensystem)
Sei G eine Gruppe. Fiir jede Teilmenge A einer Gruppe G ist der Durchschnitt
aller Untergruppen von G, die A enthalten,

(A) = ﬂ U,

ACU

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 11, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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eine Untergruppe von G. Es ist A C (A) und (A) C U fiir jede Untergruppe
U von G, die A enthalt. Damit ist (A) die kleinste Untergruppe von G, die
A enthdlt. Man nennt (A) die von A erzeugte Untergruppe und A ein
Erzeugendensystem von U.

Definition 11.3 (Ordnung)
Es seien G eine Gruppe und a € G. Gibt es ein n € N mit a™ = e, so heifst das
kleinste solche n die Ordnung von a, geschrieben ord a. Existiert kein solches

n, so schreibt man oft formal ord a = co.

Definition 11.4 (zyklische Gruppe)
Eine Gruppe G heiftt zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt werden
kann, also wenn es ein a € G gibt mit

G = (a).
Definition 11.5 (Ideal)
Eine Teilmenge I eines Ringes R heiftt ein Ideal, wenn gilt:
i) 0 €1,
ii) fiir alle a,b € [ist a+b € I,
iii) fiir alle a € I und x € R ist az € I.

Ist I ein Ideal von R, so schreiben wir I < R.

Definition 11.6 (Erzeugendensystem eines Ideals)
Es sei M eine beliebige Teilmenge eines Ringes R. Wir setzen

(M)r:= () I,
I<R,MCI
das heiftt, (M)g ist der Durchschnitt aller Ideale von R, die M enthalten.
Ist M = {a1,...,an} eine endliche Menge, so schreibt man statt (M)g auch
{ai,...,an)r- Man nennt (M)gr dann das erzeugte Ideal.
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11.2 Satze und Beweise

Satz 11.1 (zyklische Gruppen sind abelsch)
Sei (G,-) eine Gruppe. Sind die Elemente eines Erzeugendensystems von G

paarweise vertauschbar, so ist G abelsch. Insbesondere ist jede zyklische Gruppe
abelsch.

Beweis: Sei a ein zyklischer Erzeuger der Gruppe. Dann existiert fiir jedes
be G ein k €Z mit b= a”. Sei weiter ¢ € G mit ¢ = a' und [ € Z. Dann gilt:

b. kL k+l _ l+k b,

q.e.d.

Satz 11.2
Eine Gruppe ist genau dann zyklisch, wenn es einen surjektiven Gruppenho-
momorphismus ¢ : 7Z — G gibt.

Satz 11.3
Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist selbst wieder zyklisch.

Beweis: Seien (G, ) zyklisch mit Erzeuger a, das heift G = (a), und U ei-
ne Untergruppe von G. Sei weiter b = a* dasjenige Element aus U mit dem
kleinsten positiven Exponenten k. U enthéalt wegen der Abgeschlossenheit alle
Potenzen von b, aber keine anderen Potenzen von a. Dies sieht man mittels der
Division mit Rest. q.e.d.

Satz 11.4
Eine endliche zyklische Gruppe (G,-) der Ordnung m besitzt zu jedem Teiler d
von m genau eine Untergruppe der Ordnung d.

Beweis: Sei d -k =m, also d ein Teiler von m. Dann erzeugt das Element a”
nach Satz 11.3 eine zyklische Untergruppe der Ordnung d (da (a®)¢ = a™ = ¢)
und es gilt:

d-k=m=kgV(k,m).

Angenommen, es existiert eine weitere Untergruppe U’ der Ordnung d. Diese
enthalte o’ als Potenz mit kleinstem positiven Exponenten j. Dann besteht
U’ nach Satz 11.3 genau aus den d verschiedenen Potenzen a’ " mit Exponent
7,27,37,...,dj, und es ist

Daraus folgt nun £ = j und damit die Eindeutigkeit der Untergruppe von Ord-
nung d. q.e.d.
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Satz 11.5 (Untergruppen von Z)
Die Untergruppen von (Z,+) sind genau die Mengen

(n) =nZ

mit n € N.

Beweis: Wir wissen bereits, dass nZ C Z eine Untergruppe ist. Wir miissen
also nur noch zeigen, dass es zu einer beliebigen Untergruppe U C Z ein n € N
gibt mit U = nZ.

U muss die Zahl 0 enthalten. Ist U = {0}, so ist natiirlich U = 0Z, und wir
sind fertig. Andernfalls gibt es ein Element a € U mit a # 0. Da mit a auch —a
in U liegen muss, gibt es dann also sogar eine positive Zahl in U. Es sei n die
kleinste positive Zahl in U. Wir behaupten, dass dann U = nZ gilt und zeigen
diese Gleichheit, indem wir die beiden Inklusionen separat beweisen.

, D% Nach Wahl von n ist U eine Untergruppe von Z, die das Element n enthélt.
Also muss U auch die von n erzeugte Untergruppe nZ enthalten.

,C“ Es sei a € U beliebig. Indem wir die ganze Zahl a mit Rest durch n
dividieren, kénnen wir a schreiben als

a=kn+r,

wobel k € Z und r € {0,...,n — 1} gilt. Wir schreiben dies um als r =
a—kn. Nun ist a € U nach Wahl von a und aufterdem auch —kn € nZ C U .
Wegen der Abgeschlossenheit von U liegt damit auch die Summe r = a—kn
dieser beiden Zahlen in U. Aber r war als Rest der obigen Division kleiner
als n, und n war schon als die kleinste positive Zahl in U gew&hlt. Dies
ist nur dann moglich, wenn r = 0 gilt. Setzen wir dies nun aber oben
ein, so sehen wir, dass dann a = kn + 0 € nZ folgt. Dies zeigt auch diese
Inklusion.

q.e.d.

Satz 11.6 (Nebenklassen)
Es seien G eine Gruppe und U eine Untergruppe.

i) Die Relation
a~bisatbelU
fiir a,b € G st eine Aquivalenzrelation auf G.
ii) Fiir die Aquivalenzklasse a eines Elements a € G beziiglich dieser Relation

gilt:
a=uU :={au:u e U} (11.1)
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Man nennt diese Klassen die Linksnebenklassen von U, weil man das
Element a € G links neben alle Elemente von U schreibt. Die Menge aller
Aquivalenzklassen dieser Relation, also die Menge aller Linksnebenklas-

sen, wird mit

G/U :=G/ ~={aU : a € G}

bezeichnet.

Beweis: Wir miissen die drei Eigenschaften von Aquivalenzrelationen zeigen.
In der Tat entsprechen diese Eigenschaften in gewissem Sinne genau den drei

Eigenschaften des Untergruppenkriteriums.
m Fiir alle a € G gilt a 'a = e € U und damit a ~ a.

m Sind a,b € G mit a ~ b, also a *b € U, so ist auch b~ 'a = (a"'b)"' € U

und damit b ~ a.

m Sind a,b,¢ € G mit a ~ b und b ~ ¢, das heikt a b, b c € U, so ist auch
a te=(a"'b)(b™'¢c) € U und damit a ~ c.

m Fiir a € G gilt:
E:{bEG:bwa}:{bEG:a_lbzu,ueU}

={beG:b=au,ue U} =al.
q.e.d.

Satz 11.7
Es seien G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann hat jede
Links- und jede Rechtsnebenklasse von U genauso viele Elemente wie U.

Beweis: Fiir a € G betrachten wir die Abbildung
f:U—=al, f(x) = ax.

Nach Definition von aU ist f surjektiv. Die Abbildung f ist aber auch injektiv,
denn aus f(z) = f(y), also ax = ay, folgt natiirlich sofort x = y. Also ist f
bijektiv, und damit miissen die Startmenge U und die Zielmenge aU gleich viele
Elemente haben. Die Aussage fiir Ua ergibt sich analog. q.e.d.

Satz 11.8 (Satz von Lagrange)
Es seien G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann gilt:

G| = [UlIG/U. (11.2)

Insbesondere ist die Ordnung jeder Untergruppe von G also ein Teiler der Ord-

nung von G.
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Beweis: G ist die disjunkte Vereinigung aller Linksnebenklassen. Die Behaup-
tung des Satzes folgt nun sofort daraus, dass nach Satz 11.7 jede Linksneben-
klasse |U| Elemente hat und es insgesamt G/U solcher Linksnebenklassen gibt.

qg.e.d.
Satz 11.9
Es seien G eine Gruppe und a € G mit ord a =: n < oco. Dann ist (a) =
{a®,...,a"" "} und |(a)] = n = ord a.

Beweis: Zunichst ist (a) = {a" : k € Z}. Mit Division durch n mit Rest ldsst
sich aber jedes solche k € Z schreiben als kK = pn +r mit p € Z und t €
{0,...,n— 1}. Wegen a™ = e folgt daraus

a® = (a")Pa" =ePa" =a’.
Alle ¢ mit k& € Z lassen sich also bereits als ein a” mit » € {0,...,n — 1}

schreiben. Also ist
(a) = {ao,...,an_l} .

Weiterhin sind diese n Elemente alle verschieden, denn wiire a* = o’ fiir gewisse
0 <i<j<mn-—1,so hitten wir a’~* = e, was wegen 0 < j —i < n ein
Widerspruch dazu ist, dass n die kleinste positive Zahl ist mit a™ = e. Also sind
die Elemente a°,...,a" ! alle verschieden, und es folgt |(a)| = n. q.e.d.

Satz 11.10 (kleiner Satz von Fermat)
Es seien G eine endliche Gruppe und a € G. Dann gilt:

i) ord a ist ein Teiler von |G|.

i) alCl = e.

Beweis: Nach Satz 11.9 hat die von a erzeugte Untergruppe (a) die Ordnung
ord a. Da diese Ordnung nach dem Satz von Lagrange ein Teiler von |G| sein
muss, ergibt sich sofort der erste Teil. Weiterhin ist, wiederum nach dem Satz

von Lagrange
alCl = gl{@NG/{a)] _ (aorda)lGMaH =e,

und damit folgt auch der zweite Teil. q.e.d.

Satz 11.11 (Faktorstrukturen und Normalteiler)
Es seien G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann sind die folgenden

Aussagen dquivalent:



11.2 Satze und Beweise 245

i) Fir alle a,a’,b,b/ € G mita = a’ und b =10 gilt auch aob=a’ o', das
heift, die Vorschrift @ob = a ob bestimmt eine wohldefinierte Verkniip-
fung auf G/U.

i) Fir allea € G und u € U istaouoa " € U.

i11) Fir alle a € G ist aU = Ua, das heifit, die Links- und Rechtsnebenklassen

von U stimmen tberein.

Eine Untergruppe, die eine dieser Eigenschaften erfillt, wird Normalteiler
genannt, die ibliche Schreibweise hierfiir ist U < G.

Beweis:

i) = ii)“ Es seien a € G und u € U. Dann gilt @ = aow, denn a" ' caou =

weU.Mit @’ =aowund b=b =a~? folgt dann

e=aoa l=aoua!

und damit aouoa™! € U.

Hit) = 13) ,C* Ist b € aU, also b = a o u fiir ein u € U, so kdnnen wir dies
auch als b= aowuoa~ ! oa schreiben. Dann ist aber aouoa™t € U
und damit b € Ua.
,D“ Ist b =woa fiir ein u € U, so schreiben wir b =aoa ' ouo(a" )%
Dann ist ¢~ ' owuo (a™!)™! € U also b € al.

,i11) = 1)“ Seien a,a’,b,b' € Gmita=a/,b="V. Alsoist a *oa’,b" ob' € U.

Dann folgt zunéchst
(aob) to(aob)y=b""oa"tod. ol

Wegen a ' oa’ € U liegt a= ' oa’ ob' in Ub und damit auch in b'U. Also
koénnen wir a~* oa’ ob’ = b ow fiir ein u € U schreiben. Dies liefert nun

(aob) to(d ob)y=b"tob ou.

Wegen b~ ' o’ € U und u € U ist also (a0b)"' o (a’ ob') € U. Damit ist
alsoaob=a'ol'.
q.e.d.

Satz 11.12 (Faktorgruppe)
Es sei G eine Gruppe und U < G. Dann gilt:

i) GJU ist mit der Verkniipfung @ob = aob eine Gruppe. Das neutrale
Element ist €, das zu @ inverse Element ist a—1.
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1) Ist G abelsch, so ist auch G/U abelsch.

1) Die Abbildung m : G — G/U,7n(a) = @ ist ein Epimorphismus mit Kern
U.

Die Gruppe G /U wird als eine Faktorgruppe von G bezeichnet. Man liest G/U
oft als G modulo U und sagt, dass man G/U aus G erhdlt, indem man U
herausteilt. Dementsprechend schreibt man fiir a,b € G statt a = b € G/U
auch a = b mod U, gesprochen a kongruent b modulo U. Die Abbildung m
heif$t Restklassenabbildung.

Beweis:

i) Nachdem wir die Wohldefiniertheit der Verkniipfung auf G /U schon nach-
gepriift haben, rechnet man die Gruppenaxiome nun ganz einfach nach:

e Fiir alle a,b,c € G gilt:

(@ob)oc=aoboc=(aob)oc=ao(boc)=aoboc=ao (boc).

e Firalleae Ggilteoca=eoca=a.

e Firalleace Gista loa=aloa==¢e.

ii) Genau wie die Assoziativitat oben tibertrédgt sich die Kommutativitit so-
fort von G auf G/U, denn

@dob=aob=boa="boa.

iii) Die Abbildung 7 ist nach Definition ein Morphismus, denn fiir alle a,b € G
gilt:

m(aob) =aob=aob=m(a)on(b).
Nach Definition von G/U ist 7 surjektiv und der Kern ist
kerr={acG:a=¢e}=e=U.
q.e.d.
Satz 11.13 (Homomorphiesatz fiir Gruppen)
Es sei f: G — H ein Morphismus von Gruppen. Dann ist die Abbildung
g:G/ker f —im f,Q @+~ f(a) (11.3)

zwischen der Faktorgruppe G/ker f von G und der Untergruppe im f von H
ein Isomorphismus.
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Beweis: Zunéchst einmal ist ker f ein Normalteiler von G, sodass G/ ker f also
wirklich eine Gruppe ist. Die im Satz angegebene Abbildung g ist aufterdem
wohldefiniert, denn fiir a,b € G mit @ = b, also a~'b € ker f, gilt:

e=fa~ ob) = f(a) "o f(D) (11.4)
und damit f(a) = f(b). Weiterhin ist g ein Morphismus, denn fiir a,b € G gilt:
g(@ob) = g(@ob) = flaob) = f(a) o (B) = g(a@) o g(F). (11.5)

Wir miissen also nur noch zeigen, dass g surjektiv und injektiv ist. Beides folgt
im Prinzip unmittelbar aus der Konstruktion von g.

m g ist surjektiv, denn ist b ein Element in im f, so gibt es also ein a € G
mit f(a) = b, das heiflt mit g(a) = b.

m g ist injektiv, denn ist a € G mit g(a) = f(a) = e, so ist also a € ker f
und damit @ = €. Also ist ker g = {€}.
q.e.d.

Satz 11.14 (Klassifikation zyklischer Gruppen)
Es sei G eine Gruppe.

i) Ist G zyklisch, so ist G isomorph zu Z oder zu Z/nZ fir ein n € N.

1) Ist G endlich und p := |G| eine Primzahl, dann ist G isomorph zu Z/pZ.

Beweis:
i) Es sei a € G mit G = (a). Wir betrachten die Abbildung
f:7Z— G, k> a”, (11.6)
die ein Morphismus ist. Dann ist
im f = {ak ke Z} = (a) =G, (11.7)
das heiftt, f ist surjektiv. Der Kern von f muss als Untergruppe von Z die
Form nZ fiir ein n € Ng haben. Es ergeben sich also zwei Félle

e Ist n = 0, also ker f = {0}, so folgt aus dem Homomorphiesatz
Z/{0} 2 G, also Z = G.

e Ist n > 0, so folgt aus dem Homomorphiesatz 11.13 Z/nZ = G.

ii) Es sei a € G ein beliebiges Element mit a # e. Nach dem Satz von
Lagrange (Satz 11.8) muss die Ordnung der Untergruppe (a) von G ein
Teiler der Gruppenordnung p sein. Da p eine Primzahl ist, kommt hier also
nur [{a)| = 1 oder |(a)| = p in Frage. Weil aber bereits die beiden Elemente
e und a in {a) liegen, ist |[(a)| = p, das heift, es ist bereits (a) = G. Also
ist G zyklisch. Die Behauptung folgt damit aus dem ersten Teil.
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q.e.d.

Satz 11.15

Fir jede endliche Teilmenge M eines Ringes R ist (M)gr ein Ideal, das M
enthalt, und es gilt:

(M)r ={aiz1+ -+ anzn :n €N ai,...,an € M,x1,...,2, € R}. (11.8)

Man sagt, dass (M)r aus den endlichen Linearkombinationen von Elementen
aus M mit Koeffizienten in R besteht und nennt (M)r das von M erzeugte
Ideal.

Beweis: Die rechte Seite
J={aiz1+ - +anzn :n€Nai,...,an € M,21,...,z, € R}

der behaupteten Gleichung ist offensichtlich ein Ideal von R, die ersten beiden
Eigenschaften sind klar nach Konstruktion, die dritte ergibt sich daraus, dass wir
fur alle a1z1+- - -+anxn € J und x € R das Produkt dieser beiden Elemente als
a1(xx1) + - - + an(xxy) schreiben konnen. Natiirlich enthélt J auch die Menge

M, denn wir konnen ja jedes a € M als a-1 € J schreiben. Wir behaupten nun,
dass (M)r = J ist.

,»C Wir haben gerade gesehen, dass J ein Ideal von R ist, das M enthéilt. Also
ist J eines der Ideale I, iiber das der Durchschnitt gebildet wird. Damit
folgt sofort (M)r C J.

, O Ist I ein beliebiges Ideal von R, das M enthilt, so muss [ natiirlich auch
alle in J enthaltenen Linearkombinationen von Elementen aus M enthal-
ten. Also ist in diesem Fall I O J. Bilden wir nun den Durchschnitt (M) g
aller dieser Ideale, muss dieser natiirlich immer noch J enthalten.

q.e.d.
Satz 11.16 (Ideale und Faktorringe)
Es sei I ein Ideal in einem Ring R. Dann gilt
i) Auf der Menge R/I sind die beiden Verknipfungen
T+y:=x+y Ty := Ty (11.9)

wohldefiniert.
1) Mit diesen Verkniipfungen ist R/I ein Ring.

111) Die Restklassenabbildung m: R — R/I,nn(x) = T ist ein surjektiver Ring-
homomorphismus mit Kern 1.
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Analog zum Fall von Gruppen wird R/I als ein Faktorring von R bezeichnet.
Man liest R/I meistens als R modulo I und sagt, dass man R/I aus R erhdlt,
indem man I herausteilt. Dementsprechend schreibt man fir r,y € R statt
T=7y € R/I oft auch x =y mod I.

Beweis:

i) Die Wohldefiniertheit der Addition folgt direkt, da I ein Normalteiler von
R ist. Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation seien z,z’,y,y’ € R

mitz =2’ undz =%',alsoz’ —xz=:a €I undy’ —y=:b¢c I. Dann gilt
2y —xy = (z+a)(y +b) — 2y = ay + bx + ab.

Da jeder der drei Summanden dieses Ausdrucks mindestens einen Faktor
aus I enthélt, liegen alle diese Summanden in . Also liegt auch deren
Summe in I, das heift, es ist 'y’ — zy € I und damit wie behauptet
Ty =2’y

ii) Die Ringeigenschaften iibertragen sich sofort von R auf R/I. Wir zeigen
exemplarisch die Distributivitdt. Fiir alle x,y, z € R gilt:

Z+y)z=xzt+yz=(x+y)z=22+yz =72+ Yz =Tz + Y2.

iii) Wir wissen bereits, dass 7 ein surjektiver additiver Gruppenhomomor-
phismus mit Kern 7 ist. Wir miissen also nur noch die Vertraglichkeit von
m mit der Multiplikation nachpriifen. Fiir alle z,y € R ist

m(xy) =Ty = Ty = 7 (x)7(y).

q.e.d.

Satz 11.17

Es sei n € N>o. Der Ring Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine
Primzahl ist.

Beweis:

=" Esseil Z/nZ ein Kérper. Angenommen, n wére keine Primzahl. Dann gébe
es eine Faktorisierung n = pq fiir gewisse 1 < p,q¢ < n, und es wire in
Z/nZ

0=mn=pq =pq,

p
aber dies kann nicht sein, denn p und ¢ miissen Einheiten sein und Null-
teiler sind keine Einheiten.
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»<=* Es seien n eine Primzahl und a € {1,...,n — 1}. Die Ordnung der vom
Element a € Z/nZ\ {6} erzeugten additiven Untergruppe

(@ ={ka:keZ}={ka:kel}

muss dann nach dem Satz von Lagrange (Satz 11.8) als Teiler von n gleich
1 oder n sein. Da aber bereits die beiden Elemente 0 und a in dieser
Untergruppe liegen, ist |(a)| = 1 ausgeschlossen, das heifit, es ist |(a)| = n
und damit (a) = Z/nZ schon der gesamte Ring. Insbesondere ist also
1 € (a), das heifit, es gibt ein k € Z mit ka = 1. Also ist a eine Einheit in
Z/nZ. Da a # 0 beliebig war, ist Z/nZ damit ein Korper.

q.e.d.

Satz 11.18 (Homomorphiesatz fiir Ringe)
Es sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist die Abbildung

g:R/ker f — im f, T — f(x)

emn Ringisomorphismus.

Beweis: Da ker f ein Ideal von R ist, konnen wir den Faktorring R/ ker f
bilden. Wenden wir weiterhin den Homomorphiesatz fiir Gruppen auf den zu-
gehorigen Gruppenhomomorphismus f : (R, +) — (S, +) an, so sehen wir, dass
g wohldefiniert, mit der Addition vertrdglich und bijektiv ist. Auferdem ist g
auch mit der Multiplikation vertraglich, denn fiir alle z,y € R/ ker f ist

9(@y) = 9(xy) = f(zy) = f(2)f(y) = 9(Z)9(v)

Wegen f(1) = 1 gilt schlieRlich auch g(1) = f(1) = 1, und damit ist g ein

Ringisomorphismus. q.e.d.

11.3 Erkldrungen zu den Definitionen

Zur Definition 11.1 der Konjugation: Ist G eine Gruppe, so interessiert uns
oftmals nicht ein einzelnes Element g € G, sondern die Konjugationsklassen,
das heifst alle Elemente, die zu g konjugiert sind. Dies werden wir vor allem bei
der Klassifikation der Symmetrien sehen.

Beispiel 116
m Wir betrachten die symmetrische Gruppe S3. Das neutrale Element ist na-
tiirlich nur zu sich selbst konjugiert, denn ist ¢ = e das neutrale Element,
so gilt:
go:hfloeoh:hfloh:e.
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Tab. 11.1: Die Verkniipfungstabelle der Klein'schen Vierergruppe.

e a b c

el e a b ¢

Ist g € S3 eine Transposition, das heifft vertauscht die Elemente i und
J, fiur 4,5 € {1,2,3}, so hat diese genau einen Fixpunkt [, namlich das
Element, das nicht permutiert wird. Auferdem gibt es eine Permutation
h mit h(k) =1 fiir & € {1,2,3}. Dann gilt aber:

go(k) = h™ (g(h(k))) = h™ " (g(1)) = h™ (1) =k,

also hat go einen Fixpunkt, kann also nur eine Transposition oder die
Identitéat sein. Da die Identitdt aber nur zu sich selbst konjugiert ist, ist
go eine Transposition. Wihlen wir nun hy, ha, hs so, dass hp,(m) = [ fir
m € {1,2,3}, so erhalten wir als go die Transposition, die m festhalt.
Also sind alle Transpositionen konjugiert. Als Ubung solltet ihr euch nun
klarmachen, dass die verbleibenden zwei Permutationen konjugiert sind,

wir also drei Konjugationsklassen haben.
m [st GG eine abelsche Gruppe, so ist
h_logoh:goh_loh:g,

das heifst, jedes Element ist nur zu sich selbst konjugiert.
]

Ihr solltet euch als Ubung klarmachen, dass Konjugation eine Aquivalenzrelation
darstellt.

Zur Definition 11.2 des Erzeugendensystems: Um den Begriff einzuiiben, be-
trachten wir ein einfaches Beispiel und zwar die sogenannte Klein’sche Vierer-

gruppe.

Beispiel 117

Durch die folgende Verkniipfungstabelle 11.1 wird eine kommutative Gruppe
V = {e,a,b,c} gegeben, die sogenannte Klein’sche Vierergruppe, wobei e das
neutrale Element bezeichnet.

Fiir jedes x € V gilt offensichtlich z - x = e, also ist jedes Element sein eigenes
Inverses, das heift, 2 = 2 1. Priift einmal nach, dass dies wirklich eine Gruppe
bildet. Okay, wir geben zu: Der Nachweis der Assoziativitit ist etwas lastig, aber
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sollte einmal im Leben gemacht werden :-) . Man priift nun leicht nach, dass die
Klein’sche Vierergruppe wie folgt erzeugt wird und zwar durch

V = {(a,b) = (b,c) = (a,c).

Zur Definition 11.3 der Ordnung einer Gruppe: Ist a ein Element der Gruppe
G, so sind in (a) entweder alle Potenzen a™ verschieden und damit die Ordnung
der Gruppe unendlich, oder es existieren i,j € Z mit i < j und at = aj, das
heift, o~ = e.

Beispiel 118 1 2 3
m FirG=S3und o = ist ord o = 2, denn ¢ # Id aber o2 = Id.
1 3 2

mInG=Zist ord 1 =00, denn n -1 0 fir alle n € N.

Zur Definition 11.4 einer zyklischen Gruppe: Zyklische Gruppen sind nach Defi-
nition endlich oder abzéhlbar unendlich. Betrachten wir gleich ein paar einfache
Beispiele:

Beispiel 119
m Die Klein’sche Vierergruppe aus Beispiel 117 ist endlich erzeugt (zwei
Elemente reichen aus, auf die aber nicht verzichtet werden kann), aber
nicht zyklisch.

m Die Gruppe (Z,+) ist zyklisch, denn das Element 1 erzeugt die gesam-
te Gruppe. Durch mehrfache endliche Verkniipfung (hier Addition) der
1 kann man jede ganze Zahl erzeugen. Natiirlich ist aber auch —1 ein
Erzeuger, es gilt also:

(Z,+) = (1) =(-1).

m Trivialerweise ist
(0) = {e} = (e).

Und es ist auch (U) = U fur jede Untergruppe U einer Gruppe mit neu-
tralem Element e € G.

m Die n-ten Einheitswurzeln sind fiir jedes n € N eine zyklische Gruppe der
Ordnung n. Sie wird durch die Einheitswurzel et erzeugt. Beachte, dass
es auch hier mehrere Erzeuger gibt. Fiir n = 3 ist sowohl e’s" als auch
e's ein zyklischer Erzeuger.
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m Eine Darstellung einer zyklischen Gruppe liefert die Addition modulo ei-
ner Zahl, die sogenannte Restklassenarithmetik. In der additiven Gruppe
(Z/nZ,+) ist die Restklasse der 1 ein Erzeuger. Zum Beispiel ist

7./47 = {0,1,2,3}.

Dies soll an Beispielen geniigen. [ |

Zur Definition 11.5 von ldealen:

m Jedes Ideal I eines Ringes R ist eine additive Untergruppe von R, die
ersten beiden Eigenschaften des Untergruppenkriteriums sind genau die
ersten beiden Bedingungen fiir Ideale und die dritte Eigenschaft folgt mit
x = —1. Da (R, +) auferdem nach Definition eines Ringes abelsch ist, ist
jedes Ideal von R sogar ein Normalteiler beziiglich der Addition in R.

m Ist I ein Ideal in einem Ring R mit 1 € I, so folgt aus der dritten Eigen-
schaft mit a = 1 sofort x € I fiir alle x € R, das heifst, es ist dann bereits
I =R.

Beispiel 120
m Im Ring R =Z ist [ = nZ fiir n € N ein Ideal. 0 € I ist offensichtlich, fiir
zwei Zahlen kn,In € nZ mit k,! € Z ist auch kn+in = (k+1)n € nZ und
fir kn € nZ und x € Z mit k € Z ist auch knzx = (kz)n € nZ.

Da jedes Ideal eines Ringes auch eine additive Untergruppe sein muss und
diese im Ring Z alle von der Form nZ fiir ein n € N sind, sind dies auch
bereits alle Ideale von Z. Insbesondere stimmen Untergruppen und Ideale
im Ring Z also iiberein. Dies ist aber nicht in jedem Ring so, so ist zum
Beispiel Z eine additive Untergruppe von Q, aber kein Ideal, denn es ist
jaleZ, aber Z # Q.

m In einem Ring R sind {0} und R offensichtlich stets Ideale von R. Sie
werden die trivialen Ideale von R genannt.

m Ist K ein Korper, so sind die trivialen Ideale {0} und K bereits die einzigen
Ideale von K. Enthélt ein Ideal <K namlich ein beliebiges Element a # 0,
so enthilt es dann auch 1 = aa™ ' und ist damit gleich K.

m Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus, so ist ker f stets ein Ideal von
f. Esist f(0) = 0 und damit 0 € ker f, fiir a,b € ker f ist f(a +b) =
fla)+ f(b) =0+ 0 = 0 und damit a + b € ker f und fiir a € ker f und
x € Rist aullerdem f(az) = f(a)f(xz) =0 f(z) = 0 und damit ax € ker f.

]
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Zur Definition 11.6 eines Erzeugendensystems von Idealen:

Beispiel 121
m Besteht die Menge M nur aus einem Element a, so ist offensichtlich (a) p =
{az : © € R} die Menge aller Vielfachen von a. Insbesondere gilt in R = 7Z
also fiir n € N
(n), ={nz:x €} =nZ=(n) (11.10)

m Im Ring R = Z x Z ist das vom Element (2,2) erzeugte Ideal
((2,2))zxz = {(2,2)(m,n) : m,n € Z} = {(2m,2n) : m,n € Z}, (11.11)
wéhrend die von diesem Element erzeugte additive Untergruppe gleich
((2,2))y = {n(2,2) : n € Z} = {(2n,2n) : n € Z} (11.12)
ist. [

Sind M eine Teilmenge eines Ringes R und I ein Ideal mit M C I, so gilt bereits
(M)r C I, denn [ ist ja dann eines der Ideale, tiber die der Durchschnitt gebildet
wird. Diese triviale Bemerkung verwendet man oft, um Teilmengenbezichungen
fiir Ideale nachzuweisen. Wenn man zeigen mochte, dass das von einer Menge M
erzeugte Ideal (M)g in einem anderen Ideal I enthalten ist, so geniigt es dafiir
zu zeigen, dass die Erzeuger M in [ liegen. Diese Eigenschaft ist vollig analog
zu der fiir Untergruppen.

11.4 Erkldrungen zu den Sdtzen und Beweisen

Zum Satz 11.6 iiber Nebenklassen: Es seien G eine Gruppe und U C G eine
Untergruppe.

m Fiir die oben betrachtete Aquivalenzrelation gilt also
a=bsa 'bel.

Wenn wir im Folgenden mit dieser Aquivalenzrelation arbeiten, ist dies
das Einzige, was wir dafiir benotigen werden. Insbesondere ist also b = &
genau dann, wenn b € U.

m Es war in der Definition etwas willkiirlich, dass wir a ~ b durch a = *b € U
und nicht umgekehrt durch ba~' € U definiert haben. In der Tat kénnten
wir auch fiir diese umgekehrte Relation eine zu dem Satz analoge Aussage
beweisen, indem wir dort die Reihenfolge aller Verkniipfungen umdrehen.
Wir wiirden dann demzufolge als Aquivalenzklassen also auch nicht die
Linksnebenklassen, sondern die sogenannten Rechtsnebenklassen

Ua ={ua:ueU}
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erhalten. Ist G abelsch, so sind Links- und Rechtsnebenklassen natiirlich
dasselbe. Im nicht abelschen Fall werden sie im Allgemeinen verschieden
sein, wie wir im folgenden Beispiel sehen werden, allerdings wird auch
hier spater der Fall, in dem Links- und Rechtsnebenklassen iibereinstim-
men, eine besonders grofte Rolle spielen. Wir vereinbaren im Folgenden,
dass wie in der Definition die Notationen a beziehungsweise G/U stets
fir die Linksnebenklasse aU beziehungsweise die Menge dieser Linksne-
benklassen stehen. Wollen wir zwischen Links- und Rechtsnebenklassen
unterscheiden, miissen wir sie explizit als aU beziehungsweise Ua schrei-
ben.

m Fiir jede Untergruppe U einer Gruppe G ist natiirlich U = eU = Ue stets
sowohl eine Links- als auch eine Rechtsnebenklasse. In der Tat ist dies die
einzige Nebenklasse, die eine Untergruppe von G ist, denn die anderen
Nebenklassen enthalten ja nicht einmal das neutrale Element e.

Beispiel 122
m Sind G =Z,n € N und U = nZ, so erhalten wir fiir k,l € Z, dass genau
dann k ~ [ gilt, wenn [ — k € nZ ist und die Aquivalenzklassen, also die
Linksnebenklassen, sind

k=k+nZ={ .. k—2nk—nkk+nk+2n,..},

also fiir k € {0,...,n — 1} alle ganzen Zahlen, die bei Division durch n den
Rest k lassen. Demzufolge ist die Menge aller Linksnebenklassen gleich

Z/nZ={0,1,...,n—1},

also die Menge aller moglichen Reste bei Division durch n. Beachte, dass
wir hier mit Z statt mit N begonnen haben, was nétig war, da N im
Gegensatz zu Z keine Gruppe ist, dass dies aber an den erhaltenen Aqui-
valenzklassen nichts &ndert. Da dieses Beispiel besonders wichtig ist, hat
die Menge Z/nZ ofter eine besondere Bezeichnung. Man schreibt sie oft
als Zy. Dies kann jedoch spéater Verwechslung mit den p-adischen Zahlen,
die ihr vielleicht irgendwann kennenlernt, hervorrufen. Man schreibt auch
manchmal FFy,, sie ist allerdings meist nur dann iiblich, wenn n eine Prim-
zahl p ist, dann schreibt man F,, da dies dann ein Korper ist. Wir werden

hier allerdings keine dieser Schreibweisen nutzen.

m Wir betrachten die Gruppe G = A3z und darin die Teilmenge

1 2
U: ) Y
1 2 2
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1 2 3
die eine Untergruppe ist. Ist nun o = ( , so gilt:
2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
ocolU = o , o
2 1) 1 2 3) 2 3 1 1 3 2
B 1 2 3 1 2 3
2 3 1)/ \2 1 3/’
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
Uoo = o , o
1 2 3 2 3 1 1 3 2 3
B 1 2 3 1 2 3
2 3 1) '\3 21

Es gilt also 0 o U # U o o, das heifst, Links- und Rechtsnebenklassen sind
verschieden. Neben ooU ist natiirlich auch U selbst eine Linksnebenklasse.
Die noch fehlende Linksnebenklasse ist

1 2 3
olU

3 1 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

= o , o
3 1 2 1 2 3 3 2 1

B 1 2 3 1 2 3
31 2/ °\3 21

Wir hoffen, ihr habt alles verstanden. [ |

Zum Satz 11.11 iiber Faktorstrukturen: Wir haben zu einer Untergruppe U ei-
ner gegebenen Gruppe G die Menge der Linksnebenklassen G/U untersucht und
damit bereits einige interessante Resultate erhalten. Eine Menge ist fiir sich ge-
nommen allerdings noch keine besonders interessante Struktur. Wiinschenswert
wére es natiirlich, wenn wir G/U nicht nur als Menge, sondern ebenfalls wieder
als Gruppe auffassen kénnten, also wenn wir aus der gegebenen Verkniipfung in
G auch eine Verkniipfung in G/U konstruieren kénnten. Dafiir legt dieser Satz
den Grundstein. Bei der Definition von Faktorstrukturen miissen wir uns jedoch
Gedanken um die Wohldefiniertheit von Abbildungen machen.
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Beispiel 123 (Wohldefiniertheit)

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Will man eine Abbildung
f: M/ ~— N von der Menge der zugehorigen Aquivalenzklassen in eine weitere
Menge N definieren, so ist die Idee hierfiir in der Regel, dass man eine Abbildung
g: M — N wéahlt und dann

f: M/ ~= N, f(a):=g(a)

setzt. Man mochte das Bild einer Aquivalenzklasse unter f also dadurch definie-
ren, dass man einen Reprasentanten dieser Klasse wéahlt und diesen Reprasen-
tanten dann mit g abbildet. Als einfaches konkretes Beispiel konnen wir einmal
die Abbildung

1
f:Z/10Z — {0,1}, f(R) := <
0, n ungerade

n gerade

betrachten, das heift, wir wollen die Elemente 0,2,4,6 und 8 auf 1 und die
anderen auf 0 abbilden. Beachte, dass wir in dieser Funktionsvorschrift genau
die oben beschriebene Situation haben. Um eine Aquivalenzklasse in Z/10Z
abzubilden, wihlen wir einen Reprasentanten n dieser Klasse und bilden diesen
mit der Funktion
07— {01}, g(n) = 1, n gerade
0, n ungerade

ab. Offensichtlich ist diese Festlegung so nur dann widerspruchsfrei moglich,
wenn der Wert dieser Funktion g nicht von der Wahl des Reprisentanten ab-
héngt. Mit anderen Worten muss

g(a) = g(b) fiir alle a,b € M mit a = b

gelten, damit die Definition widerspruchsfrei ist. Statt widerspruchsfrei sagen
Mathematiker in diesem Fall in der Regel, dass f durch die Vorschrift dann wohl-
definiert ist. Die Wohldefiniertheit einer Funktion muss man also immer dann
nachpriifen, wenn der Startbereich der Funktion eine Menge von Aquivalenzklas-
sen ist und die Funktionsvorschrift Représentanten dieser Klassen benutzt. In
unserem konkreten Beispiel sieht das so aus. Sind m,n € Z mit = = m € Z/10Z,
so ist ja n —m = 10k fiir ein k € Z. Damit sind n und m also entweder beide
gerade oder beide ungerade, und es gilt in jedem Fall g(n) = g(m). Die Funktion
f ist also wohldefiniert. Im Gegensatz dazu ist die Vorschrift

h:ZJ10Z — {01}, h(7) = 1, falls n durch 3 teilbar ist (11.13)

0, falls n nicht durch 3 teilbar ist

nicht wohldefiniert, sie definiert also keine Funktion auf Z/10Z, denn es ist zum
Beispiel 6 = 16, aber 6 ist durch 3 teilbar und 16 nicht. Der Funktionswert von
h auf dieser Aquivalenzklasse ist durch die obige Vorschrift also nicht wider-
spruchsfrei festgelegt. [
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Zum Satz 11.12 iiber Faktorgruppen: Ist U eine Untergruppe von G, so ist es
natiirlich sehr naheliegend, auf G/U eine Verkniipfung durch

ab = ab

definieren zu wollen. Um zwei Aquivalenzklassen in G /U miteinander zu ver-
kniipfen, verkniipfen wir einfach zwei zugehorige Repréasentanten in G und neh-
men dann vom Ergebnis wieder die Aquivalenzklasse.

Beispiel 124
Betrachten wir als konkretes Beispiel hierfiir wieder die Menge Z/10Z, so wiirden
wir also die Addition gerne von Z auf Z/10Z tibertragen wollen, indem wir zum
Beispiel

64+8+6+8=14=4
rechnen, also genau wie bei einer Addition ohne Ubertrag. Nach der Bemerkung
miissen wir allerdings noch iiberpriifen, ob diese neue Verkniipfung auf G/U
wirklich wohldefiniert ist. Im Beispiel hdtten wir statt der Repridsentanten 6
und 8 ja zum Beispiel auch 26 beziehungsweise 48 wéhlen konnen. In der Tat
hétten wir dann allerdings ebenfalls wieder dasselbe Endergebnis

6+8=26748=74=1 (11.14)

erhalten, in diesem Beispiel scheint die Situation also erst einmal in Ordnung
zu sein. [ ]

In der Tat ist die Verkniipfung in diesem Fall wohldefiniert, wie wir noch sehen
werden. Leider ist dies jedoch nicht immer der Fall, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 125
Wir betrachten noch einmal die Untergruppe

J—
[N}
—_
[N}
w

3
U= ,
12 3/ \1

w
[N}

von S3 mit der Menge der Linksnebenklassen

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2
S3/U:{ ) ) ) )
1 2 3 1 3 2 2 3 1 2 1
1 2 3 123}
31 2/ °\3 2 1)
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Angenommen, wir kénnten auch hier die Nebenklassen dadurch miteinander
verkniipfen, dass wir einfach Représentanten der beiden Klassen miteinander
verkniipfen und vom Ergebnis wieder die Nebenklasse nehmen. Um die ersten
beiden Klassen miteinander zu verkniipfen, kénnten wir also zum Beispiel jeweils
den ersten Représentanten wéihlen und

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 31 1 2 3 2 31 2 31

rechnen, das heifst, das Ergebnis wére wieder die zweite Nebenklasse. Hatten wir

3
fiir die erste Nebenklasse statt jedoch den anderen Reprisentanten
3 2 1

gewahlt, so hatten wir als Ergebnis

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 31 1 3 2 2 31 3 2

erhalten, also die dritte Nebenklasse. Die Verkniipfung auf der Menge der Ne-
benklassen ist hier also nicht wohldefiniert. [ |

Im Satz ist die erste Figenschaft eines Normalteilers in der Regel diejenige, die
man bendtigt; unser Ziel war es ja gerade, die Menge G/U zu einer Gruppe zu
machen und somit dort insbesondere erst einmal eine Verkniipfung zu definieren.
Um nachzupriifen, ob eine gegebene Untergruppe ein Normalteiler ist, sind die
anderen Eigenschaften in der Regel jedoch besser geeignet. Hier sind ein paar
einfache Beispiele.

Beispiel 126

m Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G ein Normalteiler, denn die
dritte Eigenschaft aus dem Satz ist hier natiirlich stets erfiillt.

m Die trivialen Untergruppen {e} und G sind immer Normalteiler von G, in
beiden Féllen ist die zweite Eigenschaft aus dem Satz offensichtlich.

1 2 3 1 2 3
m Die Untergruppe U = , von S3 ist kein Nor-
1 2 3 1 3 2

malteiler, in der Tat haben wir bereits nachgepriift, dass die erste und
dritte Eigenschaft verletzt ist.

m Ist f : G — H eine Morphismus, so gilt stets ker f<G. Sind ndmlich a € G
und u € ker f, so gilt:

flacuoa™") = fla)o f(u)o fa™") = f(a)o fla™") = fle) =e

also aouoa! € ker f, also ist die zweite Bedingung erfiillt.



260 11 Gruppen und Ringe Il

m Als spezielles Beispiel hiervon ist fiir n € N die alternierende Gruppe
A,, = kersign ein Normalteiler von S,.
|

Beispiel 127

Es sei n € N. Die Untergruppe nZ von Z ist natiirlich ein Normalteiler, da 7Z
abelsch ist. Also ist (Z/nZ,+) mit der bekannten Verkniipfung eine abelsche
Gruppe. Wir kénnen uns die Verkniipfung dort vorstellen als die gewdhnliche
Addition in Z, wobei wir uns bei der Summe aber immer nur den Rest bei
Division durch n merken. Die Gruppen (Z/nZ,+) sind sicher die wichtigsten
Beispiele von Faktorgruppen. Fiir k,l € Z schreibt man statt k = | mod nZ,
also k =1 € Z/nZ, oft auch k =1 mod n. ]

Wir hatten gesehen, dass jeder Kern eines Morphismus ein Normalteiler ist.
Nach dem dritten Teil des Satzes gilt hier auch die Umkehrung, jeder Normal-
teiler kann als Kern eines Morphismus geschrieben werden, namlich als Kern
der Restklassenabbildung.

Zum Homomorphiesatz fiir Gruppen (Satz 11.13):

Beispiel 128
m Wir betrachten fiir n € N> den Morphismus sign : S, — {1, —1}. Der
Kern dieser Abbildung ist die alternierende Gruppe A,. Andererseits ist
sign natiirlich surjektiv, da die Identitdt das Vorzeichen 1 und jede Trans-
position das Vorzeichen —1 hat. Also folgt aus dem Homomorphiesatz,
dass die Gruppen S,, /A, und {1, —1} isomorph sind. Insbesondere haben
diese beiden Gruppen also gleichviele Elemente, und wir erhalten mit dem

Satz von Lagrange
|Sn|
|[An|

= |Sn/An] = 2.

Da S, genau n! Elemente besitzt, gilt also [A,| = 2.

m Sind G eine beliebige Gruppe und f = Id : G — G die Identitét, so ist
natiirlich ker f = {e} und im f = G. Nach dem Homomorphiesatz ist also
G/ {e} = G mit der Abbildung @ > a. Dies ist auch anschaulich klar, wenn
man aus G nichts herausteilt, also keine nicht trivialen Identifizierungen

von Elementen aus G vornimmt, so ist die resultierende Gruppe immer
noch G.

m Im anderen Extremfall, dem konstanten Morphismus f : G — G,a — e,
ist umgekehrt ker f = G und im f = {e}. Hier besagt der Homomorphie-
satz also G/G = {e} mit Isomorphismus a — e. Wenn man aus G alles
herausteilt, so bleibt nur noch die triviale Gruppe {e} iibrig.
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Zum Satz 11.16 iiber Ideale und Faktorringe: Die naheliegendste Idee zur Kon-
struktion von Faktorstrukturen fiir Ringe ist sicher, einen Ring R und darin
einen Unterring S C R zu betrachten. Beachte, dass (S,+) dann eine Unter-
gruppe von (R, +) ist. Da (R, +) auferdem eine abelsche Gruppe ist, ist (S, +)
sogar ein Normalteiler von (R, +). Wir kénnen also in jedem Fall schon einmal
die Faktorgruppe (R/S,+) bilden, das heift, wir haben auf R/S bereits eine
wohldefinierte und kommutative Addition. Wir miissen nun also untersuchen,
ob sich auch die Multiplikation auf diesen Raum iibertragen ldsst. Wir miissen
also zunéchst einmal iiberpriifen, ob die Vorschrift

ab:=ab

eine wohldefinierte Verkniipfung auf R/S definiert, das heiflt ob fur alle
a,a’,b,b’ € Rmit @ = ¢ und b = b auch ab = a’l’ gilt. Leider ist dies nicht
der Fall, wie das folgende einfache Beispiel zeigt. Es seien a = a’ € R beliebig,
be Sund b =0. Wegen b— b = b € S ist dann also b = b’. Damit miisste auch
gelten, dass ab = a -0 = 0 ist, also ab € S. Wir brauchen fiir die Wohldefiniert-
heit der Multiplikation auf R/S also sicher die Eigenschaft, dass fiir alle a € R
und b € S auch ab € S gilt. Dies ist eine gegeniiber der Abgeschlossenheit der

Multiplikation eines Unterrings stark verschérfte Bedingung, die Multiplikation
eines Elements von S mit einem beliebigen Element von R und nicht nur einem
von S muss wieder in S liegen. Fiir einen Unterring ist das aber praktisch nicht
erfiillbar, es muss ja auch 1 € S sein, also kénnen wir b = 1 einsetzen und er-
halten, dass jedes Element a € R bereits in S liegen muss, das heifft S miisste
der ganze Ring R sein. Dieser Fall ist aber natiirlich ziemlich langweilig.

Um nicht triviale Faktorstrukturen fiir Ringe konstruieren zu kénnen, sehen wir
also

m wir miissen fiir die herauszuteilende Teilmenge S statt der normalen mul-
tiplikativen Abgeschlossenheit die obige stérkere Version fordern, damit
sich die Multiplikation wohldefiniert auf R/S iibertragt und

m die 1 sollte nicht notwendigerweise in S liegen miissen, da wir sonst nur
den trivialen Fall S = R erhalten.

In der Tat werden wir sehen, dass dies die einzig notwendigen Abénderungen in
der Definition eines Unterrings sind, um sicherzustellen, dass der daraus gebil-
dete Faktorraum wieder zu einem Ring wird, und dies ist gerade, wie wir Ideale
eingefithrt haben.

Zum Satz 11.16 iiber Ideale und Faktorringe:

Beispiel 129
Da nZ ein Ideal in Z ist, ist Z/nZ ein Ring mit der Multiplikation Kl =kl In
Z/10Z ist also zum Beispiel 46 = 24 = 4, das heifit wir haben in Z/nZ auch eine
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Multiplikation, die wir uns als die gewohnliche Multiplikation in Z vorstellen
konnen, bei der wir schliefilich aber nur den Rest bei Division durch n behalten.
Diese Ringe Z/nZ sind sicher die mit Abstand wichtigsten Beispiele von Faktor-
ringen. Wir wollen sie daher noch etwas genauer studieren und herausfinden, in
welchen Féllen diese Ringe sogar Korper sind. Dies wurde in Satz 11.17 getan.

[
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Wir wollen uns hier mit abstrakten Symmetriegruppen beschiftigen, wobei Sym-
metrien das sein werden, was man sich auch anschaulich darunter vorstellt. Da-
bei werden wir uns bei den wichtigen Satzen der Einfachheit halber, und auch,
weil wir nur diese Aussagen im néachsten Kapitel brauchen, auf den zweidi-
mensionalen Fall beschrinken. Wir wollen zunéchst einmal einfiihren, was eine
Symmetrie iiberhaupt ist und dann sehen, dass es im Wesentlichen gar nicht
so viele verschiedene Symmetrien gibt. Wir werden sehen, dass die Symmetrien
eine Gruppe bilden und am Ende noch kurz die endlichen Untergruppen dieser

Gruppe bestimmen.

12.1 Definitionen

Definition 12.1 (Symmetrieoperation)
Sei F ein euklidischer Vektorraum. Wir identifizieren E mittels einer Basis mit
dem R"™. Eine Symmetrieoperation auf E ist dann eine Abbildung

fiE—=E f(x)=Az+0b

mit A € O,(R),b € R" beziiglich der gewahlten Basis. Wir bezeichnen mit
Sym(F) die Menge aller Symmetrieoperationen auf E.

Anmerkung: Man kann leicht zeigen, dass die definierte Abbildung die Ldingen
und Winkel invariant lasst. Man kann auflerdem (mit mehr Aufwand) auch zei-

gen, dass jede stetige Abbildung, die die Langen und Winkel invariant ldsst, sich

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 12, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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in der angegebenen Form schreiben ldsst. Diese Variante ist auch eine mégliche
Definition von Symmetrieoperationen

Definition 12.2 (kongruent)
Zwei Teilmengen A, B des R? heifen kongruent oder deckungsgleich, wenn
sie durch eine Symmetrie aufeinander abgebildet werden.

Definition 12.3 (Dieder-Gruppe)

Seien n € N,d = dar/, € O2(R) die Drehung um den Ursprung mit Winkel
2m/n und s € O2(R) die Spiegelung an der z1-Achse. Wir definieren nun zwei
endliche Untergruppen von Oz (R).

i) Cp:=(d) ={1,d,d? ...,d" '} und
i) Dy :=(s,d) ={l,d,...,d" "', s,sd,...,sd""'}.

Wir nennen D,, die Dieder-Gruppe der Ordnung 2n.

12.2 Satze und Beweise

Satz 12.1 (Klassifikation orthogonaler Matrizen)
Sei A € 02(R).

i) Falls det(A) =1, so gibt es eine eindeutige reelle Zahl o € [0,27), sodass

cosa —sina

A:

sina  cos«

1) Falls det(A) = —1, so gibt es eine orthogonale Matriz S € O2(R) mit
det(S) =1 und

1 1 0
STTAS =
0 -1
Beweis: Wir schreiben
r1 Y1
A= =: (zly)
r2 Y2
mit x : ( ) o . Dass A orthogonal ist, bedeutet gerade z Ly und
[|z|| = ||ly|| = 1. Die Orthogonahtatsbedmgung lautet ausgeschrieben

T1y1 + x2y2 = 0.
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Fasst man diese Gleichung als lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten
y1 und y2 auf, so hat der Losungsraum wegen x # 0 die Dimension 1. Eine Basis

des Losungsraums ist die Losung y1 := —x2, y2 := x1. Es gibt also eine eindeutig
bestimmte reelle Zahl A # 0 mit y1 = —Ax2,y2 = Azx1. Wegen ||z|| = ||y|| =1
folgt
L=yl +ys =Nl +a3) = N,
also A = +1.
i) Zux=1.
Hier gilt:
A _ 1 —X2
) 1

und det(A) = 2} + 23 = 1. Dies bedeutet aber, dass (z1,z2) auf dem
Einheitskreis liegt. Betrachten wir dies als komplexe Zahl, so sehen wir,

dass es genau ein « € [0,27) gibt mit 1 = cosa, x2 = sina.

il) Zu A= —1.
Hier ist also
X1 X9

xo —I1
mit det A = —1 und es gilt:
Pr=t*—(ai+23) =t —1=(t—1)(t+1).

Also gibt es eine Basis B = (v,w) des R? mit Av = v, Aw = —w. Wir
konnen hier 0.B.d.A. ||v]| = ||w|| = 1 annehmen. Aus der Orthogonalitét

von A folgt
('u7w> = (Av,Aw) = <’U, 7w> = 7<an>7

also ist B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Wir setzen nun
S := (v|w). Dann ist S eine orthogonale Matrix und S™'AS ist eine
Diagonalmatrix mit Diagonaleintriagen 1, —1, und es gilt det(S) = £1. Ist
det(S) = —1, so folgt die Aussage durch Ersetzen von v durch —uv.

q.e.d.

Satz 12.2 (Inverse und Komposition von Symmetrien)

Das Inverse einer Symmetrie f(x) = Az + b ist die Symmetrie f~'(z) =
A7 2z — A™'b. Das Produkt von zwei Symmetrien fi(x) = A;x +b;,i = 1,2, ist
die Symmetrie (f1 o f2)(x) = (A1A2)z + (A1b2 + b1).

Beweis: Diese Aufgabe iiberlassen wir euch als Ubung,. q.e.d.
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Satz 12.3 (Klassifikation der Symmetrien)

Jede Symmetrie von R? ist konjugiert zu genau einer der folgenden Symmetri-
en.

i) Die Identitit Idg> (das neutrale Element von Sym(R?)).

11) Eine Translation um einen Vektor der Lange a > 0 in Richtung der x1-
Achse, das heifst

r1+a
ta(z)= |
T2

ii1) Eine Drehung um den Ursprung mit einem Winkel o € (0, 7], das heifit

cosa —sina
da(z) =

sina  cosa
iv) Die Spiegelung an der x1-Achse, also

sy ="

— %o
v) Eine Gleitspiegelung an der x1-Achse, also die Komposition

Sa(x) =tq 0 s(x) = TLta
—

mit a > 0.

Beweis: Ist f : R? — R? eine Symmetrie, so ist also zu zeigen, dass es ein
¢ € Sym(R?) gibt, sodass f’ = ¢~ ' o fo¢ von einer der obigen Gestalten ist und
dass dieses f’ dann eindeutig ist. Ist f = Idg2, so gilt fiir jedes ¢ automatisch
f' = Idge, dieser Fall ist also fertig. Sei nun f # Idp: und f gegeben durch
f = Ax 4+ b. Wir betrachten nun drei Félle.

1. A= FEs.
Es gelte also f(z) = x4bmit b = (b1, b2) € R? b # 0. Wir setzen a := ||b]|.

Dann gibt es eine eindeutige Drehung do € Sym(R?) mit dq (b) =

Dann gilt fiir alle z € R%:

(dao fody')(x) =da(ds' (z) +b) =z +da(b) = =+
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Wir setzen also ¢ := d .

2. A+ By, det(A) = 1.

Das bedeutet A € SO2(R). Das heifit, es gibt ein eindeutiges « € (0,27),
sodass

cosa  —sina
A:

sina  cos«

gilt. Wegen
(cosa —1)? +sin®a=2—2cosa # 0

ist die Matrix (A — E2) invertierbar, das heift, das Gleichungssystem
(A—Ex)v=-b
hat eine eindeutige Losung v € R?. Mit ¢1(x) := 2 4 v gilt dann:

(o1 o fodr)(x) =1 (Ax + Av+b) = Az + Av — v +b = Az,

=—b

Ist nun a < 7, so sind wir mit ¢ := ¢ fertig. Andernfalls sei ¢ := ¢1 o s.

Dann erhalten wir wegen
s lodyos=d_o= dor—a,
dass f zu d2r—q konjugiert ist.

3. A+# Eo,det A= —1.

Wegen 12.1 wissen wir, dass ein S € O2(R) existiert, sodass

1 0
0 -1

Ay :=8"1A8 =

gilt. Setzen wir ¢1(z) := Sz, so folgt

fi(@) == ¢1 " o fooi(z) = ¢7  (f(Sz))
= ¢ (ASz+b)=S""ASz+S'b
= A1z + S™1b.

. — a c
Mit S™1b = . und v := (0, 5) folgt

0 0 a a
(A1 — E2)v+ b1 = - + =

[
NI
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Setzen wir ¢2(x) := = + v, so folgt
fa(w) = (63" 0 frog2)(@) = 63 (fr(w +v)) = ¢3 (Arz + A1v + 57 'D)

= Az +Aw—v+8S b= Az +

Ist @ = 0, so ist also f konjugiert zu einer Spiegelung, im Fall a > 0 zu
der gewiinschten Gleitspiegelung. Ist a < 0, erhalten wir das gewiinschte
Ergebnis mit ¢3(z) = —z und f3 = ¢35 ' o fa 0 ¢3.

q.e.d.

Satz 12.4 (Klassifikation der endlichen Symmetriegruppen der Ebe-
ne)
Sei G C O2(R) eine endliche Untergruppe. Dann gelten die folgenden beiden

Aussagen.

1) Ist G in der Untergruppe SO2(R) aller Drehungen enthalten, so gilt G =
Chr, wobei n = |G| die Ordnung von G ist. Insbesondere ist G zyklisch.

ii) Enthdlt G mindestens eine Spiegelung s’ € O2(R)\SO2(R), so gilt G =
(s',Cn), wobei n = |G|/2. Nach Wahl eines geeigneten Koordinatensys-
tems gilt G = Dy, wobei n = |G|/2.

Anmerkung: Da wir hier nur die endlichen Symmetriegruppen betrachten, kann
man den Translationsanteil zu Null wahlen und sich somit auf O2(R) beschrin-

ken.

Beweis:
i) Wir betrachten den surjektiven Gruppenhomomorphismus
1 : R — SO2(R), a— da,

der einer reellen Zahl die Drehung um den Ursprung mit entsprechendem
Winkel zuordnet. Es ist

H:=¢ (G)={aeR:ds € G}
eine Untergruppe von R, und weil G eine endliche Untergruppe ist, gilt:

e ker(v)) =277 C H,
e H N (0,27) ist eine endliche Menge.

Sei 0.B.d.A. G # {1}, das heifst, H N (0,27) ist nichtleer. Wir setzen

oo = min{a € (0,27) : do € G}.
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Wir behaupten, dass H = apZ.

Sei also o € H beliebig. Dann fiithren wir Division mit Rest durch und
erhalten ein k € Z und ein g € [0, ap) mit

a=kag+ S.

Weil ap und « in H liegen und H eine Untergruppe ist, liegt auch 8 in H.
Dann muss aber, weil ag das kleinste positive Element war, 5 = 0 gelten,
das heiftt, « = kap € aoZ, und damit ist ag zyklischer Erzeuger von H.
Wegen 2m € H gibt es also eine natiirliche Zahl n mit agn = 27, das
heifst, ap = %” Die Gruppe G wird also von der Drehung dz- erzeugt,
das heifit, G = Ch,.

ii) Wir nehmen nach Wahl eines geeigneten Koordinatensystems an, dass die
in G enthaltene Spiegelung s’ die Spiegelung an der z1-Achse ist, das heift,
s’ = s. Wir setzen

Go:=GnN SOQ(R) CG@G.

Dann ist Gg die Untergruppe der in G enthaltenen Drehungen. Nach dem
ersten Teil gilt also Go = Cj, mit n := |Go|. Sei nun g € G\Go. Dann ist
sg € G das Produkt von zwei Spiegelungen, also von zwei Matrizen mit
Determinante —1, das heift eine Drehung, also gilt sg = h = d' fiir ein
i€{0,...,n— 1}, und es gilt g = sh = sd*. Damit folgt die Aussage.
q.e.d.

12.3 Erklarungen zu den Definitionen

Zur Definition 12.1 der Symmetrieoperation: Eine Symmetrieoperation ist nun
einfach das, was man sich auch anschaulich unter einer Symmetrie vorstellt,
némlich eine Abbildung, die Lingen und Winkel invariant ldsst. Um dies zu
veranschaulichen, zeichnen wir also mal Lingen und Winkel, am besten anhand
eines Musters. Hat man ein bestimmtes Muster, wie zum Beispiel in Abbildung
12.1, so ist eine Symmetrie also eine Abbildung, die dieses Muster von der Form
her nicht verdndert, sondern nur die Lage &ndert, wie etwa in Abbildung 12.2.

Oder auch in Abbildung 12.3 Es ist also genau so, dass Langen und Winkel
gleich bleiben. Eine solche Symmetrie ist dann eine Symmetrie des umgebenden
Vektorraums, nicht jedoch eine Symmetrie der betrachteten Figur! Von einer
solche Symmetrie wiirden wir auch noch fordern, dass sie die Figur als Teilmen-
ge des Vektorraums invariant lasst, dass heifft dass sich die Lage des Objekts

beziiglich des Koordinatensystems nicht &ndert.



270 12 Symmetriegruppen

X
Abb. 12.1: Ein ,Muster".
Yy
X
Abb. 12.2: Das ,,Muster" verschoben.
Yy
X

Abb. 12.3: Das ,Muster" verschoben und gedreht.

Zur Definition 12.3 der Dieder-Gruppe: Wie bereits angedeutet, kann man auch
die Symmetriegruppe von Objekten betrachten, also die Symmetrien die neben
Form auch die Lage nicht verédndern, das heifft das ganze Objekt unveréndert las-
sen. Damit kommen wir zu der Hauptinterpretationsweise der Dieder-Gruppen
Dy, und der Gruppen C),. Und zwar ist die Gruppe D,, genau die Menge der
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Symmetrien, die sowohl Form als auch Lage eines regelméfigen n-Eckes nicht
verdndert. Die Gruppen C), ist die Untergruppe hiervon, die auch noch die
»Richtung der Eckpunkte nicht verdndert. Dazu kurz eine Veranschaulichung
fiir das 5-Eck (siche Abbildungen 12.4-12.6).

Y

N
<

M{i —4r = dGTr

Abb. 12.4: Das regelmiaRige 5-Eck und drei seiner Symmetrien.

AN
/

Abb. 12.5: Die Symmetrie dzx, angewendet auf das regelmaRige 5-Eck.

p— |

Aﬂ\
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Abb. 12.6: Die Symmetrien ds= und S, angewendet auf das regelmaRige 5-Eck.

12.4 Erkldrungen zu den Sdtzen und Beweisen

Zum Satz 12.1 iiber die Klassifikation orthogonaler Matrizen: Dieser Satz klassi-
fiziert orthogonale Matrizen, abhéngig von ihrer Determinante. Sowohl Aussage
und Beweis sollten selbsterklarend sein. Wir merken noch kurz an, dass man, in-
dem man den Beweis auf eine gegebene Matrix durchfiihrt, fiir jede Matrix diese
Form auch leicht erhalten kann. Dies wollen wir an einem Beispiel illustrieren.

Beispiel 130
Sei
1 1 1
N ﬁ 1 -1
Es ist det(A) = —1, wir sind also im zweiten Fall, suchen also zunéchst die

normierten Eigenvektoren von A. Diese sind gerade

13 1\
v=| *V2-v2 |, w — 2V2+v2

W2 V3 Woxavo

und damit ist

und es gilt det(S) = 1. Mit

1./9 5 1 2
| +V2

_l /oo l1_2

2 \/7 2 2_\/5

gilt dann ST1AS = . [
0
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Zum Satz 12.2 iiber Inverse und Komposition von Symmetrien: Hier ist nun der
Satz von oben neu formuliert fiir den Fall, dass die Symmetrie in Matrixform
gegeben ist. Der Beweis folgt sofort durch Nachrechnen, was wir euch iiberlassen

)

Beispiel 131
Seien
1 1 1 1 0
Si(x) == \{ﬁ ;/5 T+ § , Sa(z) = x
v 2 0 -
Dann sind
1 0 4 L V2
Sy (z) = z,o Si@) = V2 VR e— |
0 - ~ v 7
und
1 (1 -1 1
Sz 051(x) = z+ | ?

Sl’_

~1
Sy

SQOS1

_SQ X

Abb. 12.7: Darstellung zu S 0 Sj.
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Zum Satz 12.3 iiber die Klassifizierung von Symmetrien: Dieser Satz klassifiziert
nun alle moglichen Symmetrien der Ebene. Wir nennen eine Symmetrie nun
eine Translation, Drehung, Spiegelung oder Gleitspiegelung, wenn sie zu der
entsprechenden Symmetrie konjugiert ist.

Der Beweis ist konstruktiv, wir gehen ihn an einigen Beispielen durch.

Beispiel 132
Wir betrachten die 8 Symmetrien S; = A;x + b; : R? — R? mit

2 —1 0 -1 1
Si(x) =z + , So(x) =z + , S3(x) = x+
1 2 1 0 1
0 1 0 1 1 -1 1
Sa(z) = T+ , Ss(x) = — T+ ,
(@) -1 0 -1 (@) V21 1 0
1 1 1 1 1 1 —2
Se(w) = —= z,  Si(z)=— T+ ,

V2 1 -1 V2 i1 1 2

1 (1 1 0
Sg(w) = \ﬁ . x 4+ _2\@
Wir wollen untersuchen, welche Symmetrie jeweils vorliegt, das heifft die Sym-
metrie aus der Liste finden, die zu der jeweiligen Symmetrie konjugiert ist. Wei-
terhin wollen wir wissen, ob einige dieser Symmetrien vielleicht sogar konjugiert
zueinander sind.
Die ersten beiden Symmetrien sind natiirlich beides Translationen. Wegen

2 ~1
I =1l =5
1 2

sind diese beiden sogar konjugiert, und die entsprechende Symmetrie aus der
Liste ist
5

0
Als Néchstes sehen wir, dass det(Asz) = det(A4) = det(As) = 1 und det(Ag) =

det(A7) = det(Ag) = —1. Es kénnen also hochstens S3,S4 und Ss beziehungs-
weise S, S7 und Ss zueinander konjugiert sein. Wir betrachten zunéchst die

T+

ersten drei.

Nach dem Beweis miissen wir als FErstes ein «; finden, sodass A; =
cosa; —sina,

. Es muss also gelten
SN O, COS ¢4

. . 1 .
cosasz = 0,sinasz =1, cosag = 0,sinay = —1, cos as = 5\/5 = sinas.
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Dies ergibt

us 3T s
a3 = —,04 = —,Q5 = —.
2’ 27 4
Nun ist aber ay > 7, deswegen miissen wir stattdessen o} = 2m — a4 = 5

nehmen. Also sind S3 und Ss konjugiert zu

also auch zueinander, und S5 ist konjugiert zu

1 1 -1

V2 1 1

Diese fiinf Symmetrien waren noch relativ leicht zu handhaben, aber jetzt wird
es ein wenig schwieriger, denn wir miissen als erstes die Matrix S finden, fiir die

0
0 -1

ST1AS =

gilt. Genauer brauchen wir die Matrix S™!. Diese hatten wir aber bereits in
Beispiel 130 bestimmt, es gilt:

1 1 V2
1./9 5 1
| +v2 3 v,
B 1 1 V2
1/ /o 1
2 \/> 2 22
a
Wir berechnen nun also S™1'b; = *) und erhalten
Ci
-2 —2
ag) _ [0 ar) _ [ vVa+v2 as ) _ [ Va2+v2
’ - 2 ’ - -2
ce 0 cr -~ cs s

Damit ist Se eine Spiegelung und S7, Sg sind Gleitspiegelungen, die zueinander
konjugiert sind. [ |

Zum Satz 12.4 iiber die Klassifizierung von endlichen Symmetriegruppen der Ebe-
ne: Dieser Satz sagt nun einfach, dass es bis auf Isomorphie aufer den bekann-
ten endlichen Symmetriegruppen C, und D, keine weiteren gibt. Wir wollen
euch nur auf drei Sachen im Beweis aufmerksam machen, die ihr euch selbst
iiberlegen solltet (bei Fragen schaut ins Forum). Und zwar sollt ihr die beiden
Punkte im ersten Beweisteil, das heifst ker(¢) = 27Z C H und die Tatsache,
dass H N (0,27) endlich ist, verstehen und euch iiberlegen, wieso das Minimum
in g = min{a € (0,27) : do € G} existiert.
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Quadriken in der Ebene E = R? nennt man auch Kegelschnitte. Unser Ziel ist
es nun, die Kongruenzklassen solcher Quadriken zu studieren. Quadriken lassen
sich auch im R" definieren; wir beschrinken uns aber auf den Fall n = 2, also
auf ebene Quadriken.

Dafiir studieren wir zuerst symmetrische Bilinearformen, sei also hier immer
(-, ) eine symmetrische Bilinearform. Wir haben gesehen, dass durch eine positiv
definite Bilinearform ein Skalarprodukt definiert werden kann. Hier geht es nun
aber um nicht notwendigerweise positiv definite Bilinearformen.

13.1 Definitionen

Definition 13.1 (isotrop, anisotrop)
Sei V ein reeller Vektorraum, so nennen wir einen Vektor v € V isotrop, falls
(v,v) = 0 und andernfalls anisotrop.

Definition 13.2 (Signatur)

Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit Orthogonalbasis B =
(vi,...,vp). Wir definieren die Signatur der Bilinearform (-,-) als das Paar
ganzer Zahlen (p,q), wobei p die Anzahl der Basisvektoren v; bezeichnet mit
(vi,v;) > 0 und g die Anzahl der v; mit (v;,v;) < 0.

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 13, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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Definition 13.3
Eine symmetrische Bilinearform auf einem reellen Vektorraum V' heifit nicht-
ausgeartet, wenn

Vi={veV:(vw)=0VvweV}={0}

Eine symmetrische Matrix A € M, ,(R) heiflt nichtausgeartet, wenn die zu-
gehorige Bilinearform auf R™ nichtausgeartet ist.

Definition 13.4 (quadratische Form)
Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K, in dem 2 # 0 gilt, und sei s :
V x V. — K eine Bilinearform. Dann ordnen wir dieser die quadratische
Form

q:V = K, q(v) == s(v,v)

zu.

Anmerkung: die Forderung 2 # 0 brauchen wir, um durch 2 teilen zu kénnen.

Definition 13.5 (selbstadjungiert)
Ein Endomorphismus ¢ : V' — V heifit selbstadjungiert beziiglich (-, -), wenn
fir alle v,w € V

(¢(v), w) = (v, p(w))
gilt.

Definition 13.6 (Quadrik)
Eine Quadrik ist die (nichtleere) Losungsmenge @@ C R"™ einer quadratischen
Gleichung, das heifst einer Gleichung der Form

q(z) +1(x) + ¢ =0,

wobei g : R™ — R eine quadratische Form und [ : R™ — R eine lineare Funktion
ist.

Definition 13.7 (entartete Quadrik)

Eine ebene Quadrik Q C E = R? heifit entartet, wenn sie die leere Menge
ist oder nur aus einem Punkt, oder aus einer Geraden oder aus zwei Geraden
besteht oder die gesamte Ebene ist. Andernfalls heifft @@ nichtentartet.
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13.2 Satze und Beweise

Satz 13.1
Sei V' ein reeller Vektorraum.

i) Ist (-,-) micht identisch 0, so gibt es einen anisotropen Vektor.

1) Ist v anisotrop und U := (v), so gilt:

V=UosU"..

Beweis:

i

ii)

Nach Voraussetzung gibt es v, w € V mit (v, w) # 0. Ist einer dieser beiden
Vektoren anisotrop, so sind wir fertig. Andernfalls setzen wir u := v + w.
Dann gilt:

(u,u) = (v,v) + 2(v,w) + (w,w) = 2(v,w) # 0.
Also ist u anisotrop.

Wir miissen U N U+ = {0} und V = U 4+ U zeigen. Fiir jedes u € U gilt
U = Av, A € R. Ist w nun auch in UL, so muss (u,v) = 0 gelten, das heifst,
0 = (u,v) = A(v,v)

und da v anisotrop ist, muss A = 0 und damit u = 0 gelten. Also folgt
UNnU* = {0}. Sei nun w € V beliebig. Es ist zu zeigen, dass wir w
schreiben kénnen als w = Av + w’ mit (w’,v) = 0. Dann gilt aber:

(w',v) = (w— v, v) = (w,v) — \v,v),

und da v anisotrop ist, ist diese Gleichung nach A auflésbar und damit ist
w’ bestimmt.

q.e.d.

Satz 13.2

Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Dann gibt es eine orthogo-

nale Basis B = (vi,...,vn) mit

(vi,v;) € {0,1,—1}

Wdhlt man also die Reihenfolge geeignet, so gilt:

1 ,i=1,...,p,
<’U7;,’Ui>: =1 aZ:p+177p+q7
0 qi=p+q+1,...,n

fur geeignete p,q > 0.
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Beweis: Ist (-,-) = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also (-,-) # 0. Wir wollen
die Aussage durch Induktion iiber die Dimension von V' beweisen. Fiir n = 0
ist ebenfalls nichts zu zeigen. Gelte also die Aussage fiir n — 1 und dim V' = n.
Dann gibt es einen anisotropen Vektor v € V, damit setzen wir

1
V] 1= ———,

(v, )]

und es gilt (v1,v1) = 1. Mit U := (v1) und W := U+ erhalten wir eine Zerle-
gung V = U@ W, und es gilt dim W = n— 1. Nach Induktionsannahme existiert

fiir W und die Bilinearform (-, -, )| eine orthogonale Basis B’ = (v,...,vn)
mit (v, v;) € {0,1,—1} fiir i = 2,...,n. Wegen W = U™ gilt (vi,v;) = 0
fiir ¢ = 2,...,n und damit erfiillt die Basis B = (v1,...,v,) die gewiinschten
Figenschaften. q.e.d.
Satz 13.3

Seien B = (v1,...,vyn) eine orthogonale Basis von V und (p,q) die jeweilige

Signatur. Wir nehmen o.B.d.A.

<’Ui,1)i>: -1 ,i=p+1,...;p+gq,
0 ydi=p+q+1,....n

an. Dann bilden die Vektoren vpiq+1,...,vn eine Basis des Untervektorraums
Vi={veV:(ww)=0 YweV).

Es gilt also insbesondere dim Vi=n-— p—q.

Beweis: Zunéchst sind diese Vektoren orthogonal zueinander, also auch ins-
besondere linear unabhingig. Dass sie in V1 liegen, folgt ebenfalls sofort. Wir
wollen noch zeigen, dass sie ein Erzeugendensystem bilden. Sei dafiir v € V+
beliebig:

n
v = E )\wi.
=1

Weil B Orthogonalbasis ist, folgt wegen v € V+

n

0=(v,0;) = > Xi{vi,v5) = A\;{vj,v5) Vj.

=1

Fiir j < p + ¢ folgt nun wegen (v;,v;) # 0, dass A\; = 0, und damit wird v
bereits von den Vektoren vpig+1,...,vn erzeugt. q.e.d.
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Satz 13.4 (Trigheitssatz von Sylvester)

Die Signatur (p,q) einer symmetrischen Bilinearform ist unabhdngig von der
Wahl der orthogonalen Basis B.

Beweis: Seien B = (vi,...,v,) und B’ = (v1,...,v;) zwei orthogonale Basen

von V und (p,q,) beziehungsweise (p’,¢’) die jeweilige Signatur. Wir nehmen
0.B.d.A.

<”U7;,Ui>: -1 77/:p+1aap+qa
0 s i=p+q+1,...,n

und
1 Li=1,....p,

<U§,’U;>: -1 :i:pl+17"'7pl+q/>
0 i=p +q¢ +1,....n

an. Es ist p = p’ und ¢ = ¢’ zu zeigen. Zunichst folgt aus dem vorherigen
Lemma sofort p + ¢ = p’ + ¢/, da diese Aussage des Lemmas unabhéingig von
der Basiswahl ist. Nun betrachten wir die n +p — p’ Vektoren

/ /
(V15 Vp, Upr i1y - oo Un).

p Vektoren n—p’ Vektoren
Wir wollen zeigen, dass diese linear unabhéngig sind. Sind diese Vektoren linear
abhéngig, so erhalten wir durch Umstellen der Gleichung der linearen Abhén-
gigkeit

Ao + -+ )\p’l)p = MlU;)url + -+ Mn—p’U;m
mit mindestens einem Skalar ungleich 0. Sei nun
V= A01 A+ ApUp = U1+t e Ury

Dann erhalten wir aufgrund der Voraussetzungen an B und wegen

V= Av1F o Apup
die Gleichung

(0,0) = Af(V1,v1) 4+ + Ap(vp, vp) = AT+ + A7 > 0.

Benutzen wir die andere definierende Gleichung und die Basis B, so erhalten
wir

(V,0) = W3 (V15 V1) o o (Vs op) = —(uf + -+ par) <0,
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und daraus folgt (v,v) = 0, damit \; = 0 fir ¢ = 1,...,p und p; = 0 fur
i=1,...,¢ und daraus wiederum

/ /
0=2v=fg+1Vptqgt1+  F ln_pVp.

Aber (vé/+q/+1, ...,vp) ist Teil der Basis B’ und damit linear unabhingig, es
folgt damit p; = O fiir alle 4. Damit sind obige n 4+ p — p’ Vektoren linear
unabhiingig, also gilt p < p’. Da wir in dem Argument aber auch die Rollen
vertauschen kénnen, folgt hier sogar die Gleichheit, das heift, p = p’ und wegen
p+q=p +¢ dann auch ¢ = ¢’. q.e.d.

Satz 13.5 (selbstadjungiert = symmetrisch)

Seien ¢ : V. — V ein Endomorphismus, B eine Orthonormalbasis von V' und
A € Mun(R) die darstellende Matriz von ¢ beziglich B. Dann ist ¢ genau
dann selbstadjungiert, wenn A symmetrisch ist.

Beweis: Wir identifizieren V durch B mit R™. Dann ist (z,y) = 27y und
¢(x) = Az, das heifst, es gilt:

(z, Ay) = " Ay und (Az,y) = z" ATy = 2" Ay

fiir alle x,y € R™. Daraus folgt die Behauptung. q.e.d.

Satz 13.6 (selbstadjungierter Endomorphismus hat Eigenvektor)
Sei ¢ : V. — V ein selbstadjungierter Endomorphismus eines euklidischen Vek-
torraums der Dimension n € N. Dann besitzt ¢ mindestens einen Eigenvektor.

Beweis: Wir fassen V' als einen normierten Vektorraum auf. Wir betrachten
die Menge
S:={veV:|wl|=1}

Diese Teilmenge ist beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt. Wir betrach-
ten nun die quadratische Form

q: V=R v=q() = (), ) = (v,¢(v)).

Diese Funktion ist stetig, nimmt also auf S ein Maximum an, das heifst, es
existiert ein w € V mit ||u|| = 1 und g(u) > ¢(v) fiir alle v € S. Wir behaupten,
dass dieses u ein Eigenvektor ist. Dafiir betrachten wir U := (u). u ist genau
dann Eigenvektor von ¢, wenn ¢(u) = Au € U. Wir haben eine Zerlegung
V=U®W mit W := U, das heift, U = W, Damit reicht es

(p(u), w) = 0Vw € W
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zu zeigen, denn dann ist ¢(u) € W+ = U. Wir nehmen hier 0.B.d.A ||jw|| = 1
fiir alle zu untersuchenden w an. Fiir ¢ € R sei

v = v(t) := cos(t)u + sin(t)w.
Nun gilt wegen ||ul] = ||w]| = 1 und (u,w) = 0
[|v]] = cos” (t)||ul|* + sin®(t)[[w]|* = 1,

das heift, v € S. Mit

fAR=R, f(8) =q(v(t))
folgt nun
F(#) = qlcos(t)u +sin(t)w) = cos™ (t)q(u) +sin® (t)g(w) + 2 cos(t) sin(t)(¢(u), w),
wobei wir hier

g(w) = Nq(v),  g(v+w) = q(v) + g(w) + 25(v, w)

fiir die durch s definierte quadratische Form ¢ (in unserem Fall s(u,w) =
(¢(u), w)) ausgenutzt haben.
Offensichtlich ist f also differenzierbar, und es gilt:
f'(0) = —2cos(0) sin(0)g(u) + 2sin(0) cos(0)q(w)
+2(=sin(0) + co*(0) (6(u), w)
= 2(¢(u), w)

Nach Wahl von u gilt aber

f(t) = a(v) < q(u) = £(0),

also nimmt f bei 0 ein Maximum an, und es folgt

(6w, w) = 5 1(0) =0,

und damit ist der Satz bewiesen. q.e.d.

Satz 13.7
Es seien ¢ : V. — V' ein selbstadjungierter Endomorphismus und V= U & W
eine Zerleqgung von V in eine direkte Summe von zwei Untervektorrdaumen mit
U=W=. Dann gilt:

p(U) CcU < ¢(W) C W.
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Beweis: Es reicht, eine der zwei Implikationen zu beweisen. Angenommen, es
gilt ¢(U) C U. Dann gilt:

(1, 6(w) = (@), 1w ) =0,
cU ceU+
also wie gewiinscht ¢(w) € UL = W. q.e.d.

Satz 13.8 (Spektralsatz)

Sei ¢ : V. — V ein selbstadjungierter Endomorphismus auf einem euklidischen
Vektorraum V. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis B = (v1,...,vy), die
aus Figenvektoren von ¢ besteht. Insbesondere ist jeder selbstadjungierte En-
domorphismus von V' diagonalisierbar.

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber n = dim V. Ist dim V' =
1, so ist die Aussage natiirlich richtig. Gelte die Aussage also fiir n — 1 und habe
V' Dimension n. Dann wissen wir, dass ein Eigenvektor v1 € V existiert, das
heifst, ¢(v1) = Arvi. Durch Normieren von v; nehmen wir ||v1|| = 1 an. Seien
nun U := (v1) und W := U~. Dann haben wir eine Zerlegung V = U® W, und es
gilt offensichtlich ¢(U) C U. Also folgt auch ¢(W) C W. Wegen dimW =n —1
wenden wir die Induktionsannahme auf W und ¢y an, es existiert also eine

Orthonormalbasis B' = (vz,...,vn) von W aus Eigenvektoren von ¢y, Dann
ist nach Konstruktion B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V', die aus
Eigenvektoren von ¢ besteht. q.e.d.

Satz 13.9 (Klassifikation ebener Quadriken)
Eine nichtentartete ebene Quadrik Q C E = R? ist kongruent zu genau einer
der folgenden Typen:

i) Ellipse

2 2
a1,121 +az2225 — 1 =0,

i1) Hyperbel

2 2
a1,1xy — a22r2 — 1=0,

i11) Parabel

2
a1,1ry — 2 = 0,

wobet jeweils a1,1,a2,2 > 0 sind.

Beweis: Sei also Q eine nichtentartete Quadrik. Wir betrachten den quadra-
tischen Anteil

q(z) = 27 Az
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Dann gibt es eine orthogonale Matrix S € O2(R) (das heift eine Symmetrie),
sodass

0 a232

eine Diagonalmatrix ist. Setzen wir also = = Sy, so gilt q(z) = ¢(Sy) = a1,1%5 +
a22y3, und die gesamte Quadrik ergibt sich zu

Q(y) = a1,1yi + az,2y5 + biy1 +b'2y2 + ¢ =0

mit Konstanten bf,b5, die sich aus der Symmetrieoperation berechnen lassen.
Wir unterscheiden nun zwei Fille. Dabei werden wir im Folgenden immer wieder
Transformationen durchfiihren, die die Koeffizienten a;; verédndern. Da aber
zum Beispiel a%— in einer Gleichung uniibersichtlich ist, schreiben wir weiterhin
fiir diese Koeffizienten immer a; ;, auch wenn sie sich &ndern. Die Koeffizienten
die man am Ende erhilt, sind also nicht dieselben wie am Anfang.

m ai1,a22 7 0: In dem Fall kdnnen wir durch die weiteren Koordinaten-
wechsel
bi

p=1,2
2(11"1‘7 !

)

Yi = 2 —
den linearen Term beseitigen und erhalten dadurch die Form
a1,121 +az2223 +¢ =0

fiir ein ¢’ € R?. Diese Substitution entspricht natiirlich gerade der Trans-

lation um den Vektor
/
bl
2a1,1
by
2az 3

Da wir angenommen hatten, dass die Quadrik nicht entartet ist, muss
¢ # 0 gelten, wir kénnen also die Gleichung mit einer Konstanten multi-
plizieren, um ¢’ auf —1 zu normieren und erhalten damit

2 2
a1,1z1 + az2,2z5 = 1.

Wir machen nun wieder eine Fallunterscheidung nach den Vorzeichen der
a; i, wobei wir den Fall, dass beide negativ sind, nicht betrachten miissen,
da in diesem Falle die Quadrik entartet wére.

® ai,1,az2,2 > 01In dem Fall erhalten wir die Ellipse, also den ersten Fall
in unserem Satz. Gilt sogar a1,1 = az2,2, so erhalten wir als Spezialfall
einen Kreis.

e a1,1-a2,2 < 0 Hier erhalten wir den zweiten Fall unseres Satzes, eine
Hyperbel.
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m a1,1 = 0 oder a22 = 0: Der Fall, dass beide Koeffizienten gleich 0 sind,
kann nicht auftreten, da dann die Quadrik entartet wére. Es reicht nun,
einen der beiden moglichen Fille zu betrachten. Sei also 0.B.d.A. a1,1 # 0
und a2 2 = 0, das heifit, wir sind bei der Gleichung

a1,1yf + by + bhy2 + ¢ = 0.

Wire nun b5 = 0, so wire die Quadrik entartet, da sie nicht mehr von g
abhingt. Also muss b5 # 0 gelten, und wir beseitigen durch die Substitu-

tion ,
b1
Y1 =21 —
2a1,1
den Koeffizienten b} und durch

, (b/ )2
Y2 = 22 — - 4(111’1

by

den Term ¢’. Auch hier kénnen wir anschliefend die Gleichung so normie-
ren, dass b5, = —1 gilt und erhalten insgesamt

2
ai1,121 — 22 =0,

also fiir a1,1 > 0 den dritten Fall, die Parabel. Ist a1,1 < 0, so drehen wir
durch die Substitution
w1 = 21, W2 = —22

das Vorzeichen um und erhalten auch hier die Parabel.

13.3 Erkldrungen zu den Definitionen

Zur Definition 13.2 der Signatur: Dass diese Definition wohldefiniert ist, sagt
uns der Tragheitssatz von Sylvester. Wie bestimmt man aber die Signatur einer
Bilinearform? Ist V' = R", so ldsst sich jede Bilinearform durch eine symmetri-
sche Matrix M darstellen. Diese ist diagonalisierbar, es gibt also eine Basis B’
(die wir auch bestimmen kénnen, denn wir kénnen ja noch alle diagonalisieren
oder?), fiir die Mp' eine Diagonalmatrix ist, die aus p positiven Eigenwerten,
q negativen Eigenwerten besteht und der Rest ist Eigenwert 0. Teilen wir nun
jeden Basisvektor v, aus B’ durch die Wurzel des Betrages des zugehorigen
Eigenwertes (so wie es auch im Beweis des Satzes getan wird), so bilden die
Vektoren v;, die man erhélt, genau die gesuchte Basis B.

Ist allgemeiner A € M, »(R) eine symmetrische Matrix mit Signatur (p, q), so
ist p + ¢ = Rang(4).
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Zur Definition 13.3 einer nichtausgearteten Bilinearform: Was ist nun eine nicht-
ausgeartete Matrix? Eine Matrix ist nichtausgeartet, wenn fiir alle w € V gilt:

vl Aw = 0

mit einem v # 0. vT A ist aber wieder ein Vektor v’. Wir wihlen nun fiir w
die n Standardbasisvektoren e;. Dann muss also v'e; = 0 gelten fiir alle 4, und
damit folgt v’ = 0. Dies bedeutet v € ker A. Also bedeutet in diesem Fall
nichtausgeartet dasselbe wie nicht singulér.

Zur Definition 13.5 der Selbstadjungiertheit: Diese Definition liefert uns nun
eine weitere Eigenschaft, die Endomorphismen haben kénnen. Dies erscheint
zunéchst einmal neu, Satz 13.5 sagt uns aber, dass dies im Falle reeller Vektor-
rdume nichts anderes als Symmetrie bedeutet.

13.4 Erkldrungen zu den Sdtzen und Beweisen

Zum Satz 13.1: Die erste Aussage des Satzes erscheint zundchst sofort richtig.
Wenn es Vektoren v, w gibt, deren Skalarprodukt nicht 0 ist, so muss es einen
anisotropen Vektor geben. Diesen konstruiert man nun leicht aus v und w. Den
zweiten Teil beweisen wir wieder, indem wir einzeln die beiden Eigenschaften
des direkten Produkts zeigen.

Zum Satz 13.2: Dieser Satz legt die Grundlage fiir die Definition der Signatur.
Wir beweisen ihn dhnlich wie das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsver-
fahren durch Induktion und Normieren der Vektoren. Wir nehmen allerdings
immer nur Vektoren dazu, deren Skalarprodukt £1 ist. Wieso brauchen wir
dann im Satz auch die 07 Schranken wir das Skalarprodukt immer weiter ein,
so kann es passieren, dass diese Einschrankung irgendwann 0 wird. Und fiir
(+,-) = 0 gilt natiirlich fir den Vektor v, der dazugenommen wird, (v,v) = 0.
Fiir reelle Vektorrdume bedeutet das gerade, dass fiir eine symmetrische Matrix
A € My n(R) eine invertierbare Matrix @ € GL,(R) existiert, sodass

Ep
QAQ = —E,

Zum Satz 13.3: Diesen Satz benétigen wir zum Beweis des wichtigen Trég-
heitssatzes von Sylvester. Die wichtige Aussage hier ist, dass die Zahln —p — ¢
eine Invariante der Bilinearform, das heifst nicht abhéngig von der Wahl der
Basis ist.
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Zum Tragheitssatz von Sylvester (Satz 13.4): Dieser Satz zeigt uns, dass die
Signatur wohldefiniert ist. Dabei zeigen wir einzeln zunéchst, dass die Anzahl
der Nullen gleich ist und dann durch ein Dimensionsargument, dass auch die
anderen Anzahlen iibereinstimmen.

Zum Satz 13.5 (selbstadjungiert = symmetrisch): Hier wird nun gezeigt, dass
im reellen Fall symmetrisch dasselbe wie selbstadjungiert ist. Der Beweis folgt
leicht durch Anwenden der Definitionen.

Zum Satz 13.6, dass jeder selbstadjungierte Endomorphismus einen Eigenvektor
hat: Dieser Satz stellt den ersten Schritt fiir den Beweis des wichtigen Spek-
tralsatzes dar. Dafiir verwenden wir Methoden der Analysis, wir betrachten
eine Funktion auf einer kompakten Menge, bestimmen dort das Maximum und
es stellt sich heraus, dass wir hieraus leicht einen Eigenvektor erhalten.

Zum Spektralsatz (Satz 13.8): Dieser Satz sagt uns, auf den Fall V = R"
angewandt, dass es zu jeder reellen symmetrischen Matrix A eine orthogonale
Matrix S gibt, sodass

A1
STTAS =
An

eine Diagonalmatrix ist. Insbesondere ist also jede reelle symmetrische Matrix
iiber R diagonalisierbar.
Fiir den Beweis verwenden wir einfach die letzten beiden bewiesenen Satze und

machen dann eine vollstdndige Induktion.

Zur Klassifikation der Quadriken (Satz 13.9): Nun koénnen wir uns endlich dem
widmen, wozu das alles gut ist. Dieser Satz macht zunéchst klar, warum Qua-
driken auch Kegelschnitte heifsen (siche Abbildungen 13.1 und 13.2). Dabei ent-
steht eine Parabel genau dann, wenn die schneidende Ebene parallel zu einer
Mantelflache ist. Der Beweis beruht darauf, dass jede symmetrische Matrix
diagonalisierbar ist. Die weiteren Beweisschritte wollen wir anhand von drei
Beispielen nachvollziehen.

Beispiel 133
m Wir betrachten

Q= {(ml,xg) eR?: —22% 4+ 3w120 + 2205 — 331 + a0 — 4 = O}.

Wir missen zuerst die Matrix A und den linearen Teil [ bestimmen.
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AN

Abb. 13.1: Der Kegelschnitt, der eine Ellipse ergibt, und daneben der Spezialfall des

Kreises.

Abb. 13.2: Die beiden Kegelschnitte, die eine Parabel bzw. eine Hyperbel ergeben. Bei
der Parabel (linke Halfte) ist die schneidende Ebene parallel zu einer Mantellinie.

—Qw% + 3r129 + 2x% —3x1 + x2 — 4 = 0 lasst sich in der Form

-2 3/2 x
(21, 22) / ! +(=3,1) R 4 =0
3/2 2 T2 2
schreiben. Mit
-2 3/2 -3
A= b= ,e=—4
3/2 2 1

erhalten wir
Q = {x: (zl,x2)T ERQ xTAx—f—bx—f—c:O}

Als Néchstes miissen wir A diagonalisieren.

Das charakteristische Polynom ist gegeben durch

2-) 32
Pa = det 2 amne-n-2
3/2  2-X\ 4
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Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind die Eigenwerte von

A:
(2= N2-2) -2 0= —a4m—n42 -2
4 ~— 4
=0
2 25 5
S 1 = A2 5
Berechnung der Eigenrdume bzw. Eigenvektoren ergibt:
—2—-5/2 3/2 -9/2  3/2
Eig(A, §) = ker / / = ker / /
2 3/2 2-5/2 3/2  —1/2
—-9/2 3/2
= ker / / =
0

Eig(A, —é) = ker (_2 +5/2 3/ ) — ker (1/2 3/2)
2 3/2 2+4+5/2 3/2 9/2
= ker /2 3/2) _ 3
= . = ° .

Eine Orthonormalbasis des R? ist also gegeben durch

1 1 1 3

V10 \ 3] V10 \ -1

Demnach ist

Nun miissen wir die Substitution z = Sy durchfiihren. Es ist

T _ T oT T 4

(Sy)” A(Sy) +b(Sy) —4=y S ASy+bSy—4=y Dy+bSy—4=0.
=D

Hierbei ist

—5/2 0
StAS =8TAS = / =: D.
0
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Wir erhalten

(yl y2) =5/2 0 Y1

V 10 —1 3 y2
—5/2 1 3y1 +
(yl y) (=5/2)y1 +(73 1) mtw )
(5/2)y2 10 \ —y1 + 30
5 5
— Sy Sys — V10 —4=0.

2 2

Es sind nun beide Koeffizienten vor den y? nicht Null, wir befinden uns
also im ersten Fall des Beweises. Die Translation ist also

V10 V10
z + V10 V10
L vl _ (% 5 _ [ n 5
z2 Y2 Y2 0
Dies liefert nun
5 5 5 5

Es ist also eine Hyperbel (sieche Abbildung 13.3) gegeben durch

Q/ = 22(21,22)T1—§Z%+§Z§—1:0 .
6 6
Z2
—ng+gz§—1=0

Abb. 13.3: Die Hyperbel —527 + 225 — 1 =0.

Wir kénnen nun noch die Symmetrie f angeben, die @ in die Normalform
iiberfithrt. Wir erhalten

V10 V10 1
r=8Sy=5\|z— 5 =5z—-5 5 =Sz—|[°?
0 0 3
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Fir
o 1
F:R* 5 R? 2+ Sz — ;
5
gilt f(Q') = Q. Daraus folgt: Fiir
. 1 1
f=F RPo5R*z—S "' |z+ Z =57 (z+ g
5 5
1 V10
=S5Te+ 8T [ =8Ta+ | °
s 0

gilt f(Q) =Q".
m Wir betrachten die Quadrik

Q(x) = a3 + 2122 + 5 + 221 + 422 — 1 = 0.

Hier ist mit

Qz)=z" Az +b"x+c=0.

Die Eigenwerte von A sind 0 und 2 und mit

g1 1 1
Vvl 4
gilt:
STrAS =

Die Substitution & = Sy fiihrt auf
207 +3v2y1 — V2y2 — 1 =0,

wir sind also im zweiten Fall des Beweises. Mit

3 13
Y1 =Z1—Z\/§,y2=2‘2—§\/§

ist dann
22% V225 =0

und Normieren fithrt auf

\/iz% — 22 =0,
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Z2

V23— 2 =0

21

Abb. 13.4: Die Parabel \/iz% — 29 = 0.

also eine Parabel (siehe Abbildung 13.4). Wir wollen nun wieder die Sym-
metrie von f mit f(Q) = Q" bestimmen. Es ist
3 19
3./ _19
4f =S+ 78
8

x=S8y=5(z—

Also ist die gesuchte Symmetrie
19 3
_1 3./2
fiax—sS Y a— 78 )=5"x+ 143\f
s §V2

m Sei nun @ die durch die Gleichung
3¢} — 2x120 + 325 + 821 —8x2 +6 =0

definierte Quadrik. Die Matrix A ist also
3 -1

A =
-1 3

Auch hier miissen wir wieder A diagonalisieren, die Durchfiihrung iiber-

lassen wir euch. Man erhélt dann
1 -1

. (2 o1
STTAS = mit S = —
0 V2 \1 1

Die Substitution z = Sy in die Gleichung fiir () und anschliefsende Division

durch 2 fiihrt uns auf die Gleichung
Y+ 2y5 — 4v2ys + 3 = 0.

Durch die Substitution y1 = z1,v2 = z2 + v/2 erhalten wir schlieRlich eine

Gleichung in Normalform
224225 -1=0.
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Z:

‘2102 1=0

21

Abb. 13.5: Die Ellipse 27 + 2253 — 1 = 0.

Die Quadrik @ ist also eine Ellipse (sieche Abbildung 13.5). Die Symmetrie,
die @ in Normalform iiberfiihrt, bestimmt man wie in den beiden obigen
Fillen, dies solltet ihr zur Ubung tun.

]
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Wir wollen uns nun wieder einmal (wie in unserem ersten Buch) damit befassen,
Matrizen in ,einfache* Form zu bringen. Wir beschrinken uns dabei nun aber
nicht mehr auf diagonalisierbare Endomorphismen. Es seien hier immer V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum, n seine Dimension und ¢ ein Endomor-
phismus von V' mit charakteristischem Polynom P.

14.1 Definitionen

Definition 14.1 (Minimalpolynom)
Das Minimalpolynom ist das eindeutige normierte Polynom mg, das unter allen
Polynomen f mit f(¢) = 0 den kleinsten Grad hat.

Anmerkung: Dass diese Definition Sinn ergibt, sagt uns Satz 14.1.

Definition 14.2 (Hauptraum, algebraische Vielfachheit)
Sei A € K ein Eigenwert von ¢. Dann heift

M(¢7 /\) = max{r : (33 _ )\)T|P¢}
die algebraische Vielfachheit von A. Der Untervektorraum
Hau(g, A) := ker(¢ — )\Idv)“(‘f’v\) cVv

heilt der Hauptraum zum Eigenwert \.

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 14, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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Definition 14.3 (nilpotent)
Ein Endomorphismus ¢ : V' — V heifit nilpotent, wenn es ein d € N gibt mit

% = 0.
Definition 14.4 (Jordan-Block)
Fiir d,s € N, A € K definieren wir
A
A1
Ja(A) = € Mgy.q(K)
A
A
und
Ja(N)
JP0) = € Mas,as(K).
Ja(N)

Die Matrix J4(A) heift ein Jordan-Block der Linge d zum Eigenwert A.

14.2 Siatze und Beweise

Satz 14.1
Das Minimalpolynom ist wohldefiniert und fir jedes Polynom p mit p(¢) = 0
gilt mg|p. Auferdem kommt jeder Linearfaktor von Py auch in mg vor, und

my besitzt keine weiteren Linearfaktoren.

Beweis: Wir beweisen nur den ersten Teil, miissen also zeigen, dass es fiir jeden
Endomorphismus genau ein Minimalpolynom gibt. Aus dem Satz von Caley-
Hamilton folgt aber Pg(¢) = 0, also gibt es ein Polynom, das die Bedingungen
erfiillt. Wir miissen noch zeigen, dass dieses eindeutig ist. Angenommen, es gibt
zwei solche Polynome, dann miissen beide den gleichen Grad haben, sagen wir

m und es seien
fl@) =2+ + ao, glz) =z +...+bo

diese Polynome. Dann ist

—1

h(z) := f(z) — g(z) = cm-12"" "+ ...+ o
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ein Polynom vom Grad héchstens m — 1. Hieraus folgt schon die Behauptung,
wie ihr euch einmal selbst iiberlegen solltet. q.e.d.

Satz 14.2 (Trigonalisierung)
Wir nehmen an, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt,
das heifit

Py=(z=A1) (= An)

mit A1, ..., An € K. Dann gibt es eine Basis B von V, sodass die Darstellungs-
matriz von ¢ beziglich B obere Dreiecksform hat.

Satz 14.3 (Hauptraumzerlegung)
Wir nehmen an, dass das charakteristische Polynom von ¢ in Linearfaktoren
zerfdllt, etwa

Py=(x =)™ (z =)

mit As # Xj firi # j, das heifit n; = p(p, X;). Dann haben wir eine Zerlegung
V = Hau(p, A1) ® - - - & Hau(p, \r),
und die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) ¢ ist diagonalisierbar.
i) Firi=1,...,r gilt:
Eig(é, \i) = Hau(p, \;).
i) Furi=1,...,r gilt:
dimg Eig(p, \i) = u(p, Ai).

w) mg = (x— A1) (z— ).

Satz 14.4 (nilpotente Endomorphismen)
Fiir einen Endomorphismus ¢ sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

i) Es gibt eine Basis B von V', sodass

0 % --- %
0
Mp(¢) =
0

ZZ) P¢ = :L‘n.
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ii) Es gilt ¢ =0 fiir ein d mit 1 < d < n.

) ¢ ist nilpotent.

Beweis: Die Richtungen i) = i) = 4ii) = iv) sind trivial, es bleibt zu zeigen,
dass aus iv) auch i) folgt.

Ist ¢ nilpotent, so wihlen wir ein e so, dass ¢¢ = 0. Dann folgt aus der Defini-
tion des Minimalpolynoms mg|z°. Der einzige Linearfaktor von mg ist also das
Monom z, also kann auch in P, kein anderer Linearfaktor auftreten, also folgt
Py =2z",my = % mit 1 < d < n. Damit folgt die Behauptung dann aus der
Trigonalisierung. q.e.d.

Satz 14.5

Sei ¢ : V.=V ein nilpotenter Endomorphismus mit Minimalpolynom my =
2,0 < d < n. Dann existieren eindeutig bestimmte nicht negative ganze Zahlen
S1,...,8q4 >0 mit sq > 1 und

n =51 +2s2+---+dsq
und eine Basis B von V', sodass
Jl(Sl)

Mg(9) =
JC(lSd)

Satz 14.6 (Jordan-Normalform)
Seien V' ein K-Vektorraum der Dimension n und ¢ : V. — V ein Endomor-

phismus, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfdllt,
Py=(x—X)" (= A)""

mit Ai # \; fir i # j und n; > 1. Sei
mg = (z = A)" - (z = M)

das Minimalpolynom. Es gilt 1 < d; < n;. Dann gibt es eindeutig bestimmte
nicht negative ganze Zahlen

sgi),...,sf;i), =100

mit
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und eine Basis B von V', sodass

Ay

Ay

mat

RO
J;i “ (n)

Beweis: Wir setzen U; := Hau(¢, \;). Dann gilt dimg U, = n; und nach dem
Satz 14.3 iiber die Hauptraumzerlegung gilt:

V=U1® - U,

Aus dem (hier nicht gemachten) Beweis des Satzes iiber die Hauptraumzerlegung
wiirde auferdem folgen, dass ¢; := ¢y, wieder ein Endomorphismus von U ist.
Dieser hat natiirlich das charakteristische Polynom Py, = (x — A;)™*. Nach dem
Satz von Caley-Hamilton gilt:

Py, (¢i) = (¢s — Xi)"™ = 0.
Also ist der Endomorphismus ¢; — A\; nilpotent. Nach Satz 14.5 gibt es also
Zahlen ng) mit
n; = s(li) + - 4 disg)
und eine Basis B; von U;, sodass die Matrix B; := Mp,(¢; — A;) die Form

J1(5§i>)

Mp(9) =

(s$))
J,

hat. Das bedeutet aber gerade, dass die Matrizen A; := Mg, (¢;) die gewlinschte
Form haben. Da die Abbildungen ¢; Endomorphismen von U; sind, also mit Uj
fiir ¢ # j nichts zu tun haben, folgt die Aussage einfach, indem wir als Basis die

Vereinigung der einzelnen Basen wahlen, das heifst
B .= U B;.
i

q.e.d.
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Satz 14.7 (Exponentialabbildung von Matrizen)
Seien A € My (R) und J die Jordan-Normalform mit J = T~ *AT. Dann gilt

i) Sind J; quadratische Matrizen mit

J1

Jr
dann ist

tJ
€

it) Fir \ € C gilt:
(AB,+B)t _ A\t Bt
e =ee .

wi) FEs gilt:

2 i
0o 1 0 0 1t L il

: 0 1 t
g S —|: S g2
exp(t | : o) : . T &
1 : t
0 0 0 1

i) Es ist
=i
otA — JTIT™ Dt _ ot d =1

Anmerkung: Fir die Definition von e® fiir eine Matriz A siehe Definition 1.29.

14.3 Erkldrungen zu den Definitionen

Zur Definition 14.1 des Minimalpolynoms:

Beispiel 134
Wir wollen einmal das Minimalpolynom konkret berechnen. Sei ¢ gegeben durch
die Matrix
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Wie kénnen wir nun das Minimalpolynom berechnen? Satz 14.1 gibt uns einen
kleinen Hinweis: Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom der
Matrix. Mit der Regel von Sarrus erhalten wir

Pa=(z+1)(z—1)°.

(Das solltet ihr natiirlich selbst nachrechnen). Nun gibt es also genau zwei Mog-
lichkeiten fiir das Minimalpolynom, nédmlich

M = (z+1)(z —1)? oder My = (z+1)(z—1)=2"—1.

Hier miissen wir jetzt ausprobieren, wir iiberpriifen immer zuerst das Polynom,
das kleinsten Grad hat. Wir berechnen also

-1 2 2 -1 2 2 1 00
A’=12 -1 2|2 -1 —2f(=]01 0],
-2 2 3 -2 2 3 0 0 1
also ist A2 — E = 0 und damit ist das Minimalpolynom me = z? —1. [ |

Besonders einfach ist es damit natiirlich, wenn das charakteristische Polynom
nur einfache Nullstellen hat. Ist zum Beispiel

7
2
0
0

I e G

9
3
3
0

o O o

so ist das charakteristische Polynom
Py=(x—1)(x—2)(x—3)(x—4),

und da das Minimalpolynom ein Teiler von P4 sein muss, der jeden Linearfaktor
enthélt, folgt hier sofort ma = Pa.

Zur Definition 14.2 des Hauptraums: Den Begriff des Hauptraums wollen wir
hier nicht weiter vertiefen, konkrete Berechnungen werden noch in Beispielen
zur Jordan-Form folgen. Wir erwéhnen nur, dass offenbar

Eig(¢, \) = ker(¢ — AIdy) C Hau(o, \)

gilt, und daher

dimg Eig(¢, ) nennen wir die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A.
Dazu ein kurzes Beispiel.
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Beispiel 135
Wir betrachten die Matrix

1 1
0 1

Das charakteristische Polynom von A ist Pa(z) = (z — 1)2. Also ist die alge-
braische Vielfachheit von 1 gleich 2. Suchen wir andererseits nach Eigenvektoren

1
zum Eigenwert 1, so sind dies nur alle Vielfachen von . Der Eigenraum ist
0

also eindimensional und damit ist die geometrische Vielfachheit 1. Dieser Fall,
némlich dass algebraische und geometrische Vielfachheit nicht {ibereinstimmen,
kann nur dann eintreten, wenn A nicht diagonalisierbar ist. |

Zur Definition 14.3 von nilpotent: Ein Endomorphismus heif$t also nilpotent,
wenn er jedes Element, so lange man ihn nur oft genug anwendet, auf die 0
schickt. Hierzu ein Beispiel:

Beispiel 136
Seien K = R und V der Vektorraum der Polynome von Grad < n, also V =
R[z]<n. Als Endomorphismus betrachten wir die Ableitung nach z, das heiftt

o:VoV,VSfef.

Da die Ableitung linear ist, das heifit (Af + g)’ = A\f’ + ¢/, ist dies tatsichlich
ein Endomorphismus. Wir behaupten, dass er nilpotent ist. Dafiir betrachten
wir, was mit dem Grad eines Polynoms passiert, wenn wir es ableiten. Dieser
verringert sich natiirlich um 1. Starten wir also mit einem Polynom vom Grad
k < n und leiten es k mal ab, so erhalten wir eine Konstante, f(k) = c fiir ein
¢ € R. Leiten wir dies noch einmal ab, so ergibt sich 0. Es gilt also auf jeden
Fall ¢™ = 0. [

Das d in der Definition kann also in diesem Fall als die Dimension von V' gewahlt
werden. Allgemeiner lasst sich bei nilpotenten Endomorphismen immer ein d
finden, das hochstens dim V' ist, siehe Satz 14.4.

Zu Definition 14.4 des Jordan-Blocks: FEin Spezialfall dieser Matrizen sind

Jg = € Mg,a(K)
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und
Ja

J = € Mys.as(K).
Ja

Die Form dieser Matrizen scheint zunéchst einmal vom Himmel zu fallen. Be-
trachten wir allerdings die Matrix aus Satz 14.4, so fallen gewisse Ahnlichkeiten
zu den Matrizen Jy auf, ndmlich dass auf und unter der Diagonalen nur Nullen
stehen. Die Matrizen Jés) werden wir nutzen, um Darstellungsmatrizen nilpo-
tenter Endomorphismen in eine schone Gestalt zu bringen, siehe Satz 14.5.

Da wir jedoch nicht nur an nilpotenten Endomorphismen interessiert sind, be-
notigen wir noch die Matrizen J ds) (M). Genauere Erklarungen findet ihr bei den
Erklarungen zum Satz 14.6.

14.4 Erkldrungen zu den Sdtzen und Beweisen

Zur Eindeutigkeit des Minimalpolynoms (Satz 14.1): Fiir diejenigen, die den
Beweis nicht fertig gemacht haben: Es ist natiirlich h(¢) = f(¢) — g(¢), und dies
ist nach Voraussetzung 0. Also ist h ein Polynom kleineren Grades als f und g
mit h(¢) = 0. Falls h nicht das Nullpolynom ist, bedeutet das aber, dass f und
g keine Minimalpolynome waren, im Widerspruch zur Annahme. Ist h dagegen
das Nullpolynom, so waren f und g identisch, auch das war ausgeschlossen.
Diese Methode ist iiblich, wenn man zeigen will, dass es nur ein Element gibt,
das eine gewisse Minimalitat erfiillt. Hat man ndmlich zwei, so kann man daraus
meistens ein noch minimaleres Element erzeugen, was ein Widerspruch ist.
Fiir die zweite Behauptung benétigt man etwas mehr Theorie, genauer Ideale.
Dies koénnt ihr in den Lineare-Algebra-Biichern unserer Literaturliste nachlesen.
Die letzte Eigenschaft bedeutet gerade, dass wenn

Py=(x—X)" - (z—A)™
mit r; > 1 gilt, dann

me = (z — M) (= A
mit 1 <t; <r; ist.
Zur Trigonalisierung (Satz 14.2): Schon wieder ein Satz, den wir nicht bewei-
sen! Ublicherweise wird dieser Satz zusammen mit einem zusétzlichen Resultat
gebracht, welches dquivalent zu der Existenz einer solchen Basis wie im Satz ist.
iiber diese Aussage wird der Satz dann auch bewiesen. Da uns aber vor allem

das Resultat des Satzes fiir die weitere Verwendung interessiert, iiberlassen wir
es euch, den Beweis in einem Buch eurer Wahl nachzulesen.
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Das Stichwort hierzu ist ¢-invariante Unterrdume. Die Aussage hier ist etwas
schwicher als bei der Diagonalisierung, dafiir sind die Voraussetzungen aber
auch wesentlich schwécher. Dort konnte man eine Basis finden, sodass die Matrix
Diagonalgestalt hat, das heiftt obere und untere Dreiecksmatrix. Dies geht nun
im Allgemeinen nicht mehr. Die Diagonalisierung ist also ein Spezialfall der
Trigonalisierung. Natiirlich stehen auch hier auf der Diagonale die Eigenwerte.
Noch eine kurze Anmerkung: Die Voraussetzung, dass das charakteristische Po-
lynom in Linearfaktoren zerféllt, ist iiber den komplexen Zahlen natiirlich immer
erfillt.

Zur Hauptraumzerlegung (Satz 14.3): Auch dieser Beweis funktioniert wieder
iiber ¢-invariante Unterrdume. Hier ist wichtig, sich zu merken, dass ein Endo-
morphismus genau dann diagonalisierbar ist, wenn die Dimension des Hauptrau-
mes eines Eigenwertes mit der Dimension des Eigenraums des gleichen Eigenwer-
tes libereinstimmt. Kennen wir also bereits eine dieser dquivalenten Eigenschaf-
ten, so kénnen wir das andere daraus ableiten und auch einfach das Minimalpo-
lynom bestimmen. Ist andersrum das Minimalpolynom gegeben, so kénnen wir
daraus auf die Diagonalisierbarkeit schliefen.

Beispiel 137
Wir hatten bereits als Minimalpolynom von

das Polynom ma = (z — 1)(z + 1) erhalten. Wir bekommen nun also aus dem

Satz sofort, dass A diagonalisierbar ist. [

Zum Satz 14.4 iiber nilpotente Endomorphismen: Dieser Satz gibt uns nun ei-
nige Eigenschaften, mit denen wir feststellen kénnen, ob ein Endomorphismus
nilpotent ist. Dazu wollen wir wieder ein Beispiel durchrechnen.

Beispiel 138

Wir schlieffen an Beispiel 136 an. Wir haben bereits gesehen, dass die Ablei-
tung nilpotent ist, und dass tatsdchlich das d kleiner gleich (in diesem Fall
sogar gleich) der Dimension von V ist. Wir wollen zeigen, dass die beiden
anderen Bedingungen auch gelten. Zuerst wollen wir beziiglich einer geeigne-
ten Basis die Darstellungsmatrix bestimmen. Wir nehmen die iibliche Basis
B={1,z,2% ...,2""'}. Dann gilt:

d(1) =0, ¢(x) =1, ¢(a?) =2z, ¢(z®) =32%,..., (" ') = (n—1)z" ">
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Wir erhalten also die Darstellungsmatrix

o o ©

1
0 2
0 0

o000 -+ 0 n-1

Also hat die Matrix die gewiinschte Form.
Daraus wiirde auch sofort folgen, dass P, = 2" gilt. Dies wollen wir aber unab-
héngig von der Wahl einer Basis nochmal zeigen. Sei A ein Eigenwert von ¢, es
gelte also f = Af. Dies ist eine Differentialgleichung, vergleiche Kapitel 6, die
Losung ist gegeben durch

F=e.

Nun muss aber f ein Polynom sein. Dies ist natiirlich nur fiir A = 0 erfiillt, der
einzige Eigenwert ist also 0. Und das einzige charakteristische Polynom, das zu
einem solchen Endomorphismus gehort, ist Py = ™. [

Zum Satz 14.5: Der Beweis dieses Satzes ist sehr technisch und erfordert einige
Hilfssdtze, deshalb wollen wir ihn hier nicht bringen. Stattdessen wollen wir
genauer verstehen, was der Satz aussagt.

Haben wir einen nilpotenten Endomorphismus mit gegebenem Minimalpolynom,
so kénnen wir eine Basis finden, sodass die Darstellungsmatrix eine sehr einfache
Form hat. Ist zum Beispiel n = 10 und d = 4, so konnte zum Beispiel

S4 =83 =82 =51 =1 oder auch s4 = 1,59 =3

gelten. Im ersten Fall enthielte die Matrix Mp(¢) die 4 Matrizen Ji, Ja2, J3, Ja

es wéare also
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Im zweiten Fall ware

Beispiel 139

Wir wollen nun einmal die Basis und Matrix fiir den Endomorphismus aus
Beispiel 136 beziehungsweise Beispiel 138 bestimmen. Zunichst miissen wir das
Minimalpolynom berechnen. Wir wissen bereits Py = 2", also kommt fiir das
Minimalpolynom nur noch z¢,1 < d < n infrage, das bedeutet ¢¢ = 0. Dies
wiederum heifit nichts anderes, als dass ¢? angewendet auf jedes Element des
Vektorraums 0 ergeben muss. Wir betrachten nun das Element "' € V und
schauen, was passiert, wenn wir dieses d-mal mit d < n ableiten:

" (n— 1)30"_2 = (x—1)(z — 2);5"_3 e (n—1)--- (n— d)ac”_l_d

(TL— 1)’ wnflfd
(n—1-—4d)!

Es gilt also fiir d < n:

(TL— 1)' n—1—d

¢l (a" ") = m—1—a”

Nun ist aber 2"~ 179 fiir 2 # 0 auch # 0, deshalb kann fiir d < n nicht ¢¢ = 0
gelten. Also muss " das Minimalpolynom sein. Als einzige Zerlegung

n==s1+--+dsq

bleibt wegen d = n und s,, > 1 nur n = 1-n ibrig, also finden wir eine Basis B,

sodass
0 1

0 1
Mg(¢) =
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Dies hatten wir in Beispiel 136 schon fast geschafft, es stimmen nur die Werte
der Elemente {iber den Diagonalen nicht. Wir wollen also unsere dortige Basis
nur leicht modifizieren und machen den Ansatz

2 n—1
B = {co,c1z,con”,...,cn_12" "}

mit ¢; € R. Dann stimmt auf jeden Fall die Form {iberein, wir miissen nur dafiir
sorgen, die c; so zu wahlen, dass die Werte iiber der Diagonalen stimmen. Damit
dort tiberall 1 steht, muss aber einfach nach Definition der Darstellungsmatrix

(cja?) = ¢j12? !

gelten. Wegen (c;27)" = ¢jjx? " fiihrt dies auf die Rekursion

Cj—1
Cj = J, 5
J

und da in Beispiel 138 der erste Eintrag schon gestimmt hatte, konnen wir ¢co = 1
wéhlen. Wir erhalten dann
1

G = =
) y &g .
4!

| =

1
co=1,c =1,62=§,C3=

Also ist die Basis B, beziiglich der der Endomorphismus ¢ die obige Matrixge-

stalt hat
1

o 1 2 1 3 n—1
B—{l,x,fx *x,...,mw }

2776
[

Wie man eine solche Basis oder die Zerlegung von n im Allgemeinen findet,
wollen wir hier nicht besprechen, dies werden wir in der néchsten Erklarung in
einem allgemeineren Fall tun.

Zum Satz 14.6 iiber die Jordan-Normalform: Dieser Satz stellt nun das Haupt-
ergebnis dieses Abschnitts dar. Im fiir uns wichtigen Fall, das heiftt K = C,
zerféllt natiirlich jedes Polynom in Linearfaktoren, das heifst, jede Matrix be-
sitzt eine Jordan-Normalform. Wir wollen uns nun damit beschéftigen, sie zu
berechnen.

Beispiel 140
In einem Beispiel des ersten Bandes haben wir die Matrix

-3 -2 =2
A= 2 3 2
-2 -2 -1
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untersucht. Wir haben gesehen, dass das charakteristische Polynom durch
(x — 1)%(z + 3) gegeben war, und die Matrix war nicht diagonalisierbar. Diese
Informationen geniigen uns, um die Jordan-Normalform anzugeben, denn fiir
das charakteristische Polynom (z — 1)?(z + 3) gibt es als Jordan-Normalform
nur die beiden Md&glichkeiten

1 0 O 1 1 0
01 01, 0 1 0
0 0 -3 0 0 -3

und da A nicht diagonalisierbar ist, ist die Jordan-Normalform

11 0
0 1 O
0 0 -3

Nun wollen wir aber auch noch eine Basis mit den gewiinschten Eigenschaften
beziehungsweise eine Basiswechselmatrix 7 mit J = T 'AT finden. Hierbei
bezeichne J die Jordan-Normalform von A. Der Beweis gibt uns schon eine
Hilfe, wir miissen Hauptrdume bestimmen. Dies wollen wir zunéchst an einem
Beispiel tun.

Beispiel 141
Wir betrachten die Matrix

-1 -6 0 O
0 2 0 0
A= S M474(R)
0 0 -3 2
1 2 -2 1

und wollen eine Jordan-Form J von A und eine Matrix T € GL44(R) mit
T~'AT = J bestimmen.

Wir berechnen zunéchst die Eigenwerte von A. Das charakteristische Polynom
ist gegeben durch

c+1 6 0 0
—2 0 0

Pa = det ‘ — (z+1)3(z - 2).
0 0 r+3 —2
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Wir betrachten jetzt den Eigenwert x = —1. Es gilt:

0 -6 0 O 0

0 0 0 0
Eig(A,—1) = ker(A + E) = ker = .

0 -2 2 1

1 2 -2 2 1

Somit gibt es dim(ker(A + E)) = 1 Jordan-Késtchen zum Eigenwert —1 (not-
wendigerweise der Ordnung 3). Wir berechnen die Kerne von (A 4+ E)? und
(A+ E)>.

0 —-18 0 0 0 0
0 0 0 0 0
ker(A + E)? = ker = ,
2 0 0 1 1
2 0 0 0 1
0 -54 0 0 1 0 0
3 0 27 00 0 0 0
ker(A + E)” = ker = , ,
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
Setze
1
0 3 2
v = € ker(A+ E)” \ ker(A+ E)",
0
0
1 0
0 0
Vo = (A + E) = R
0 0
0 1
1 0
0 0
vs = (A+ E)? = :
0 2
0 2
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Der Eigenwert x = 2 ist einfach. Das zugehorige Jordan-Kastchen ist also der
Ordnung 1. Es gilt:

-3 =6 0 O -2
) 0O 0 0 o0 1
Eig(A,2) = ker(A — 2E) = ker = .
0 0 -5 =2 0
1 2 -2 -1 0
-2
. 1 . . ..
Wir setzen va = . Die Matrix T := (vs,v2, v1,v4) erfillt dann
0
0
-1 1 0 0
0 -1 1 0 )
J = =T ~AT.
0 0 -1 0
0 0 0 2

Was haben wir also getan? Zuerst miissen wir natiirlich das charakteristische
Polynom berechnen und daraus die Eigenwerte ablesen. Dann bestimmen wir,
wie schon beim Diagonalisieren, die Kerne der zugehorigen Matrizen. Kommt
ein Eigenwert nur einfach vor, so sind wir damit fertig. Erhalten wir von einem
mehrfach vorkommenden Eigenwert weniger Eigenvektoren, so miissen wir auch
noch die Kerne hoherer Potenzen berechnen, und zwar so lange, bis wir so
viele Vektoren haben, wie der Eigenwert vorkommt. Fiir jeden Vektor v, der
dann im zuletzt berechneten Kern, aber nicht in dem davor liegt, berechnen
wir sukzessive die Vektoren (A — AE)v, das Ganze so lange, bis ein Vektor
rauskommt, der im ersten Kern liegt. Erhalten wir so nicht alle Vektoren, die
wir berechnet haben, miissen wir mit Elementen voriger Kerne weitermachen.
Genauer:

Angenommen wir haben eine (5 x 5)-Matrix mit charakteristischem Polynom

(x —1)°. Weiter angenommen, wir erhalten

ker(A + E) = (v1, v2), ker(A + E)? = (v1,v2,v3, v4), ker(A 4+ E)*

- <1)1,’U2,’U3,’U4,’U5>.

Wir wihlen den Vektor vs und berechnen (A + F)vs. Dies ergebe nun v4. Dann
berechnen wir (A + E)?vs = (A 4+ E)vs. Sei dies v1. Dann ist (A + E)3vs =
(A + E)v1 = 0. Wir haben also die drei Vektoren wvi,v4,vs erhalten. Diese
korrespondieren zu einem Jordan-Block der Lange 3. Wir haben aber noch nicht
genug Vektoren erhalten. Wir wéhlen also als néchstes v3 und berechnen (A +
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E)vs. Dies ergibt nun vy und liefert noch einen Jordan-Block der Lange 2.
Nun erhalten wir die Matrix 7" durch spaltenweises Schreiben der gefundenen
Vektoren.

Die ganze Prozedur nochmal in Kurzform:

1. Charakteristisches Polynom bestimmen und Eigenwerte ablesen.
2. Kerne bestimmen.
3. Vektoren berechnen und dadurch Jordan-Blocke bestimmen.

4. Jordan-Blocke zur Jordan-Normalform und Vektoren zur Matrix T zu-

sammenfiigen.

Hierzu ein weiteres, leicht modifiziertes Beispiel.

Beispiel 142
Der Endomorphismus f des R* sei gegeben durch

-2 0 0 1
-1 0 0 1
ME(f) = 0 0 00
0O 0 0 O

mit Standardbasis E des R*. Wir wollen eine Jordan-Basis B des R* zu f, sowie
die zugehorige Matrix ME (f) bestimmen. Hier haben wir analog wie oben zu
verfahren, denn die Matrix 7" ist ja im Grunde ein Basiswechsel.

Man sieht sofort, dass Pa = x> (x + 2).

(A+2E)x = 0 liefert den Eigenraum

Eig(A, —2) = span{(2,1,0,0)" }.

Ferner sieht man
Eig(A,0) = span{e2, e3}.

Damit ist der Hauptraum von A zum Eigenwert 0 der Losungsraum A%z = 0.
Von A bendtigen wir nur die zweite Zeile, die sich zu (—4 0 0 2) berechnet.

Dies liefert sofort

Hau(A,0) = span{es, e3, (l,O,O,Q)T}.

N O O
S O = O
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folgt die Jordan-Basis

0 1 0 2
1 0 0 1
B — b b )
0 0 1 0
0 2 0 0
und
01 0 O
0 00 O
ME(f) =
0 00 O
0 0 0 -2

Das Prinzip ist also jedes Mal dasselbe. Zum Abschluss noch zwei Beispiele.

Beispiel 143

Es seien V ein vierdimensionaler Vektorraum und Py = (x — 1)(x +1)® das cha-
rakteristische Polynom des Endomorphismus ¢. Wir wollen untersuchen, welche
Falle auftreten kénnen.

Da der Eigenwert A = 1 mit Multiplizitit 1 auftritt, gilt Eig(¢,1) =
Hau(¢,1). Der zweite Hauptraum Hau(¢, —1) ist dreidimensional. Fiir die Di-
mension des zugehdrigen Eigenraums gibt es also genau drei Moglichkeiten,
dimg Eig(¢, —1) € {1,2,3}.

Angenommen, dimg = Eig(¢, —1) = 3. Dann gilt:

Elg(¢7 _1) = Hau(¢7 _1)7
und ¢ ist diagonalisierbar, das heifst, es gibt eine Basis 5 mit

1

Im Fall dimg Eig(¢,—1) < 3 ist ¢ nicht diagonalisierbar. Die Jordan-
Normalform von ¢ ist durch Zahlen d und s, ..., sq mit

1§d§33513"'78d—12038d>07$1+"'+d8d:3

bestimmt.
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Der Fall d =1, s1 = 3 entspricht dem schon behandelten Fall, dass ¢ diagonali-
sierbar ist. Im Fall d = 2 gibt es nur eine Md&glichkeit, ndmlich s1 = s2 = 1. Die

Jordan-Normalform von ¢ ist dann

In diesem Fall gilt dimg Eig(¢, —1) = 2.
Im letzten Fall gilt d = 3 und dann notwendigerweise s1 = s2 = 0,s3 = 1. Die
Jordan-Normalform von ¢ ist

und es gilt dimg Eig(¢, —1) = 1. ]

An diesem Beispiel sehen wir, dass wir, um die Jordan-Normalform zu berech-
nen, die Eigenvektoren nicht brauchen. Wir wollen unsere Uberlegungen auf eine

gegebene Matrix anwenden.

Beispiel 144
Wir betrachten die Matrix

-1 0 1 0

-1 0 1 1
A =

1 1 0 -1

0 2 3 -1

Das charakteristische Polynom von A ist
Pa=(z—1)(z+1)>%
Wir sind also in der Situation von oben. Wir bestimmen
dimg Eig(A,—1) =4 — Rang(A+1)=4-3=1.
Also kénnen wir jetzt schon die Jordan-Normalform angeben, sie lautet

1
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Wir sehen also, dass wir, wie schon beim Diagonalisieren, keine Eigenvekto-
ren brauchen, um die Jordan-Form zu berechnen. Diese brauchen wir, um die
Basiswechselmatrix zu finden. Das wollen wir noch ein letztes Mal kurz tun.
Zunéchst bestimmen wir einen Eigenvektor zum Eigenwert A = 1. Es ist

0

1
v = ,Eig(A,l) = <’U1>.

= O

Nun wihlen wir uns einen Vektor vy € ker(A + 1)*\ ker(A + 1)2. Diese Kerne
muss man dafiir natiirlich zuerst berechnen ;-). Wir geben gleich einen passenden
Vektor an,

1
0
Vg4 ‘=
0
0
Nun erhalten wir
0 1
-1 0
V3 = (A =+ ].)1}4 = , V2 1= (A + 1)1}3 = ,
1 0
0 1

und die Basis, beziiglich der A die Jordan-Form hat, ist
B = {vi,v2,v3,v4}.
]

Aber wir kénnten hier so viele Beispiele geben, wie wir wollen, das Wichtigste
ist, dass ihr es einmal selbst probiert, und zwar an so vielen Beispielen, bis ihr
es im Schlaf konnt ;-). Eine Anleitung habt ihr ja jetzt.

Zum Satz 14.7 iiber die Exponentialabbildung bei Matrizen: In Definition 1.29
hatten wir die Exponentialabbildung fiir Matrizen definiert. Mithilfe der Jordan-
Normalform kann man diese nun leicht berechnen. Die Anleitung hierfiir gibt
der Satz. Wir betrachten dafiir ein Beispiel.

Beispiel 145
Sei
—8 47 -8
A=|—-4 18 -2
-8 39 -5
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Hiervon miissen wir zunéichst die Jordan-Normalform und die Matrix 7" mit
J = T7YAT berechnen. Dies wollen wir als Ubung fiir euch lassen, nutzt dies

am Besten auch gleich ;-) Als Ergebnis solltet ihr dann

<

I
(e R
S N O

0
1
2

erhalten. Als Néchstes unterteilen wir die Matrix J in quadratische Matrizen,
das heifst in die einzelnen Jordan-Blocke. Hier ist J = J; + J2 mit

J1:(1), =,

Nun zerteilen wir jede dieser Matrizen zwei Anteile, der eine besteht aus der
Einheitsmatrix, der zweite ist eine nilpotente Matrix. Es ist

0
J1 = Eq, Jo =2FE> + N, N =
0

Fiir jede dieser Matrizen berechnen wir nun einzeln (fiir die nilpotente Matrix
mithilfe des Satzes) die Exponentialabbildung. Man erhélt

Eit _ t 2B,t _ 2t N_ (1t
et =e", e =e”, e’ =
0 1
Nun fiigen wir dies alles zusammen. Es ist
Jut t Jot 2Byt N ot (11
e’ =ebit=¢", e =e e =e ,
0 1

und damit ist

Jt 2

Nun berechnen wir noch

6et  17e%t  —4e?t 4+ 17te*
Te’' = | 2¢t  6et —e?t + 6te?t
et 14e?t  —3e% 4 14te?
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und schliefslich ist

6e!  17e?t —4e®t 4 1Tte*t\ [—4 -5 7
e =Tt = 2¢t 6e?t —e?t 4 6te?t 1 2 =2
Het  14e?t  —3e%t 4 14t -2 1 2

—24et + 25e2 — 34te?t  —30e + 30e?! + 17te?t  42e' — 42€3t + 34te?!
—8e! +8e?t —12te?* —10e' + 11e?* + 6te?t  14e — 14e?t + 12te?t | —
—20e + 20e?! — 28te?t  —25e' + 25e2! + 14te?t  35e' — 34e3t + 28¢te?!

Unschon, aber so ist das nun mal ;-) [

Wir wollen nun noch mal die Schritte zusammenfassen, die nétig sind, um aus

einer Matrix A die Matrix e” zu bestimmen.

1. Bestimme die Jordan-Normalform J und die Matrix 7" mit J = T~ AT.
Berechne T,

2. Unterteile J in die quadratrischen Anteile (das heifst in die Jordan-Blocke)
Ji, ooy I

3. Zerteile jeden Jordan-Block J; in J; = A\ Ej, + N;, das heifst in eine Summe
aus dem Vielfachen einer Einheitsmatrix und einer nilpotenten Matrix.

4. Berechne fiir jedes N; mit dem Satz die Matrix eNi . Bestimme auferdem
t\E;,
et

5. Berechne e'’¢ durch e'’i = etiFiietNi,
6. Fiige die Matrizen e'’* zusammen, um die Matrix e’? zu erhalten.

7. Berechne e = Te’/'T7 1.

Abgesehen davon, dass es natiirlich an sich schon niitzlich ist, e bestimmen zu
konnen, werden wir dieses beim Lésen von linearen Differentialgleichungen in

mehreren Dimensionen gut gebrauchen kénnen.
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Wir wollen uns nun kurz mit dem Begriff des Tensors und des Tensorprodukts
beschéftigen. Dabei wollen wir hier nicht tief in die Theorie eindringen.

In diesem Kapitel seien V, W, V1,...,V,, Wi, ..., W, stets reelle endlichdimen-
sionale Vektorrdume. Dies kann man auch auf beliebige Koérper verallgemeinern,
werden wir hier aber nicht tun.

15.1 Definitionen

Definition 15.1 (p-Linearform, Tensoren)

Eine p-Linearform oder auch Multilinearform der Ordnung p auf V1,...,V,
ist eine Abbildung ¢ : V1 x --- x V, — R, welche in jedem Argument linear ist.
Oft nennt man Tensoren auch p-Tensor oder Tensor p-ter Stufe. Der Raum
der p-Linearformen auf Vi x --- x V,, wird durch die Operation

(Ap1 + pd2)(viy ..., vp) := Ad1(v1, ..., Up) + ud2(vi, ..., vp), A, p ER

selbst zu einem reellen Vektorraum, den wir mit Mult(V4, ..., V}) bezeichnen.
Elemente ¢ € Mult(V1,...,V},) nennt man auch Tensoren der Ordnung p.

Definition 15.2 (Tensorprodukt von Abbildungen)
Es seien ¢ € Mult(Vi,...,V,), ¥ € Mult(Wi,...,W)). Dann erhalten wir eine
Abbildung ¢ ® ¢ € Mult(V4, ..., Vp, Wi,...,Wy) durch die Vorschrift

(PR Y)(V1,. .., Vp, Wi, ...,Wq) = P(V1,...,0p)(W1,...,Wq).

F. Modler, M. Kreh, Tutorium Analysis 2 und Lineare Algebra 2,
DOI 10.1007/978-3-8274-2896-7 15, © Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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Wir nennen ¢ ® 1 das Tensorprodukt von ¢ und .

Definition 15.3 (Tensorprodukt von Vektorrdumen)
Die Abbildung

® : Mult(Va, . .., Vp) x Mult(Wa,..., Wy) — Mult(Va, ..., Vp, Wi, ..., W)

ist bilinear. Es ist daher iiblich, fiir Mult(V, W) einfach V* ® W™ zu schreiben
(dabei bezeichnet V* wieder den Dualraum) und dies dann das Tensorprodukt
von V™ und W™ zu nennen. Iterativ erhélt man das Tensorprodukt V", ...,V
als

Vi@ @V, :=Mult(V,...,Vp).

Wegen V; = (V;*)* im Endlichdimensionalen setzt man dann

Vl R ® Vp = Mult(Vl*, ceey Vp*)

Definition 15.4

Sind samtliche V; identisch, so setzen wir

p
®V* =V'®. - -QV*.

p—mal
Definition 15.5 (synz}metrisch, alternierend)
i) Ein Tensor ¢ € ®V ™ heiflt symmetrisch, wenn
A(Vo(1)s -+ > Vo(p)) = P(V1,. .., vp)Vo € SpVv1,...,vp €V,
P
ii) Ein Tensor ¢ € @V ™ heift schiefsymmetrisch oder alternierend,
wenn
A(Vo (1) -+ > Vo(p)) = sign(a)p(v1, ..., vp)Vo € SpVu1,...,vp € V.
Den Raum der symmetrischen p-Linearformen auf V' bezeichnen wir mit \/? V*
P
und den Raum der schiefsymmetrischen mit A’ V*. Fir o € Sp,¢ € QV*
P
definieren wir ¢, € @V ™ durch
(;50(111, ey ”Up) — qf)(vg(l), 5050 ,’Ua(p)).
Wir erhalten nun zwei Operatoren durch die Vorschriften

p p p
Symp 2 ®V* — \/V* C ®V*,Symp(¢) — Z% Z o,

o€Sy

p p p
Aty QV* = AV RV, Al () = % 3 sign(o)éo.

" o€S,
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Definition 15.6 (AuReres Produkt, Dachprodukt)
Die Abbildung

p+q ( )

A /\V ></\V = A\ V" (69) = oAy = ?!Altp+q(¢®¢)

heifit das duflere Produkt oder Dachprodukt von ¢ und . Analog heifst

pt+q

vV \/v ><\/V =\ V" (¢,%) > ¢V —(pp+qq) Sym,, (¢ @ 9)

das symmetrische Produkt von ¢ und 1.
15.2 Siatze und Beweise

Satz 15.1 (Dimension des Vektorraums der Multilinearformen)
Es sei m; die Dimension Vi, i = 1,...,p. Dann besitzt Mult(Vi,...,V,) die
Dimension [[?_; m;.

Beweis: Wir wihlen jeweils Basen {e;,,..., €, },i=1,...,p fiir V;. Sind

my
vl:Zeij ceVi,i=1,...,p
=1

beliebig, so ist
m;
j Jp
¢(v1,...,vn) = Z lel ...gjplqs(elh,...,epjp).
J1s--2Jp

Dabher ist ¢ vollstandig durch die Koeffizienten ¢(e1
umgekehrt aj,,...,a;, € R gegeben, so ist durch

P(v1,...,vp) == Z 95 ) xpa]l"'ajp

.....

PP epjp) bestimmt. Sind

eine p-Linearform definiert. q.e.d.

Satz 15.2 (Eigenschaften des Tensorproduktes)
Fir das Tensorprodukt gilt:

Distributivitat (A1 + Aad2) @Y = AMd1 Q@ Y + A2 ® 1,
d® (A1 + A2tp2) = Mo @ Y1 + Aagp @ ha.

Assoziativitit (¢ ®@Y) ® o =¢® (Y ® o),
UV)eW=Ue (VaWw).
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Sind auferdem (¢i)i=1,...m und (¥;);j=1,...n Basen von Vi* ® --- ® V' be-
ziehungsweise von Wi @ --- ® Wy, so ist (¢p; ® ¥;)i=1,...,m eine Basis von
=

Vi® -V eWy®--- @ W,

Beweis: Dies folgt direkt aus der Konstruktion des Tensorprodukts.

q.e.d.

Satz 15.3 (Eigenschaften symmetrischer und alternierender Tenso-
ren)

i) ¢ ist genau dann symmetrisch, wenn Sym,¢ = ¢ und genau dann alter-
nierend, wenn Alt,¢ = ¢.

ii) Sym,, und Alt, sind Projektionen, das heifit, Symf7 = Sym,,, Altf, = Alty,.
i)
P P P »
Sym,( V) =\/V* L A(QV) = AV*. (15.1)

Beweis: Ubung. q.e.d.

Satz 15.4 (Eigenschaften des Dachproduktes und des symmetrischen
Produktes)

i) Das Dachprodukt ist assoziativ und erfillt

P q
anB=(-1"Bravac \V*,Be AV
it) Das symmetrische Produkt ist assoziativ und kommutativ.

Beweis: Ubung. q.e.d.

Satz 15.5 (Dimension des Raums der alternierenden Tensoren)
Sei V' ein Vektorraum der Dimension m. Dann ist \PV* = {0}Vp > m. Ist
N, ..., Mm eine Basis von V', so ist

M Ao A, 11 < <L <dp <m}

eine Basis von AP V™. Insbesondere ist dim(APV*) = (T;) Hierbei sei
AV :=R.

Beweis: Es sei ei,...,en eine Basis von V. Ist ¢ € AP V™ mit p > m, so

ist ¢(ei,...,€,) = 0, da mindestens zwei der Vektoren (e;,)r=1
sind und ¢ schiefsymmetrisch ist. Seien nun 0 < p < m und (71,

.....

.o, Mn) die
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P
Dualbasis von (e1,...,en). Da Alt,(QV™) = AP V*, spannt das Bild der Basis

(M, ®...®MNi,)ipeq1,...,m} unter Alt, den Raum AP V™ auf und bildet eine Basis
Vk=1

=1,...p
von AP V™. Es ist

1
Altp(’r]il ®...®mp) = Zjnil /\"-/\nip- (15.2)

Die rechte Seite hingt bis auf Vorzeichen nicht von der Reihenfolge der Vektoren
ab. Daher spannen die (’;) Elemente n;, A ... A7, 1 <1 <...<ip <m den
Raum AP V* auf, und da sie linear unabhingig sind, bilden sie auch eine Basis.

q.e.d.

15.3 Erkldrungen zu den Definitionen

Zur Definition 15.1 der p-Linearformen: Ein Tensor ist also einfach eine Abbil-
dung, die in allen ihren Argumenten linear ist. Dies versteht man am besten
anhand einiger schon bekannter Beispiele.

Beispiel 146
m Fiir p = 1 ist Mult(V) = V™ natiirlich einfach der Dualraum von V, denn
Mult(V') besteht ja, genauso wie V*, gerade aus allen linearen Abbildun-
gen V — R.

m Wir betrachten die Determinante von (n x n)-Matrizen. Diese ist linear in
jeder Zeile, aber an sich erst mal keine Multilinearform. Fassen wir jedoch
eine Matrix als einen Vektor von Vektoren auf, das heifst

mit v; € R™ =V, so ist die Determinante eine Abbildung
det : R" x --- x R" = R,

die in jedem Argument linear ist. Also ist die Determinante einer (n x n)-
Matrix ein n-Tensor.

m Wir betrachten nun das anschaulich wichtigste Beispiel.

Ist ¢ : VXV — W eine Bilinearform, so ist, wie der Name schon sagt, ¢ ja
bilinear. Also ist ¢ ein 2-Tensor. Nun haben wir gesehen, dass sich beziig-
lich einer gewahlten Basis jede Bilinearform als Matrix schreiben lasst. Die
Matrizen sind also gerade die 2-Tensoren. In gewissem Sinne kann man
also Tensoren als Verallgemeinerung von Matrizen (oder genauer: der von
Matrizen induzierten Abbildungen) ansehen.
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So wére dies in Abbildung 15.1 zum Beispiel die Darstellung eines 3-
Tensors.

Abb. 15.1: Ein 3-Tensor.

Auch wenn sich Tensor nun erst mal kompliziert anhért, haben wir also gesehen,
dass sich dahinter eigentlich nur eine Verallgemeinerung von schon Bekanntem
versteckt.

Zur Definition 15.2 des Tensorprodukts von Abbildungen: Das Tensorprodukt
von Abbildungen dient im Grunde genommen dazu, aus zwei Abbildungen, die
linear in jedem Argument sind, eine einzige zu erhalten, die dann in jedem
Argument, das heifst in denen der ersten und zweiten Abbildung, wieder linear
ist. Hierzu ein Beispiel.

Beispiel 147

Wir wollen einen einfachen Fall betrachten und berechnen das Tensorprodukt
fiir Vi = Vo = Wi = R®. Es seien also ¢ eine (3 x 3)-Matrix und 1 ein Element
des Raums (R®)*. Seien zum Beispiel ¢ gegeben durch die Matrix

2 1 3
A=12 2 2
3 01

und ¢ die Abbildung
x1
T2 | F X1+ 22 + T3.

T3
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Dann ist
¢ @ P(v,w,x) = (v Aw)(3())
T
2v1 + 2v2 + 3vs w1
= v1 + 209 wa | - (1 4+ 22 + 22)
3v1 + 2v2 4 v3 w3

= ((2v1 + 2v2 + 3vz)w1 + (v1 + 2v2)we
+ (Bv1 + 2v2 + v3)ws)(x1 + 22 + 3).

Es ist also zum Beispiel

1 2 1
pv([2],]10],]1]) = (30+0+20)3 =150,
3 2 1
aber es ist
1 2 1 2 1 1
vao(f2],l0|.|1])=e@¥([0o],|1]|,]2]) =120
3 2 1 2 1 3

Also ist das Tensorprodukt nicht kommutativ.
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Das Tensorprodukt ist natiirlich per Definition selbst eine bilineare Abbildung.

Zur Definition 15.3 des Tensorprodukts von Vektorrdaumen: Nun, da wir mithil-

fe des Tensorprodukts von Abbildungen aus zwei Multilinearformen eine neue

erhalten haben, wollen wir etwas iiber den Vektorraum erfahren, in dem die

neue Linearform lebt. Dies ist gerade das Tensorprodukt V ® W der beiden

urspriinglichen Vektorrdaume. Das Tensorprodukt zweier Vektorrdume hat nun

eine sehr schone Eigenschaft.

Haben wir eine bilineare Abbildung ¢ : V x W — R, so gibt es genau eine lineare

Abbildung ¢ € V @ W mit
»=¢o®,

das heifst, das folgende Diagramm kommutiert:

VXWLR
b2y Z

VeWw

Man kann also sagen, dass das Tensorprodukt aus Multilinearformen einfach

nur Linearformen macht (iiber einem anderen Vektorraum).
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Zur Definition 15.5 von symmetrischen und alternierenden Tensoren: Die Defi-
nition an sich sollte klar sein. Fragen konnte man sich, wozu das dienen soll.
Dies kann hier noch nicht klar werden, da man dafiir tiefer in die Theorie ein-
steigen muss. Zwei kleine Griinde kénnen wir aber nennen. Zunéchst mal haben
wir gesehen, dass Tensoren als Verallgemeinerung von Matrizen angesehen wer-
den koénnen, und auch dort spielen symmetrische und schiefsymmetrische eine
besondere Rolle. Der zweite Grund wird sich spéter, nach Definition des sym-
metrischen Produkts und des Dachprodukts, zeigen.

Zur Definition 15.6 des symmetrischen und des Dachprodukts: Auch hier sollte
die Definition klar sein. Wir betrachten ein Beispiel.

Beispiel 148 L

Es seien n,0,7 € V* = A' V* = ®V*. Dann ist
2!
!
nANocNT
=c(NRocRXT—NRITRI—0R@NRXT—TRIRXN+0oRTRIN+TRINK® )

1
Ao = Al ®0) =2(5;@0—0@n) =n®o—-0o@n

Wir erkennen also, dass das Dachprodukt ,fast“ kommutativ ist. Und dies ist
der zweite kleine Grund fiir die Einfiihrung dieser neuen Objekte, denn das
Tensorprodukt war gar nicht kommutativ.

Eine Anmerkung noch zum Faktor (’; qu!)!. Dieser Faktor ist niitzlich, um eine

schone Formel fiir das Dachprodukt von mehr als nur 2 Tensoren zu erhalten.

15.4 Erkldrungen zu den Sdtzen und Beweisen

Zum Satz 15.1 iiber die Dimension des Vektorraums der Multilinearformen: Nach
diesem Satz kénnen schon aus Dimensionsgriinden V xW und V®W in der Regel
nicht isomorph sein. Der Beweis verlauft einfach, indem man aus den Basen der
Vektorrdume eine Basis des Raums der Multilinearformen beziehungsweise des
Tensorprodukts konstruiert.

Als Spezialfall kénnen wir schon bekannte Dimensionen wiederentdecken. Sei
dafiir V; = R™. Dann hat der Dualraum, also der Raum der 1-Tensor Dimension
n und der Raum der Matrizen, das heift der 2-Tensor Dimension n2.

Zum Satz 15.2 iiber die Eigenschaften des Tensorprodukts: Die Eigenschaften
hier folgen alle sofort, da wir es nur mit Linearformen zu tun haben. Hier sei
nochmal gesagt, dass das Tensorprodukt im Allgemeinen nicht kommutativ ist.
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Zur Ubung konnt ihr die Eigenschaften einmal direkt fiir drei Tensoren nach-
weisen. Nehmt zum Beispiel die Tensoren ¢ und v aus unserem obigen Beispiel

und dazu noch eine weitere (3 x 3)-Matrix.

Zum Satz 15.3 iiber die Eigenschaften symmetrischer und alternierender Tensoren:
Dieser Satz gibt uns eine schone Charakterisierung von symmetrischen und al-
ternierenden Tensoren. Er bietet auferdem eine sehr gute Ubung fiir euch, die
Aussagen zu beweisen. Als Tipp: Den ersten Teil kann man leicht iiber die Defi-
nition beweisen, und fiir die anderen beiden Teile kann man das schon Bewiesene

nutzen.

Zum Satz 15.4 iiber die Eigenschaften des Dachprodukts und des symmetrischen
Produkts: Hier haben wir nun noch einmal die Eigenschaften des Dachpro-
dukts und die des symmetrischen Produkts zusammengefasst, die man aus dem
Beispiel von oben schon erahnen konnte. Auch hier solltet ihr euch wieder an

einem Beweis versuchen.

Zum Satz 15.5 iiber die Dimension des Raums der alternierenden Tensoren: Wie
weiter oben schon fiir den Raum der Multilinearformen, sagen wir nun noch et-
was iliber die Dimension des Raums der alternierenden Tensoren aus. Dabei
benutzen wir im Beweis als Trick die Charakterisierung der alternierenden Ten-
soren aus Satz 15.3.

Bemerkungen: Wie schon am Anfang angekiindigt, haben wir hier Tensoren
nur recht oberflachlich behandelt. Je nach Interessen kann man dies noch sehr
stark ausweiten, vor allem in der Algebra, der Differentialgeometrie oder auch
in der Physik. Dann kann man zum Beispiel Tensorprodukte von Kérpern und
Ringen betrachten oder Tensorfelder, das heifst Abbildungen, die jedem Punkt
in einem Raum einen anderen Tensor zuordnen. Dies findet man dann in der
entsprechenden weiterfithrenden Literatur.
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