7 Anwendungen in der Geometrie

Es ist naheliegend, Sachverhalte der Linearen Algebra in geeigneten Fillen auch
geometrisch zu interpretieren, zumal dann, wenn diese im R? oder R? stattfinden.
Dies ermoglicht einen fruchtbaren Anschluss an das rdumliche Vorstellungsver-
mogen, fithrt aber zwangsldufig dazu, dass die prinzipielle Unterscheidung zwi-
schen Punkten auf der einen und Vektoren auf der anderen Seite verwischt wird.
In diesem Kapitel wird der Zusammenhang zwischen Geometrie und linearer
Algebra von einem systematischeren Standpunkt untersucht.

7.1 Affine Raume

Frage 421  Was versteht man unter einem affinen Raum A iiber einem Korper
K7

Antwort: Ein affiner Raum A {iber K besteht aus einer Menge, die wir ebenfalls
mit A bezeichnen und deren Elemente Punkte genannt werden, und im Fall A # ()
aus einem K-Vektorraum V4 und einer Zuordnung, die jedem geordneten Paar
(p,q) von Punkten aus A eindeutig einen mit Pq¢ bezeichneten Vektor aus V4 so
zuordnet, dass folgende Axiome erfiillt sind:

(A1) Zu jedem Punkt p € A und jedem Vektor v € V4 gibt es genau einen Punkt
q € A mit v = pq.
(A2) Fiir alle Punkte p,q,r € A gilt pg + qr = pr-.

Axiom (i) beinhaltet, dass ein Vektor v € V4 jedem Punkt p € A eindeutig einen
weiteren Punkt ¢ € A zuordnet. Man kann die Vektoren v € V4 daher auch als
Abbildungen
v: A— A, pr—q mitv=pg
interpretieren, die den Punkt p in ¢ iiberfithren. Insbesondere gilt
—

pi(p) =q und po(p) =wv. (*)

Geometrisch beschreibt v = pg eine Translation des affinen Raums A, weswegen
wir V4 als Translationsraum bezeichnen.

Beispiel: Sei V' ein Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann ist fiir jeden
Vektor v € V' der affine Unterraum A := v+ U C V (vgl. Frage 149) ein affiner
Raum im Sinne der obigen Definition, indem man fiir zwei Punkte p = v+u; € A
und ¢ = v + ug € A den Vektor pg durch

pi=q—-peU
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definiert. Mit V4 = U erfiillt die Zuordnung dann die beiden Axiome (A1) und
(A2). Damit ist insbesondere auch gezeigt, dass jeder Vektorraum V' Anlass zu
einem affinen Raum gibt, indem man die Elemente der Menge V als Punkte inter-
pretiert und V' zusammen mit seiner Vektorraumstruktur als Translationsraum.

Gilt speziell V. = K™, so erhdlt man daraus den n-dimensionalen affinen Stan-
dardraum A, (K). ¢

Frage 422  Wie ist die Dimension eines affinen Unterraums A erklart?

Antwort: Die Dimension eines affinen Raums A ist gleich der Dimension des A
zugeordneten Translationsraums V4. Im Fall A = () setzt man dim A = —1. ¢

Frage 423  Wieso gilt fiir zwei Punkte p,q eines affinen Raums A stets pp = 0
und gp = —pq?

Antwort: Axiom (A2) liefert pp + pp = pp, also pp = 0. Damit folgt wiederum
mit dem zweiten Axiom pg + ¢p = 0, also gp = —pq. ¢

Frage 424  Wie erhilt man eine Bijektion zwischen einem affinen Raum A und
dessen Translationsraum V47?

Antwort: Man wihle einen beliebigen Punkt pg € A und definiere die Abbildung
P: A — Vy, P — Pop-

Dann ist ® injektiv und ferner aufgrund von (A1) surjektiv, also eine Bijektion.

A ° Va

Zeichnet man im affinen Raum einen beliebigen Punkt als ,, Anfangspunkt“ aus,
dann entsprechen die Punkte aus A also eineindeutig den Vektoren aus V4. Man
kann daher V4 als Raum der Ortsvektoren von A beziiglich eines Anfangspunkts
po auffassen. Es gilt also

Va={pq;: p,a€ Ay ={poq; q € A},

wobei der mittlere Term sich direkt aus der Definition von Vy ergibt und der
hintere aufgrund der vorigen Uberlegung. ¢
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Frage 425  Was ist ein affiner Unterraum eines affinen Raums A? Wie ist die Di-
mension eines affinen Unterraums erklart? Wann nennt man einen affinen Unterraum
eine affine Gerade, wann eine affine Ebene?

Antwort: Eine Teilmenge U C A heifit affiner Unterraum von A, wenn entweder
U = () gilt oder die Menge Viy = {pg ; p,q € U} ein linearer Unterraum von V4
ist.

Fiir U # 0 ist dimU = dim Vyy und fiir U = ) setzt man dimU = —1. Affine
Unterrdume der Dimension 1 heiflen affine Gerade, Unterrdume der Dimension 2
affine Ebene. ¢

Frage 426  Sei S ein nichtleeres System von affinen Unterrdumen eines affinen
Raum A. Ist dann der Durchschnitt D := (.4 U selbst wieder ein affiner Unter-
raum?

Antwort: Der Durchschnitt ist selbst ein affiner Unterraum. Im Fall D = () ist
dies trivial. Im anderen Fall geniigt es zu zeigen, dass die Menge

Vp:={pi; pge D} C V.

ein linearer Unterraum von V ist. Dies folgt mit der Antwort zu Frage 98, da Vp
wegen
Vp=({pt; pactUt= (W
ves Ues

ein Durchschnitt linearer Unterraume ist. ¢

Frage 427 Sei A ein affiner Raum, M C A eine Teilmenge. Wie ist die affine
Hiille von M definiert?

Antwort: Die affine Hiille (M) von M in A (oder auch: der von M erzeugte
oder aufgespannte affine Unterraum) ist definiert als der Durchschnitt aller M
enthaltenden affinen Unterrdume von A, also

(M) := m {U; M c U, U Unterraum von A} .

Nach Antwort 426 ist (M) in der Tat ein affiner Unterraum von A.

In informeller Sprechweise lésst sich die affine Hiille von M auch als der kleinste
affine Unterraum von A charakterisieren, der alle Punkte aus M enthélt. Die affine
Hiille eines Kreises in der affinen reellen Ebene ist z. B. mit dieser Ebene identisch.

¢

Frage 428  Sei S ein System von affinen Unterrdumen eines affinen Raums A. Was
versteht man dann unter dem Verbindungsraum \/, . U?
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Antwort: Der Verbindungsraum \/,.q U ist definiert als die affine Hiille der
Vereinigung | J;;cq U, also

VU:<UU>

veS ves

Nach Antwort 426 ist \/Ue g U ein affiner Unterraum von A, némlich der kleinste,
der alle Punkte aus S enthilt.

Der Verbindungsraum \/;, ¢ U ist der kleinste affine Unterraum von A der alle
Unterrdume U € S enthilt. So ist der Verbindungsraum zweier Punkte z. B. eine
affine Gerade.

Fiir den Verbindungsraum endlich vieler Unterrdume Uy, ..., U, benutzt man
auch die Schreibweise Uy V...V Uy, und statt {p} Vv {q} schreibt man vereinfachend
auch p V gq. ¢

Frage 429  Konnen Sie zeigen, dass fiir zwei Punkte p, ¢ € A der Verbindungsraum
eine affine Gerade ist?

Antwort: Es ist V,y, = {U Unterraum von V ; U D p¢} = K - pg. Damit ist
pV g ein eindimensionaler affiner Unterraum, also eine affine Gerade. ¢

Frage 430  Sei A ein affiner Raum iiber einem Koérper K mit char K # 2 und
U C A eine Teilmenge. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) U ist ein affiner Unterraum von A.
(ii)  Zu je zwei verschiedenen Punkten p,q € U gilt pV ¢ C U.

Konnen Sie das beweisen?

Antwort: (i) <= (ii). Ist U ein affiner Unterraum, so gilt pg € Vi fiir p,q € U,
also Vpyg = Kpq C Vi nach Frage 429 und folglich p v g C U.

(ii) <= (i). Die Idee des Beweises
ist in der Abbildung rechts veranschau-
licht. Sind pg, p und ¢ drei Punkte
aus U, so liegt nach Voraussetzung der
Mittelwert » von p und ¢ ebenfalls in
U. Die Gerade pg V r ist dann nach
Voraussetzung ebenfalls in U enthal-
ten und somit auch der Punkt r’ =
(Pop + oq) (po)-

Formal argumentiert man folgender-
maflen. Fiir einen festen Punkt po € U
betrachte man die Menge

Vi = {pop € Va; p€ U}.
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Es ist zu zeigen, dass Vi ein linearer Teilraum von V4 ist. Nach Voraussetzung
liegt fiir zwei Punkt p,q € U der ,,Mittelwert“

in U. Es gilt prr = %ﬁ} und ¢7 = qp + pr = —%p_q), also pr + gi = 0. Damit erhélt
man
PoP + Pod = pop + PT + Pod + @7 = poT + poi = 2o
Wegen r € U folgt pop + poq € Viy. Ferner gilt fiir o € K und p € U aufgrund von
Formel (x) aus der Antwort zu Frage 421
— — . ’ —
- pop = pop’ mit p’ = o pop(po)-

Der Punkt p’ liegt auf der Verbindungsgeraden pg V p und damit nach Vorausset-
zung in U. Es folgt a - pop € Vi.

Damit ist insgesamt gezeigt, dass Viy ein linearer Unterraum von V4 ist, die
Behauptung damit vollstdndig bewiesen. ¢

Frage 431  Seien U, W affine Unterrdume. Konnen Sie die folgenden beiden Be-
hauptungen zeigen?

(i) ImFallUNW # 0 gilt
Vovw = Vo + V.
(ii) Ist UNW = () und sind p € U sowie ¢ € W beliebige fest gewihlte Punkte, so
gilt
VU\/W - (VU + VW) @ ‘/p\/q.
Antwort: (i) Sei p € UNW fest gewéhlt. Es gilt dann

Vo UV ={pg; qc UUW} C Viyyw.
Da definitionsgeméafl Viy U Vi C Vi + Vi gilt, folgt daraus
Vo +Vw C Vuuw.
Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, betrachte man den affinen Raum
X :={q; pieVu+Vw}
Wegen U C X und W C X gilt UV W C X, also
Vovw CVx =V + V.

Daraus folgt die zu zeigende Identitéit. (Kurz zusammengefasst ergibt sich diese
daraus, dass die Summe linearer Unterrdume und der Verbindungsraum affiner
Unterrdume analog definiert sind, nédmlich als kleinster linearer (affiner) Unter-
raum, der die Vereinigung der beiden linearen (affinen) Unterrdume enthilt.)
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(ii) Seip e Uund ¢ € W. Aus pVq C UVW erhdlt man UVW V (pVq) =UVW.
Durch zweimalige Anwendung des Ergebnisses von Teil (i) folgt daraus

Vovw = Vo + Vivvve = (Vo + Viv) + Vg,

und es bleibt zu zeigen, dass die hintere Summe direkt ist. Wegen V,y, = Kpg
geniigt es, dafiir p¢ € Viy + Vi zu beweisen. Angenommen also, es gilt pg €
Vu + Vi, dann gibt es Punkte v € U und w € W mit

pq = pu + wq.
Daraus folgt
uth = up + pg + qu =0,

also u = w, im Widerspruch zur Voraussetzung U N W = (). Damit ist auch die
Gleichung unter (ii) bewiesen. ¢

Frage 432  Wie lautet die Dimensionsformel fiir den Verbindungsraum U v W
zweier affiner Unterrdume U und W7

Antwort: Die Dimensionsformel lautet

dim U + dim W — dim(U N W) falls U MW # 0

dim(U VW) =
im( ) {dimU—l—dimW—dim(VUﬂVW)—i-l falls UNW = 0.

Die Gleichungen folgen zusammen mit der Dimensionsformel fiir Summen von
Untervektorriumen aus der Darstellung von Vv aus Frage 431. Ist UNW = (),
so gilt demnach

dim(U V W) = dlm(VU + Vw) =dim Vy +dim Vi — dim(VU N Vw)
=dimU +dim W — dim(U N W).
Die Formel fiir den anderen Fall beweist man analog. Man beachte dabei aber,

dass die Gleichung Viyaw = Viy NV nur dann gilt, wenn U und W nicht disjunkt
sind. ¢

Frage 433  Welche affine Dimension besitzen im R? der Verbindungsraum

(i)  zweier sich schneidender Geraden?
(ii) zweier windschiefer Geraden?

Antwort: Die Dimensionsformel liefert die Dimension 1 +1 — 0 = 2 im ersten
und die Dimension 1 +1 — 0+ 1 = 3 im zweiten. ¢

Frage 434  Wann heiBen zwei affine Unterrdume U und W eines affinen Raumes
A parallel?
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Antwort: Die affinen Unterrdume U und W heiflen parallel, in Zeichen U || W,
wenn einer der beiden Translationsrdume im anderen enthalten ist, wenn also
Vu C Vi oder Vi C Vi gilt. ¢

Frage 435  Konnen Sie zeigen, dass zwei parallele affine Unterraume U und W
entweder punktfremd sind, oder einer ein Unterraum des anderen ist?

Antwort: Sei p € U N W. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann man
Vi € Viy annehmen. Dann gilt fiir jedes ¢ € U wegen pg € Vi auch pg € Viy,
also ¢ € W. Daraus folgt U C W. ¢

Frage 436  Was ist eine Hyperebene eines affinen Raums A?

Antwort: Eine Hyperebene von A ist ein affiner Unterraum von A der Dimension
dim A — 1. Typische Beispiele sind Ebenen im R? oder Geraden im R2. ¢

Frage 437  Sei U ein nichtleerer Unterraum und H eine Hyperebene des affinen
Raumes A. Dann sind U und H parallel oder es gilt dim(UNH) = dim U —1. Kénnen
Sie das beweisen?

Antwort: Sei U nicht in H enthalten. Dann gilt UV H = A. Im Fal UN H # ()
folgt dann mit der Dimensionsformel

dim(UNH) =dimU +dimH —dim(UV H) =dimU+ (n—1) —n =dimU — 1.
Ist jedoch U N H = (), dann liefert die Dimensionsformel

dim(Vy NVy) =dimU +dim H —dim(U V H) + 1
=dimU+(n—1)—n+1
=dimU = dim V.

Es folgt Viy NV = Vy, also ist Vi ein linearer Unterraum von Vi, d.h. U und
H sind parallel.

Aus diesem Ergebnis folgen nun bekannte geometrische Zusammenhénge:

(i) Eine Gerade und eine Hyperebene in einem affinen Raum besitzen genau
einen Schnittpunkt oder sind parallel. Insbesondere schneiden sich zwei
nicht-parallele Geraden einer affinen Ebene in genau einem Punkt.

(ii) Die Schnittmenge zweier Hyperebenen in einem affinen Raum der Dimen-
sion n ist entweder leer oder ein affiner Unterraum der Dimension n — 2.
Insbesondere schneiden sich zwei nicht-parallele Ebenen im dreidimensiona-
len affinen Raum in einer Geraden. ¢
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7.2 Affine Abbildungen und Koordinaten

Frage 438  Seien A und B affine Raume. Wann heiBt eine Abbildung F': A — B
affin? Was ist eine Affinitat?

Antwort: Eine Abbildung F': A — B heift affin, wenn eine lineare Abbildung
F: V4 — Vg zwischen den entsprechenden Translationsvektorrdumen mit der
Eigenschaft existiert, dass

F(pg) = F(p)F(q)

fiir alle Punkte p,q € A gilt. Die Abbildung F ist dann im Fall der Existenz
natiirlich eindeutig bestimmt. Man nennt eine affine Abbildung Affininitdt, wenn
sie bijektiv ist. ¢

Frage 439  Wieso ist eine Abbildung F': A — B zwischen affinen Rdumen A
und B schon dann affin, wenn ein Punkt pg € A existiert, so dass die Abbildung

R —

F: Vy— Vp, poq — F(po)F(q), qeA

linear wird?

Antwort: Seien p, g € A beliebig. Wegen PG = Dpo + Poq = —pop + Poq impliziert
die Linearitét von F

F(pg) = F(=pop+pod) = —F (pop)+F (pod) = —F(po)F (p)+F (po) F(q) = F(p)F(q)-

Damit erfiillt F' die Definition einer affinen Abbildung. ¢

Frage 440  Seien A, B affine Raume, p € A und p* € B beliebig und G: V4 —
Vg eine lineare Abbildung. Wieso existiert dann genau eine affine Abbildung F': A —
B, die F(p) = p* und ' = G erfiillt? Mit anderen Worten: eine affine Abbildung ist
durch ihre lineare Komponente und die Angabe eines Bildpunktes eindeutig bestimmt.

Antwort: Definiert man
TS —
P F(q) = G(pg),

so ist F'(q) fiir jeden Punkt ¢ € A aufgrund von Axiom (A1) eindeutig bestimmt.
Ferner ist F' nach Frage 439 affin. ¢

Frage 441 Wie viele verschiedene Affinitaten der affinen Ebene A := A5 (IF5) tiber
dem Korper mit zwei Elementen gibt es?

Antwort: Die Menge GL(2,F3) enthilt 6 Elemente, ndmlich die Matrizen

b)) G () ) G)
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Es gibt also sechs bijektive lineare Abbildungen F2 — F3. Jeder dieser Iso-
morphismen bestimmt zusammen mit der Angabe des Bildpunktes von py € A
eindeutig eine Affinitdit A — A. Da A vier Punkte enthélt, gibt es fiir die Auwahl
des Bildpunktes 4 Moglichkeiten. Also existieren 4 - 6 = 24 Affinitédten der affinen
Ebene iiber dem Koérper mit zwei Elementen. ¢

Frage 442  Kdnnen Sie zeigen, dass mit I und G auch F'o(G eine affine Abbildung
ist, der die lineare Abbildung F' o G zugeordnet ist?

Antwort: Es gilt

F(G(p) F(G(a)) = F(G(p)G(a)) = F(G(pd)

Also ist F o G eine affine Abbildung mit zugeordneter linearer Abbildung £ o G.
¢

Frage 443 Sei F': A — B eine affine Abbildung und U, W parallele Unterrdume
von A. Wieso sind dann F(U) und F(W) parallele affine Unterrdume von B?

Antwort: Man kann voraussetzen, dass U und W nicht leer sind, da die Behaup-
tung andernfalls trivial ist. Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit sei Viy C Viy.
Daraus folgt F'(Vyy) C F(Vy), also F(U) C F(W) und damit U || W. ¢

Frage 444  Wann heiBen drei Punkte p,q,r eines affinen Raumes A kollinear?
Wie ist das Teilverhaltnis TV (p, ¢, r) dreier kollinearer Punkte p,q,r € A definiert?
Was sagt das Teilverhéltnis liber die Lagebeziehung der drei Punkte aus?

Antwort: Drei Punkte p,q,7 € A heiflen kollinear, wenn sie auf einer gemeinsa-
men Geraden liegen.

Sind p, ¢, 7 kollinear, so gilt prr = « - pq fiir genau ein o € K. Man nennt o dann
das Teilverhdltnis der drei Punkte: « = TV (p,q,r). ¢

TV(p,q,7) > 1 0<TV(p,q,r) <1 TV(p,q,7) <0

TV(p,q,r) > 1 q liegt zwischen p und r || TV(p,q,7) =0 | p=
0<TV(p,q,7) <1 | rliegt zwischen p und ¢ | TV(p,q,7) =1 | qg=7r| ¢

TV(p,q,r) <0 p liegt zwischen ¢ und r || TV(p,q,7) =0 | p=g¢q
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Frage 445  Warum sind mit p, ¢, € A auch die Bildpunkte F'(p), F'(q), F'(r) einer
affinen Abbildung kollinear und warum gilt TV (p,q,7) = TV(F(p), F(q), F(r))?

Antwort: Sind p, ¢, r kollinear, dann hat der Verbindungsraum U = pV gV r eine
Dimension < 1. Daher gilt

dim F(U) = dim F(Vy) < dim Vi = dim U < 1.

Die Bildpunkte F(p), F(q), F(r) liegen also in einem Unterraum von mit einer
Dimension < 1, d. h., sie sind kollinear. X R

Gilt weiter p # ¢ und prr = - pg mit a € K, dann folgt F(pr) = a- F(pq), also
_ —_— 3
F(p)F(r) = a- F(p)F(q). Das beantwortet den zweiten Teil der Frage. ¢

Frage 446  Sei (po,p1,...,Pn) €ine Basis eines affinen Raums A und B ein wei-
terer affiner Raum. Konnen Sie zeigen, dass man durch Vorgabe der Bildpunkte
F(po),...,F(pn,) € B eine eindeutig bestimmte affine Abbildung F': A — B
erhalt? Mit anderen Worten: Sind pj, ..., p beliebige Punkte aus B, dann existiert
genau eine affine Abbildung F': A — B mit F(p;) =p} firi=0,...,n.

Antwort: Da die Vektoren popi, . .., popn eine Basis von V4 bilden, gibt es genau
eine lineare Abbildung F': V4 — Vg mit

~ N —
F(pop;) = pop; i=1,...,n.

Nach Frage 440 gibt es dazu genau eine affine Abbildung A — B, die F'(py) = p§
erfiillt, und fiir diese gilt dann notwendigerweise F'(p;) = p; fiir 1 <i <n. ¢

Frage 447  Wann nennt man ein (n+ 1)-Tupel von Punkten (pg,p1,. .-, pn) eines
affinen Raums A affin unabhangig? Was ist eine affine Basis?

Antwort: Das (n + 1)-Tupel heifit affin unabhdingig (eine affine Basis von A),
wenn die n Vektoren

PoP1;---5PoPn
linear unabhéngig in V4 sind (eine Basis von V4 bilden). ¢

Frage 448  Wieso hangt die affine Unabhangigkeit eines (n+1)-Tupels (po, - - . , pn)
nicht von der Reihenfolge der Komponenten ab?

Antwort: Seien das (n + 1)-Tupel (po,...,p,) affin unabhéingig im Sinne von
Frage 447. Um die Frage zu beantworten geniigt es zu zeigen, dass dann fiir jedes
¢ €{0,...,n} die Vektoren

—
DEDOs - - -+ DeDi—1+ PP+ 15 - - -  DePn (*)
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ebenfalls linear unabhéngig in V4 sind. Gelte also

n
Z aipep; =0
=0
il
mit o; € K. Wegen pgp; = pepo + pop; folgt daraus

0= Z Qa; p[pO + pOpz Z Q; p@pO + Z Oézpopz Z Oézpopz

) =0 o,
——
=iky
Man erhélt zunéichst o; = 0 fiir 4 = {1,...,n} aufgrund der affinen Unabhin-
gigkeit der Punkte pg,...,p,. Nach der Definition von oy, ergibt sich dann auch
ag = 0. Die Vektoren in (x) sind also linear unabhéingig. ¢

Frage 449  Was versteht man unter einem affinen Koordinatensystem? Was ist
ein Koordinatenvektor eines Punktes p € A?

Antwort: W&hlt man in einem affinen Raum A eine Basis (po,...,pn) aus, so
gibt es nach Frage 440 genau eine Affinitét
k: K" — A mit k(0) = po,k(e1) =p1,...,k(en) = Pn.

Dabei wird K™ als affiner Raum mit der zugrundeliegenden Menge K™ interpre-
tiert (vgl. Frage 421). Allgemein bezeichnet man eine Affinitét

k: K" — A
als ein affines Koordinatensystem.
Durch Auswahl eines Koordinatensystems wird es moglich, Punkte in A durch
Koordinaten, also Elementen aus K™ zu beschreiben. Setzt man ndmlich
po = Kk(0), p1:=k(e1),...,pn = K(€n),
so ist (po,-..,pn) eine affine Basis von A, und das durch
kHp) = (x1,...,2,) € K"

eindeutig bestimmte n-Tupel nennt man den Koordinatenvektor von p beziiglich
der Basis (po,...,pn). Die Skalare z1,...,z, heilen die Koordinaten von p be-
ztiglich der entsprechenden Basis. ¢

Frage 450 Was ist eine Affinkombination von Punkten pg,...,p,, € K™?
Antwort: Unter einer Affinkombination der Punkte pg, ..., p,, versteht man eine
Linearkombination

Qopo + a1p1 + -+ OmPm
mit ag + a1 + -+ ay, = 1. ¢
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Frage 451  Wieso ist der Verbindungsraum py V p1 V ...V p,, beliebiger Punkte

aus K" gleich der Menge der Affinkombinationen von pq, ..., pm,, also
PoV...Vpm= {Zaipi € K"; ag,...,am € K", Zai :1}7
i=0 i=0
wobei die Skalare ag, ..., a,, genau dann eindeutig bestimmt sind, wenn pg, ..., pm

affin unabhangig sind?

Antwort: Es ist Vv, .vp,. = span(popi,...,popn). Also gilt p € po V...V pp,

genau dann, wenn Skalare aq, ..., a, € K existieren mit
Pob = a1pop1 + *+* + QDo ()

In K™ lésst sich diese Gleichung auch so schreiben:
p—po=ai(pr —po) + + @n(Pm — Po)-
Hieraus folgt
p = oopo + a1p1 + -+ P mit g :=1— (a1 + -+ am),

also wie gewiinscht ag + - -+ 4+ @, = 1.
Sind die Punkte pg,...,p, affin unabhingig, dann auch die Vektoren

DOP1s- - - s PoPm, und somit sind die Koeffizienten in () eindeutig bestimmt. Das
beantwortet die Zusatzfrage. ¢

Frage 452  Seien A und B affine Riume mit den Koordinatensystemen ki :
K" — A und k9 : K™ — B. Ferner sei F: A — B affin. Dann existiert
genau eine Matrix M € K™*™, so dass fiir alle p € A gilt

Ky (F(p)) =b+ M - k7' (p),

wobei b = ;! (F(po)) mit po = k1(0) gilt. Kénnen Sie das beweisen?

Antwort: Sei zunéchst A = K" und B = K™ und sei x ein beliebiger Punkt aus
K™. Fiir die zu F' gehorende lineare Abbildung F' gilt dann

F0z)=M -0z =A-(z—0)=A- .

mit einer Matrix M € K™*™. Daraus folgt fiir die affine Abbildung F': K" —
Km

F(z) = F(z) — 0= 0F(z) = 0F(0) + F(0)F(z) = F(0) + F(0z) = F(0) + M - .
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Also gilt die Behauptung im Fall A = K™ und B = K. Der allgemeine Fall folgt
nun aus der Tatsache, dass das Diagramm

A

kommutiert. Die Abbildung F’ = k5 LoFok; ist eine affine Abbildung K™ — K™.
Mit x = F(p) folgt
Ky (F(p)) = F'(0) + M - 5y (p),

Das ist die Behauptung. ¢

Frage 453  Was versteht man unter einer Kollineation? Ist jede Kollineation eine
affine Abbildung?

Antwort: Eine Kollineation ist eine bijektive Abbildung f: A — B zwischen
affinen Rdumen A und B, welche Geraden auf Geraden abbildet oder, gleich-
bedeutend, welche je drei kollineare Punkte aus A auf kollineare Punkte aus B
abbildet.

Nicht jede Kollineation ist eine affine Abbildung. Als Gegenbeispiel betrachte
man in Ay(C) die Abbildung

f: (CQ - (C27 (21722) — (Z7E)

Fiir jede komplexe Gerade G = ((1,(2)+C- (21, 22) ist f(G) = ((1,¢2)+C (71, 22).
Die Abbildung f ist also eine Kollineation. Sie ist aber nicht affin, denn andernfalls
miisste die Abbildung f : (21,22) — (1, 22) des Vektorraums C? linear sein, was
aber wegen

f((azl, azz)) = af((zl,ZQ)) #* af((azl,azg)) fir a € C\ R

nicht zutrifft.

Als anderes Gegenbeispiel betrachte man den affinen Raum Aj3(IF3). Da jede
Gerade in A3(F2) genau zwei Punkte enthilt, ist jede bijektive Selbstabbildung
von As(Fs) eine Kollineation. Davon gibt es 8! = 403020 Stiick. Andererseits
enthilt die Gruppe GL(3,Fs) genau 7 -6 - 4 = 168 Elemente, wie man sich leicht
iiberlegt. Also existieren nur 8 - 168 = 1344 Affinitdten von As(FFy).
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7.3 Projektive Raume

In der affinen Geometrie wurde der Zusammenhang zwischen geometrischen Ob-
jekten und der Struktur der Vektorrdume iiber den Begriff der Parallelverschie-
bung oder Parallelprojektion hergestellt. Das ist nicht die einzige Moglichkeit,
geometrische Sachverhalte mittels linearer Algebra zu beschreiben. Eine weitere
wichtige Klasse geometrischer Transformationen bilden Zentralprojektionen, die
in aller Regel keine affinen Abbildungen zu sein brauchen. Die projektive Geo-
metrie stellt einen Zusammenhang zwischen den Réume den Geomtrie und den
Vektorrdumen der Linearen Algebra in einer solchen Weise her, dass auch Zen-
tralprojektionen iiber lineare Abbildungen der zugrunde liegenden Vektorrdume
beschrieben werden konnen. Ein weiterer Vorteil des projektiven Standpunktes
besteht darin, dass lastige Fallunterscheidungen wegfallen, die in der affinen Geo-
metrie vorkommen, da parallele Hyperebenen in affinen Réumen keinen Schnitt-
punkt besitzen. Dagegen enthilt die projektive Geometrie die Vorstellung, dass
sich parallele Geraden in einer Ebene ,im Unendlichen“ schneiden.

Frage 454  Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K.
Wie ist der projektive Raum P(V') definiert? Wie nennt man die Elemente von P(V')
und wie ist die projektive Dimension von P(V') definiert?

Antwort: Der projektive Raum P(V) ist die Menge der eindimensionalen Unter-
rdume von V',
PV)={U=K-v;veV}

Die Elemente von P(V') werden wiederum Punkte genannt, obwohl es sich dabei
im formalen Sinne um Geraden handelt. Die projektive Dimension von P(V) ist
definiert als die Zahl

pdimP(V) := dimV — 1. ¢

Frage 455  Wann nennt man eine Teilmenge U, C P(V) einen projektiven Un-
terraum? Konnen Sie die Begriffe (projektive) Gerade, (projektive) Ebene und
(projektive) Hyperebene erldutern?

Antwort: U, ist ein projektiver Unterraum von P(V'), wenn die Menge aller Punk-
te aus U, ein linearer Unterraum U von V ist, so dass also U, = {Kv ; v € U}
gilt. Damit ist U, = P(U) selbst ein projektiver Raum mit projektiver Dimension.
Man nennt U, C P(V) eine

(projektive) Gerade, wenn pdim U, = 1,
(projektive) Ebene, wenn pdim U, = 2,
(projektive) Hyperebene, wenn pdim U, = pdim P(V') — 1 gilt.

Aus den entsprechenden Sétzen fiir Untervektorrdume erhélt man auflerdem un-
mittelbar
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(a) Der Durchschnitt eines Systems von projektiven Unterrdumen von P(V) ist
selbst ein projektiver Unterraum.
(b) Sei S ein System von Unterrdumen von P(V). Dann ist der Verbindungsraum

\/ U:= ﬂ {W Unterraum von P(V) mit U C W}
ves ves

ein Unterraum von P(V'), und zwar der kleinste, der alle Unterrdume aus S
enthilt. Bs gilt \/ ;s U =P ;s U). ¢

Frage 456  Wie lautet die Dimensionsformel fiir projektive Unterrdume?

Antwort: Seien Uy, Uy C P(V) projektive Unterrdume. Dann lautet die Dimen-
sionsformel

pdim(U; V Us) = pdim Uy + pdim Uy — pdim(U; N Us).

Wegen pdim U = dim U —1 fiir jeden Unterraum U C P(V') folgt diese unmittelbar
aus der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume aus Frage 124. ¢

Frage 457  Konnen Sie den Begriff der homogenen Koordinaten im n-
dimensionalen projektiven Standardraum P, (K) := P(K"*1) erldutern?

Antwort: Jeder von 0 verschiedene Vektor v = (xq, x1,...,z,) € K™! bestimmt
genau eine Gerade K -v C K™t Durch

F:o— K- v

ist also eine Abbildung F': V' \ {0} — P(V) gegeben, wobei F'(v) = F(v’) genau
dann gilt, wenn v’ ein skalares Vielfaches von v ist. Man definiert

(zo:x1: ...t xp) = K- (x0,T1,...,%n)

als die homogenen Koordinaten von F(v) € P(V). Die Komponenten zg,...,Z,
sind dann bis auf ein skalares Vielfaches A # 0 eindeutig bestimmt, d. h., es gilt

(o:wy ... ixp) = (zyaf oo 0 a))
= )= A\xg, ) = Az, ..., 2, = Awy, fiir ein A € K*.
Jeder Punkt p = (zg : 21 : ... : x,) € P,y (K) mit zy # 0 lisst sich daher auch

in der standardisierten Form (1: 3., 22) schreiben. In diesem Fall ist das

(n+1)-Tupel (1, 3,...,22) € K"t eindeutig bestimmt. Bezeichnet H C P, (K)
die Menge aller prOJektlven Punkte mit o = 0 und A die durch z¢ = 1 definierte
Hyperebene von K"*1, so hat man damit eine Bijektion.

P, (K)\ H — A, (xo:my ... ixp) — (Lizg, ..., 2p)

Das Bild eines Punktes p = Kv € P, (K) entspricht im Fall K = R und n = 2
dem Schnitt der Geraden Kv mit der Hyperebene A.
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Allein fiir die Elemente aus H ist diese Abbildung nicht definiert, da diese und
nur diese keinen Schnittpunkt mit A besitzen. Fiigt man zu A zu jedem Punkt
aus H, also zu jeder Geradenrichtung des durch xy = 0 gegebenen linearen Unter-
raums von K"!, genau ein Element hinzu, so lisst sich A zusammen mit diesen
yunendlich fernen Punkten mit dem projektiven Raum P, (K) identifizieren. 4

Frage 458  Seien p1, po zwei verschiedene Punkte aus P, (K'). Kénnen Sie zeigen,
dass die Gerade g durch p; und ps sich in homogenen Koordinaten durch die Gleichung

g: q=Ap1+pupz mit (\:p)€ Py(K)

darstellen |3sst?

Antwort: Sei p; = K -v; und ps = K -vy mit Vektoren vi, v, € K™1. Die Gerade
g ist die Menge aller eindimensionalen Unterrdume des durch die Vektoren v; und
vo aufgespannten zweidimensionalen Unterraums von K"*!. Es gilt also

g: q=K- (v + pv), (A, 1) # (0,0).

Daraus folgt (). ¢

Frage 459  Wieso besitzen je zwei verschiedene Geraden in einer projektiven Ebene
genau einen Schnittpunkt?

Antwort: Fiir zwei verschiedene Geraden Uy, U; in einer projektiven Ebene P(V')
gilt Uy V Uz = P(V). Wegen pdim U; = 1 fiir i = 1,2 und pdim P(V') = 2 folgt aus
der Dimensionsformel pdim(U; N Usz) = 0. Also existiert genau ein Schnittpunkt.

¢
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Frage 460 Sei H eine Hyperebene eines n-dimensionalen projektiven Raumes
P(V'). Konnen Sie zeigen, dass A := P(V) \ H dann ein affiner Raum ist?

Antwort: Es ist H = P(Uy) mit einer Hyperebene Uy C V. Fiir ein vy € V\Ug
betrachte man die Menge
A/ = Vo + UH

Dies ist ein affiner Unterraum von V. Wegen vy ¢ Ug ist fiir jeden Vektor v € A’
die Gerade K - v ein Element aus A. Man hat damit eine Abbildung

o: Al — A, v— K -v.

Diese Abbildung ist bijektiv, da jede Gerade aus A die Hyperebene A" C V in
genau einem Punkt schneidet.

Kv=o(v)€e A

Definiert man fiir p, ¢ € A nun

pg:=0"'(p)o"(q) =" (q) —o ' (p) € Un,

so ist leicht zu sehen, dass A zusammen mit dieser Zuordnung die Axiome eines
affinen Raums aus Antwort 421 erfiillt, wobei der zugehorige Translationsraum in
diesem Fall Uy ist. Das beantwortet die Frage. ¢

Frage 461  Sei P(V) ein projektiver Raum, H C P(V') eine Hyperebene und A =
P(V) \ H der zur Hyperebene H gehérende afffine Raum. Kénnen Sie zeigen, dass
zu jedem affinen Unterraum U C A genau ein projektiver Unterraum U, C P(V)
existiert, so dass U = AN U, gilt?

Antwort: Man benutze die Affinitit o: A’ — A aus Frage 460 und betrachte
den Unterraum U’ := o~ }(U) C A’. Es gilt dann

U = vo + Vi
mit einem Unterraum Vi C V. Da vg nicht in V; enthalten ist, ist die Summe

W =KvydVy CV
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in der Tat direkt. Die Menge P(WW) ist ein projektiver Unterraum von P(V') mit
PW)={Kv;v=avy+u acK,ucVy}.

Ferner gilt

A:{KU;U:UO+U,UEVH} (*)
U={Kv;v=v+u, uecVy} (%)

Hieraus folgt U = P(W) N A. Das beweist die Existenzbehauptung.
Ist W* C V ein weiterer Unterraum mit U = P(W*) N A, dann implizieren ()

und (**) zusammen mit der Vektorraumeigenschaft von W*, dass W* = Kvy+Vy,
also W* = W gilt. ¢

Frage 462  Sei H eine Hyperebene eines projektiven Raumes P(V'), A :=P(V)\ H
der zugehorige affine Raum und U C A ein affiner Unterraum. Was versteht man unter
dem projektiven Abschluss von U?

Antwort: Der projektive Abschluss U ist der nach Frage 461 eindeutig bestimmte
projektive Unterraum von P(V), fiir den

U=UnNA

gilt. Man iiberzeuge sich, indem man den Beweis aus Antwort 461 nachvollzieht,
dass man U erhilt, indem man zu den Geradenrichtungen aus U diejenigen des
Vektorraums Vi hinzufiigt. Dies sind aus der Perspektive von U genau die ,,un-
endlich fernen“ Punkte. ¢

Frage 463  Sei U; eine affine Hyperebene des affinen Raums A = P(V) \ H und
Us ein weiterer echter Teilraum von A, fir den Uy ¢ U, gilt. Kdnnen Sie zeigen, dass
Uy und Us genau dann parallel sind, wenn U; NUs C H gilt?

Antwort: Man betrachte fiir ¢ = 1,2 wieder die affinen Hyperebenen
Ul =0o(Uy) =v; + Vu,.
Wegen U, C H gilt Vi, C Vi fiir i = 1,2. Ferner hat man
U;={Kv;v=av;+u; ac K, u; €U}

Seien U; und Uz nun parallel. Da U; eine Hyperebene ist, gilt dann Vi, C Vi,
(mit Gleichheitszeichen, falls U; auch eine Hyperebene von A ist). Ferner gilt
v1 # vg, da Uy nach Voraussetzung nicht in U; enthalten ist. Daraus folgt

UinNUs={Kv;veVy NVy,}={Kv;veVy}CH.

Gilt umgekehrt U, N Uy C H, dann folgt U; N Us = () wegen vy # vy, und da U,
eine Hyperebene und U, ein Unterraum von A ist, sind U; und Us parallel nach
Frage 434. ¢
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7.4 Projektive Abbildungen und Koordinaten

Es ist naheliegend, in Analogie zu den affinen Abbildungen auch projektive Ab-
bildungen f: P(V) — P(W) mittels der Existenz von linearen Abbildungen
F: V — W der zugrunde liegenden Vektorrdume zu definieren. Allerdings muss
dabei zusétzlich gefordert werden, dass durch F' Geraden aus V' auf Geraden aus
W abgebildet werden. Dies ist nur fiir injektive lineare Abbildungen der Fall.

Nach demselben Prinzip wie bei Vektorrdumen und affinen Rdumen ermégli-
chen bijektive projektive Abbildungen die Einfithrung von Koordinaten in einem
projektiven Raum.

Frage 464  Wann heiBt eine Abbildung f: P(V) — P(W) projektiv? Wie nennt
man eine bijektive projektive Abbildung?

Antwort: Eine Abbildung f: P(V) — P(W) heifit projektiv, wenn eine injektive
lineare Abbildung F': V — W existiert, so dass

fK-v) =K - F(v)
fiir alle v € V'\ {0} gilt. Man benutzt in diesem Fall die Schreibweise
f=P(F).
Eine bijektive projektive Abbildung nennt man Projektivitdt.
Frage 465  Konnen Sie zeigen, dass die zu einer projektiven Abbildung gehorende
lineare Abbildung nur bis auf einen skalaren Faktor eindeutig bestimmt ist, d. h. fiir

zwei injektive lineare Abbildungen F, F': V — W ist P(F) = P(F’) genau dann,
wenn F/ = a - F fiir ein a € K gilt.

Antwort: Hat man P(F) = P(F’), so gilt fir jedes v € V
K -F'(v)=K-F(v), also F'(v)=a, F'(v)

mit einem «, € K. Es muss gezeigt werden, dass «, fiir jeden v € V gleich ist.
Aufgrund der Linearitit von F' und F’ gilt

F'(v+w) =a, - Fv) + ay - F(w)
sowie mit & 1= Qy4qp
Flv+w)=a- (F(v) +F(w))
Die beiden Gleichungen fiihren zusammen auf

(o — @) - F(v) 4+ (ay — @) - F(w) = 0.
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Wegen der Injektivitdt von F' sind auch die Vektoren F'(v) und F(w) linear unab-
héngig in W. Aus der letzten Gleichung folgt daher o, = @ = «,,, Was zu zeigen
war.

Die andere Richtung des Beweises ist einfach: Aus F/' = « - F folgt K - F(v)
K - F'(v) fir jedes v € V, also P(F) = P(F").

< |

Frage 466  Wann heiBit ein (r + 1)-Tupel (po, ..., p,) von Punkten eines projekti-
ven Raumes P(V) projektiv unabhingig?

Antwort: Die r + 1 Punkte heiflen projektiv unabhdingig, wenn die zugehorigen
eindimensionalen Unterrdume in V' paarweise verschieden sind, d. h. wenn jedes r+
1-Tupel (v, ..., v,) von Vektoren aus V, fir das p; = Kv; gilt, linear unabhéngig
in V ist.

Aquivalent hierzu ist die nur scheinbar schwiichere Voraussetzung, dass ein ein-

ziges linear unabhéngiges System (wy,...,w,) von Vektoren aus V existiert, so
dass p; = Kw; gilt. Die Aquivalenz ist klar, da jeder Vektor v; mit p; = Kv; dann
ein skalares Vielfaches von w; sein muss. ¢

Frage 467 Was ist eine projektive Basis eines n-dimensionalen projektiven
Raumes P(V)?

Antwort: Eine projektive Basis in P(V') ist ein (n + 2)-Tupel (po, ..., Pn+1) von
Punkten aus P(V) mit der Eigenschaft, dass je (n 4+ 1) Punkte davon projektiv
unabhéngig sind.

Im Raum P, (K) ist zum Beispiel mit

po:=(1:0:...:0)
pr:=(0:1:...:0)
prn=(0:0:...:1)
Prt1:i=(L:1:...:1)
eine projektive Basis gegeben. ¢

Frage 468  Sei (po,...,pn+1) eine Basis von P(V). Dann gibt es eine Basis
(vo,...,v,) mit p; = Kv; firi =0,...,n. Kénnen Sie zeigen, dass sich die Vektoren
v; so wahlen lassen, dass

Pnt1 =K (vo+ - +vp)

gilt?
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Antwort: Zunachst gilt

Pn+1 = K- (O‘OUO + -+ anvn) <*)
mit geeigneten «; € K. Es geniigt nun zu zeigen, dass «; # 0 fiir alle i =0,...,n
gilt, denn in diesem Fall hat man mit (v, . .., @,v,) eine Basis von V mit den

gesuchten Eigenschaften. Sei dazu p,4+1 = Kv mit einem Vektor v € V. Wire
ag =0 fiir ein £ € {0,...,n}, dann wire das (n + 1)-Tupel

(U07' c s Ue—1,U, V041, - - >Un)

wegen (x) linear abhéngig in V' und damit (py, ..., pn+1) keine Basis von P(V). ¢

Frage 469  Seien P(V') und P(W) projektive Raume derselben Dimension mit Ba-
sen (po,---,Pne1) und (qo,.-.,qni1). Wieso gibt es dann genau eine Projektivitat
f:P(V)— P(W) mit f(p;) =¢; firi=20,...,n+ 17
Antwort: Entsprechend der Antwort zu Frage 468 wihle man Basen (vp, ..., v,)
von V und (wy, ..., w,) so, dass pp41 = K- (vg+ -+ vy,) und g1 = K - (wo +
-+ -wy) gilt.

Definiert man fiir ¢ = 0,...,n die lineare Abbildung F': V — W durch
F(v;) = w; , dann gilt mit f := P(F)

f(pi)zqi fﬁri:(),...,n—i—l. (*)

Das zeigt die Existenzbehauptung.
Ist f eine weitere Abbildung, die die Basispunkte wie in (x) aufeinander abbil-
det, dann gilt fiir die lineare Abbildung F': V — W mit f = P(F)

F(vg) = aowo, - .., F(vy) = aqwy,
mit bestimmten o; € K sowie

Flog+ - 4wv,) =a- (wo+ -+ wy).

mit einem bestimmten o € K. Aus den letzten beiden Gleichungen zusammen
folgt zusammen mit der Linearitéit von F

(o — ) wo+ -+ (@, —a) w, =0.
Daraus folgt a; = « fiir alle ¢ = 1,...,n aufgrund der linearen Unabhéngigkeit

der w;. Also gilt F=a-F,also f: f. Das zeigt die Eindeutigkeit. ¢

Frage 470  Wieso besitzt jede Projektivitat einer reell-projektiven Ebene mindes-
tens einen Fixpunkt und eine Fixgerade?
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Antwort: Sei F eine lineare Abbildung mit f = F(P). Dann ist F' ein Endomor-
phismus R?* — R3 und besitzt mindestens einen reellen Eigenwert A und einen
F-invarianten Unterraum U der Dimension 2. Die Unterrdume Eig(F,\) und U
bestimmen dann F-invariante Unterrdume von Po(R) der Dimension 0 bzw. 1. ¢

Frage 471  Was versteht man unter einem Koordinatensystem in einem n-
dimensionalen projektiven Raum P(V)?

Antwort: Unter einem Koordinatensystem in P(V') versteht man eine Projekti-
vitét
k: Pp(K) — P(V).

Mit Hilfe der in P, (K) gegebenen homogenen Koordinaten lassen sich damit auch

in P(V') homogene Koordinaten einfiihren. Gilt p = r((zo : ... : @,)), so heiBt
(zo : ...:my) homogener Koordinatenvektor von p beziiglich k. Man beachte, dass
dieser nur bis auf einen Skalar a # 0 eindeutig bestimmt ist. ¢

Frage 472  Wie lassen sich mithilfe eines Koordinatensystems homogene Koor-
dinaten in P(V) einfiihren und Projektivitdten durch eine Matrix beschreiben?

Antwort: Ist zunichst f : P,(K) — P,(K) eine Projektivitit, so ent-
spricht dem ein bis auf eine Konstante eindeutig bestimmter Isomorphismus
F: K"t — K"t! der sich durch eine Matrix

apo G@o1 -+ QAon
A= aip Qi1 - Qin
ano  Gpl1 " Onn
beschreiben lisst. Fiir einen Vektor x = (xo, ..., z,) gilt dann

Fz)=Ax = (20 - x,..., 25 - T),

wobei 2, ..., 2z, die Zeilen von A bezeichnen. Entsprechend erhélt man fiir einen
Punkt p € P,,(K) mit den homogenen Koordinaten (zg : ... : z,) die homogenen
Koordinaten des Bildes f(p) durch

flp)=(z0-2:...: 2y - ),

also durch formale Matrizenoperationen, wobei wiederum zu beachten ist, dass die
homogenen Komponenten von f(p) nur bis auf einen skalaren Faktor eindeutig
festgelegt sind. Das Gleiche gilt auch fiir die Eintrage der Matrix A.
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Mithilfe eines Koordinatensystems lassen sich damit auch Projektivitédten
P(V) — P(W) beliebiger projektiver Rdume derselben Dimension beschreiben.
Dazu braucht man nur die Kommutativitét des Diagramms

P(V) —L~P(W)

mfll lmgl
f/

P, (K) —=P,(K).

auszunutzen. Die der Projektivitdt f beziiglich der Koordinatensysteme 1 und ko
zugeordnete Matrix ist dann die Matrix der Projektivitit f’. Diese hingt natiirlich
von den gewédhlten Koordinatensystemen ab. ¢

Frage 473  Eine Matrix A € KMtDx(+1) peschreibt genau dann eine affine
Abbildung K™ — K™, wenn A die Gestalt

aoo 0 A 0

aip ail A1n
A =

ano Gnp1 - Gnn

besitzt. Kénnen Sie das aus der Perspektive projektiver Abbildungen begriinden?

Antwort: Der affine Raum K" ist mittels der Abbildung
(X1, yxp) — (Lixy ..t xy)

in P,,(K) eingebettet. Eine Projektivitit f: P,(K) — P,(K) ldsst sich daher
genau dann zu einer affinen Abbildung K™ — K" beschrinken, wenn f die
Hyperebene

H:={(zo:...:2) € Py(K); 2o =0}

in sich abbildet. Wird f durch die Matrix

@oo Go1 " Gon
A | @0 e e
ano Gp1 - Ann
beschrieben, so bedeutet f(H) = H gerade, dass ap; = - -+ = ag, = 0 gilt. ¢

Frage 474  Sei P(V') ein projektiver Raum der projektiven Dimension n. Die Hyper-
ebene L C P(V) werde durch die ,Perspektivitat® m von einem Zentrum z auBerhalb
von L und M auf die Hyperebene M C P(V') projiziert, so wie es in der Abbildung
skizziert ist. Konnen Sie zeigen, dass 7 eine Projektivitait L — M ist?
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Antwort: Sei (p1,...,pn) eine projek-
tive Basis von M. Wegen z # M ist
dann (z,p1,...,pn) eine projektive Basis
von P(V). Mit dem Koordinatensystem
k: P, (K) — P(V), das die Standardbasis
von P, (K) auf die Basis (z,p1,...,p,) ab-
bildet, gilt dann k= 1(z) = (1:0:...:0),
und M wird beziiglich x durch die Glei-
chung xy = 0 beschrieben. Schreibt man
M := kY (M) und L := k(L) so lisst
sich die Situation tibersichtlich in dem kommutativen Diagramm
f R

"

L—">M

{(xo:...:2n); g =0}

darstellen. Fiir das Weitere geniigt es zu zeigen, dass f eine Projektivitét ist.
Sei p = (& : & : &) ein belieber Punkt aus L. Die Gerade durch p und
2 := k~!(2) besitzt dann nach Frage 458 die Gleichung
Ap+pz =AM & &) +u(l1:0:0) mit (A: p) € Py(K).
Die Gerade schneidet M im Punkt (0 : 2; : x,,). Folglich gilt
f: L — M, (zo:x1:...imy)— (0:xy: ... xy).

Man betrachte nun die zu L und M gehorenden Hyperebenen L und A in K"+
sowie die lineare Abbildung

F: % — M, (0,21, .-, Tn) — (0,21, ..., 2y).

Aus x € ker F folgt = (X,0,...,0) mit einem \ € K. Wire X\ # 0, so wiirde 2 =
(1:0:...:0) € L und damit im Widerspruch zur Voraussetzung z € L folgen.
Folglich gilt ker F = {0}, d.h., F' ist injektiv und damit aus Dimensionsgriinden
auch bijektiv.

Man erkennt nun f = P(F), woraus schliefilich folgt, dass f und damit auch =
eine Projektivitét ist. ¢

7.5 Invarianten von Projektivitaten

Frage 475  In Abschnitt 7.3 hatten wir gesehen, dass affine Abbildungen das Teil-
verhiltnis dreier Punkte invariant lassen. Gilt dies fiir projektive Abbildungen auch?
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Antwort: Projektive Abbildungen erhalten das Teilverhiltnis in der Regel nicht,
wie man an der Zentralprojektion, die in der Abbildung rechts dargestellt ist,
sehen kann.

f(p1)
TV (f(po), f(p1), f(p)) <1

po = f(po) P1 P
TV(po,p1,p) > 1

Dagegen erhalten projektive Abbildungen ein bestimmtes Verhéltnis von wier
kollinearen Punkten, das sogenannte Doppelverhdltnis. Dieses lasst sich folgen-
dermaflen einfiithren. Seien pg, p; und po drei kollineare, paarweise verschiedene
Punkte eines projektiven Raumes P(V). Dann bildet (po,p1,p2) eine Basis der
gemeinsamen projektiven Geraden Z, folglich gibt es ein Koordinatensystem

k: Py (K)— Z

mit

K(1:0)=po, k(0:1)=p1, k(l:1)=ps.
Jeder Punkt p der Geraden Z besitzt dann beziiglich dieses Koordinatensystems
bestimmte homogene Koordiaten x~!(p) = (X : u) mit A\, u € K. Man definiert
nun

Dv(p07plap27p) =A: e KU {OO} = ]PI(K)
Ist 4 # 0 (d. h. p # po), dann ist DV (pg, p1,p2, p) ein Element aus K, andernfalls
ist DV(pOJ?lvaap) = 0.
Wir zeigen, dass das Doppelverhéltnis eine projektive Invariante ist. Sei f :
P(V) — P(W) eine Projektivitét. f bildet die Gerade Z € P(V') auf eine Gerade
Z'" € P(W) ab. Fiir die Abbildung &’ := f|z o k gilt dann &’(1 : 0) = f(po),
K'(0:1) = f(p1) und £'(1: 1) = f(p2). Damit ist " ein Koordinatensystem von
Z'. Aus k(X : p) = p folgt ' (X : ) = f(p), also

DV (po, p1,p2,p) = A ju =DV (f(po), f(p1), f(p2), f(p)),

was zu zeigen war. ¢

Frage 476  Kennen Sie eine Formel, mit der sich das Doppelverhiltnis von vier
kollinearen Punkten des projektiven Raums PP, (K') explizit berechnen l3sst?
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Antwort: Es gilt:
Seien die Punkte

pk:(:z:ék) :azgk) :...:ng)), =0,1,2,3.
kollinear. Sind i,j € {1,...,n} zwei Indizes derart, dass die Punkte

@ 2!, (@ 2D, @ 2l?) e Py(K)

2

definiert (was heifit, dass nicht beide Komponenten verschwinden) und paarweise
verschieden sind, dann gilt

-TZ(3) xgl) 3752) 3751)
( ) 2P g xg-g) e »
DV Po,P1,P2,P3) = : . *
xEB) mEO) .’E§2) 1'50)
$§3) x’EO) x§2) 517,50)

Beweis: Man betrachte zunédchst den Spezialfall n = 1 und berechne die Darstel-
lungsmatrix A des Koordinatensystems x: P;(K) — P (K), das die projektive
Standardbasis von Py (K) auf die Punkte pg, p2 und p3 abbildet.

Wegen £(1:0) = (Ao : po) und £(0: 1) = (A : 1) gilt

A= CV)\O Ck:/\l
ally oy
mit frei wihlbaren Skalaren «, o’ € K*. Die Forderung (1 : 1) = (Ag : pgo) fithrt

anschlieend auf das Gleichungssystem

aXg + Oé/)\l = Oé//)\g
oo + o' py = o g

mit frei wihlbarem «o” € K*. Mithilfe der Cramer’schen Formel aus Frage 262
lassen sich die Werte «, o’ in Abhéngigkeit von o/ berechnen. Dies liefert

Oé”)\g )\1 /\0 Oé”)\g
oy o o ape
o=, o = .
)\0 A /\O A1
Mo 1 Ko 1
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Ao A
Wihlt man speziell o’ = 0 At , so erhélt man also
Ho M1
Ao A Ao A
N I W
K2 1 Ko M2
A =
A2 A Ao A2
Ho H1
K2 H1 Ko M2

Mit der Formel zur Berechnung der Inversen einer Matrix folgt

Ao A2 Ao A2
1 -1

1 1 Ho  H2 Ho M2
— [0 Ao

M2 1 M2 1

Die Koordinaten des Punktes p beziiglich x berechnen sich damit zu

PYSED V1 I DYSED VY B DY VY I D PR
Hs  H1| Mo H2| |Ho H3| |H2 [
Es folgt
)‘3 )‘1 )\2 )\1
M3 H1| (M2
Dv(p()aplva)p) = : .
)‘3 )‘0 )\2 )\0
K3 Po| M2 Ho

Das ist die Formel () fiir den Fall n = 1.

Um den allgemeinen Fall darauf zuriickzufithren, betrachten wir eine geeigne-
te Projektivitiat P, (K) — Py(K), die ja nach Frage 475 das Doppelverhiiltnis
invariant lésst. Ist Z die von den drei Punkten pg, p2,p3 € P, (K) aufgespannte
Gerade, so wéhle man zwei verschiedene Indizes 4,5 € {0,...,n} derart, dass fiir
alle Punkte (zg:...:2;:...:xj ... 2,) € Z gilt

(x4, 25) # (0,0) und (x; : ;) # const fiir alle p € Z.

In jedem Fall existiert mindestens ein Indexpaar (i, j) mit diesen Eigenschaften.
Dies erkennt man sofort, wenn man die Z entsprechende Hyperebene in K"*+!
betrachtet. Die Abbildung

[ Z — Py(K), (oo @itz ) — (2 @)
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ist unter dieser Voraussetzung eine Projektivitdt. Nach Frage 475 gilt

DV (po,p1,p2,p) = DV (f(po)a f(p1), f(p2), f(p))'

Um DV (po,p1,p2,p) zu berechnen, geniigt es daher, zwei geeignete Koordina-
ten auszuwéhlen und in die Formel (%) einzusetzen. Aufgrund der Invarianz des
Doppelverhéltnisses liefert jede Auswahl geeigneter Koordinatenpaare, die die Ei-
genschaft (xx) erfiillen, dasselbe Ergebnis. ¢

Frage 477  Wie lautet der Satz von Desargues? Konnen Sie ihn beweisen?
Antwort: Der Satz von Desargues lautet:

In der projektiven Ebene Po(K) sei ein Dreieck mit den Eckpunkten py, pa und p3
gegeben. Ein weiteres Dreieck mit den Eckpunkten p), ph, p5 sei das Bild des ersten
Dreiecks unter einer Perspektivitdt mit Zentrum z. Dann sind die Schnittpunkte

q1 = (p1 V p2) N (P} V ph)
g2 == (p2 V p3) N (py V ps)
g3 := (p3 Vp1) N (5 V pY)

der durch die entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke verlaufenden Geraden
kollinear.

Beweis: Man wihle fiir ¢ = 1,2, 3 Vektoren v, v;, v} € K* mit
z=K-v, pp=K-v, p,=K:-v,
Da die Punkte z, p;, p} kollinear sind, kann man zusétzlich
! ! /
U:vl_UIZUQ_UQZU?,_U?),

also
a7 / R / . /
Ul_UQ—Ul_v27 7.)2_1)3—'1)2_'03, 1}3—’01—1}3—1}1
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annehmen. Somit gilt ¢y = K - (v1 —v2), g2 = K- (v —v3) und ¢35 = K - (v3 —v1).
Die drei Vektoren sind aber wegen

(’Ul —U2)+(U2 —’U3)+(7)3—U1) =0

linear abhéngig. Folglich sind die Punkte ¢, g2 und ¢3 kollinear. Das beweist den
Satz.

Frage 478  Konnen Sie den Satz von Desargues beweisen, indem sie aus P, (2)
eine geeignete Hyperebene entfernen und die gesuchten Eigenschaften anhand der
enthaltenen affinen Konstellation nachweisen?

Antwort: Sei A der affine Raum, den man aus Py(R) durch Herausnahme der
Geraden q; V g2 erhélt, so dass also ¢1 V¢o aus der Sicht von A die ,,unendlich ferne“
Gerade ist. Da die Punkte ¢; und g9 auf dieser Geraden liegen, sind die affinen
Anteile der Geraden p; V pa und pj V p,, und die affinen Anteile der Geraden
p2 V ps und ph V ph jeweils parallel in A. Die affine Konstellation besitzt also
folgende Gestalt.

Pl

p3

p1 D2

Um zu beweisen, dass g3 ebenfalls auf der unendlich fernen Geraden ¢; V ¢o liegt,
geniigt es nun zu zeigen, dass die Geraden p; V ps und p} V p4 ebenfalls parallel
sind. Das aber ergibt sich als einfache Konsequenz aus dem Strahlensatz. ¢

Frage 479 Was besagt der Satz von Pappos und wie kann man ihn beweisen?
Antwort: Der Satz besagt:

Seien Z, 7' zwei Geraden der projektiven Ebene Po(K) und darauf je drei paar-
weise verschiedene Punkte

P12, p3 €Z Py, pa,ps €7
gegeben. Dann sind die Schnittpunkte
q1:= (p1 V) N (p2 Vph)
g2 = (P2 V p5) N (p3 V p3)
g3 = (p1 Vp5) N (p3 V pl)
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kollinear.

Beweis: Man betrachte die Gerade ¢; V ¢3. Dann geniigt es zu zeigen, dass die
Punkte

¢ = (1 Vag3)N(p2Vps) und ¢3* := (g1 Vg3)N(ps V)

iibereinstimmen.

Sei p bzw. p’ der Schnittpunkt der Geraden (¢; V ¢3) mit den Geraden Z bzw.
Z'. Ferner bezeichne r den Schnittpunkt von Z und Z’. Die Projektion auf die
Gerade Z mit dem Zentrum pj ergibt

DV(p', q3,43,p) = DV(r, p1, p2, ).
Die Projektion auf die Gerade Z’ mit dem Zentrum ¢; liefert
DV (r, p1,p2,p) = DV(r, p5, p1, '),
und die Projektion auf die Gerade p V ¢ mit dem Zentrum p3 ergibt
DV (r, py, py,p') = DV(p, 43", 3. p')-
Insgesamt folgt daraus
DV(p',q3,43,p) = DV(p, 45", 43, ")

Da allgemein DV(a, b, c,d) = DV(d, ¢,b,a) gilt, wie man anhand der Formel (x)
aus der Antwort zu Frage 476 tiberpriifen kann, gilt also

DV(p',¢3,.95,p) =DV (', g3, 45", p)-

Daraus folgt ¢5 = ¢3*, was zu zeigen war. ¢
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Frage 480  Konnen Sie fiir Sitze der projektiven Geometrie das Prinzip der Dua-
litdt erlautern? Wie l3sst sich die Giiltigkeit dieses Prinzips formal begriinden?

Antwort: Die Sitze der projektiven Geometrie handeln von Punkten und Hy-
perebenen und deren Lagebeziehungen zueinander. In der projektiven Ebene z. B.
sagen die Sétze aus, dass bestimmte Geraden sich in einem gemeinsamen Punkt
schneiden bzw. bestimmte Punkte auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Die Be-
sonderheit der projektiven Geometrie besteht darin, dass Punkte und Hyperebe-
nen formal vollkommen identische Eigenschaften besitzen. So ist eine Hyperebene
z.B. definiert als die Menge aller Punkte (z¢ : ... : z,), die eine Gleichung der
Form

agTo+ -+ apry, =0 mit (ag:...an) € P,(K) (%)

erfiillt. Eine Hyperebene ist damit durch das projektive n-Tupel (ag : ... : an),
mithin durch den Punkt (ag : ... : a,) eindeutig bestimmt. Punkte und Hyper-
ebenen sind in diesem Sinne duale Objekte. Die Menge der Punkte(zg : ... : z,),
die (x) erfiillen, lidsst sich daher genauso gut als Menge von Hyperebenen in-
terpretieren, und zwar als die Menge derjenigen Hyperebenen, die den Punkt
(ag :...: a,) enthalten. Unter algebraischen Gesichtspunkten bleiben alle Eigen-
schaften der Menge erhalten, unabhéngig davon, ob sie als Punktmenge oder als
Menge von Hyperebenen definiert wird. Ensprechend ldsst sich jede Relation von
Punkten auch als Relation von Hyperebenen interpretieren, indem man die Eigen-
schaft der Kollinearitdt durch die Relation ,,schneiden sich in einem gemeinsamen
Punkt“ austauscht. Jedem Satz der projektiven Geometrie entspricht daher ein
dualer Satz.

Das Dualitétsprinzip bleibt auch fiir Satze giiltig, die Aussagen iiber nicht-
lineare projektive Gebilde wie etwa Quadriken enthalten. Jede Quadrik ldsst sich
namlich als Punktmenge genauso wie als Menge ihrer Tangentialhyperebenen de-
finieren. Jedem Satz der projektiven Geometrie, der Aussagen iiber die Eigen-
schaften von Quadriken als Punktmengen macht, entspricht daher ein dualer Satz
iiber die Tangentialhyperebenen. ¢

Frage 481  Wie lauten die dualen Versionen der Sitze von Desargues und von
Pappos?

Antwort: Die duale Version des Satzes von Desargues lautet

In einer projektiven Ebene seien die Geraden Gi,G2,Gs, G, GhY, G5, Z gegeben
mit der Eigenschaft, dass G, Z, G, sich firi = 1,2,3 jeweils in einem gemeinsa-
men Punkt schneiden. Dann schneiden sich die Geraden

(G1 V Gz) N (Gll V G/Q)

(G2 V G3) N (Gy Vv GY)

(G1VG3)N(GyVGY)

in einem gemeinsamen Punkt.
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Als die duale Version des Satzes von Pappos erhilt man den sogennanten Satz
von Brianchon.

Schneiden sich die Geraden Zi,Zs, Z3 in einem gemeinsamen Punkt p und die
Geraden Z1,Z5,Z% in einem gemeinsamen Punkt p’, dann schneiden sich die
Geraden

Yl = (Zl V Zé) N (Z2 V Zi)
Y2 = (Zg V Zé) N (Zg V Zé)
Y3 = (Zl V Zé) N (Zg V Z{)

i einem gemeinsamen Punkt.

7.6 Projektive Quadriken

Frage 482  Wann nennt man ein Polynom P € Klzo,...,X,] zweiten Grades
homogen?

Antwort: Das Polynom P € K[Xy,...,X,] heiit homogen, wenn P die Darstel-
lung
P(Xo,...,Xn) = Z Oéinin
0<i<j<n

besitzt. Ein homogenes Polynom ist also dadurch ausgezeichnet, dass alle darin
vorkommenden Monome denselben Grad — im Fall eines quadratischen Polynoms
also den Grad 2 — besitzen.

Beispielsweise ist das Polynom P; = X2 +2X; X + X7 homogen, das Polynom
P'= X2 +2X1Xy+ X?+ Xo + 1 jedoch nicht. ¢

Frage 483  Was ist eine projektive Quadrik?

Antwort: Eine Teilmenge Q C P, (K) heifit (projektive) Quadrik, wenn ein ho-
mogenes Polynom P € K[Xy,...,X,]| existiert, so dass gilt

Q={(xo:...:2,); P(xg,...,x,) =0}

Hier ist zu bemerken, dass fiir A € K* jedes homogene Polynom P €
K[Xo, ..., X,] die Gleichung P(A\xg, ..., \z,) = \2P(xo,...,z,) erfiillt. Daher
gilt
P(Azg,...,A\x,) =0 <= P(xq,...,z,) = 0.
Aus diesem Grund entspricht der Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms
in K[X,...,X,] auch eindeutig eine Teilmenge des projektiven Raumes P, (K),
d. h., die Menge
{(xo:...:2y); Plzxo,...,zpn) =0}
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ist wohldefiniert. Dies ist fiir allgemeine Polynome aus K|[Xj,..., X, nicht der
Fall. So enthélt z. B. die Nullstellenmenge des inhomogenen Polynoms X2—X; = 0
den Punkt (1,1), aber keinen der Punkte (A, \) fiir A ¢ {0, 1}. ¢

Frage 484  Sei P ein Polynom in K[X,...,X,,] und @ € K" die Nullstellenmen-
ge von P, also

Q=A{(x1,...,z,) € K" ; P(x1,...,2,) = 0}.

Was versteht man dann unter dem projektiven Abschluss Q von Q in IP,,(K)?

Antwort: Jedes Polynom P € K[Xy,...,X,] ldsst sich durch die Hinzunahme
einer weiteren Variablen Xqo homogenisieren, d.h. zu einem homogenen Polynom
P € K[Xy,...,X,] erweitern, indem man jedes Monom von P mit einer geeigne-
ten Potenz von Xo multipliziert. Fiir P = X7+ X; +1 € P[X;] gilt beispielsweise
P = X% + X1 Xo + Xg S P[X(),Xl].

Der projektive Abschluss von @ ist dann gerade die durch das Polynom P ge-
gebene Quadrik in P, (K).
Beispiel: Sei

Q= {(x1,22) e R?; 1 + 22 — 22 = 0}.

Dies ist eine Hyperbel in R2. Deren projektiver Abschluss ist die Quadrik
Q = {(xo: 21 :22) €Py(R) ; 23 +27 — 23 = 0}.

Die Quadrik @ enthélt im Vergleich zu @ zusitzlich die ,,unendlich fernen Punkte®
von Q. Das sind genau die Schnittpunkte von @ mit der Hyperebene o = 0, also
alle Punkte (0 : 21 : ¥3) € Py(R) mit 22 — 22 = 0 bzw. die beiden uneigentlichen
Punkte

{(0: 21 :22) € Py(R); 1 =2} und {(0:21:22) €P(R); 21 = —22}. @

Frage 485  Sei ) € P,,(K) eine projektive Quadrik und H C IP,,(K) eine Hyper-
ebene. Was versteht man unter dem affinen Anteil Qg von @ beziiglich H?

Antwort: Es ist
QO = Qﬂ (Pn(K)\H>

Da P, (K) \ H sich nach Frage 460 mit dem affinen Raum A, (K) identifizieren

lisst, ist Qo damit eine affine Teilmenge von A, (K). Deren geometrische Gestalt

hingt aber wesentlich von der Wahl der Ebene H ab (vgl. dazu die néchste Frage).
Ist H speziell durch zg = 0 gegeben, so gilt

Qo={(zo:...:m,) €Q; xg # 0}
={(L,z1,...,2) € K" (1:2y:... i 2,) €Q).
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Wird @ durch die Gleichung ZO<ij:n ajjz;x; = 0 beschrieben, so wird Qq als
Teilmenge von A, (K) beziiglich der kanonischen affinen Basis durch die Gleichung

n n
E QL5 + E agiT; + apgg =0
=1

ij=1

beschrieben. ¢

Frage 486  Sei Q die durch die Gleichung z3 — 22 — 2 = 0 gegebene projektive
Quadrik in Py(R). Kénnen Sie zeigen, dass man durch Entfernen einer geeigneten
Hyperebene in P2 (R) als affinen Anteil von @

(a) einen Kreis
(b) eine Hyperbel
(¢) eine Parabel

erhalt?

Antwort: Die Gleichung 22 — 27 — 22 = 0 beschreibt einen Kreiskegel in R3. Die

affinen Anteile von @ lassen sich als die Schnitte von ) mit den entsprechenden
Hyperebenen veranschaulichen.

a) Sei H = {(xg: x1: x2) ; ©o = 0}. Man hat dann eine Affintitét
t: R2 — Py(R)\ H, (1, 22) — (1 : 21 : 22).
Fiir alle Punkte (1: 21 : 22) € QN A gilt
i =1,

Es folgt
Q) = {(z1,2) 5 2t + a5 =1}

Dies ist ein Kreis in A. Geometrisch kann man sich diesen als Schnitt des Kreis-
kegels mit der Hyperfliche xy = 1 vorstellen.
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b) Im Fall H = {(xo : 1 : x2) ; 2 = 0} lautet die Affinitidt
12 R — Py(R)\ H, (xg,x1) — (zg : 1 : 1).
Es gilt
HQ) = {(x0,21) €R?; 22 — 27 = 1}.
Dies ist eine Hyperbel in R?, die man sich als Schnitt von K mit der Hyperbene
29 = 1 des R? veranschaulichen kann.

A%o

c) Sei nun H = {(xg : 21 : z2) ; x9 + x2 = 0}. In diesem Fall hat man eine
Affinitét

v R? — Py(R) \ H, (x1,22) — (1 — x2) : 21 : x2).

Die Menge Q \ H wird dann durch die Gleichung (1 — x2)? — 22 — 23 = 0 bzw.
29 = (1 — 2%)/2 beschrieben. Es folgt

THQ) = {(21,12) € R? 5 29 = (1 — 22)/2}.
Dies ist eine Parabel in R%. Man erhélt sie als Schnitt des Kreiskegels K mit der
Hyperfliche zg + z2 = 1.

A
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Frage 487  Wie lassen sich projektive Quadriken @ € P,,(K) durch symmetrische

Bilinearformen
O: K"t x Kt L K

beschreiben?

Antwort: Ist P € K[Xy,...,X,] ein homogenes Polynom, so definiere man eine
Matrix A € K@ +tDx(+1) dqurch

Q5 fiir ¢ :j
X 1 oo .
a;j = s filird <j

1 . .
sa;  fiir i > j.

Dann ist A = (a;;) eine symmetrische Matrix, definiert also eine symmetrische

Bilinearform auf K™*!. Fiir jeden Spaltenvektor # = (zq,...,2,)7 gilt
vl Ax = Zaijacixj = P(z).
1<J

Zu jeder Quadrik @ gibt es also eine symmetrische Matrix A mit
Q={r=(xg:...:2,)"; 2T Az = 0}.

Dabei ist die Matrix A nur bis auf einen Faktor o € K* eindeutig bestimmt.
Umgekehrt gehort zu jeder symmetrischen Bilinearform

P: K" x K" — K,
eine quadratische Form
q¢: K" — K, z — ®(z,x)
und damit eine projektive Quadrik

Q={(zo:...:2)": ®(z,x) =0}, ¢

Frage 488  Konnen Sie zeigen, dass Quadriken unter Projektivitaten invariant blei-
ben, dass also fiir jede Quadrik @ € P,,(K) und jede Projektivitit f: P,(K) —
P, (K) auch f(Q) eine Quadrik ist?

Antwort: Sei
Q={(zo:...:2,)"; 2T Az =0}

mit einer symmetrischen Matrix A € K"t Ist F': K" — K" *! ein Isomor-
phismus mit f = P(F) und S € GL(n + 1) die beschreibende Matrix von F', so
gilt

FQ)={f(zo:...:2n)") ; 2" Az =0}.
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Mit y = (Yo, ---yn)" = F (20, ..., 2,)T) schreibt sich das in der Form

F@Q) ={o:-:yn): ¥y ((STHTAS )y =0}

Die Matrix (S™1)TAS~! ist dann ebenfalls symmetrisch und somit f(Q) nach
Frage 487 eine Quadrik. ¢

Frage 489  Wann heiBen zwei Quadriken @, Q" € P,,(K) geometrisch (projek-
tiv) dquivalent?

Antwort: Zwei Quadriken @, Q" € P,,(K) heiflen geometrisch oder projektiv dqui-
valent, symbolisch @ ~ @', wenn es eine Projektivitit f: P, (K) — P, (K) mit
Q' = f(Q) gibt. ¢

Frage 490 Was besagt der Satz iiber die projektive Hauptachsentransforma-
tion?

Antwort:  Hauptachsentransformation“ bedeutet in diesem Zusammenhang, ei-
ne Quadrik mittels einer Projektivitit auf eine geometrisch dquivalente Quadrik
abzubilden, die durch eine besonders einfache standardisierte Gleichung beschrie-
ben wird, in der keine gemischten Variablen mehr vorkommen. Der Satz iiber
die Hauptachsentransformation besagt gerade, dass sich jede projektive Quadrik
dergestalt auf Hauptachsen transformieren ldsst. Er ermoglicht es daher, zu je-
der Klasse geometrisch dquivalenter Quadriken einen eindeutigen Représentanten
in ,Hauptachsenform“ anzugeben, was bei der Klassifikation von Quadriken eine
tragende Rolle spielt. Der Satz besitzt fiir komplexe und reelle Quadriken jeweils
eine eigene Formulierung. Genau besagt er:

1. Zu jeder Quadrik @ € P, (R) gibt es eine geometrisch dquivalente Quadrik Q'
mit der Gleichung

x%+‘-'+x%—x§+l—~-—xi20, 1</t k<n.

Dabei sind die Zahlen ¢ und k durch die zusdtzliche Forderung ¢ +1 > k — ¢
eindeutig bestimmit.

2. Zu jeder Quadrik Q@ € P,,(C) gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl k < n € N,
so dass QQ geometrisch dquivalent ist zu der Quadrik mit der Gleichung

24+ ai=0.

Die dquivalente matrizentheoretische Formulierung lautet
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1’. Zu jeder symmetrischen Matriz A € M((n +1)x (n+1),R) gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen, k, ¢ mit —1 < k,{ < n und £+ 1 > k—{ und eine invertierbare
Matriz S € GL(n + 1,R), so dass

E¢iq 0 0
ST'AS=1 0 —E,, 0]. (%)
0 0 0

gilt.

2. Zu jeder symmetrischen Matriz A € M((n + 1) x (n + 1),C) gibt es eine
eindeutig bestimmte Zahl k < n und eine invertierbare Matriz S € GL(n + 1,C)

mit
STIAS = (E’“ O) ()
0 0

Der Beweis ergibt sich im reellen Fall unmittelbar aus dem Satz iiber die reelle
Hauptachsentransformation. Beim komplexen Fall ist jedoch zu beachten, dass in
Antwort 416 die Hauptachsentransformation im Bezug auf hermitesche Formen
bzw. Matrizen bewiesen wurde, wihrend man es im gegenwirtigen Kontext mit
symmetrischen komplexen Matrizen zu tun hat. Eine leichte Modifikation der
Argumentation fithrt aber auch in diesem Fall zum gewiinschten Ergebnis. ¢

gilt.

Frage 491  Wie lasst sich mit den Mitteln der linearen Algebra die geometrisch
aquivalente Quadrik Q' bestimmen?

Antwort: Sei

Q={zecP,(K); 2TAz =0}

mit einer symmetrischen Matrix A € M((n+ 1) x (n+1), K). Die Frage lauft dar-
auf hinaus, die nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation existierende
Matrix S € GL(n+1,K) zu bestimmen mit der D := S~1AS die Gestalt (x) bzw.
(xx) aus Frage 490 besitzt. Die Matrix S~! beschreibt dann die Projektivitiit, die
Q@ auf die geometrisch dquivalente Quadrik )’ in Normalform abbildet.

Als Element aus GL(n + 1, k) ldsst sich S als Produkt Cy ---Cy von Elemen-
tarmatrizen schreiben. Es gilt also

B=cr...cl-A-Cy---C,.

Die Multiplikation von rechts mit den Matrizen C', ..., Cy beschreibt eine Reihe
elementarer Zeilenumformungen, die Multiplikation von links mit den Matrizen
CT,...,CF die Serie entsprechender elementarer Spaltenumformungen. Man er-
hilt B = Cy - - Cg, wenn man an F, 1 die gleichen Zeilenumformungen durch-
fithrt. Dies fiithrt auf folgendes Verfahren. Man transformiere A durch elementare
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Zeilenumformungen, gefolgt von den entsprechenden elementaren Spaltenumfor-
mungen auf eine Matrix des Typs B um. Gleichzeitig wende man auf E,,;; die
Zeilenumformungen an. Die auf diese Weise aus F,; erhaltene Matrix ist die
gesuchte Matrix T'. Schematisch lédsst sich das so darstellen:

A En—‘rl
CTAC, En1Cy

B=Cl---CTAC,---Cy | Eny1C1--Cp =T

Mit S := T~! ist die gesuchte Transformationsmatrix gefunden, und es gilt

Q ={(o:-:yn); ¥ (STAS)y =0}y ={(yo: .. : yn) ; (Sy)TA(Sy) =0}
={S (z0,...,2,)" ; 2T Az =0} = £(Q). ¢

Frage 492  Was besagt die Vorzeichenregel von Descartes?
Antwort: Die Regel besagt:

Die Anzahl der positiven Nullstellen eines reellen Polynoms
PX]=amX" +ama X"+ +aX+ay  mit oy #0 und ag #0

welches nur reelle Nullstellen besitzt, ist gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel
seiner Koeffizientenfolge.

So besitzt beispielsweise das Polynom X2 — X — 2 genau eine positive Nullstelle
(die Voraussetzung, dass alle Nullstellen reell sind, ist in diesem Fall erfiillt). Einen
Beweis findet man etwa in [5]. ¢

Frage 493 Wie kann man, ohne die Transformationsmatrix explizit zu berechnen,
die zu einer Quadrik @ € P, (R) dquivalente Quadrik @’ in Hauptachsenform, d. h.
die Q' beschreibende Gleichung

2 2 2 2

bestimmen?

Antwort: Wird ) durch die symmetrische Matrix A € M ((n—l—l), R) beschrieben,
so besitzt A nach Frage 417 n + 1 reelle Eigenwerte )\, ..., \,. Die Q' beschrei-
bende Matrix
Eiiq 0 0
B = 0 —-Ep_ O
0 0 0
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hat nach dem Trigheitssatz von Sylvester dieselbe Anzahl positiver und nega-

tiver Eigenwerte wie A. Um B und damit @’ zu bestimmen, geniigt es also, die
Anzahl positiver und negativer Eigenwerte von A ausfindig zu machen, d.h. die
Vorzeichenverteilung des charakteristischen Polynoms von A. Ist

xa=X"(; X7 +a; 1 X7+t ag) = XM P(X), ag #0,
so folgt mit der Vorzeichenregel von Descartes
¢ = Anzahl der Vorzeichenwechsel der Koeffizientenfolge von P

sowie
k—{¢=degP—{(=j—V/.
Beispiel: Sei
Q:{(.’Eoll'l ) 11'3) 5 $%+.’E§—2x0$3:0}

Zu xa(X) = X* —2X? + 1 gehort die Vorzeichenfolge (+,+, —, +,+). Also ist
{=2und k — ¢ =4—2 =2, und somit ist QQ dquivalent zu

Q ={(zo: 122 w3); a5 + 2] — a3 — x3 = 0}. ¢

Frage 494  Wie lautet das Klassifikationstheorem fiir projektive Quadriken aus
P, (K)?

Antwort: Der Satz lautet
Seien Ay, Az € M((n+ 1),K) symmetrische Matrizen und

Qi={(z0:...:2,) €P(K); 2T A;z}, i=1,2
die dadurch beschriebenen Quadriken. Dann gilt im Fall K = R
Q1 ~ Q2 <= rgA; =rg Ay und |Sign A;| = | Sign As|.
Dabei ist Sign A fiir eine reelle symmetrische Matriz definiert durch

Sign A := (Anzahl der positiven Eigenwerte von A)

— (Anzahl der negativen Eigenwerte von A).

Fir K=C gilt
Q1 ~ Q2 = 1g A; =1g As.

Dass zwei geometrisch dquivalente Matrizen die angegebenen Eigenschaften besit-
zen, folgt, indem man Q; und Q5 auf Hauptachsen transformiert. Der Beweis der
anderen Richtung bendtigt noch zusétzlich die Tatsache, dass jeder ,normalen®
Quadrik bis auf einen Faktor ein eindeutiges Polynom zugeordnet werden kann.

¢
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Frage 495  Welche Normalformen von Quadriken in P3(R) bzw. P3(R) erhdlt man
aus dem Kilassifikationssatz?

Antwort: Jede Normalform entspricht einer méglichen Kombinationen von rg A
und |Sign A|]. In der reell projektiven Ebene Po(R) erhélt man damit folgende
sechs Normalformen:

rg | |Sign| Gleichung Beschreibung
0 0=0 | Ebene Py(R)

3 =0 Gerade

23+ 22 =0 Punkt

z3 — 23 =0 | Geradenpaar

23+ 22 + 23 = 0 | leere Quadrik

w3422 —23=0 Kreis

Wl IO
W oI =

In P3(R) erhélt man neun Klassen geometrisch fiquivalenter Quadriken:

rg | | Sign| Gleichung Beschreibung
0 0 0=0 P3(R)

1 1 x% =0 Ebene

2 2 l‘% + a?% =0 Gerade

2 0 3 — 22 =0 | Ebenenpaar
3 3 ad+ai+a3=0 Punkt

3 1 a2 +a?—22=0 Kegel

4 4 23+ 22 + 23 + 22 = 0 | leere Quadrik
4 2 i+ af+a3—a3=0 Kugel

4 2 23+ a3 — 23— 23 =0 | Regelfliiche

Die affinen Anteile der Quadriken der reellen projektiven Ebene wurden schon in
Frage 486 untersucht. In der néichsten Frage wird dies fiir die interessanten Félle
der Quadriken aus P3(R) nachgeholt. ¢

Frage 496  Konnen Sie fiir die Kugel und die Regelflache die affinen Anteile an-
geben?

Antwort: Zunichst zur Kugel @ mit der Gleichung
xi2+ 23 + 25— 23 =0.
Entfernt man aus P3(R) die Hyperebene H; mit der Gleichung x5 = 0, so verbleibt

{(x0, 1, 72) ; 28 + 22 + 23 —1=0}
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als affiner Anteil. Dies ist eine Kugel im affinen Raum. Wegen Q N H; = () besitzt
diese keine unendlich fernen Punkte.
Durch Entfernen der Hyperebene Hs mit der Gleichung zy = 0 erhélt man

{(.’El,.’L’Q,(IJg) ) $§ - .Z'% - .’E% = 1}

Das ist ein zweischaliges Hyperboloid. Die unendlich fernen Punkte liegen auf
dem Kreis
{(xl 1 Zo .7[33) € PQ(R) ; .T% +.Z'% — .Tg = 0},

der gewissermaBen den ,, Aquator® von @ beschreibt.

Die dritte Moglichkeit, ein affines Bild von @) zu erhalten, besteht darin, einen
einzigen Punkt von @ ,ins Unendliche“ zu riicken. Dazu ersetze man ) durch die
geometrisch dquivalente Quadrik ' mit der Gleichung

2% + 23 — xox3 = 0.
Definiert man Hs durch zg = 0, dann erhélt man als affinen Rest von Q' das
elliptische Paraboloid
{(w1, 2, 23) ; 23 + 23 — x3 = 0}.
Der unendlich ferne Anteil ist gegeben durch
{(z1: 22 23) €Py(R) ; af +25 =0} = {(0:0: 1)}.

Nun zur Regelfliche @ mit der Gleichung

xg+ 2 — a3 — 23 =0.
Entfernt man die Hyperebene H; mit der Gleichung x3 = 0, so erhdlt man als
affinen Rest
{(wo, w1, 22) € R3 ; x% + x% — x% =1}

Das ist ein einschaliges Hyperboloid. Der unendlich ferne Anteil ist dann der
»Kreis®
{(@o: w11 22) € Po(R) 5 af + 2] = 1},
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7.7 Affine Quadriken

Frage 497  Was ist eine affine Quadrik?

Antwort: Eine Teilmenge Qo C A, (K) heifit affine Quadrik, wenn es eine pro-
jektive Quadrik @ € P, (K) mit Qo = QN A, (K) gibt. Eine affine Quadrik erhélt
man damit als affinen Anteil einer projektiven Quadrik, d.h., indem man aus Q)
die unendlich fernen Punkte entfernt.

Lautet die Gleichung der projektiven Quadrik @

E Oéij.I‘i.%'j = 0,

0<i<j<n

so wird Qo als Teilmenge von A,,(K) beziiglich der kanonischen affinen Koordi-
naten durch die Gleichung

n
E Qi L5 + E Qp;T; + Qoo = 0.
j=1

1<i<j<n

beschrieben.
Die Menge
Qu ;:{(xo:...:xn)GQ; xOZO}

heifit der uneigentliche Anteil von Q. Da dieser durch die Gleichung

E QL5 = 0

1<i<j<n

beschrieben wird, ist @, eine Quadrik des projektiven Raumes P,,_; (k).

Durch jede projektive Quadrik @ ist die affine Quadrik Qo = Q N A, (K) ein-
deutig bestimmt. Umgekehrt kénnen aber zwei verschiedene projektive Quadriken
Q@ und Q' durchaus dieselbe affine Quadrik bestimmen. Das ist genau dann der
Fall, wenn sich Q und @’ nur in ihren uneigentlichen Punkten unterscheiden. ¢

Frage 498  Wann heiBen zwei affine bzw. projektive Quadriken affin dquivalent?

Antwort: Zwei affine Quadriken Qo und Q) heien affin dquivalent, wenn es eine
Affinitét F' mit F'(Qo) = @ gibt.

Entsprechend nennt man zwei projektive Quadriken @ und @’ affin dquivalent,
wenn es eine projektive Affinitédt F mit F(Q) = Q' gibt.

Sind die projektiven Quadriken @ und @’ affin dquivalent, so auch die affinen
Anteile Qo und Q). Ferner sind in diesem Fall die uneigentlichen Anteile @, und
@), projektiv dquivalent. ¢
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Frage 499  Wie lautet der Aquivalenzsatz fiir affine Quadriken?

Antwort: Der Satz besagt:
Die projektiven Quadriken QEZL € P, (K) seien fir 1 < {,k < n definiert durch

die Gleichungen '
iAo —ag, — o — =A®
mit

AWM =, AP = x2, A®) = —x3, AW = gozpiq (nur firk <n).

Dann gilt: Jede projektive Quadrik Q@ € P, (K) ist zu genau einer Quadrik Qéll)ﬁ
affin dquivalent.

Beweis: Sei ) gegeben durch die Gleichung Zogz‘gjgn a;jxxy = 0. Der uneigent-
liche Anteil @, von @ wird dann durch die Gleichung Z1§i§j§n ajriz; = 0
beschrieben. Nach Frage 490 ist @, geometrisch dquivalent zu einer Quadrik @,
mit der Gleichung

x%+~-~+x?—xe+1—-~-—mk:0.

Sei S* die Darstellungsmatrix der Projektivitat f*: P,_1(K) — P,_1(K), die
Q. auf Q!, abbildet. Die Matrix
1
S*

beschreibt dann eine Fortsetzung von f* zu einer affinen Projektivitiat f :
P,(K) — P,(K), die @ auf die affin dquivalente Quadrik Q" abbildet. Dabei
wird Q' durch eine Gleichung der Form

n
2 2 2 2 2 E
x1++$g_x£+1_—$k:b$0+ bixoxi
i=1

beschrieben. Diese Gleichung lésst sich durch eine affine Transformation weiter
vereinfachen. Die durch die Gleichungen

l‘i—%l‘o fU.I'Z::l,,é
x;: I1+%x0 furz=€+17ak
i firi=0und >k

definierte projektive Affinititdt bildet Q' auf eine Quadrik @ mit der Gleichung

n
2 2 _ 2 2 2
T+ T =X — 0 — T = CTp + E bizox;

i=k+1
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ab. Somit ist @” immer noch affin fquivalent zu Q. Nun sind folgende vier Fille
zu unterscheiden:

Falll.¢c=0und b; =0 firi=k+1,...,n

In diesem Fall ist Q" bereits vom Typ 1.
Fall2. ¢>0und b; =0 firi=k+1,...,n

Durch z, = /cxg und z; = z; fiir ¢ = 1,...,n wird eine projektive Affinitét
P, (K) — P, (K) beschrieben, die Q" auf eine Quadrik @ mit der Gleichung

ol af - afy — o ok = 1,
abbildet. Diese ist vom Typ 2.
Fall 3. c<OQund b; =0 firi=k+1,...,n

Durch 2, = —y/—czo und x; = z; fiir i = 1,...,n wird eine projektive Affinitét
P,(K) — P, (K) beschrieben, die Q" auf eine Quadrik Q* mit der Gleichung

abbildet. Diese ist vom Typ 3.

Fall 4. b; # 0 fiir mindestens ein ¢ > k + 1

Da eine Vertauschung der Variablen eine affine Projektivitét ist, kann man by #
0 annehmen. Die durch

, T firi £ k+1
cxo + ZV:k—i—l byx, fliri=r+1
definierte affine Projektivitdt bildet Q" auf eine Quadrik Q* mit der Gleichung
x1+-~-—|—m§—x?+1 —~~-—:r2 = ZoTk41
ab. Also ist Q* vom Typ 4.
Da diese Fallunterscheidung vollstéindig ist, ist gezeigt, dass jede projektive Qua-
drik zu mindestens einer der Quadriken ng,l affin dquivalent ist.
Die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, dass die Quadriken ng,)c untereinander
nicht affin dquivalent sind. Angenommen némlich, die beiden Quadriken Q; :=
Z_j,)cj mit j € {1,2} und ¢; € {1,2,3,4} sind affin dquivalent. Dann sind die
uneigentlichen Anteile projektiv dquivalent, woraus [1 = {5 und ky = ko folgt.
Ferner gilt fiir die Darstellungsmatrizen AY) von Qﬁj ]1

gAY =k, 1gA® =k +1=1gA4®,  1gAW =k +2.

Damit kénnten hochstens Qf,g und Qf’,z untereinander affin dquivalent sein. Das

ist aber ebenfalls ausgeschlossen, da wegen | Sign A®)| # | Sign A®)| diese beiden
Quadriken noch nicht einmal projektiv dquivalent sind. ¢
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Frage 500  Konnen Sie eine vollstdndige Liste aller affin dquivalenter Quadriken
in P3(IR) angeben?

Antwort: Die Liste affin dquivalenter Quadriken ist eine Verfeinerung derjenigen
fiir projektiv dquivalente Quadriken. Systematisch erhédlt man diese, indem man
jede Klasse projektiv dquivalenter Quadriken noch hinsichtlich der projektiven
Aquivalenz ihrer uneigentlichen Anteile differenziert. Das bedeutet, dass jede Zeile
der Tabelle aus Frage 495 noch in die mdéglichen Kombinationen der Werte von
|rg A’| und | Sign A’|, wo A’ die Darstellungsmatrix fiir den uneigentlichen Anteil
von @ ist, verzweigt werden muss. In der reellen projektiven Ebene erhilt man
folgende 12 Klassen affin dquivalenter Quadriken:

Nr. [rgA | |Sign Al | rg A’ | | Sign A’| Gleichung | Bezeichnung
1] o 0 0 0 0=0|Py(R)
2 1 0 0 0 0 = 22 | uneigentl. Gerade
3 1 0 1 0 x2 = 0 | eigentl. Gerade
4 2 0 0 0 0 = zox1 | eigentl. und uneigentl. Gerade
5 2 0 1 1 —z?2 = 22 | uneigentl. Punkt
6 2 0 2 0 z? + 23 = 0 | eigentl. Punkt
7 2 2 1 1 z? = x| Paar paralleler Geraden
8 2 2 2 2 z? — 23 = 0 | Geradenpaar mit eigentl. Schnittpunkt
9 3 1 1 1 a:zl’ = xgx2 | Parabel
10 3 1 2 0 22 — 22 = 22 | Hyperbel
11 3 1 2 2 x2 + x2 = 22 | Ellipse
12| 3 3 2 2 —z? —z%=ak |0

Im projektiven Raum P3(R) gibt es zwanzig Klassen affin dquivalenter Quadriken.

Nr. | rgA | |SignA| | rg A’ | |Sign A| Gleichung | Bezeichnung

1 0 0 0 0 0=0 | 3-dim. Raum

2 1 1 0 0 0=z2 | uneigentl. Ebene

3 1 1 1 1 z2 =0 | eigentl. Ebene

4 2 0 0 0 0= xox1 Ebenenpaar

5 2 0 1 1 x2 = 22 | Paar paralleler Ebenen
6 2 0 2 0 2 — 22 =0 | Ebenenpaar

7 2 2 1 1 —z2 = 22 | uneigentliche Gerade

8 2 2 2 2 2 + 22 =0 | eigentl. Gerade

9 3 0 1 1 x? = zox2 | parabolischer Zylinder
10 3 1 2 0 z? — 22 = 22 | hyperbolischer Zylinder
11 3 1 2 2 z? + 23 = 22 | elliptischer Zylinder

12 3 1 3 1 z? + 23 — 22 =0 | Kegel

13 3 3 2 2 —z? — 22 = 22 | uneigentl. Punkt

14 3 3 3 3 z? + 23+ 22 =0 | eigentl. Punkt

15 4 0 2 0 x% — x% = xoT3 hyperbolisches Paraboloid
16 4 0 3 1 2 + 22 — 22 = 22 | einschaliges Hyperboloid
17 4 1 3 3 2 4+ 22 + 22 = 22 | Ellipsoid

18 4 2 2 2 1’% + xg = xoxs | elliptisches Paraboloid
19 4 2 3 1 2 — 22 — 22 = 22 | zweischaliges Hyperboloid
20 4 4 3 3 —a? -z —aZ=ak | 0
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Die folgenden Abbildungen zeigen die affinen Anteile einiger Klassen.

Zweischaliges Hyperboloid Elliptisches Paraboloid

x3

A

Einschaliges Hyperboloid Kegel
3
™
Ellipsoid Hyperbolisches Paraboloid
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