3 Lineare Abbildungen und
Matrizen

In der Linearen Algebra bewegt man sich immer innerhalb von Vektorrdumen,
also Mengen mit einer bestimmten algebraischen Struktur. Wie meistens in der
Mathematik gehort zu einer bestimmten, durch strukturelle Eigenschaften ausge-
zeichneten Klasse von Mengen aber auch eine bestimmte Klasse von Abbildungen,
die die Struktur ebendieser Mengen respektieren. Im Fall der Linearen Algebra
sind das die linearen Abbildungen oder Vektorraumhomomorphismen.

Eine lineare Abbildung F': V — W zwischen zwei Vektorrdumen V und W
iibertragt alle vektorraumspezifischen Relationen, die zwischen den Vektoren aus
V' bestehen, auf deren Bilder in W. So gilt z. B.

v € span(vy,...,v,) = F(v) € span (F(vl), e 7F(vr))
v1,...,0, linear abhéngig == F'(v1),..., F(v,) linear abhéngig
w=av1+ - +ov, = F(w) =a1F(v1) + - + . F(v,.).

Das letzte Beispiel ist besonders aufschlussreich. Da sich jede Relation, die zwi-
schen den Elementen eines Vektorraums besteht, durch den Begriff der Linear-
kombination ausdriicken lésst, geniigt es, fiir eine lineare Abbildung zu fordern,
dass sie bestehende Gleichungen zwischen Linearkombinationen iibertrigt, dass
also fiir vy,...,v, € V. und aq,...,a, € K stets gilt:

F(aivy + -+ apvp) = a1 F(vy) + - + . F(vy)
Dies ist bereits in der kiirzeren Forderung
F(oaqv + agve) = a1 F(v1) + aoF(vg) fir alle v1,v9 € V und a1, a9 € K

enthalten.

F(a2v2)
Quurazuzl LTI -l a1 F(vi) + asF(v2)

F(v1)

Da sich alle Elemente eines Vektorraums als Linearkombinationen der Basisvek-
toren darstellen lassen, verwundert es nicht, dass lineare Abbildungen die Ei-
genschaft besitzen, bereits durch ihre Werte auf den Basisvektoren eindeutig be-
stimmt zu sein, was ein grofle rechnerische und theoretischen Tragweite besitzt.
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3.1 Grundbegriffe

Wir fithren in diesem Abschnitt die wesentlichen Grundbegriffe ein und leiten
daraus die ersten elementaren Eigenschaften linearer Abbildungen ab. Hier und im
Folgenden bezeichnen wir lineare Abbildungen stets grofie lateinische Buchstaben
F, G. Ist von allgemeinen, nicht unbedingt linearen, Abbildungen die Rede, dann
benutzen wir kleine Buchstaben f, g, h.

Frage 128  Wann heiBt eine Abbildung F': V' — W zwischen K-Vektorraumen
V und W K-linear oder K-Homomorphismus?

Antwort: Eine Abbildung F': V — W heifit K-linear bzw. K-Homomorphismus,
wenn fiir alle v,w € V und alle o € K gilt

(i) Flv+w)=F(v)+ F(w).
(i) F(aw) =a- F(v).

Die beiden Bedingungen lassen sich zusammenfassen, indem man fiir v,w € V
und «, § € K fordert

F(aw + pw) = aF (v) + SF(w). ¢

Frage 129 Kdnnen Sie die Begriffe Isomorphismus, Epimorphismus, Endomor-
phismus und Automorphismus erldutern?

Antwort: Alle vier Begriffe bezeichnen Spezialfiille linearer Abbildungen. Eine
lineare Abbildung F': V — W zwischen K-Vektorrdumen V und W heifit

Isomorphismus, wenn F' bijektiv ist,

Epimorphismus, wenn F' surjektiv ist,

Endomorphismus, wenn F' eine Selbstabbildung ist, also V- = W gilt,
Automorphismus, wenn V = W gilt und F' bijektiv ist. ¢

Frage 130  Konnen Sie einige Beispiele linearer Abbildungen nennen?
Antwort: Seien V, W Vektorraume.
(a) Die identische Abbildung id: V' — V ist wegen

id(v+v") =v+v" =id(v) +id(v")

id(av) = av = a - id(v)

ein Homomorphismus, aufgrund der Bijektivitidt sogar ein Isomorphismus.
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(b) Die Nullabbildung o: V' — W mit o(v) = 0 fiir alle v € V' ist K-linear:

o(v+v")=0=0+0=o0(v) + o(v))

olav) =0=a-0=a-o(v).

(c) Fiir einen Unterraum U C V ist die Inklusionsabbildung U < V ein Vektor-
raumhomomorphismus.

(d) Die komplexe Konjugation —: C — C mit = + iy — x — iy ist R-linear,
allerdings nicht C-linear. Fiir « € C\ R gilt ndmlich

Z=Q-Z# aZ.

Das ist tibrigens der Grund, weshalb die komplexe Konjugation keine holomorphe
Funktion ist (vgl. [6], S. 265).

(e) Die linearen Abbildungen R — R sind genau die Abbildungen des Typs
x — ax mit a € R, also genau diejenigen Abbildungen, deren Graph eine Gerade
durch den Ursprung beschreibt.

(f) Zu m,n € N seien m x n Elemente a;; € K mit 1 <i<mund 1 <j <n
gegeben. Die Abbildung f: K™ — K™, die jeden Vektor (z1,...,x,) € K™ auf

den Vektor
n n
(Z aljxj, ey Z amjarj>
j=1

j=1
abbildet, ist eine K-lineare Abbildung.

(h) Fiir ein Intervall [a, b] bezeichne € ([a, b]) den R-Vektorraum der stetigen Funk-
tionen und ¢*([a, b]) der stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b]. Dann sind
die Abbildungen

int: € ([a,b]) — €*([a,b]), f— F mit F(z) :/xf(t)dt,
diff: ¢ ([a, b)) — €([a, D)), f—f

R-lineare Abbildungen zwischen unendlich-dimensionalen Vektorrdumen. ¢

Frage 131  Ist die Abbildung F': R? — R mit F((:El,xg)) = 71 — ¥ linear?
Wie verhilt es sich mit G: R? — R, definiert durch G((.’El,l‘g)) = 21227

Antwort: Die Abbildung F ist linear. Fiir zwei Vektoren x = (z1,22) und y =
(y1,y2) sowie o € R gilt
Flz+y)=F((x1+y1, 22+ y2)) = (@1 + 1) — (22 + 12)

= (v1 —22) + (11 — y2) = F(z) + F(y)

F(az) = F((axl, axg)) =ar — ars = a(r] — 22) = aF((:cl,xg)) = aF(x).
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Dagegen ist GG nicht linear. Es ist ndmlich
G(z+y) = G((x1+y1,224y2)) = (x1+u1)(22+12) # 2122+ 1192 = G(2)+G(Y).
Ist a € R, so folgt die Nichtlinearitdt von G auch aus

G(ax) = G((awl,a:vg)) = oz 129 # ax T = aG(z). ¢

Frage 132  Warum ist die Zusammensetzung (Verkettung) linearer Abbildungen
wieder linear?

Antwort: Seien G: U — V und F': V — W linear. Dann gilt fiir alle Vektoren
u, v’ €U

FoGu+u')=F(Gu+u))
= F(G’(u) + G(u’)) (wegen der Linearitit von G)
= F(G(u)) + F(G(u")) (wegen der Linearitéit von F')
=FoG(u)+ FoG).

Nach demselben Muster zeigt man fiir o € R
FoG(au) = F(G(au)) = F(aG(u)) = aF(G(u)) =a(F o G)(u).
Also ist F o G linear. ¢

Frage 133 Ist F': V — W linear und bijektiv, warum ist dann auch die Um-
kehrabbildung G: W — V linear und bijektiv?

Antwort: Die Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung ist immer bijektiv
Um die Linearitéit zu zeigen, betrachte man w, w’ € W und v,v’ € V mit F(v) = w
und F(v') = w'. Dann folgt wegen G o F' = id und der Linearitét von F

Glw+w')=G(F@)+ F()) =G(Fv+v)) =v+v = G(w) + Gw).
Weiter erhélt man fiir alle « € K

Glaw) = G(aF(v)) = G(F(aw)) = av = aG(w). ¢

Frage 134  Warum ist die Zusammensetzung von Isomorphismen wieder ein Iso-
morphismus?

Antwort: Die Zusammensetzung zweier Isomorphismen ist als Zusammensetzung
zweier bijektiver Abbildungen bijektiv und auflerdem linear nach Frage 132. ¢
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Frage 135  Wie ist der Kern, wie das Bild einer linearen Abbildung F': V — W
erklart?

Antwort: Man definiert
ket F:= F710):={veV; Flv)=0}CV
ImF :=F(V):={weW; esgibt einv €V mit w= F(v)} C W. ¢

Frage 136  Warum besitzen der Kern und das Bild einer K-linearen Abbildung
F: V — W stets eine Vektorraumstruktur?

Antwort: Seien v,v’ € ker I und a € K. Dann gilt
Flo+v)=F@)+F(')=04+0=0, also v+ " € ker F/
Flav)=a-F(wv)=«a-0=0, also av € ker F,
Somit ist ker F' ein Untervektorraum von V.

Liegen w,w’ € W im Bild von F, dann gibt es Vektoren v, v’ € V mit w = F(v)
und w = F(v'). Mit a € K folgt

wtw =F)+ F@')=Fv+v)€imF
aw=q«a-F(v)=F(av) € imF,

also ist im F' ein Untervektorraum von W. ¢

Frage 137  Konnen Sie zur linearen Abbildung
F:R? — R, ($1,$2)T'—>$1—3§'2

den Kern und das Bild angeben?
Antwort: Wegen

F((xl,arg)T) =0<= (21 —22) =0 <= 1 = 29
folgt

ker F' = {(z1,22)7 € R?; 2y =2} =R - (1,1)7.
Zu jedem a € R gibt es mit (a,0) zumindest ein Urbild unter F' (es gibt natiirlich
noch viel mehr). Daher ist im F' = R. ¢

Frage 138  Wie lasst sich die Surjektivitdt bzw. Injektivitat einer linearen Abbil-
dung F': V — W mittels der Eigenschaften von im F' bzw. ker F' charakterisieren?

Antwort: Es gilt:

(i) F surjektiv <= im F =W,
(ii) F injektiv <= ker F' = {0}.
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Aussage (i) ist klar: F' ist surjektiv genau dann, wenn fiir jedes w € W ein
v € V mit F(v) = w existiert, was gerade bedeutet, dass jedes w € W im Bild
von F liegt.

Zu Aussage (ii): Ist F injektiv, so kann natiirlich nur ein Element auf die Null
abgebildet werden. Das zeigt die ,Hinrichtung®. Ist umgekehrt ker F' = {0}, dann
folgt aus F'(v) = F(v'), also F(v—12') =0, dass v — v’ = 0 und damit v = v’ gilt.
D.h., F ist injektiv. ¢

Frage 139  Was besagt der ,Basisbildersatz” fiir lineare Abbildungen?
Antwort: Der Satz besagt:

Seien V,W Vektorriume, F: V. — W linear, sowie (vi,...,v,) eine Basis von
V. Dann ist die Abbildung F durch die Bilder F(v1), ..., F(v,) der Basisvektoren
bereits eindeutig bestimmt.

Beweis: Fiir beliebiges v € V' gibt es eindeutig bestimmte Skalare aq,...,a, € K
mit
V= QU1+ QpUy.

Fiir den Wert F'(v) unter einer linearen Abbildung F': V' — W gilt dann
F(U) = F(alvl + ...+anyn) = alF(Ul) + .. +anF(Un)

Der Wert F(v) ist also fiir jedes v € V durch die Bilder F(v),...,F(v,) der
Basisvektoren bereits eindeutig bestimmt. ¢

Frage 140  Gibt es eine lineare Abbildung F': R? — R? mit
F(2,)")=01"  F(D") =207  F((1,2)7)=(,2)"

Antwort: Die Vektoren v; = (2,1)T und vy = (1,1)7 bilden eine Basis von R2.
Nach dem Basisbildersatz ist F' durch die Werte fiir v; und vy bereits eindeutig
festgelegt, sofern F linear ist. In diesem Fall erhielte man wegen (1,2)7 = —v; +
3- V2

F((1,2)T) = =F(v1) +3- F(v2) = —(1,1)" +3-(2,1)" = (5,2)" # (1,2)".

Daraus folgt, dass keine lineare Abbildung mit den angegebenen Eigenschaften
existiert. ¢

Frage 141  Mit Homg (V, W) bezeichnet man die Menge aller K-linearen Abbil-
dungen V. — W. Wie lasst sich auf Homg (V, W) eine Vektorraumstruktur definie-
ren?
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Antwort: Fiir zwei Abbildungen F,G € Homg (V, W) und o € K definiere man
die Vektorraumaddition sowie die skalare Multiplikation durch
F+G:V—W, (F 4+ G)(v) = F(v) + G(v) (i)
aF: V. — W, (aF)(v) = a- F(v). (ii)
Dann sind F + G und aF' K-linear wegen
(F+G)(v+v)=Fu+v)+Gw+7v)=F@)+ FQ)+Gw)+ G
= (F+G)(v) + (F+G)(v),
(F 4+ G)(aw) = F(av) + G(aw) = aF (v) + aG(v) = a(F(v) + G(v))
— a(F + G)(v).
Die Abbildungen F' + G und «F gehoren damit ebenfalls zu Hom g (V, W), also

handelt es sich bei Homg (V, W) zusammen mit den beiden Operationen (i) und
(ii) um einen K-Vektorraum. ¢

Frage 142  Warum ist Homg (K, W) (kanonisch) isomorph zu W?

Antwort: Sei F' € Homg (K, W). Fiir jedes « € K gilt dann F(«) = - F(1), und
damit ist F' bereits durch den Wert F(1) € W eindeutig bestimmt. Umgekehrt
ldsst sich zu jedem w € W eine lineare Abbildung G € Homg (K, W) allein durch
die Festsetzung G(1) = w definieren. Die Abbildung

®: Hompg (K, W) — W, F+— F(1)

ist also bijektiv. Sie ist ferner linear, denn fiir F,G € Homg (K, W) und o, 3 € K
hat man wegen der Linearitit von F und G

O(aF + 0G) = (aF + G)(1) = aF (1) + BG(1) = a®(F) + P(G).
Insgesamt handelt es sich bei F' also um einen Isomorphismus. ¢

Frage 143  Was versteht man unter dem Rang einer linearen Abbildung F': V' —
w?

Antwort: Der Rang von F ist definiert als die Dimension des Bildes von F'
rg F':= dimim F.

Beispielsweise besitzt eine konstante Abbildung V' — W mit v —— w fiir ein
w € W und alle v € V den Rang 1. Fiir die identische Abbildung id: V — V
gilt rgid = dim V, und fiir die Nullabbildung o: V' — {0} ist rgo = 0. ¢



3.1 Grundbegriffe 59

Frage 144  Was besagt die Dimensionsformel (Rangformel) fiir lineare Abbildun-
gen? Kénnen Sie eine Beweisskizze geben?

Antwort: Die Dimensionsformel liefert einen Zusammenhang zwischen der Di-
mension des Kerns und der des Rangs einer linearen Abbildung. Sie lautet:

Fiir K-Vektorrdume V,W und K -lineare Abbildungen f: V — W gilt

dimV = dimker F' + dimim F.

Beweis: Ist einer der beiden Raume im F' oder ker F' unendlich-dimensional, so
auch V, und in diesem Fall gilt die Formel. Man kann also annehmen, dass
ker ' und im F' beide von endlicher Dimension sind. Man wéhle eine Basis
(v1,...,v,) von ker F. Nach dem Basisergéinzungssatz kann diese zu einer Ba-
sis (v1,...,Up, W1, ..., ws) von V ergénzt werden, wobei s +r =n = dim V" gilt.
Die Vektoren

F(wy), ..., F(ws)

bilden dann ein Erzeugendensystem von im F, denn fiir v € V hat man eine
Darstellung v = Y, afv; + ijl ajw; mit eindeutig bestimmten o, o € K.
Daraus folgt

F(v) = Z ol f(vi) + Z a; F(wj) = Z a; F(w;).
i=1 j=1 j=1
-0 J J
Somit ist im F' = span(F'(wy),. .., F'(ws)). Die Dimensionsformel folgt also, wenn
jetzt noch die lineare Unabhiingigkeit der F(w;) gezeigt werden kann. In diesem
Fall gilt dann ndmlich dimim F = s=n —r =dimV — dimker F'.
Sei also
arF(wr) + -+ asF(ws) = 0.

Dann folgt aufgrund der Linearitdt von F
aywy + -+ agw, € ker F

also
aywy + -+ asws = frog + -+ Broy

fiir eindeutig bestimmte §; € R. Man erhélt
—frvr — - = Brvp + aqwy + -+ asws = 0,

und daraus folgt 1 = - =a; =01 =--- =0, =0,da (v1,...,0p,W1,...,Ws)
eine Basis von V ist. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von (F (w1),..., F (ws))
und insgesamt die Dimensionsformel bewiesen.
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Frage 145  Konnen Sie folgenden Zusammenhang begriinden? Ist V' oder W
endlich-dimensional, so gilt fiir F' € Homg (V, W) stets

rg F' < min(dim V, dim W).

Antwort: Wegen im F' C W gilt stets rg F' = dimim F < dim W. Es muss im
Folgenden also nur noch rg F' < dim V' nachgewiesen werden.

Ist W endlich-dimensional und V' unendlich-dimensional, dann gilt erst recht
rg ' <V, und die Ungleichung ist in diesem Fall richtig.

Fiir endlich-dimensionales V' folgt rg ' < dimV aus dem Basisbildersatz,
demzufolge im F' ein Erzeugendensystems der Lange dim V' besitzt. Also gilt
dimim F = rg F' < dim V' aufgrund von Frage 113. ¢

Frage 146  Folgt aus dimker F' < oo und dimim F' < oo die Endlichkeit von
dim V'?

Antwort: Ja, denn dimV = dimker F' + dimim F' < oo. ¢

Frage 147 Sei dimV = dimW < oo. Kdnnen Sie zeigen, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind?

(i) F ist surjektiv, (ii) F' ist injektiv, (iii) F' ist bijektiv.

Mit anderen Worten: Eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen derselben
Dimension ist bereits dann bijektiv, wenn sie injektiv oder surjektiv ist.

Antwort: Ist F surjektiv, dann gilt dimim F' = dim W = dim V', und damit folgt
aus der Dimensionsformel dimker F' = 0, also ker F* = {0}, d.h., F' ist injektiv
nach Frage 138.

Ist F' injektiv, dann gilt dimker F' = 0, und zwar wieder aufgrund von Frage
138. Die Dimensionsformel liefert dann dim W = dim V' = dim im F'. Daraus folgt
die Surjektivitdt von F.

Damit ist die Aquivalenz (i) <= (ii) gezeigt, aus der unmittelbar folgt, dass
beide Aussagen mit (iii) dquivalent sind. ¢

Frage 148 SeidimV = dim W = n. Warum ist F" genau dann ein Isomorphismus,
wenn rg ' = n gilt?

Antwort: Ist F' bijektiv, dann gilt ker F' = {0}, und aus der Dimensionsformel
folgt
rgF=dimV =dim W = n.

Gilt umgekehrt rg F' = n, dann liefert die Dimensionsformel dim ker F' = 0. Also
ist F' injektiv und aufgrund von Frage 147 auch bijektiv, also ein Isomorphismus.

¢
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3.2 Quotientenvektorraume und affine Unterraume

Das Aquivalent zu den Nebenklassen der Gruppentheorie bilden bei den Vektor-
rdumen die affinen Unterrdume. In der Euklidischen Geometrie handelt es sich
dabei um Punkte, Geraden und Ebenen. Dies sind selbst in der Regel keine Un-
terrdume, sondern entstehen aus diesen durch Parallelverschiebung entlang eines
Vektors.

Frage 149  Was ist ein affiner Unterraum eines Vektorraums V7 Kdnnen Sie
einige Beispiele nennen?

Antwort: Man nennt eine Teilmenge A C V einen affinen Unterraum, wenn A
leer ist oder es ein Element a € V' und einen linearen Unterraum U C V gibt, so
dass gilt

A=a+U:={a+u; ueU}.

Im R? sind die affinen Unterrdume gerade die Punkte, Geraden und Ebenen, im
R? analog die Punkte und Geraden. Die Gerade x5 = 7 + 1 etwa ist der um den
Vektor (0,1)7 parallel verschobene Unterraum R - (1,1)7 c R2.

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir affine Unterrdume sind die Losungsmengen
nicht-homogener Gleichungssysteme (s. Frage 223). ¢

Frage 150 Wie ist die Dimension eines affinen Unterraums definiert? Was
versteht man unter einer affinen Gerade bzw. einer affinen Ebene?

Antwort: Die Dimension eines affinen Unterraums v + U ist dim U. Man nennt
einen affinen Unterraum A Gerade, wenn A die Dimension 1 und Ebene, wenn A
die Dimension 2 hat. ¢

Frage 151  Was ist eine affine Hyperebene? Kénnen Sie ein Beispiel nennen?

Antwort: Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum und U C V ein Unterraum der
Dimension n — 1, so ist jeder affine Unterraum v + U eine Hyperebene in V.
Beispiele fiir Hyperebenen sind die Geraden im R? und die Ebenen im R3. ¢

Frage 152  Wann heiBen zwei affine Unterrdume A; = v; + Uy und Ay = vo + Us
parallel? Wann ist eine affine Gerade zu einer affinen Ebene parallel?

Antwort: A; und As heiflen parallel, wenn U; C Us oder Uy C U; gilt. Ist A

eine affine Gerade, As eine affine Ebene, so ist A; parallel zu As, wenn U; ein
Unterraum von Us ist. ¢

Frage 153  Konnen Sie zeigen: Ist U C V' ein Unterraum, dann gilt fiir v,w € V
entweder v + U = w + U oder (v+ U) N (w+ U) = 0?7 (Anschaulich: Zwei nicht
identische parallele affine Unterrdume besitzen keinen Schnittpunkt.)
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Antwort: Sei a € (v+U) N (w+ U). Dann gibt es uy,us € U mit a = v +uy =
w + ug. Daraus folgt zunéichst v = w + ug — uq. Ist nun b ein beliebiges Element
aus v+ U, dann gilt b = v+ ug fiir ein uz € U, also b = w4 us —uy +us € w+U.
Das zeigt v+ U C w + U, und auf dieselbe Weise folgt w + U C v + U. Das zeigt
die Behauptung. ¢

Frage 154  Sei U ein Unterraum und V/U := {v + U ; v € V}. Wie kann man
dieser Menge eine K-Vektorraumstruktur aufpragen? Wie nennt man den Raum V/U?

Antwort: Setzt man versuchsweise
w+U)+ (w+U)=(v+w)+U, alv+U)=av+T, (%)

so erfiillt V/U zusammen mit diesen Verkniipfungen formal alle Vektorraumaxio-
me. Die Frage wire damit beantwortet, vorausgesetzt man kann zeigen, dass durch
(*) iiberhaupt eine wohldefinierte Abbildung gegeben ist, was in diesem Fall be-
deutet, dass die Definition der Summe und skalaren Multilplikation unabhéngig
von der Auswahl der Représentanten sind. Es muss also gezeigt werden, dass aus
v+U =v4+Uund w+U = w +U stets (v+w)+U = (v +w') + U und
av 4+ U = av’ 4+ U folgt, wie es in dem Beispiel in der Abbildung der Fall ist.

(v+w)+U=@ +w)+U 4

w+U=w+U
v +w’
v+U=v+4+U
v+ w

v

Gelte also v+ U = v +U und w + U = w' + U. Dann folgt v/ = v + ug
und w’ = w + wuy fiir bestimmte uy,us € U. Es folgt dann (v/ +w') + U =
wtu+w+u)+U=@w+w) +u+us+U=@w+w)+U und e/ + U =
a(v+u)+U =av+au; +U = av + U. Damit sind die Verkniipfungen durch
(%) in der Tat wohldefiniert und V/U damit ein K-Vektorraum. Man nennt V/U
Quotientenvektorraum. ¢
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Frage 155 Sei F': V — W eine lineare Abbildung und w € W. Was versteht
man unter der Faser von F' iiber w?

Antwort: Die Faser ist die Urbildmenge F~!(w) des Vektors w unter F:
Fl(w)={veV; Flv)=w}.

Die Faser von F iiber w ist genau dann nichtleer, wenn w im Bild von F' liegt. ¢

Frage 156  Wieso wird V durch die Fasern von F'in disjunkte Teilmengen zerlegt?

Antwort: Jedes v € V wird auf genau ein Element F'(v) = w € W abgebildet
und liegt daher in genau einer Faser, nimlich in F~!(w). ¢

Frage 157  In welchem Zusammenhang stehen die Fasern von F' mit den affinen
Unterrdumen von V7

Antwort: Es gilt:

Firv eV ist die Faser von F tber F(v) gerade der affine Unterraum v + ker F'.

Es gilt also
v+ker F = F 1 (F(v)).

Ist I insbesondere surjektiv, dann entsprechen die Fasern von F auf bijektive
Weise den affinen Unterrdumen v+ U mit U = ker F'.

Beweis: Sei U :=ker F. Fir v+u € v+ U gilt F(v+u) = F(v), also v+ u €
F~Y(F(v)) und damit v + U € F~1(F(v)). Ist umgekehrt v’ € F~1(F(v)), dann
gilt F'(v') = F(v), also F(v' —v) = 0 bzw. v'—v € U. Es folgt v" = v+u mit einem
u € U und schliellich v' € v 4+ U. Das zeigt insgesamt die erste Behauptung.

Die zweite folgt daraus unmittelbar, denn fiir ein surjektives F' liegt iiber jedem
w = F(v) genau eine nichtleere Faser, und diese ist nach dem ersten Teil von der
Gestalt v + U. ¢

Frage 158  Wie ist die natiirliche Projektion 7y : V' — V/U definiert?

Antwort: Fiir v € V definiert man
my(v) =v+U.
Damit ist 7y ein surjektiver Homomorphismus mit ker myy = U. ¢
Frage 159  Sei F': V — W linear w € im F und u € F~(w) beliebig. Kénnen
Sie
F ' w)=u+kerF={u+v;vckerF}

zeigen?
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Antwort: Sei v/ € F~'(w). Dann gilt F(u') = F(u), also v/ — u € ker F und
damit ' = u + v fiir ein v € ker F.

Gilt umgekehrt ' = u + v mit v € ker F', dann ist F(u' — u) = 0 und folglich
Fu') = F(u) = w, also v € F~Y(w). ¢

Frage 160  Wie lautet der Faktorisierungssatz?
Antwort: Der Satz lautet:

Sei F': V. — W surjektiv und linear mit ker F' = U. Sei ferner U’ ein Komple-
ment von U in'V, also ein linearer Unterraum, mit dem V = U & U’ gilt. Dann ist
die Finschrinkung F|U": U — W ein Isomorphismus und mit der Projektion

T V=UU — U, u+u —
auf den zweiten Summanden gilt
F=F|U on.

In Form eines Diagramms hat man

V= U@U’—>W

N

Beweis: Die erste Aussage (ii) ergibt sich daraus, dass F|U’ erstens U’ surjektiv
auf W abbildet und zweitens wegen ker F'|U’ = {0} injektiv ist. Damit folgt die
zweite Aussage unmittelbar aufgrund der Konstruktion von 7. ¢

Frage 161  Wie lautet der Homomorphiesatz fiir Vektorraume?
Antwort: Der Satz lautet:

Sei U C V ein linearer Unterraum eines K-Vektorraums V und sei m: V —
V/U der kanonische Epimorphismus oder allgemeiner ein Epimorphismus mit
kerm C U. Dann gibt es zu jeder K-linearen Abbildung F: V. — W eine lineare
Abbildung F: V/U — W, so dass das unten stehende Diagramm kombetatiert

Es ist F genau dann injektiv, wenn U = ker F' gilt und genau dann surjektiv,
wenn F surjektiv ist.
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Beweis: Die Eindeutigkeit ist klar. Um die Existenz zu zeigen beachte man, dass
fiir zwei Vektoren v, v’ mit 7(v) = 7(v’) gilt

v —velUCkerF

und daher v' = v+wu mit einem u € ker F. Es folgt dann F'(v') = F(v+u) = F(v),
und daher ist die durch

F: VU —W, U +— F(v)

gegebene Abbildung wohldefiniert, wobei mit v jeweils irgendein Urbild von v €
V/U unter 7 gemeint ist. Mit dieser Definition ist die Beziehung F' = F o erfiillt.
Weiter muss gezeigt werden, dass F' K-linear ist. Dazu seien 7,v’ € V und v, v’
entsprechende Urbilder in V' sowie o € K. Dann gilt

F@+v)=Fw+v)=F@)+FQ{)=F@®) + F®)
F(av) = F(av) = a- F(v) = a - F(7).

Damit ist auch die K-Linearitit von F nachgewiesen.

Es bleiben noch die beiden Zusatzbehauptungen zu zeigen. Es gilt F(v) =
F(v) = 0 genau dann, wenn v € ker F' gilt. Ist U = ker F', so folgt daraus v = 0,
also ist F injektiv. Ist umgekehrt F injektiv, so gilt die Gleichung F'(v) = 0 dann
und nur dann, wenn v in ker F' liegt. In diesem Fall muss dann ker F' = U gelten.

Dass F genau dann surjektiv ist, wenn F dies ist, ergibt sich unmittelbar aus
der Konstruktion von F. ¢

Frage 162  Der Homomorphiesatz besitzt als Spezialfall ein fiir die Anwendungen
wichtiges Korollar, den sogenannten Isomorphiesatz. Konnen Sie diesen noch einmal
herleiten?

Antwort: Der Isomorphiesatz lautet:

Sei F: V. — W eine K-lineare Abbildung. Dann induziert F in natirli-
cher Weise einen Isomorphismus V/ker F ~ im F, also einen Isomorphismus
V/ker F ~ W, falls F surjektiv ist. In Form eines Diagramms erhdlt man

Vv ol imF
\ /

V/ker F

Frage 163  Konnen Sie zeigen, dass sich jeder affine Unterraum A = v + U von
V" als Faser einer linearen Abbildung F': V — W realisieren |asst?
Antwort: Ist A = (), so betrachte man etwa die Nullabbildung o: V' — W mit
o(v) = 0 fiir alle v € V. Dann gilt A =0 = o~ !(1).

Ist A # (), dann betrachte man den kanonischen Epimorphismus 7: V' — V/U.
Esgilt A=v+U=n"" (7T(’U)), also ist A eine Faser von . ¢
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Frage 164  Sei A eine Teilmenge eines K-Vektorraums V. Kénnen Sie zeigen, dass
A genau dann ein affiner Unterraum von V ist, wenn fiir jeweils endlich viele Elemente
o, - - ., ar und Koeffizienten vy, ..., mit Y, a; = 1stets folgt > ., aza; € A?

Antwort: Sei A ein affiner Unterraum von V. Nach Frage 163 existiert dann ein
Homomorphismus V' — W in einen Vektorraum W mit A = F~!(w) fiir ein
Element w € W. Es folgt

F <Zaiai> = ZaiF(ai) = Zai Cw = w.
i=1 i=0 i=0
Also gilt
Zaiai € Fl(w) = A
i=1
Um die Umkehrung zu zeigen, betrachte man zu beliebigem ag € A die Menge
AA = {a—ag; a € A}. Wir zeigen, dass AA ein Untervektorraum von V ist.

Zum einen ist jedenfalls 0 € AA und damit AA # (). Sind nun a,b € AA, so ist
a=ai; —agund b = as — ag mit ay,as € A. Es folgt

a+b= (a1 —ap+az) —ayp € AA.

Fiir o € K gilt aufgrund der Voraussetzung aa; + (1 — a)ag € A, da die Koeffi-
zienten in dieser Summe sich zu 1 summieren. Also hat man, wiederum aufgrund
der Voraussetzung,

aa = (aa; + (1 — a)ag) — ap € AA.

Folglich ist AA ein Untervektorraum und damit A = ag + AA ein affiner Unter-
raum von V. ¢

3.3 Matrizen

Nach dem zentralen Basisbildersatz, der in Frage 139 behandelt wurde, ist eine
lineare Abbildung F': V' — W durch ihre Werte auf den Vektoren einer Basis
von V bereits eindeutig festgelegt. Ist V' endlich-dimensional, dann existiert eine
endliche Basis B = (v1,...,v,), und F ist ausreichend durch die n Werte

F(v1), F(va),...,F(vy)

beschrieben. Ist auch W endlich-dimensional, dann lassen sich die n Vektoren
F(vj) € W beziiglich einer Basis B’ = (wq, ..., wy,) von W als Linearkombination

F(vj) = ajjwy + -+ + amjwnm,
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darstellen, wobei die Koeffizienten a;; € K fiir i = 1,...,m eindeutig bestimmt
sind. Aus diesen beiden Eigenschaften zusammen schlieft man, dass sdmtliche
Informationen iiber die lineare Abbildung F' in den m - n Korperelementen

Qi firl<m<i, j<n

bereits eindeutig codiert sind. Diese kann man auch iibersichtlich in einem recht-
eckigen Schema, einer sogenannten m X n-Matrix eintragen. Das sieht dann so
aus:

aix - Qin

Am1 Amn

Matrizen beschreiben also lineare Abbildungen. Den Anwendungen linearer Ab-
bildungen entsprechen dann bestimmte kalkiilméflige Operationen an Matrizen,
die sich auf Additionen und Multiplikationen innerhalb des Gundkérpers K redu-
zieren. Matrizen représentieren daher die eher ,rechnerische Seite* der Linearen
Algebra, weswegen sie in konkreten Anwendungen eine auflerdordentliche Rolle
spielen. Wichtig ist aber zu betonen, dass eine Matrix eine lineare Abbildung im-
mer nur im Hinblick auf bestimmte gegebene Vektorraumbasen des Definitions-
und Wertebereichs beschreibt.

Frage 165  Wie kann man den Begriff einer m x n-Matrix in einem Korper K
formal definieren?

Antwort: Eine m x n-Matrix mit Koeffizienten kann man formal als eine Abbil-
dung
A:{1,2,....,m} x{1,2,...,n} — K, (i,7) — a;j

definieren. Man nennt den Index ¢ den Zeilenindex, den Index j den Spaltenindex
des Elements a;;.

Die m - n Werte dieser Abbildung, durch die A eindeutig bestimmt ist, lassen
sich iibersichlich in einem rechteckigen Schema anordnen

alq e A1n
A= (aij)i<i<mi<j<n =
am1 tt Amn

Meist spricht man von diesem Schema selbst als einer Matrix und bezieht sich
darauf, wenn von Zeilen, Spalten, Diagonalen und dergleichen die Rede ist. In
manchen Zusammenhéngen schreiben wir eine m x n-Matrix A auch in der Form
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wobei s1,...,8, die Spalten (verstanden als Spaltenvektoren in K™) und
21, ..., 2m die Zeilen (verstanden als Zeilenvektoren in K™) bezeichnen.

Die Menge der m x n-Matrizen iiber K bezeichnen wir mit M (m x n, K) Eine
weitere gebrauchliche Bezeichnung ist K™*". Fiir die Menge der quadratischen
n x n-Matrizen iiber K benutzen wir die Schreibweise M (n, K).

Wir behandeln hier in den meisten Féllen nur Matrizen mit Eintrégen aus einem
Kérper K. Es sei nur bemerkt, dass Matrizen sich natiirlich auch fiir kommutative
Ringe geméifl der obigen Definition einfiithren lassen. Die Regeln fiir die Addition
und Multiplikation lassen sich dann genauso iibernehmen. ¢

Frage 166  Wie sind fiir Matrizen A, B € K™*" und a € K die Summe A+ B
und das skalare Produkt A erklart? Ist K™*" ein K-Vektorraum?

Antwort: Addition und skalare Multiplikation werden in K™*" komponenten-
weise erklirt. Fiir A = (a;;) und B = (b;;) ist also

(A+ B)ij = (aij + bij)
sowie
(ad)ij = (aay;).
Damit ist K" eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition. Neutrales Element
ist die Matrix, deren samtliche Eintrége null sind, und die zu A = (a;;) beziiglich
der Addition inverse Matrix lautet —A = (—a;;).
Zusammen mit der skalaren Multiplikation ist K™*™ damit ein K-Vektorraum.
Er besitzt die Dimension m - n, denn die Matrizen E;;, deren Eintrége in der i-ten

Zeile und j-ten Spalte gleich 1 sind, und deren andere Eintréige alle verschwinden,
bilden offensichtlich eine Basis von K™*", ¢

Frage 167  Wie ist fiir eine Matrix A = (a;;) € K™*™ und einen Vektor z =
(21,...,7,)T € K™ das Produkt A -z definiert?

Antwort: Das Produkt A -z ist wie folgt erklért:

n
air - Qin L1 Z]’:l VR
Acw=| 0 o[ = :
n
Gm1 - OGmn I Zj:l AmjTj

Man beachte: Das Produkt A - x ist nur fiir den Fall definiert, in dem die Anzahl
der Spalten von A mit der Anzahl der Komponenten von x iibereinstimmt.

Zur Bezeichnung: Bewegt man sich innerhalb des Matrizenkalkiils, so ist aus for-
malen Griinden eine Unterscheidung zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren aus
K™ wichtig — eine Unterscheidung, die in anderen Zusammenhéngen keine Rolle
spielt. Wir fassen Vektoren x € K" in Zukunft stets als Spaltenvektoren auf. Um
denselben Vektor als Zeilenvektor darzustellen, benutzen wir die Schreibweise z”
(mit ,, T“ wie ,, Transponierte®).
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Etwas iibersichtlicher kann man die Matrizenmultiplikation auch folgendermafien
darstellen: Sind s1,...,s, € K" die Spaltenvektoren von A, dann l&sst sich A - x
auch in der Form

A-x=x181+ -+ TnSp

schreiben, also z. B.

1 2 3 10 1 2 3
2 3 4 100 | =10- 12 +100- 3| +1000- |4 |. ¢
3 4 5 1000 3 4 5

Frage 168  Konnen Sie

4
321 0
2
5 3 2 2
-3
2 5 1 -1
—4
ausrechnen?
Antwort: Man erhilt als Ergebnis den Vektor
3-4 + 2-2 + 1-(=3) + 0-(—4) 13
5-4 + 3-2 + 2-(=3) + 2-(-4) =12 ¢
24 + 5-2 + 1-(=3) + —-1-(-4) 19

Frage 169  Inwiefern ist durch eine Matrix A € K™*" eine Abbildung F4 :
K" — K™ gegeben?

Antwort: Fiir jedes x € K™ ist A - x ein Element aus K™. Durch
r— A-x

ist also eine Abbildung Fy: K™ — K™ gegeben. Diese Abbildung ist linear. Be-
zeichnen némlich sy, . .., s, die Spaltenvektoren von A und sind x = (z1,...,2,)"
und y = (y1,...,yn)" zwei Vektoren aus K" sowie o, 3 € K, dann gilt

A-(ax+ By) = s1- (ax1 + Py1) + -+ + s - (axy, + Byn)
= as121 + -+ 5p2n) + B(sS191 4+ -+ Sn¥Yn)
=a-Az+ (- Ay. ¢

Frage 170  Konnen Sie zeigen, dass sich umgekehrt jeder linearen Abbildung F':
K™ — K™ eindeutig eine Matrix Ap € K™*" so zuordnen lasst, dass F'(x) = Ap-x
fir alle z € K™ gilt?
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Antwort: Sei eq, ..., e, die Standardbasis des K™. Man betrachte die Matrix
A= (F(e),..., F(ey)) € K™*",
die als Spalten die Bilder der Basisvektoren des K" enthilt. Nach Frage 169
beschreibt A eine lineare Abbildung F': K* — K™. Fiir alle z = (x1,...2,)T €
K™ gilt
T
Fa(z)=A-z= (F(el),...,F(en)) .
LTn
=z F(er) +--+x,F(en)
= F(z1e1+ ...+ xne,) = F(2).

Es folgt F(x) = Fa(z). Damit wird F' eindeutig durch die Matrix A beschrieben.
Die gesuchte Matrix Arp = A ist also diejenige Matrix, deren Spalten aus den
Bildern F'(e;) der Basisvektoren e; besteht. Das beantwortet die Frage.

Als Faustregel kann man sich merken:

Die einer linearen Abbildung F': K™ — K™ zugeordnete Matriz A € K™*"
ist diejenige Matriz, deren Spalten die Bilder F'(e;) der Einheitsvektoren e; fir
j=1,...n sind. ¢

Frage 171  Gibt es eine Bijektion zwischen Hom (K™, K™) und K"™*"?
Antwort: Die Abbildung

Hom(K™, K™) —s K"*™ F+— (F(e1),...,F(en))

ist nach Antwort 170 injektiv und nach Antwort 169 surjektiv, definiert folglich
eine Bijektion zwischen der Menge der linearen Abbildungen K™ — K" und der
Menge der Matrizen A € K™*", ¢

Frage 172  Konnen Sie der linearen Abbildung
F: R? — R?, (xz,mg)T — (21 — x2,2x1)T
ihre Matrix beziiglich der Standardbasis zuordnen?
Antwort: Mit e; = (1,0)7 und ey = (0,1)7 gilt
Fle1) = (1,2)",  F(es) = (-1,0)".
Nach Frage 170 erhélt man als gesuchte Matrix

1 -1
AF:<2 0)' ¢
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Frage 173  Sei F': R? — RR? die lineare Abbildung, die geometrisch eine Drehung
im Uhrzeigersinn um den Winkel ¥ beschreibt. Wie lautet die F' zugeordnete Matrix
Ag?

Antwort: Mit
F(e1) = (cos¥,sind), Fles) = <cos (19 + g) ,sin (19 + g)) = (—sin1, cos )

erhilt man als Darstellungsmatrix
costy —sind
Ap = .
r (sin ¥ cosd ) ¢

Frage 174  Unter welchen Voraussetzungen ist das Produkt A - B zweier Matri-
zen definiert? Wie lautet gegebenenfalls die Definition?

Antwort: Das Produkt A - B ist fiir zwei Matrizen A und B genau dann erklért,
wenn die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist, wenn
also natiirliche Zahlen m,n, p existieren mit

Ae KM und B e K"*P. (%)

Fiir zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) wie in (%) ist das Produkt A - B dann
eine Matrix in K"*P. Fiir die Koeffizienten von A - B gilt

n

(A-B)pe = Zakibiz,

i=1
oder etwas schematischer
n n
a1y v Q1n bin - bip Dim1 @b e i avbip
n n
am1 o Amn bnl Tt bnp Zi:l amibil o Zi:l amibip

Man kann sich die Multiplikation auch so einpragen: Die Spaltenvektoren von AB
sind die Bilder der Spaltenvektoren von B unter der Abbildung x —— A - x. ¢

Frage 175  Wie lautet das Ergebnis der Multiplikation

5 2
3 2 =2 8

3 -8
5 1 3 =3 ?

2 9
30 4 0
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Antwort: Man erhilt als Ergebnis die 2 x 2-Matrix

3-54+2-3-2-2-8-1 3-2-2-8-2-9+8-1 9 =20
5-5+1-3+3-2+3-1 5:2—-1-843-9-3-1| =37 26 |. 4
3:54+0-3+4-2-0-1 3-2—-0-8+4-9+0-1 23 42

Frage 176  Seien F': K" — K™ und G: K™ — KP lineare Abbildungen, die
durch die Matrizen Ap € K™*"™ bzw. Ag € KP*™ beschrieben werden. Wieso gilt
dann

(Ag - Ap) -z = (Go F)(x) fir alle z € K",
d.h., dass auf der Ebene der Matrizen der Verkettung linearer Abbildungen gerade
die Multiplikation von Matrizen entspricht?

Antwort: Man betrachte den ¢-ten Spaltenvektor sy = (ayy, . .. ,amz)T der Matrix
Ap. Nach Antwort 170 gilt s, = F(e;) mit dem ¢-ten Standardbasisvektor e, €
K™. Man erhélt

(G ] F)(eg) = G(F(eg» = G((alg, e ,amg)T)
= G(a1€€1 +--+ amlem) = alZG(el) + -+ amZG(em)a
wobei €1,...,€, die Standardbasisvektoren in K" bezeichnen. Die Vektoren
G(e1),...,G(€en) sind nach Antwort 170 genau die Spalten von Ag, also ist die

rechte Summe identisch mit Ag - s, = Ag - (Aper) = (Ag - Ap) - eg, also der f-ten
Spalte von Ag - Ap. Damit gilt

AG . AF = ((GoF)(el),.. .y (GoF)(en)),
und nach Frage 170 ist das die Darstellungsmatrix von G o F. ¢

Frage 177  Unter welchen Bedingungen sind sowohl A - B als auch B - A definiert?

Antwort: Die Produkte lassen sich nur dann bilden, wenn sowohl A als auch B
quadratische Matrizen sind, also A, B € M(n, K) gilt. Auf der Ebene der linea-
ren Abbildungen, die durch Matrizen beschrieben werden, wird diese Bedingung
dadurch verstéindlich, dass die Verkettungen F' o G und G o F nur dann beide
definiert sind, wenn F' und G denselben Definitions- und Zielbereich haben. In
dem gegenwartigen Zusammenhang heifit das speziell, dass es sich bei beiden um
Endomorphismen K™ — K" handeln muss. ¢

Frage 178  Ist die Matrizenmultiplikation im Allgemeinen kommutativ?
Antwort: Nein. Es gilt zum Beispiel

b 3) 6 3)=00) == () 60)-(0)

Das zweite Produkt zeigt obendrein, dass der Matrizenring nicht nullteilerfrei ist.

¢
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Frage 179  Geben Sie die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung ®: R?> —
R? an, die eine Drehung um die 23-Achse um den Winkel 1, gefolgt von einer Drehung
um die z1-Achse um den Winkel o beschreibt (beide Drehungen im Uhrzeigersinn).
Kdnnen Sie zeigen, dass man im Allgemeinen ein anderes Ergebnis erhilt, wenn man
die Reihenfolge der Drehungen vertauscht?

Antwort: Sei F: R? — R? die Drehung um die z3-Achse um den Winkel ¥
und G: R® — R3 die Drehung um die z;-Achse um den Winkel o beschreiben.
Fiir die zugehorigen 3 x 3-Matrizen Ar und Ag erhilt man durch eine einfache
Verallgemeinerung der Argumentation aus Frage 173

cost? —sin? 0 1 0 0
Ap = | sind cosd 0], Ac =10 cosp —sinp
0 0 1 0 sinp cosp.

Es gilt ® = G o F und folglich

cos v —sin® 0
Ap = Ag - Ap = | cospsin®d cospcos?) —sinp

sin psin? sinpcos?¥  cosp

Vertauscht man die Reihenfolge der Drehungen, so erhélt man als Darstellungs-
matrix der so erhaltenen Abbildung ®': R?® — R3

cos? —sindcosp sinddsinp
Apr = Ap-Ag = | sind cost¥cosp —cosdsinp | # As.

0 sin g CoSs 0

Daraus folgt ® # ®, die beiden Abbildungen R? — R? sind also verschieden. ¢

3.4 Matrizenringe

Da sich quadratische Matrizen miteinander addieren und multiplizieren lassen und
diese Operationen zudem die Assoziativ- und Distributivgesetze erfiillen, besitzt
die Menge M (n, K) der quadratischen n x n-Matrizen iiber einem Koérper K die
Struktur eines Rings (oder spezieller die einer K-Algebra, da M (n, K) zusétzlich
ein K-Vektorraum ist). Die Menge aller invertierbaren Matrizen aus M (n, K)
bildet dariiberhinaus einen Korper.

Frage 180  Konnen Sie fiir A = (a;;) € K™*", B = (b;;) € K™*P, C = (¢;5) €
KP*4 verifizieren, dass die Matrizenmultiplikation assoziativ und distributiv ist, dass

also (AB)C' = A(BC) gilt?
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Antwort: Wir benutzen folgende Notation: My, bezeichne den Eintrag in der
k-ten Zeile und ¢-ten Spalte einer Matrix M. Es gilt

((AB)C) ke = Z(AB)MCM - Z Zakjbjicié = Z(ij ijicig = (A(BC))M.

= =1 j=1

Das zeigt die Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation. ¢

Frage 181  Was ist eine K-Algebra?
Antwort: Sei K ein Korper. Eine Algebra mit Eins iber K (kurz K-Algebra) ist
ein Ring R mit 1, der gleichzeitig ein K-Vektorraum ist, so dass

a(AB) = (0A)B = A(aB)

fir alle « € K und A, B € R gilt. ¢

Frage 182  Warum ist M (n, K) eine K-Algebra?

Antwort: M (n, K) ist mit der Addition und Multiplikation von Matrizen ein
Ring mit 1. Das folgt aus den Fragen 178 und 180. Das Distributivgesetz gilt
wegen

n n

(A(B + C’))]CZ = Z aki(bie + cir) = Z(am‘bz’e + agicie) = (AB + AC’)M

=1 =1

In Antwort 166 wurde schon begriindet, dass M (n, K) ein Vektorraum ist. Ferner
rechnet man ohne Probleme nach, dass a(AB) = (0A)B = A(aB) fir alle a € K
und A, B € M(n, K). Also ist M (n, K) eine K-Algebra. ¢

Frage 183 Was versteht man unter dem Spaltenraum S(A), was unter dem Zei-
lenraum Z(A) einer Matrix A € K™*"?

Antwort: Als Spaltenraum von A definiert man den durch die Spaltenvektoren
81,...,8, € K™ von A aufgespannten Unterraum von K. Entsprechend ist der
Zeilenraum der durch die Zeilenvektoren zi,...,z, € K" von A aufgespannte
Unterraum von K", also

S(A) :=span(si,...,sy), Z(A) :==span(z1,...,2m)-
Man kann Zeilenraum und Spaltenraum daher auch charakterisieren durch

S(A) = {Az; z € K"},  Z(A):={aTA; 2 € K™}. ¢
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Frage 184  Wie sind Spaltenrang und Zeilenrang einer Matrix A € K™*" defi-
niert?

Antwort: Der Spaltenrang rg, von A ist die Dimension des Spaltenraumes, der
Zeilenrang rg, entsprechend die Dimension des Zeilenraumes. Der Spalten- bzw.
Zeilenrang entspricht damit der Anzahl linear unabhéngiger Spalten bzw. Zeilen

in A. ¢

Frage 185  Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Spaltenrang von A €
K™*™ und dem Rang der linearen Abbildung Fy: K™ — K™ mit F(z) = A-2?

Antwort: Die Spaltenvektoren si,..., s, von A bilden ein Erzeugendensystem
von im f, da fiir jedes w = F(x) € im f gilt:

x1
w=F@)=A-2=(81,...,8,) | © | =x181+ + TnSn.

Ln

Somit ist rg f = dimim f gleich der Dimension des durch die Spaltenvektoren s;
aufgespannten Unterraums von W, also gleich dem Spaltenrang von A. ¢

Frage 186  Konnen Sie beweisen, dass fiir jede Matrix Zeilen- und Spaltenrang
ibereinstimmen, so dass also allgemein von dem Rang einer Matrix gesprochen werden
kann?

Antwort: Beim Beweis kann man so vorgehen, dass man zunéchst zeigt, dass
sich der Zeilenrang von A nicht dndert, wenn man eine Spalte aus A entfernt,
die sich aus den iibrigen Spalten linear kombinieren ldsst (der Spaltenrang &ndert
sich dadurch offensichtlich nicht).

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann man dabei davon ausgehen, dass
sich die letzte Spalte von A als Linearkombination der ersten n — 1 Spalten dar-
stellen lésst, so dass also gilt:

n—1
air o Ai(n-1) Zizl Q14

n—1
Amn "' Gm(n-1) Zi:l Qi Amy

Sei A’ € K™*("=1) diejenige Matrix, die man durch Streichen der letzten Spalte
aus A erhiilt. Sind die Zeilen von A’ linear unabhiingig, dann natiirlich auch die
von A. Sind aber die Zeilen von A’ linear abhiingig, gilt also

m
Zﬁjajkzo, 1<k<n-1,
j=1
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mit bestimmten 3; € R, 1 < j < m, dann folgt daraus fiir die Elemente der
letzten Spalte von A

m m n—1
g /Bjajn = § ﬂj § QA5 = E (67 5 ﬂjaj’t =0.
j=1 k=1 i=1

i=1
H,_/

=0
Man sieht also, dass die Zeilen von A genau dann linear abhéngig sind, wenn die
Zeilen aus A’ dies sind. Beim Streichen einer Spalte, die sich aus den anderen
linear kombinieren l&sst, &dndert sich der Zeilenrang nicht. Auf dieselbe Weise
zeigt man, dass das Streichen einer linear abhéngigen Zeile keinen Einfluss auf
den Spaltenrang hat.

Man kann in der Matrix A daher so lange linear abhéngige_ Spalten und Zeilen
streichen, bis man zu einer — in aller Regel kleineren — Matrix A € K™ %" gelangt,
deren Spalten- und Zeilenvektoren alle jeweils voneinander linear unabhéingig sind,
und die denselben Spalten— und Zeilenrang wie A hat. A muss dann quadratisch
sein, denn wére etwa n’ > m/, dann konnten die n’ Spaltenvektoren von A als
Elemente aus K™ nicht hnear unabhéingig sein.

Insgesamt ist damit rg (A) = rgs(A) = rgZ(A) =rg,(A) gezeigt. ¢

Frage 187  Wann heiBt eine Matrix A € M (n, K) invertierbar?

Antwort: Eine Matrix A € M(n, K) heifit invertierbar, wenn es eine Matrix
B € M(n, K) gibt, so dass
AB=BA=F,

gilt. Dabei bezeichnet E,, die Einheitsmatrix aus M (n, K).

Die Matrix
2 1
11

ist beispielsweise invertierbar. Durch Ausprobieren findet man schnell
2 1 1 -1 10
. — ) ¢
11 -1 2 0 1

Frage 188  Wieso ist die inverse Matrix B zu einer invertierbaren Matrix A ein-
deutig bestimmt?

Antwort: Ist B’ eine Matrix mit AB’ = B'A = E,,, so folgt
B = B'E, = B/(AB) = (B'A)B = (AB')B = E,.B = B.

Man kann daher von der Inversen einer Matrix A sprechen. Man bezeichnet sie
mit A~1L. ¢
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Frage 189  Warum ist eine Matrix A € M (n, K) genau dann invertierbar, wenn
die durch sie beschriebene lineare Abbildung F'4: K™ — K™ ein Isomorphismus ist?

Antwort: Ist F4 ein Isomorphismus, dann existiert eine Umkehrabbildung Fgl
mit

FyoFy' =id.
Da die identische Abbildung des K™ durch die Einheitsmatrix F,, beschrieben
wird, folgt daraus mit Frage 176

A-B=E,,

wobei B die zur Abbildung Fgl gehorende Matrix ist. Folglich ist A invertierbar,
und die Inverse A~! ist gerade die zur Umkehrabbildung von Fgl gehorende
Matrix. ¢

Frage 190  Lisst sich die Invertierbarkeit einer Matrix A € M (n, K) auch durch
den Rang von A charakterisieren?

Antwort: Aus den Antworten 185 und 189 folgt unmittelbar

A € M(n, K) invertierbar <= rg A = n. ¢

Frage 191  Wie ist die allgemeine lineare Gruppe (General Linear Group
GL(n, K) definiert? Kénnen Sie begriinden, weshalb GL(n, K) beziiglich der Ma-
trizenmultiplikation eine Gruppe ist?

Antwort: GL(n, K) ist die Gruppe der invertierbaren Matrizen aus M (n, K).
Sind A, B invertierbare Matrizen, so ist wegen (AB)~! = B7'A~! auch AB
invertierbar und somit ein Element aus GL(n, K'). Das Assoziativgesetz iibertrigt
sich vom Ring der Matrizen auf GL(n, K). Mit E,, enthélt GL(n, K) ein neutrales
Element, und fiir jede Matrix A € GL(n, K) existiert nach Definition ein inver-
ses Element A7, und wegen A = (A~1)~! ist dieses auch invertierbar, also ein
Element aus GL(n, K). Damit sind alle Gruppenaxiome fiir die allgemeine lineare
Gruppe nachgewiesen. ¢

Frage 192  Konnen Sie — auch im Hinblick auf spatere Kapitel — eine mdglichst
groBe Liste von Eigenschaften einer Matrix A € M (n, K) angeben, die zur Invertier-
barkeit dquivalent sind?

Antwort: Zur Invertierbarkeit von A dquivalente Eigenschaften sind

(a) Es gibt eine Matrix B € M (n, K) mit AB = E,, (,Rechtsinverses®).
(b) Es gibt eine Matrix B € M (n, K) mit BA = E,, (,Linksinverses“)
(¢c) Die GauB-Jordan’sche Normalform ist die Einheitsmatrix.

(d) rgA=n.
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() reA=n

( F'y ist ein Isomorphismus.

( F4 ist bijektiv.

(i)  Fj4 ist surjektiv.

(j)  Fa ist injektiv.

(k) Das homogene LGS Az = 0 hat nur die triviale Losung.

() Das LGS Ax = b ist universell 16sbar.

(m) A ist Basiswechselmatrix geeigneter Basen. ¢

Frage 193  Wieso gilt fiir A € K™*", B € K"*P
rg(AB) < min(rg A, rg B)?

Antwort: Sei )y : K" — K™ bzw. Fg: KP — K" die von A bzw. B
vermittelte lineare Abbildung. Wegen im(F4 o Fp) C im(Fy) ist

rg(AB) = dimim(F4 o F) < dimim(Fu) = rg A.

Nach der Dimensionsformel gilt dim K? = dimim(Fp) + dimker(Fp) sowie
dim K? = dimim(F4 o Fig) + dimker(Fp), also insgesamt

rg(AB) = dimim(F4 o Fig)
= dimim(Fg) + dimker(Fp) — dimker(F'4 o F'p)
< dimim(Fp) =rg B,

weil ker(Fp) C ker(Fa4 o Fi). ¢

Frage 194  Wann heiBen zwei Matrizen A, B € K™*™ Aquivalent, in Zeichen
A~ B?

Antwort: A und B heiflen dquivalent, wenn es Matrizen P € GL(m, K) und
Q € GL(n, K) gibt, so dass A = PBQ gilt. ¢

Frage 195 Konnen Sie zeigen, dass durch ,, " eine Aquivalenzrelation auf K™M*"x
K™*"™ definiert wird?

Antwort: Die Relation ,~* ist reflexiv, denn wegen A = E,,AFE, gilt A ~ A,
sie ist symmetrisch, denn aus A ~ B, also A = PBQ folgt B = P~"1AQ™!, also
B =~ A. Die Relation ist ferner transitiv, denn wenn A ~ B und B =~ C, also
A = PBQ und B = SCT, gilt, dann ist A = P(SCT)Q = (PS)C(TQ), und
damit A ~ C.

Die Relation ,,~“ ist also reflexiv, symmetrisch und transitiv und definiert damit
eine Aquivalenzrelation auf K™*™. ¢
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Frage 196  Konnen Sie den folgenden Invarianzsatz zeigen? Fir A € K™*",
P € GL(m, K), Q € GL(n, K) gilt

rg(PAQ) = rg(A).

Antwort: Durch die Rechtsmultiplikation mit () werden die Spalten von A auf die
Spalten von A(Q) abgebildet. Da @ einen Isomorphismus beschreibt, &ndert sich die
Anzahl linear unabhéngiger Spalten dadurch nicht. Es ist also rg,(A) = rg,(AQ)
und damit rg A = rg AQ.

Mit demselben Argument zeigt man, dass PAQ genauso viele unabhéngige
Zeilen enthélt wie AQ. Damit hat man rg,(PAQ) = rg,(AQ) und rg(PAQ) =
rg(AQ).

Insgesamt folgt daraus rg(A) = rg(PAQ). ¢

3.5 Koordinatenisomorphismen und
Basiswechselformalismus

Hat man in einem Vektorraum V' der Dimension n < oo eine Basis B = (v1,...,vy,)
bestimmt, so ldsst sich jeder Vektor v € V' in der Form

v=qqqv1 + -+ a,v,

schreiben, wobei die Koeffizienten a;, . . ., o, eindeutig bestimmt sind. Der Vektor
v € V kann daher hinsichtlich der gegebenen Basis eindeutig durch das n-Tupel
(a1, ..., ay) beschrieben, also mit einem Element aus K" identifiziert werden.

Was hier im Wesentlichen dahintersteckt, ist ein Isomorphismus V' — K™, der
es in jedem Fall ermdoglicht, Strukturen eines endlich-dimensionalen Vektorraums
durch Ubertragung auf den K™ dort zu untersuchen und damit auch rechnerisch
zuganglich zu machen.

In diesem Abschnitt werden alle Vektorraume als endlich-dimensional voraus-
gesetzt.

Frage 197  Sei V ein Vektorraum der Dimension n < co. Was versteht man unter
einem Koordinatensystem fiir V7

Antwort: Ist B = (v1,...,v,) eine Basis von V, so existiert nach Frage 139 genau
ein Isomorphismus
kg: K" —V,

welcher die Standardbasis des K™ auf B abbildet, fiir den also

kp(ei) = v; firi=1,...,n
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gilt. Den bei gegebener Basis B eindeutig bestimmten Isomorphismus ;3 nennt
man das Koordinatensystem von V beziiglich der Basis B. Fiir jeden nichttrivialen
endlich-dimensionalen Vektorraum iiber einem unendlichen Korper existieren also
unendlich viele Koordinatensysteme, ndmlich zu jeder Basis genau eines. ¢

Frage 198  Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, B = (vy,...,v,) eine
Basis von V und kp: K™ — V ein Koordinatensystem. Was versteht man unter
einem Koordinatenvektor xz(v) eines Elements v € V' beziiglich 57?

Antwort: Der Koordinatenvektor von v ist das Urbild von v unter dem Koordi-
natensystem kg, also der Vektor

kg'(v) € K™
Fiir die Basisvektoren v; gilt defintionsgeméf
mgl(vi):ei firi=1,...,n
Wird v durch die Linearkombination
V=1V + -+ U,

dargestellt, so folgt also
kg (V) = (ar,...,an)".

Um den Koordinatenvektor von v beziiglich zu bezeichnen, benutzen wir in
Zukunft auch die abkiirzende Schreibweise vp. Es soll also definitionsgemé&f
vp = k' (v) gelten. ¢

Frage 199  Wieso ist jeder Vektorraum V der Dimension n < oo isomorph zu K™7?

Antwort: Die Koordinatenabbildung kg ist fiir jede beliebige Basis B ein Iso-
morphismus. Dies folgt unmittelbar aus dem Basisbildersatz (Frage 139). ¢

Frage 200  Seien B = (v1,...,v,) und C = (w1, ..., w,,) Basen von V bzw. W
und F: V — W eine lineare Abbildung. Wie ist die beschreibende Matrix ME(F)
von F' beziiglich der Basen B und C definiert?

Antwort: Die Matrix MZ(F) ist definiert als diejenige Matrix, deren Spalten die
Koordinatenvektoren der Bilder F'(v1),. .., F(v,) beziiglich der Basis C sind. Gilt
also

F(v) = pruwi + Borwa + - -+ + Bmiwm,

F(Un) = ﬂlnwl + ﬁ2nw2 + -+ ﬂmnwmv
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so ist
fr1 - Pin
MEF)=| & .
/Bml U /an
Man beachte, dass der obere Index die Basis des Definitionsbereichs, der untere
die Basis des Wertebereichs von F' bezeichnet. Diese Schreibweise ermoglicht einen

sehr suggestiven kalkiilméfiigen Umgang mit beschreibenden Matrizen, der an der
Kiirzung von Briichen angelehnt ist (vgl. Frage 209).

Frage 201  Sei F': V — W linear. Kénnen Sie
(F(v)), = ME(F) - vp
zeigen?

Antwort: Sei vg = (4, ..., a,) der Koordinatenvektor von v. Dann gilt
V=1V + o+ Uy
und folglich, wenn wir die Bezeichnungen wie in der Antwort 200 wéhlen,

Fw)=a1F(v1)+ -+ a,F(v,)
= (ﬁllwl + -+ ﬁmlwm) + -+ O‘n(ﬁlnwl + -+ ﬁmnwm)
= (alﬁll + -+ anﬁln)wl + -+ (alﬁml +--- 4+ anﬁmn)wm'

Es folgt
a1Bi1 + -+ anfin
(F), = ,
0181 + -+ + @ Bran

und aus dieser Darstellung erkennt man die Giiltigkeit der Formel.
Das zugehorige kommutative Diagramm ist

v —E.ow

_ll T,W dabei ist A := MEZ(F). ¢

kB

KHL}KWL

Frage 202  Konnen Sie den folgenden, sogenannten Normalformensatz zeigen?
Sind V und W endlich-dimensional und F': V' — W linear, dann gibt es stets Basen
B von V und C von W, so dass gilt

E. 0 .
MCB(F):<O O>’ mit r =g F.
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Antwort: Sei By = (v1,...,v,) eine Basis von V. Die Bilder F(v1),...,F(v,)
bilden ein Erzeugendensystem von im F', und wegen dimim F = rg F' = r finden
sich darunter genau 7 linear unabhéingige, die man — nach eventueller Neuanord-
nung — mit F(v}),..., F(v.) bezeichnen kann. Nach der Dimensionsformel besitzt
ker F' die Dimension n — r, und daher gibt es eine Basis (v;.,,...,v;,) von ker F.
Dann ist B = (v{,...,v,.,v,.,1,...,v,) eine Basis von V, fiir die gilt

’rrn

(F(v})),....F(v,

T

)) ist Basis von imF und  F(v,,,) =--- = F(v},) = 0.

Man ergéinze die Vektoren F(v}),..., F(v]) nun zu einer Basis
C=(F)),...,F(v)),whyy, .. ,w),)

von W. Man hat dann

(F(vj))e=e; firl<i<r und  (F(v})e=0 firr+1<j<n

ME(F) = (EO g) . o

Frage 203 Seien dim V, W Vektorraume mit endlichen Dimensionen dim = n,
dimW =m. Mit B = (v1,...,v,) und C = (w1, ..., w,,) seien zwei Basen von V/
bzw. W gegeben. Koénnen Sie zeigen, dass dann die Elementarabbildungen

und folglich

Fiy: V.—W,  Fj(vx) = djkwi
eine Basis von Hom(V, W) bilden?
Antwort: Sei G € Hom(V, W). Fiir die Bilder der Basisvektoren gelte
G(vg) = agrwy + -+ + QppWm, 1<k<n
Fiir den Basisvektor v, stimmt dann GG mit der Abbildung
Gr = apFip + -+ apnFop

iiberein, es gilt also

Galos) = {G(vj) fir j = k

0 sonst.

Daraus folgt G = Gy + --- + G, da die Abbildungen auf beiden Seiten dieser
Gleichung auf sdmtlichen Basisvektoren und folglich iiberall iibereinstimmen. Es

ist also I
G = Z Z @ijFyi,

i=1 j=1
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woraus folgt, dass die Funktionen Fj; ein Erzeugendensystem von Hom(V,W)
bilden. Es bleibt zu zeigen, dass sie linear unabhéngig sind. Sei

Zzaiiji =0,

i=1 j=1
dann gilt insbesondere fiir k =1,...,n
Z Zaiiji(vk) = 0, also Z Z Oéi]'(sik(’l/k) = Z Qi W; = 0.
=1 j=1 i=1 j=1 j=1

Daraus folgt o;; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,m} und alle j € {1,...,m}, also die
lineare Unabhéngigkeit der Fj;. ¢

Frage 204  Konnen Sie eine Basis von K2*2 angeben?

Antwort: Eine Basis ist

(6560636 9)

Dies sind gerade die beschreibenden Matrizen der vier Elementarabbildungen Fj; :
K2 — K2, ¢

Frage 205  Gegeben seien lineare Abbildungen F': U — V und G: V — W
sowie Basen B = (u1,...,up) von U, C = (v1,...,vm) von V und D = (w1, ..., wp)
von W. Sei

A:=MB(F)e K™ und  B:= MS(G) € KP*™,

Wie kann man dann
C := M5(G o F) € KP*"
aus A und B berechnen?

Antwort: Das Diagramm

v . v S w
lngl lngl ln.;l
Kn Fa Km Fp KP

ist kommutativ, da das linke und rechte Teildiagramm dies sind. Folglich gilt
C = Mg(ﬁp o(FpoFa) Ofigl).

und nach Definition von M5 folgt daraus, dass C gerade die zur Abbildung FpoFy4
gehorende Matrix ist, also C = AB gilt. ¢



84 3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Frage 206 Sei dim V' = n und B eine Basis von V. Kénnen Sie zeigen, dass durch
Mg : Hom(V,V) — M(n,K),  F+— M§(F)
ein Isomorphismus von K-Algebren definiert wird?

Antwort: Die Abbildung ist linear und injektiv, da eine lineare Abbildung F'
durch die Bilder der Basisvektoren, die als Spalten in M g (F) auftreten, eindeutig
bestimmt ist. Sie ist ferner surjektiv, da durch jede Festlegung der Bilder der
Basisvektoren eine lineare Abbildung definiert wird. ¢

Frage 207  Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit den Basen B =
(v1,...,0y) bzw. B" = (v],...,v),). In welcher Beziehung stehen die Koordinaten-
vektoren ve und vg (v € V) zueinander? Wie erhdlt man die Basiswechselmatrix
fiir den Ubergang von den B-Koordinaten zu den C-Koordinaten?

Antwort: Sei vg = (aq,...,a,) und ve = (af,...,al,), d. h., v besitze beziiglich
der Basen B bzw. C die eindeutigen Darstellungen
V=010 F s+ QpUy

I 7
V=090 + Q.

Fiir 1 < ¢ < n sei ferner (a;1,...,a;,) der Koordinatenvektor von v; beziiglich C,
d.h., es gilt

Vi = aj1v] + -+ QinUy,, fir 1 <i<n.
Dann folgt

vV =qqqv + -+ a,v,
o / / / /
= a1(a11v] + -+ apvy,) + -+ ap(aniv] + - F appvy,)

= (a1100 + -+ a1V + -+ (arpar + -+ Gppay V).

Fire=1,...,n gilt also
o = a0 + -+ pi,.
Ist MF die Matrix, die die Koordinatenvektoren von (vf,...,v},) als Spalten be-
sitzt, also
a1y a1n
Mg = :
an1 Apn

so erhélt man damit den Zusammenhang
Ve = MCB’UB.

Die Matrix MF (= MF(id)) nennt man Basiswechselmatriz. ¢
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Frage 208  Warum sind Basiswechselmatrizen stets invertierbar?

Antwort: Da sowohl id, Kz und k¢ in dem unten stehenden kommutativen Dia-
gramm Isomorphismen sind, ist auch F4 ein Isomorphismus. Dessen Darstellungs-
matrix ist die Basiswechselmatrix MCB , die somit invertierbar ist.

1% d v ¢

TkB kCT
Fa mit A = ME.
K'——K"

Frage 209  Begriinden Sie die folgenden Formeln (Basiswechselformalismus): Sind
B,C,D Basen eines endlich-dimensionalen Vektorraums, so gilt

ME=ME-ME und M§ = (ME) .
Antwort: Nach Antwort 207 gilt
vp = Mgvc und wve = vag.

Daraus folgt

vp = MSMBug
und damit die erste Formel. Die zweite folgt aus

ve = Mg VB

durch Linksmultiplikation mit (MZ)~!. ¢

Frage 210 In V = R? sei S = (e1,e2) die Standardbasis und B = (v1,v2)
mit v1 = (3,4)7 und va = (—1,2)7 eine weitere Basis. Kénnen Sie M3 und M5
bestimmen?

Kénnen Sie ferner fiir

U = S1€1 + S2e9 = tl'Ul + tz’Ug
die Koordinaten t; und t3 durch s; und sy ausdriicken?

Antwort: M ‘g ist nach Antwort 207 die Matrix, die die Koordinatenvektoren von
(v1,v2) beziiglich S als Spalten besitzt. Also ist

3 -1
Mg = .
Wegen e; =0.2-v1 — 0.4 - v und eo = 0.1 - vy 4+ 0.3 - vy gilt ferner

2 0.1
ME = 02 0.1}
—-04 0.3
<t1> = M <$1> . ¢
tz S92

Fiir die Koordinaten gilt
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Frage 211 Sei F': V — W linear, B, B’ seien Basen von V und C,(C’ seien
Basen von W. Kénnen Sie erlautern, warum das Diagramm

!/
ME (F)

K™ K™
F C
v—Lsw M,

K" - K™,
ME (F)

kommutativ ist und warum fiir die beteiligten Matrizen
ME (F) = M§ - ME(F) - P§

gilt?

Antwort: Die beiden trapezférmigen Teildiagramme oben und unten sind nach
den Antworten 199 bzw. 201 kommutativ, die beiden dreickigen Teildiagramme
links und rechts nach Antwort 207. Daraus folgt die Kommutativitit des gesamten
Diagramms, und aus dieser ergibt sich auch unmittelbar die Formel. ¢

3.6 Das GauB’sche Eliminationsverfahren

Das GauB’sche Eliminationsverfahren bietet eine praktikable Methode zur Be-
stimmung des Rangs einer Matrix sowie zur Losung linearer Gleichungssysteme.
Das dahinter liegende Prinzip ist es, eine Matrix durch eine Reihe von elementa-
ren Zeilen- und Spaltenumformungen, die weder den Rang der Matrix noch die
Losungsmenge des Gleichungssystems verdndern, auf sogenannte Zeilenstufenform
zu transformieren, aus der sich die gesuchten Informationen unmittelbar ,,ablesen
lassen.

Frage 212  Was versteht man unter der Zeilenstufenform einer Matrix A €
K™*™? Wie lasst sich der Rang einer Matrix in Zeilenstufenform unmittelbar ablesen?
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Antwort: Eine Matrix A € K™*"™ ist in Zeilenstufenform, wenn A die folgende
Gestalt hat:

0-- keeek ok *
0-- * ¥ k... k
0-- * ko %k *
0---0 0---0 0---0 -+ 0---0|ap---%
0---0 0---0 0---0 --- 0---0 0---0
0---0 0---0 0---0 --- 0---0 0---0

Aus dieser Zeilenstufenform folgt rg(A) = r, da die ersten r Zeilen von A linear
unabhéngig sind. ¢

Frage 213  Welche Arten von Umformungen einer Matrix bezeichnet man als ele-
mentare Zeilenumformungen?

Antwort: Es gibt drei Typen elementarer Zeilenumformungen.

Typ I: Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar oo € K

a; [ — aa;

Typ II: Additon des a-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile

a; a; + aa;

aj aj

Typ III: Vertauschung zweier Zeilen

Analog definiert man elementare Spaltenumformungen, indem man in allen drei
Definitionen das Wort ,,Zeile“ durch ,,Spalte“ ersetzt. ¢
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Frage 214  Wieso dndert sich der Rang einer Matrix bei elementaren Zeilenumfor-
mungen nicht?

Antwort: Es ist

span(ai, ..., 00, ..., Qj, ..., 0p)
span(ag, ..., 0, ..., 05, ...,0y) = 4 Span(ay,...,a; + QGj, ..., 45, ..., )
span(ai, ..., Q0 , ... 0, ..., 04n).

Damit @&ndert sich die Dimension des von den Zeilenvektoren von A aufgespannten
Untervektorraums — also rg A — durch elementare Zeilenumformungen nicht. Somit
gilt

Erhdlt man B € K™*" qus A € K™*™ durch eine Reihe elementarer Zeilenum-
formungen, so gilt stets rg A = rg B. ¢

Frage 215  Was besagt der Satz iiber das GauB’sche Eliminationsverfahren?
Antwort: Der Satz besagt:

Jede Matriz A € K™*" ldsst sich durch eine Serie elementarer Zeilenumformun-
gen auf Zeilenstufenform bringen.

Beweis: Ist A nicht die Nullmatrix, dann gibt es einen kleinsten Spaltenindex j1,
so dass a;,;, # 0 fiir ein i; € {1,...,m} gilt. Man vertausche die i;-te Zeile mit
der ersten (Umformung vom Typ I). Dies fithrt auf eine Matrix der Gestalt

/ /!

O...O all ... alr

/ /

" 0---0 ab, - db
0---0 a, - amr

mit aj; = a;,;, # 0. Zu denjenigen Zeilen aus A’ mit dem Zeilenindex k (k # 1),

in denen die unter a/; stehende Komponente ungleich null ist, addiere man nun
/

das —g—fache der ersten Zeile (elementare Zeilenumformung vom Typ II). Dies
a

k1
fiihrt auf eine Matrix der Gestalt
A" — 0---0 alll‘ *
0---0 0 ‘ A
Dasselbe Verfahren lisst sich nun auf die kleinere Matrix A(Y) anwenden, wobei
deren elementare Zeilenumformungen als solche von A” zu interpretieren sind.
Rekursiv gewinnt man auf diese Weise die gewiinschte Zeilenstufenform. Das Ver-

fahren bricht nach endlich vielen Schritten ab, und zwar genau dann, wenn nach
m Schritten A entweder die leere Matrix oder die Nullmatrix ist. ¢
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Frage 216  Wie lautet die Zeilenstufenform der Matrix

01 0
A=11 1 217
3 3 6
Antwort: Das Gaufy’sche Verfahren liefert
01 0 1 1 2 1 1 2
1 1 2f~]010f~]0 10 ¢
3 3 6 3 3 6 0 0 O

Frage 217  Welche Gestalt besitzt die Zeilenstufenform einer Matrix?

(i) Ae K™ mitrgA=mn (m >n),
(i) Ae K™ mitrgA=m (n>m),
(ii) A e GL(n,K)?

Antwort: Die Zeilenstufenformen der Matrizen sehen folgendermaflen aus:

* * * *

Frage 218  Welche Typen von Elementarmatrizen sind lhnen bekannt? Wie kann
man sie definieren, warum sind sie invertierbar?

Antwort: Es gibt im Wesentlichen drei Arten von Elementarmatrizen

1 Typ I (a # 0): Diese Elementarmatrizen unter-
scheiden sich von der Einheitsmatrix nur im Dia-
« gonalelement ag. Linksmultiplikation (Rechts-
. multiplikation) mit einer solchen Matrix bewirkt
1 eine Multiplikation der k-ten Zeile (Spalte) mit a.
1

ap; mit k # [. Linksmultiplikation (Rechtsmulti-
plikation) mit einer Matrix dieses Typs bewirkt

ten Zeile (der k-ten Spalte zur [-ten Spalte).

Typ II: Diese Elementarmatrizen unterscheiden
sich von der Einheitsmatrix nur im Koeffizienten

eine Addition des a-fachen der [-ten Zeile zur k-
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) Typ III: Diese Elementarmatrizen unterscheiden
0.1 sich von der Einheitsmatrix in den vier Koeffizien-
ten akg, ay, agr, aig. Linksmultiplikation (Rechts-
multiplikation) mit einer Matrix dieses Typs be-
wirkt eine Vertauschung der /-ten und k-ten Zeile
(Spalte).

1

Elementarmatrizen sind invertierbar, weil sie Zeilen- bzw. Spaltenumformungen
beschreiben, die umkehrbar sind.

Bemerkung: Linksmultiplikation bewirkt immer eine Zeilenumformung, Rechts-
multiplikation eine Spaltenumformung. Jede Elementarmatrix bewirkt die Umfor-
mung, durch die sie aus der Einheitsmatrix entstanden ist. ¢

Frage 219  Begriinden Sie: Die Matrix B € K™*" entstehe aus der Matrix
A € K™*™ indem man auf A eine endliche Abfolge elementarer Zeilenumformungen
anwendet. Wendet man diese Zeilenumformungen in derselben Weise auf die Einheits-
matrix E,, an, so erhdlt man eine Matrix P € GL(m, K) mit PA = B.

Antwort: Gilt A, --- Ay - A = B mit Elementarmatrizen Aq,..., A, € K™*™ so
folgt wegen E,,A = A
PA=(A,--- M- E ) A=A A A=B.

Da Elementarmatrizen genauso wie die Einheitsmatrix stets invertierbar sind, ist
P ein Produkt invertierbarer Matrizen, und damit gilt P € GL(n, K). ¢

Frage 220  Wie l&sst sich mit dem Zusammenhang aus Frage 219 eine Methode
zur Inversenbestimmung einer Matrix A € GL(n, K') formulieren?

Antwort: Die Matrix A lidsst sich durch eine Reihe elementarer Zeilenumformun-
gen auf die Einheitsmatrix F, transformieren. Es gibt also Elementarmatrizen
A, ... A € K™ so dass gilt

Ep=Ay - AA=(A - A E,)A.

Daraus folgt
A AME, =A"1

Man erhélt damit die Regel

Erhdlt man E,, aus einer Reihe elementarer Zeilenumformungen aus A, so ver-
wandeln dieselben Zeilumformungen die Matriz E,, in A1, ¢
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Frage 221 Erlautern Sie den Algorithmus zur Inversenbestimmung an der Matrix
—4
A=11 2 -2
2

Antwort: Um die Methode aus Antwort 220 praktisch anzuwenden, schreibe man
die Matrizen A und E5 nebeneinander

0 1 —4 10 0
1 2 =2 , 0 1 0
1 1 2 0 0 1

und transformiere A mittels elementarer Zeilenumformungen in die Einheitsma-
trix. In jedem Schritt wird dieselbe Zeilenumformung auf die rechts stehende Ma-
trix angewendet. Steht dann nach endlich vielen Schritten auf der linken Seite die
Einheitsmatrix F3, so steht rechts die zu A inverse Matrix A~!. Dies liefert also

1 2 -1 0 1 0
~ 0 1 —4 : 1 0 0
1 1 2 0 0 1
1 2 -1 0 1 0
~s 0 1 —4 , 1 0 0
0 -1 3 0 -1 1
1 2 -1 0 1 0
~s 0 1 —4 , 1 0 0
0 0 -1 1 -1 1
1 2 0 -1 2 -1
~ 0 1 0 : -3 4 —4
0 0 -1 1 -1
1 0 0 5 —6 7
~ 0 1 0 : -3 4 —4
0 0 -1 1 -1
Also ist
5 —6 7
Al =1|-3 4 —4 ¢
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3.7 Lineare Gleichungssysteme Teil 1

Die Theorie linearer Gleichungssysteme steht in engem Zusammenhang mit der
linearer Abbildungen. Wie lineare Abbildungen K" — K" durch eine Matrix
aus K™*™ eindeutig bestimmt sind, lassen sich auch Gleichungssysteme mit m
Gleichungen in n Unbekannten in der Form A - x = b schreiben, bei der A eine
m X n-Matrix ist und b ein Vektor aus K™. Das Problem, die Loésungen des
Gleichungssystems A - x = b zu bestimmen, ist damit in geometrischer Hinsicht
dquivalent zu der Aufgabe, die ,Niveaumenge* der durch z — A - x definierten
linearen Abbildung Fs: K" — K™ zum Wert b zu ermitteln.

Frage 222  Was versteht man unter einem linearen Gleichungssystem (LGS) mit
Koeffizienten in K7 Wann heiBt ein Gleichungssystem homogen, wann inhomogen?

Antwort: Unter einem Gleichungssystem in K mit m Gleichungen und n Unbe-
kannten versteht man ein System von Gleichungen der Art

anzry + - 4+ amT, = b
anr1 + -+ A+ agT, = b (+)
Am1T1 + .- + AmnTm = bn

Die Koeffizienten a;; und die b; sind hier Elemente des Grundkoérpers K. Das
Gleichungssystem heifit homogen, falls b; = 0 fiir i = 1,..., m gilt, andernfalls
inhomogen. Eine Lisung des Gleichungssystems ist ein n-Tupel (x1,...,2,) mit
Elementen aus K, fiir welche alle m Gleichungen zutreffen.

Mit der m x n-Matrix A = (a;;), dem Vektor b = (b1, ...,by) € K™ und dem
,unbekannten“ Vektor x = (x1,...,2,)T € K™ lisst sich () auch schreiben in
der Form

A-x=0.

Daher ist das Problem, sémtliche Losungen von () zu finden, dquivalent zu dem
Problem, alle Vektoren x € K™ zu bestimmen, welche die Gleichung A -z = b
erfiillen. ¢

Frage 223  Was versteht man unter dem Lésungsraum L(A,b) eines linearen
Gleichungssystems A -z = b mit A € K™*" und b € K™? Wie erhélt man aus der
Definition sofort eine einfache Charakterisierung des Ldsungsraums?

Antwort: Der Losungsraum ist die Menge aller Losungen des Gleichungssystems
A-x =0, also

L(Ab) ={x e K"; A -z =b}.
Fiir die lineare Abbildung F': K" — K™ z — A -z gilt
L(A,b) = F~(b).
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Nach Frage 157 handelt es sich bei L(A,b) also um einen affinen Unterraum von
K", 4

Frage 224  Sei A eine m x n-Matrix. Welche Struktur besitzt der Lésungsraum
L(A,0) des homogenen linearen Gleichungssystems A -z = 07 Was ist die Dimension
von L(A,0)?

Antwort: Es gilt:

Der Lésungsraum L(A,0) des homogenen linearen Gleichungssystems A - x = 0
ist ein linearer Unterraum von K™ der Dimension n —rg A.

Beweis: Wegen A -0 = 0 ist 0 € L(A,0). Ferner gilt mit z,y € L(A,0) und
a,feK
A (ax+By)=a-A-z+5-Ay=a-0+5-0=0,

also ax + Oy € L(A,0). Der Losungsraum ist damit ein linearer Unterraum von
K™

Fiir die lineare Abbildung F': K™ — K™, z+—— A-x gilt L(A,0) = ker F. Mit
der Dimensionsformel folgt daher dimker F' = dim K™ — rg F', also dim L(A, b) =
n —rgA. ¢

Frage 225 Seidas LGS A-xz=bmit A€ K™*" und b € K™ lgsbar und es sei
rg A = n. Warum besteht die Lésungsmenge dann nur aus einem Element?

Antwort: Sei Iy die durch A gegebene Abbildung. Aus der Dimensionsformel
folgt
dimker Fy =dimV —rgF4 =n—1rgA =0,

also ker F4 = {0}. Damit ist F4 injektiv, und es gibt hochstens ein z € V mit
Fu(x) = A-x = b. Zusammen mit der Voraussetzung, dass das LGS 16sbar ist,
folgt daraus, dass es genau eine Losung gibt. ¢

Frage 226  Konnen Sie ein Verfahren schildern, mit dem sich der Losungsraum
eines homogenen linearen Gleichungssystem A - x = 0 effektiv berechnen l3sst?

Antwort: Eine sinnvolle Methode zur Berechnung des Losungsraums liefert das
Gaufl’sche Eliminationsverfahren, mit dessen Hilfe sich eine Basis von L(A, 0) kon-
struieren ldsst. Grundlage fiir die Anwendbarkeit des Verfahrens ist die Tatsache,
dass sich der Lésungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems A-x = 0
nicht &ndert, wenn man an A elementare Zeilenumformungen durchfiihrt. Nach
Frage 218 entsprechen elementare Zeilenumformungen an A der Linksmultiplika-
tion von A mit einer Matrix S € GL(m, K). Nun gilt

(S A)-z=0A4A-2=0,
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was man durch Multiplikation mit S bzw. S~! der Gleichung auf der entsprechen-
den Seite dieser Aquivalenz unmittelbar erkennt.

Man kann also zur Losung des Gleichungssystems A-x = 0 die Matrix A mittels
des Gaufy’schen Verfahrens auf eine Matrix A’ in Zeilenstufenform transformie-
ren und das Gleichungssystem A’ -z = 0 losen. Da der Lésungsraum invariant
gegeniiber elementaren Zeilenumformungen ist, gilt L(A,0) = L(A’,0). Dieses
Vorgehen besitzt den Vorteil, dass sich die Struktur des Losungsraumes an A’
bereits unmittelbar ,,ablesen® lasst, wie wir im Folgenden darlegen wollen.

Um die dazugehérige Uberlegungen zu vereinfachen, wollen wir annehmen, dass
A’ die spezielle Zeilenstufenform

a1 A1n
22 a2n,
arr a’T?’L

0 0 0

0 .. 0

besitzt, bei der also die besetzten Zeilen jeweils mit einem Eintrag auf der Haupt-
diagonalen beginnen. Diese Form lédsst sich immer durch Vertauschen der Spalten
realisieren, was im Hinblick auf das Gleichungssystem einer Umnummerierung der
Unbekannten xq,...,z, entspricht. Die Voraussetzung an die Zeilenstufenform
von A’ bedeutet daher keine wirkliche Einschrinkung, macht die allgemeine Dar-
stellung aber wesentlich iibersichtlicher. Durch weitere Zeilenumformungen kann
man A’ weiter auf die Form

10 0 aipt1 -+ ai
0 0 alr4+1 00 Q2p

1 Qprpr41 - Qrp

0 0 0

bringen. Die i-te Gleichung des zu losenden linearen Gleichungssystems lautet
damit

n
T+ E aijszo, izl,...,T.
j=r+1
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Also gilt
n
Ty = — Zaijxj, izl,...,r.
j=r+1

Mit dieser Darstellung lassen sich beliebige Losungen nun unmittelbar angeben, da
die Werte fiir die Unbekannten x,1,...,z, nicht durch interne Abhéngigkeiten
zwischen den Gleichungen festgelegt sind, mit anderen Worten frei gewéhlt werden
konnen. Fiir jede Wahl der Werte x4 1, ..., 2, ist also der Vektor

n . .
- Zj:rJrl 15T

n . .
- Zj:r—i—l ArjTj

Lr41

Tn

eine Losung des Gleichungssystems A’ - x = b. Umgekehrt besitzt jede Losung
dieses Gleichungssystems die Form (x). Insbesondere erkennt man an dieser Dar-
stellung noch einmal dim L(A’,0) = n — r, und durch die Wahl einer Basis von
K™ " ist eine Basis von L(A’, 0) festgelegt. Beziiglich der Einheitsbasis etwa erhilt
man

—a1,r+1 —a1,r42 —Q1n
—Qprr41 —Qprr42 —0Qrn
1 , 0 ..l o
0 1 0
0 0 1
als Basis von L(A’,0). Durch eine entsprechende Anordnung der Zeilen, die die
Umnummerierung der Unbekannten x4, ..., x, riickgéngig macht, erhélt man dar-
aus eine Basis von L(A4,0). ¢

Frage 227 Sei A € K™ " und b € K™. Mit (A|b) sei diejenige Matrix aus

K™*(+1) hezeichnet, die man aus A durch Hinzufiigen der Spalte b erhilt. Es gilt
dann

A -z = b losbar <= rg(Alb) = rg A.

Kénnen Sie diesen Zusammenhang zeigen?
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Antwort: Sei A-x = b 16sbar. Da der Rang von A durch Hinzufiigen einer Spalte
natiirlich nicht kleiner werden kann, gilt stets rg(A|b) > rg A. Angenommen, es
gilt rg(Alb) > rg A. Dann gilt b € span(aq,...,a,), wobei aq,...,a, die Spalten-
vektoren aus A bezeichnen. In diesem Fall kann aber A - x = b nicht 16sbar sein,
da fiir eine Losung x = (21, ...,T,) gelten muss

a1r1 + -+ apr, =0,

also b € span(ay,...,a,). Aus diesem Widerspruch folgt rg(A[b) = rg A.
Gilt umgekehrt rg(AJb) = rg A, dann folgt b € span(ay,...,a,), also existiert
eine Linearkombination
ria1 + - Tpa, = b.

Dies ist genau die Gleichung A -z = b. Der Vektor (z1,...,2,)7 ist in diesem Fall
eine Losung von A - x = b. ¢

Frage 228  Konnen Sie zeigen, dass fiir A € K™*" das Gleichungssystem Az = b
genau dann fiir jedes b € K™ |6sbar ist, wenn rg A = m gilt?

Antwort: Gilt rg A = m, dann bilden die Spalten von A bereits ein Erzeugen-
densystem von K™ und durch Hinzufiigen eines Spaltenvektors b € K™ lésst sich
rg A nicht mehr vergroflern. Es gilt also rg A = rg(A|b) fiir jedes b € K™, und
damit ist Az = b nach Frage 227 losbar.

Ist umgekehrt Az = b fiir jedes b € K™ 16sbar, so gilt rg A = rg(A[b) fiir jedes
b € K™. Das bedeutet, dass die Spaltenvektoren von A bereits ein Erzeugenden-
system von K™ bilden und daher rg A = m gelten muss. ¢

Frage 229  Konnen Sie zeigen, dass fir A € M(n, K) die folgenden Aussagen
dquivalent sind?

(i) Das homogene LGS A -z = 0 hat nur die triviale Lésung x = 0.

(ii) Fiir jedes b € K™ hat das LGS A - z = b mindestens eine Losung.
(iii) Fir jedes b € K™ hat das LGS A - x = b genau eine Lésung.
(

iv) rgA=n.

Antwort: (i) = (iv): Sei F'4 die zu A assoziierte Abbildung. Hat das LGS A -z =
0 nur die triviale Losung, dann ist ker F4 = {0}, und aus der Dimensionsformel
folgt rg A =rg Fy = dim K™ = n.

(iv) = (ii): Aus rg A = n folgt rg A = rg(Alb) fiir jeden Vektor b € K™, und
damit ist das LGS A - x = b 16sbar fiir jeden Vektor b € K".

(ii) = (iii): Die Gleichung A - x = b besagt, dass sich der Vektor b als Linear-
kombination der Spaltenvektoren aq,...,a, von A schreiben ldsst:

x101 + -+ xpa, = 0.
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Diese Darstellung ist eindeutig, sofern die Spalten von A linear unabhéngig sind.
Gébe es daher fiir ein b € K™ mehrere Losungen des Gleichungssystems A-x = b,
so wiren die Spalten von A linear abhéingig und folglich kein Erzeugendensystem
von K™. Damit gébe es einen von den Spalten von A linear unabhéngigen Vektor
b € K™ und fiir diesen beséfie das LGS A -z = V' keine Losung.

(i) = (i): Man setze b = 0. ¢

Frage 230  Wie erhilt man simtliche Losungen eines inhomogenen linearen Glei-
chungssystems A - x = b?

Antwort: Es gilt:

Ist x;,n eine spezielle Losung des inhomogenen Systems A -x = b, so besitzt
jede weitere Losung xog die Form xg = xipn 4+ Thom, wobei Tpom eine Lisung des
homogenen Systems A -z =0 ist. Es gilt also L(A,b) = iy, + L(A,0).

Beweis: Fiir einen beliebigen Vektor zpom € L(A4,0) gilt
A-xg=A" (Zinh + Thom) = A Tinh + A - Thom = b+ 0 =.
Es folgt xinn + L(A,0) C L(A,b). Umgekehrt gilt fiir g € L(A,b)
A-(xg—Xn) =A- 20— A Zinn=b—-0b=0,

also xg — Zinn € L(A,0) bzw. g € Tinn + L(A,0). Das zeigt die andere Inklusion.
¢

3.8 Der Dualraum

Ist F eine lineare Abbildung K" — K, dann gilt fiir jeden Vektor z =

(1,...,20)T
F(x) = Z oy
i=1

mit bestimmten o; € K. Der Vektor v := (aq,...,a,)T gibt also Anlass zu ei-
ner linearen Abbildung K" — K. Umgekehrt lasst sich jede lineare Abbildung
K™ — K durch genau einen Vektor v € K" beschreiben. Unter Beriicksichti-
gung der fiir endlich-dimensionale Vektorrdume V' giiltigen Isomorphie V' ~ K"
erkennt man, dass die Struktur jedes endlich-dimensionalen Vektorraums V' sich
in derjenigen des Raums der linearen Abbildungen V' — K in isomorpher Weise
widerspiegelt, was eine Untersuchung des Dualraums V* = Homg (V, K) moti-
viert.

Eine Theorie dualer Rdume lésst sich auch fiir unendlich-dimensionale Vektor-
rdume entwickeln, allerdings lassen sich die meisten der hier behandelten Sétze
nicht ohne Weiteres auf den unendlich-dimensionalen Fall {ibertragen.
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Frage 231  Was versteht man unter einer Linearform auf einem K-Vektorraum
V', was unter dem zu V dualen Vektorraum V*7?

Antwort: Eine Linearform ist eine lineare Abbildung V' — K. Beispielsweise
ist durch (x1,...,2,) — Z?:l x; eine Linearform auf K" gegeben. Spezielles
Interesse in der Analysis haben die Abbildungen

df
—_ — .
dz )

b
f|—>/ f(x)dx und f

Diese sind ebenfalls Linearformen auf den entsprechenden Réumen der integrier-
baren bzw. differenzierbaren Funktionen.

Der zu V duale Vektorraum V* ist die Menge aller Linearformen auf V', also
V* = Homg (V, K). ¢

Frage 232  Sei V endlich-dimensional, B = (vy,...,v,) eine Basis von V. Wie
erhdlt man daraus die zu B duale Basis B* von V*?

Antwort: Setzt man

) 1 fiir i = j,
vi (v5) = 0i5 = {

0 sonst,

so ist B* = (vf,...,v}) eine Basis von V*.

Beweis: B* ist ein Erzeugendensystem fiir V*. Ist ndmlich £ eine Linearform auf
V, die auf den Basisvektoren die Werte {(v;) = «; € K annimmt, dann gilt

£=> a;ul.

Die Vektoren in B* sind ferner linear unabhéngig. Aus der Gleichung
Z?Zl ;v = 0 folgt némlich, indem man v; einsetzt, a; =0 fiir alle j = 1,...,n.

¢
Frage 233  Wieso sind die Rdume V und V* isomorph?
Antwort: Bei gegebener Basis B = (v1,...,v,) von V ist die durch
\I/B (’Ui) = 1)2(

gegebene lineare Abbildung nach Frage 232 ein Isomorphismus V' — V*. ¢

Frage 234  Warum lasst sich das Verfahren aus Frage 232 zur Konstruktion einer
dualen Basis nicht auch auf unendlich-dimensionale Vektorraume verallgemeinern?
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Antwort: Ist (vi,vs,...) ein unendliches Erzeugendensystem, dann enthélt die
Menge

span(vy, vy, ...) = {Z a;v] 5 a; = 0 fiir fast alle Z}
ieN
nur diejenigen Linearformen &, fiir die £(v;) = 0 fiir fast alle i € N gilt. Ande-
rerseits lédsst sich auch fiir einen unendlich-dimensionalen Vektorraum eine Line-
arform V' — K konstruieren, indem man die Bilder der Basisvektoren beliebig
vorgibt. Insbesondere existieren Linearformen V' — K, die auf unendlich vie-
len Basisvektoren Werte # 0 annehmen. Daraus folgt span(vy,v3,...) # V*, die
Linearformen v}, v3, ... bilden also kein Erzeugendensystem fiir V*. ¢

Frage 235  Man betrachte die Basis (v1,v2) des R? mit v; = e; = (1,0)7 und
vy = (1,1)”. Wie lautet die dazu duale Basis (v}, v3) von R??

Antwort: Die Gleichungen vj(v1) = vi(ve) = 1, vi(v2) = vi(vy) = 0 liefern
vi = (1,—1) und v5 = (0,1).

Frage 236  Sei U C V Untervektorraum eines K-Vektorraums V. Wie ist der
Annulator U° von U definiert?

Antwort: Unter dem Annulator versteht man die Menge

U ={¢cV*; &(u) =0 firalleu € U}. ¢

Frage 237  Wieso gilt
dimU° = dimV — dim U,

falls V' endlich-dimensional ist?

Antwort: Man betrachte eine Basis (uq, ..., uy) von U und ergénze diese zu einer
Basis (uq,...,usv1,...,0.) von V. Es geniigt dann zu zeigen, dass (vj,...,v})
eine Basis von U ist. Die lineare Unabhingigkeit ist klar, da vy,...,v, linear
unabhéngig sind. Es bleibt also

U® = span(v},...,v})

T

zu zeigen, wobei die Inklusion ,,D“ wiederum trivial ist, da nach Konstruktion der
dualen Basis v} (u;) =0 fiir alle¢ =1,...,7 und alle j = 1,..., ¢ gilt. Um ,C“ zu
zeigen, sei € € UY und

€= qu} + - + i + B} + -+ + Byl

Einsetzen von wu; liefert dann a; = 0 fiir i = 1,...,¢, also £ € span(v},...,v5). ¢
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Frage 238  Was versteht man unter der zu einer linearen Abbildung F': V — W
zwischen K-Vektorrdaumen V und W dualen Abbildung F*7? Wieso ist F'* linear?

Antwort: Die zu F': V — W duale Abbildung ist definiert durch
F*: W* — V™, E—EoF.

Fiir jede auf W definierte Linearform ¢ ist damit F*(&)

eine Linearform auf V. Die Wirkung der dualen Abbil- 1y, r 197
dung besteht also darin, auf W definierte Linearformen
auf V' | zuriickzuholen“. Das wird in dem nebenstehenden  r*(¢) 13
Diagramm beschrieben. K
Seien &,y € V* und a € K. Die Linearitdt von F™* folgt aus
Fr+x)=(E+x)oF=§oF+xoF =F(§)+F(x)
F*(ag) = () o F = a§ o F) = aF(§). ¢

Frage 239  Wieso gilt (F o G)* = G* o F* fiir zwei K-lineare Abbildungen F,G €
HOHIK(V, W)?

Antwort: Fiir jede Linearform £ € W* hat man
(FoG) (&) =&o(FoG) = (§oF)oG = (F(§))oG = G (F"(§)) = (G o F7)(§).

Daraus folgt (F o G)* = G* o F* wie gewiinscht. ¢

Frage 240  Seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume mit Basen 53 und
Cund F: V. — W eine lineare Abbildung. Konnen Sie beweisen, dass fiir die
Darstellungsmatrizen der folgende Zusammenhang gilt:

s T
Mg (F*) = (ME(F))"

mit anderen Worten, dass die duale Matrix beziiglich der dualen Basen durch die
transponierte Matrix beschrieben wird?

Antwort: Sei B = (v1,...,v,) und C = (w1, ..., wy). Mit MZ(F) = (a;;) gilt
F(v;) = >, a;jw;, und durch Anwendung von w} auf beide Seiten der Gleichung
erhéilt man

w; (F(vy)) = aij, also  F*(w})(v;) = ai;. (*)

7

Umgekehrt: Ist M§. (F*) = (bj;), so hat man F*(w}) = Z;;l bj;v}, und Einsetzen
von v; liefert
F*(wi)(v) = bji,

Zusammen mit () folgt bj; = a,;, also die Behauptung. ¢
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Frage 241 Kénnen Sie zeigen:

(i) Ist F injektiv, so ist F™* surjektiv.

(ii) Ist F surjektiv, so ist F'* injektiv.

Antwort: (i) Sei F' injektiv. Es gilt zu zeigen, dass zu jeder Linearform y € V*
eine Linearform & € W* mit F*(§) = £ o F = x existiert. Dazu zerlegen wir F’
in die beiden Abbildungen F}: V — imF und Fy: im F' — W. Wegen der
Injektivitit von F ist Fy bijektiv, und daher kann man durch x' := y o Fj!
eine Linearform x': im FF — K definieren, fiir die x = x’ o F; gilt. Um x’ auf
ganz W fortzusetzen, wihle man ein Komplement U zu im F' in W, so dass also
W =imF & U gilt, und fir w +u € im F & U definiere man die Linearform
¢&: W — K durch {(w + u) = x/(w). Fiir jedes v € V gilt dann £(F(v)) =
X (F(v)) =X (Fl(v)) = x(v), also £ o F' = x wie gewiinscht.

F1 Fy
1% imF w
Y //
K

(ii) Sei F': V. — W surjektiv. Dann gibt es zu jedem w € W ein v € V mit
F(v) = w, und aus F*(§) = F*(¢') folgt dann

§(w) = E(F(v) = F*(§)(v) = F*(§)(v) = £'(F(v)) = ' (w).

Da diese Gleichung fiir alle w € W gilt, folgt £ = &', also die Injektivitit von F™*.
¢

Frage 242  Konnen Sie zeigen, dass fiir eine lineare Abbildung F: V — W
zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen stets rg F' = rg F'* gilt?

Antwort: Man betrachte die folgende Aufspaltung von F'

Fy Fy
F:v im F' w,

in eine surjektive Abbildung £} und eine injektive Abbildung F5. Nach Frage 239
induziert dies die duale Sequenz

* <

F F
F*: W*—2>(imF)*l—>V*,

bei der nun nach Frage 241 F¥ surjektiv und F} injektiv ist. Das bedeutet, dass
(im F)* durch F} bijektiv auf im F'* abgebildet wird, und daraus folgt

rg F* = dimim F* = dim(im F)* = dim(im F) = rg F. ¢
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Frage 243 Koénnen Sie mit den Mitteln der Dualraumtheorie noch einmal einen
Beweis dafiir liefern, dass fiir jede Matrix A € K" Spalten- und Zeilenrang iiber-
einstimmen?

Antwort: Sei F)y die durch A beschriebene Matrix. Mit den Antworten 240 und
242 erhéalt man
rg, A=rgFy =1g F} =1g, AT =1g_A. ¢

Frage 244  Konnen Sie zeigen, dass V' und V** kanonisch isomorph sind?

Antwort: Fiir v € V definiere man die Abbildung v**: V* — K durch v**(§) =
&(v) fiir alle £ € V*. Dann ist die Abbildung

DV — V*H, v v

ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis: ® ist ein Homomorphismus, denn fiir alle v,w € V, alle o € K und alle
eV gilt
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"(§) = (aw) = ag(v) = av™(£) = a®(v)(E).

Daraus folgt ®(v+w) = ®(v) + ®(w) und ®(av) = aP(v), also die Linearitéit von
D.
Ist B = (v1,...,v,) eine Basis von V und B* = (v],...,v};) die hierzu duale
Basis, dann gilt
v (v7) = vj(vi) = bji.
Also ist B** = (vi*,...,v}") die duale Basis zu B*. Das heift, dass ® Basen von
V' auf Basen von V** abbildet und damit notwendigerweise ein Isomorphismus

ist. ¢
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