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Kapitel 0

Einfiihrung

Auf den Vorlesungen Grundlagen der Mathematik I und I bauen alle weiteren Mathematik-
vorlesungen auf. Das Beherrschen der vermittelten Beweismethoden und Rechentechniken ist
die unabdingbare Voraussetzung fiir das Verstéindnis der Mathematik in den héheren Semes-
tern. Im Einzelnen eingefiihrt werden Grundlagen der Analysis und der Linearen Algebra.

Gegenstand der Analysis ist die von Newton und Leibniz im 17. Jahrhundert begriindete
Differential- und Integralrechnung. Diese liefert Methoden, die es erlauben, das Anderungsver-
halten von Funktionen zu studieren. Hauptinhalt der Vorlesung im ersten Semester ist die
Differential- und Integralrechnung einer reellen Variablen. Ausgangspunkt ist die Axiomatik
der reellen Zahlen — alle mathematischen Aussagen werden von einigen wenigen Grundeigen-
schaften der reellen Zahlen abgeleitet. Fundamentale Begriffe sind Konvergenz, Stetigkeit,
Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit. Der Fall mehrerer Variabler wird im zweiten Semes-
ter behandelt.

In der linearen Algebra geht es um das Losen linearer Gleichungssysteme. Allgemein geht
das Wort, Algebra und das Bemiihen um Losungen von Gleichungen zuriick auf die arabischen
Mathematiker des 9. Jahrhunderts. Ein zentraler Algorithmus zur Losung linearer Gleichungs-
systeme ist das von Gauss um 1800 gefundene Eliminationsverfahren. Fundamentale Begriffe
wie Vektorrdume, lineare Abbildungen, Matrizen und Determinanten werden im ersten Se-
mester behandelt. Im zweiten Semester spielen Eigenwerte, Eigenvektoren und Normalformen
fiir Matrizen sowie Skalarprodukte eine zentrale Rolle.

Beginnen wollen wir mit der Festlegung mathematischer Sprechweisen. Dabei setzen wir
zunéchst eine gewisse Vertrautheit im Umgang mit den reellen Zahlen voraus. In Kapitel 6
werden wir dann auf die Axiomatik der rellen Zahlen eingehen.

Literatur

ANALYSIS LINEARE ALGEBRA

Forster, Analysis 1, 2 Fischer, Lineare Algebra

Heuser, Analysis 1, 2 Kowalsky-Michler, Lineare Algebra
Barner-Flohr, Analysis 1, 2 Bosch, Lineare Algebra
Hildebrandt, Analysis 1, 2 Jénich, Lineare Algebra

Konigsberger, Analysis 1, 2
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Kapitel 1

Logik und Beweismethoden

1.1 Motivation

Die Regeln der Logik bilden die Grundlagen des mathematischen Argumentierens und damit
die Grundlage fiir mathematische Beweise. Letztere dienen dazu, die Wahrheit mathemati-
scher Aussagen zu verifizieren. O

1.2 Awussagen

Eine Aussage ist ein Satz, dem genau einer der Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f)
zugeordnet werden kann.

1.2.1 Beispiel

Aussagen sind:
(i) Kaiserslautern liegt in der Pfalz.
(i) 2+2="1.

Keine Aussagen sind:
(i) Saumagen schmeckt gut.

(ii) = +2=5. O

1.3 Verkniipfungen von Aussagen

Mit Hilfe logischer Operatoren erhilt man neue Aussagen aus bereits vorhandenen Aus-
sagen. Sind etwa A und B Aussagen, so hat man auch die Aussagen:

o A »hicht A“ (Negation),
e ANB ,Aund B* (Konjunktion),

e AVB ,[Aoder B* (Disjunktion).
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Die Wahrheitswerte dieser verkniipften Aussagen werden durch die folgenden Wahrheitstafeln
festgelegt:

Al -A A|B|AANB A|B|AVB
w| f w | w W w | w W
fl w w | f f w | f w
flw f f|lw w
£ f f f]f f
Weitere wichtige Verkniipfungen sind:
e A= B ,aus A folgt B (Implikation),
e A& B Aist dquivalent zu B¢ (Aquivalenz).
Die entsprechenden Wahrheitswerte sind wie folgt erklart:
A|B|A=B A|B|A&B
w | w w w | w w
w | f f w | f f
flw W flw f
f|f w f|f w

Die Reihenfolge der Ausfithrungen logischer Operatoren in zusammengesetzten Aussagen kann
mit Hilfe von Klammern festgelegt werden.

1.3.1 Beispiel

A|B|-A|AAB| (mA)VB|(AANB)= ((-A)V B)

wl|lw]| f w w w

w | f f f f w

flw| w f W W

f|f| w f w w O

Um Klammern zu sparen, legen wir fest, dass — eine hohere Prioritidt hat als VvV, A, =, <,
und dass = und < eine niedrigere Prioritdt haben als —, V, A. Dann kénnen wir statt
(AN B)= ((-A) Vv B) auch AA B = =AV B schreiben.

Im folgenden bezeichnen wir mit A, B, C, D, ... auch Aussagenvariable, fiir die man konkre-
te Aussagen einsetzen kann. Die Verkniipfung der Variablen und der logischen Konstanten
w und f mit Hilfe von -, A, V, = und < fiihrt zu einer logischen Formel, aus der durch
Einsetzen konkreter Aussagen eine zusammengesetzte Aussage wird.

1.3.2 Definition
(i) Eine logische Formel, die unabhéngig von den Wahrheitswerten eingesetzter Aussagen
immer wahr ist, heifit Tautologie. Ist sie immer falsch, so sprechen wir von einem
Widerspruch.

(ii) Zwei logische Formeln heiflen logisch dquivalent, wenn ihre Verkniipfung durch <

eine Tautologie ist. O
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1.3.3 Satz

Die folgenden logischen Formeln sind Tautologien:

(i) Assoziativgesetze:
(ANB)ANC < AN(BAC),

(AVB)VC & AV (BVC).

(ii) Kommutativgesetze:
ANB<& BAA,

AV B & BV A.

(iii) Distributivgesetze:

>
¢
=
>
<

(iv) Identitatsgesetze:
AV fe A,

ANw & A

(v) Komplementgesetze:
AV -A S w,

AN-A& f

Beweis
Die Gesetze zeigt man durch Aufstellen von Wahrheitstafeln. Zum Beispiel:

A|B|AAB|BANA|ANB& BAA

w w w

w
f
w
f

f f
f f
f f

£ 5 2

0

Die zu Beginn von 1.3 angegebenen Wahrheitstafeln zeigen, dass die logischen Formeln A = B
und —A V B #dquivalent sind. Weitere dquivalente logische Formeln liefert der folgende Satz:

1.3.4 Satz

Die folgenden logischen Formeln sind Tautologien:

(i) De Morgan’sche Gesetze:
- (AVB) < -AN-B,

- (AANB) < -AV-B.
(ii) Idempotenz:
AVA& A,
ANA & A
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(iii) Doppelte Verneinung;:
- (-A) & A.

(iv) Kontraposition:
(A= B) & (-B=-4).

(v) Kettenschluss:
(A= B)AN(B=C)=(A=C).

(vi) indirekter Schluss:
(A= f)e A

Beweis

Wieder durch Wahrheitstafeln. O

1.4 Quantoren

Abkiirzend schreiben wir:

v: L fiir alle®,

d:  ,es existiert ein®,

Jl: | es existiert genau ein“,
3. es existiert kein®.

1.5 Beweismethoden

Beweise verifizieren in der Regel, dass in mathematischen Sétzen Aussagen wie A = B oder
A & B wahr sind. Dabei sind A und B konkrete mathematische Aussagen.

Ist eine mathematische Aussage A wahr, so sagen wir auch ,es gilt A“. Schreiben wir in
einem mathematischen Satz oder Beweis A = B, so meinen wir damit, dass A = B gilt.
In diesem Fall sagen wir ,,aus A folgt B, | A ist hinreichend fiir B*, oder ,, B ist notwendig
fiir A“. Ebenso bedeutet A < B, dass A < B gilt. Wir sagen dann auch ,A und B sind
dquivalent®, oder , A gilt genau dann, wenn B gilt“.

1.5.1 Beweisprinzip der vollstindigen Induktion

Die Zahlen 1, 2, 3,... heiflen natiirliche Zahlen. Sie lassen sich durch die Peano-Axiome
charakterisieren. Diese beinhalten das Prinzip der vollstdndigen Induktion, das man wie folgt
formulieren kann:

Fiir jede natiirliche Zahl n sei eine Aussagen A (n) gegeben. Man weise nach,
(1) dass A (1) wahr ist und

(2) dass A(n) = A(n + 1) wahr ist fiir jede natiirliche Zahl n .
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Dann ist bewiesen, dass A (n) wahr ist fiir jede natiirliche Zahl n.
Der Beweisschritt (1) heift Induktionsanfang und (2) Induktionsschluss.
Das Prinzip lésst sich wie folgt abwandeln:

Ersetzt man (1) durch

(1) A (k) ist wahr fiir eine beliebige aber feste ganze Zahl k,
und (2) durch

(2) A(n) = A(n + 1) ist wahr fir jede ganze Zahl n > k,
so beweist man, dass A (n) wahr ist fiir jede ganze Zahl n > k.

Dabei heiflen ..., =3, =2, —1, 0, 1, 2, 3,... ganze Zahlen.

1.5.2 Beispiel

Wir zeigen: Fiir jede natiirlich Zahln gilt 1 +2+ ... +n = %

Beweis

Induktion nach n.

e Induktionsanfang: n =1

. _ 12 _ 1(1+1)
— Esgilt 1 = 5 = —5—.

e Induktionsschluss: n = n+1
— Induktionsvoraussetzung;:
Sei n eine natiirliche Zahl, fiir die gilt 1 +2+...+n = w
— Induktionsbehauptung;:
Dann gilt 1+ 2+ ... +n + (n + 1) = 2042,
Wir zeigen die Behauptung:

(n+1
1—|—2—|—...+(n—1)—|—n+(n—|—1)§/%4—(71—1—1)

n-(n+1)+2-(n+1)

- 2
C(n+1)-(n+2)
2

1.5.3 Der direkte Beweis

Hier nutzt man aus:
e Gilt jede Implikation einer Kette von Implikationen
A=C1=0Cy=...=C, = B,

so gilt auch A = B (dies folgt aus 1.3.4, (v) durch Induktion).
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1.5.4 Beispiel
Wir zeigen: Sind a, b reelle Zahlen > 0 mit a # b, so gilt

arithmetisches Mittel =~ geometrisches Mittel
—~ =

a+b
5 > va-b.
Beweis
a,b reell,a #b, a,b > 0
= (a—0b)? > 0
= a?—2-a-b+b >0
= a?+2-a-b+b® > 4-a-b
= (a+b)?*>4-a-b
b2
= (az) > a-b
b
= a;r > va-b

1.5.5 Warnung

Im direkten Beweis zeigt man also die Giiltigkeit von A = B mit Hilfe einer Kette von
Implikationen. Gilt dann A, so gilt auch B. Gilt hingegen B, so kann A durchaus falsch sein:

2=1=2-0=1-0=0=0.

Vergleichen Sie dazu noch einmal die Wahrheitstafel von A = B. O

1.5.6 Beweis durch Kontraposition

Hier nutzt man aus:
e A = B ist dquivalent zu =B = —A

(siehe 1.3.4, (iv)). Um die Giiltigkeit von A = B zu zeigen, weist man die Giiltigkeit von
- B = —A nach.

1.5.7 Der indirekte Beweis

Hier niitzt man aus:
o (mA = f) ist dquivalent zu A

(siche 1.3.4, (vi)). Um die Giiltigkeit von A zu zeigen, nimmt man an, dass A falsch ist und
leitet daraus eine bereits als falsch bekannte Aussage ab. Mit anderen Worten, wir erhalten
einen Widerspruch (%) der zeigt, dass A doch richtig sein muss.

1.5.8 Beispiel

Wir zeigen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
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Beweis

e Annahme: Die Behauptung ist falsch.
= es gibt nur endlich viele Primzahlen, etwa p1,...,p,,
=n=p;-... p~+ 1 ist keine Primzahl,
= eine der Primzahlen muss n teilen, etwa p;,
= pi|1 4 ]
1.6 Summen- und Produktschreibweisen

Um Summen und Produkte zu schreiben, benutzen wir das Summenzeichen ¥ und das Pro-
duktzeichen II. Sind etwa m < n ganzen Zahlen und sind a,,, . . . , a, reelle Zahlen, so schreiben

wir:

n
E a; = Qm + ...+ ap,
=m

n
Hai:am-...-an.
=m

Fiir n = m — 1 fiihrt man folgende Konvention ein:

m—1

a; =0 ,leere Summe*,
=m
m—1

a; =1 ,leeres Produkt®.
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Kapitel 2

Mengen

2.1 Motivation

Die Mengenlehre ist das fundamentale Hilfsmittel zur Spezifizierung mathematischer Objek-
te und zur Bildung mathematischer Strukturen. Sie wird insbesondere dort gebraucht, wo
Strukturen wie Halbgruppen, Monoide, Gruppen, Ringe, Korper, Algebren oder Verbinde
eine Rolle spielen. O
2.2 Mengentheoretische Sprechweisen

Wir wollen hier nicht auf die schwierige Frage eingehen, wie der Begriff ,Menge* erklart
werden kann. Dies ist Gegenstand der mathematischen Grundlagenforschung. Naiv konnte
man sagen: Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung verschiedener wohlbe-

stimmter Objekte zu einem Ganzen. Zwei Mengen heiflen gleich, wenn sie dieselben Objekte
enthalten.

2.2.1 Beispiel

Fiir uns wichtige Mengen sind:
N = Menge der natiirlichen Zahlen,
Np = Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null,
7Z = Menge der ganzen Zahlen,
Q = Menge der rationalen Zahlen,
R = Menge der reellen Zahlen,
C = Menge der komplexen Zahlen. 0

Gehort ein Objekt x zu einer Menge X, so nennen wir x ein Element von X und schreiben
x € X. Andernfalls schreiben wir z ¢ X.

11



12 KAPITEL 2. MENGEN

2.2.2 Beispiel
2eN, —4¢N. O

Endliche Mengen kann man im Prinzip durch eine vollstéindige Liste ihrer Elemente ange-
ben. Wir schreiben X = {z1,...,z,}, wenn die Menge X aus den Elementen z1,...,z,
besteht. Dabei miissen die Elemente nicht notwendig verschieden sein und die Reihenfolge ist
gleichgiiltig.

2.2.3 Beispiel

{1,2,3,1} ={1,2,3} = {2,1,3}. ]
x1,...,T, heilen paarweise verschieden, wenn x; # z; fiir i # j. In diesem Fall ist X =
{z1,...,x,} eine n-elementige Menge, wir schreiben | X| = n.

Beliebige Mengen lassen sich beschreiben, indem man charakteristische Eigenschaften ihrer
Elemente angibt.

2.2.4 Beispiel
(i) X1 = {Einwohner von Kaiserslautern} ,
(i) Xo={neN|n<5}={1,2,3,4,5},
(iii) Xs={zeR|z*+1=0}. O

Die Menge X3 enthélt kein Element. Die Menge ohne Elemente nennt man auch die leere
Menge und bezeichnet sie mit (). Die Menge X5 ist eine Teilmenge von N. Sind dabei X und
Y beliebige Mengen, so heifit Y eine Teilmenge von X, in Zeichen ¥ C X oder X D Y,
wenn jedes Element von Y auch Element von X ist:

zreY =>zxeX.

2.2.5 Beispiel
NcZcQcRcC. ]

Falls Y € X und X # Y, so schreiben wir Y C X oder X 2 Y und nennen Y eine echte
Teilmenge von X. Zwei Mengen X und Y sind genau dann gleich, wenn gilt X C Y und
Y C X:

X=Y<e (XCY)AY CX).

2.3 Mengentheoretische Operationen

Wir definieren einige wichtige Operationen fiir Mengen.



2.3. MENGENTHEORETISCHE OPERATIONEN

2.3.1 Definition
Sind A, B Mengen, so definieren wir
(i) den Durchschnitt von A und B durch
ANB:={x |z € A und z € B},

(ii) die Vereinigung von A und B durch
AUB:={x |z € A oder x € B},

(iii) die Differenz A\ B durch
A\B:={z |z € A und z ¢ B}.

Gilt AN B =0, so nennen wir A und B disjunkt.

13

0

Wenden wir diese Operationen auf Teilmengen einer Menge X an, so erhalten wir wieder
Teilmengen von X. Ist A eine Teilmenge von X, so schreiben wir auch CxA := X \ A und

nennen Cx A das Komplement von A in X.

ANB AUB A\ B CxA

2.3.2 Satz
Sind A, B, C, X Mengen, so gilt:

(i) Assoziativgesetze:
(AUB)UC =AU (BUCQC),

(ANB)NC=AnN(BNC).

(ii) Kommutativgesetze:

(iii) Distributivgesetze:

(iv) Identitétsgesetze:
AUl = A,

ACX=ANnX=A
(v) Komplementgesetze:

ACX = AUCxA=X,

ACX?AOB)(A:@.
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Beweis

Wir zeigen jeweils, dass jedes Element der einen Menge in der anderen Menge liegt und
umgekehrt. Zum Beispiel:

reAN(BUC) & x€A und z€BUC
< zx€A und (z€B oder z€(C)

1.3.3, (i) (x€A und x € B) oder (r€ A und z € C)
& (€ ANB) oder (xe ANC)
& ze(AnNB)U(ANC). -

2.3.3 Warnung

Bevor man einen Implikationspfeil in einem Beweis umkehrt, tiberpriife man sorgféltig, ob die
Implikation in die andere Richtung auch gilt. g

Man beachte die formale Analogie von Satz 2.3.2 und Satz 1.3.3.

2.3.4 Satz
Sind A, B Teilmengen einer Menge X, so gilt:

(i) De Morgansche Gesetze:
CX (A @] B) = BxA N BxB,

CX (AOB) = ExAUE)(B.

(ii) Doppelte Komplementbildung:
Cx (CxA) = A.

Beweis

Wie im Beweis von Satz 2.3.2. O

2.4 Potenzmengen

2.4.1 Definition

Ist X eine Menge, so heifit die Menge P (X) aller Teilmengen von X die Potenzmenge von
X. O

2.4.2 Beispiel
(i) P (0) = {0}

i) P({1hH  ={0,{1}}
) P({1,2}) ={0.{1}.{2}.{1,2}}
) P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3} . {1,2} . {1,3}.{2,3} ,{1,2,3}}. O

(ii

(iv



2.5. BINOMIALKOEFFIZIENTEN 15

2.4.3 Satz
Sei X eine n-elementige Menge, wobei n € Ny. Dann gilt |P (X)| = 2.

Beweis
Induktion nach n:
e Induktionsanfang: n = 0

P @) ={0}=|P@®) =1=2"

e Induktionsschluss: n = n+1

— Induktionsvoraussetzung: Sei n € Ny eine Zahl, sodass jede n-elementige Menge
genau 2" Teilmengen hat.

— Induktionsbehauptung: Dann hat jede (n + 1)-elementige Menge genau 2"+!
Teilmengen.

o Wir zeigen die Behauptung:
Sei X = {xz1,...,2p41} eine (n + 1)-elementige Menge. Wir betrachten die Teilmenge
Y ={z1,...,2,} von X. Dann gilt |P (Y) | = 2" nach der Induktionsvoraussetzung. Ist
AeP(Y),sosind A und AU {x,+1} Elemente von P (X). Auf diese Weise erhélt man
genau 2-2" = 2"*! paarweise verschiedene Elemente von P (X). Weitere Elemente von
P (X) gibt es nicht. O

2.5 Binomialkoeffizienten

Wir besprechen eine wichtige Aussage der Kombinatorik.

2.5.1 Definition

Ist n € N, so setzen wir

(,,n Fakultét®). Wir schreiben auch 0! := 1. O

2.5.2 Definition

Sind n, k € Ny, so setzen wir

<Z> :ﬁn—;‘ﬂ :n-(n—i).é.'....-.(.nk—k—i-l)

1=1

( ,Binomialkoeffizient n iiber £*). O

Unmittelbar aus der Definition folgt:

<Z>:O fir k > n und
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n n! n
S L - fiir 0 < k < n.
(k;) Kl (n— k)] <n - k> e 0 "

2.5.3 Lemma

Fir 1 < k < n gilt:

ny (n-—1 + n—1
k) \k—-1 k
Gilt k = n, so ist die Formel sicher richtig. Gilt 1 < k& < n, so hat man

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
<k—1>+< k >_(k;—l)!-(n—k;)!+/<;!-(n—/<;—1)!
E-(n—1)!'+(n—-k) - (n—1)!
El-(n—k)!

- = () =

Seien n, k € Ng. Dann ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge
gleich (7).

Beweis

2.5.4 Satz

Beweis

Induktion nach n unter Benutzung von 2.5.3. O

Der Satz zeigt insbesondere, dass die Zahlen (}}) natiirliche Zahlen sind (oder 0). Nach Lemma
2.5.3 erhalt man die Binomialkoeffizienten rekursiv iiber das Pascalsche Dreieck:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

2.5.5 Beispiel
Es gilt:
= 13983 816. O

49\  49-48-47-46-45- 44
6/  1-2:3-4.5-6

2.5.6 Binomischer Lehrsatz

Sind a,b € R und n € N, so gilt:
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Beweis

Aufgaben. O

2.6 Das kartesische Produkt
2.6.1 Definition
Ist n € N und sind Xi,..., X, nichtleere Mengen, so heifit die Menge

HX- =Xy X oo x Xy ={(z1,...,2p) |z € X; fir 1 <1< n}
i=1

das kartesische Produkt der X;. O

Wir nennen die Elemente (x1,...,z,) von [ ; X; auch geordnete n-Tupel und betonen
damit, dass eine Reihenfolge festgelegt ist.

2.6.2 Beispiel
{17 2} X {a7 b7 C} = {(17 a’) ’ (17 b) ’ (170) ) (2,&) ) (27 b) ) (27 C)} . ]
Ist X eine Menge, so schreiben wir abkiirzend

X" =Xx...xX.

n—mal
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Kapitel 3

Abbildungen

3.1 Motivation

Abbildungen zwischen Mengen spielen genauso wie Mengen selbst eine zentrale Rolle inner-
halb der Mathematik. Sie erlauben es insbesondere, mathematische Strukturen auf moglicherweise
verschiedenen Mengen miteinander zu vergleichen. O

3.2 Grundlegende Definitionen

3.2.1 Definition

Seien X und Y Mengen. Eine Vorschrift, die jedem Element x € X genau ein Element
y = f(x) € Y zuordnet, heiit Abbildung von X nach Y. Man schreibt dafiir auch

f:X—>YoderXLYoderf:X—>Y7 x— f(x).

Dabei heiflen X Definitionsmenge und Y Wertebereich oder Bildbereich von
f: X—>Y. O

] o ]

| — | —

Abbildung keine Abbildung keine Abbildung

3.2.2 Bemerkung und Definition

(i) Ist X eine Menge, so ist
dx: X - X, x— x,

eine Abbildung, die identische Abbildung von X.

(ii) Sind f: X - Y und g : Y — Z zwei Abbildungen, so erhilt man eine neue Abbildung
durch die Vorschrift
gof: X —27Z, z—g(f(v).

19
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Diese Abbildung heifit die Komposition oder Hintereinanderausfithrung
von f und g .
(iii) Sind Xj,..., X, Mengen, so ist
mi X1 XX Xy = X, (21,00 ,mp) o ox

eine Abbildung, die i-te kanonische Projektion. d

3.2.3 Definition
Ist f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei Mengen, so heif3t
Lpi={(z,y) e X xY | f(x) =y}

der Graph von f. O

Den Graph benutzt man oft zur Veranschaulichung von Abbildungen.

3.2.4 Beispiel

Wir skizzieren den Graphen der Abbildung R — R, z +— z2:

3.2.5 Bemerkung und Definition
Sei f: X — Y eine Abbildung
(i) Ist A C X, so heifit
fA)={yeY |z ecAmit f(z)=y}CY
das Bild von A unter f. Insbesondere heifit
Bild f := f (X)

das Bild von f.



3.2. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN 21

(ii) Ist B C Y, so heifit
fiB)={zeX|f(z)eB}cX

das Urbild von B unter f. Hat insbesondere B nur ein Element y, so heifit f=! ({y})
die Faser von f iiber y.

£~ (y)

(iii) Ist A C X, so ist
flatA=Y, e f(2),

eine Abbildung, die Einschrinkung von f auf A. O

Ist f : X — Y eine Abbildung, so sind die Fasern von f aufgrund der Definition einer
Abbildung paarweise disjunkt: Sind y,y’ € Y mit y # ¢/, so gilt f~ {yH) N L {y'}) =0.

3.2.6 Definition
Eine Abbildung f : X — Y heifit

(i) injektiv, falls Vz,2’ € X gilt: f(z) = f (2/) = o = 2;
(ii) surjektiv, falls Vy € Y 3z € X mit f (x) = y;

(iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Eine bijektive Abbildung nennt man auch eine Bijektion. O
injektiv nicht injektiv

] 7

surjektiv nicht surjektiv bijektiv
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3.3 Maichtigkeit von Mengen

3.3.1 Satz

Ist f: X — Y eine Abbildung zwischen endlichen Mengen mit | X| = |Y], so sind #quivalent:
(i) f ist injektiv,
(ii) f ist surjektiv,

(iii) f ist bijektiv.

Beweis

Per Definition gilt (i) A (ii) < (iii) . Es geniigt also, (i) < (ii) zu zeigen.
(i) = (ii): Sei f injektiv.

= \‘1<{y}>| 1 WyeYy

= |X|= =S < 1=y
yey yey

MEM @)=t wey

= f ist surjektiv.

(ii) = (i): Sei f surjektiv.

= |f {y}) ‘ 1 VyeyY
= Y=Y 1<) | (] = IX]
yey yey
B P {wh)=1 weyY

= f ist injektiv.

d
3.3.2 Korollar
Ist f: X — Y eine Abbildung zwischen endlichen Mengen, so gilt:
(i) f injektiv = |X| < |Y],
(i) f surjektiv = |X| > |Y].
Beweis
Dies haben wir im Beweis von 3.3.1 gezeigt. ]

Wir nennen zwei Mengen gleichméchtig, wenn es eine bijektive Abbildung zwischen ih-
nen gibt. Wie wir gerade gesehen haben, sind zwei endliche Mengen X und Y genau dann
gleichméchtig, wenn gilt |X| = |Y|. Wir nennen eine Menge X abzihlbar, wenn es eine
surjektive Abbildung N — X gibt.
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3.3.3 Beispiel

(i) Jede endliche Menge X = {z1,...,x,} ist abzéhlbar: Durch die Vorschrift k — xj fiir
k <n bzw. k — x, fiir kK > n erhélt man eine surjektive Abbildung N — X.

(ii) Ist k eine beliebige aber feste ganze Zahl, so ist X = {n € Z | n > k} abzéhlbar: Die
Abbildung N — X, n+— n+ k — 1 ist surjektiv.

(iii) Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar. Wir illustrieren das Cantorsche
Diagonalverfahren zur Abzihlung der strikt positiven rationalen Zahlen:

e
}/ 7y
/ 3 4

-
N

. ol
IS

Lasst man doppelte Elemente weg, so ergibt sich die Anordnung

HEE
18 19]...

und somit eine Bijektion N — Q% := {x € Q |z > 0}. Wandelt man das Verfahren
leicht ab, so erhélt man eine Bijektion N — Q. O

w0

EN|
o | volw

Sind X, Y Mengen, sodass es eine injektive aber keine bijektive Abbildung X — Y gibt, so
sagen wir, Y hat eine h6here Michtigkeit als X. Mit einem weiteren Diagonalverfahren
von Cantor lisst sich etwa zeigen, dass R eine hohere Méchtigkeit als N hat. Wir sagen auch,
R ist tiberabzihlbar.

3.4 Charakterisierung von injektiv, surjektiv und bijektiv
3.4.1 Satz
Ist f: X — Y eine Abbildung, so gilt:

(i) f injektiv < 3 Abbildung g : Y — X mit go f = idx.

(ii) f surjektiv < 3 Abbildung g : Y — X mit fog =idy.

(iii) f bijektiv < 3 Abbildung ¢g: Y — X mit go f =idx und fog =idy.
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Beweis

(i)

(iii)

“=” Sei f injektiv. Dann gibt es zu jedem y € f(X) genau ein z € X mit f(x) =y

und wir setzen g (y) := x. Weiter wihlen wir ein beliebiges zp € X und setzen
g(ly) = zo Yy € Y\ f(X). So erhalten wir eine Abbildung g : ¥ — X mit
go f=idx.

“<” Ist umgekehrt ¢ : ¥ — X mit go f = idx gegeben und gilt f(z) = f(a) fiir
z,2’ € X, so folgt  =idx () = g(f (z)) = g(f (2')) = idx (2/) = 2’. Also ist f
injektiv.

“=" Sei f surjektiv. Dann kénnen wir zu jedem y € Y ein festes z € X mit f(z) =y
wihlen und setzen g (y) := z. So erhalten wir eine Abbildung ¢ : ¥ — X mit
fog=idy.

“<” Ist umgekehrt g : Y — X mit f o g =idy gegeben und y € Y, so ist y = f (9 (v)),
also y Bild von g (y) unter f. Also ist f surjektiv.

“=" Sei f bijektiv. Wir definieren g wie folgt: Sei y € Y. Da f surjektiv ist, 3z € X mit
f(z) = y und dieses z ist durch y und f eindeutig bestimmt, da f auch injektiv
ist. Wir setzen ¢ (y) := = und erhalten dadurch eine Abbildung g : ¥ — X mit
den gewiinschten Eigenschaften.

“<” ergibt sich aus (i) und (ii) . O

3.4.2 Bemerkung und Definition

Ist f : X — Y bijektiv, so heifit die in Teil (iii), “=” des Beweises definierte Abbildung
f~! := g auch Umkehrabbildung von f. Sie ist durch die Eigenschaften

gof:idX undfog:idy

eindeutig bestimmt. In der Tat, ist g : Y — X eine weitere solche Abbildung, so gilt Vy € Y :

flaW)=y=r(Gw);

da f injektiv ist, folgt g (y) =g (v). O

Wie in obiger Bemerkung zeigt man die Gleichheit zweier Abbildungen oft dadurch, dass
man fiir jedes Element des Definitionsbereichs nachweist, dass die entsprechenden Werte
iibereinstimmen.

3.4.3 Beispiel
Die Abbildung

ist

f:R—>R, z+— 22

e nicht injektiv, da zum Beispiel f (1) =1 = f(-1),

e nicht surjektiv, da zum Beispiel —1 kein Urbild hat.
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Setzen wir
Ry :={z eR |z >0},
So ist

e R — RS,z 22

, surjektiv,
° Rar — R, x — 22, injektiv und
° Rar — Rar , x — 2, bijektiv mit Umkehrabbildung

RS’—»RS’, Y= /Y.

3.4.4 Bemerkung
Sind f: X — Y und g : Y — Z bijektive Abbildungen, so ist auch go f : X — Z bijektiv
und es gilt:

(go /) =ftog". -

3.5 Familien von Mengen

Jedes n-Tupel (x1,...,x,) von Elementen einer Menge X kénnen wir als Abbildung
{1,....n} = X, i— x,

auffassen. Allgemeiner definieren wir:

3.5.1 Definition

Ist
p: 1 —-X

eine Abbildung zwischen zwei Mengen, so schreiben wir auch

(74);¢; mit x; = o (i)
fiir ¢ und fassen ¢ als eine Familie (oder ein I-Tupel) von Elementen in X mit Indexmenge
I auf. Ist speziell I = N, so sprechen wir von einer Folge (z,), oy in X. Sind allgemeiner &k
eine beliebige aber feste ganze Zahl und I = {n € Z | n > k}, so sprechen wir ebenfalls von
einer Folge in X und schreiben dafiir (z5,),,>;. Die z,, heien auch Glieder der Folge. ~ [
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3.5.2 Bemerkung und Definition

Betrachten wir in 3.5.1 Abbildungen von einer Indexmenge in eine Menge von Mengen, so
ergibt sich der Begriff der Familie von Mengen. Ist (X;),.; eine solche, so erhalten wir
analog zu 2.3.1 die Vereinigung der X;, ¢ € I, durch

UXi={z|3 eI mit z € X;}
el

und den Durchschnitt der X;, ¢ € I, durch

(Xi={z|zeX; Viel}.

el
Ist insbesondere I = {1,...,n}, so schreiben wir
n n
Uxi={Jxi sowie [)X;:=()X.
i—1 icl i=1 i€l O
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Relationen

4.1 Motivation

Relationen beschreiben Beziehungen zwischen Objekten. Beispiele sind Adressdatenbanken,
die die Beziehungen zwischen Vornamen, Nachnamen, Postleitzahl, Strafle, Hausnummer und
Wohnort erfassen. Ein weiteres Beispiel sind Aquivalenzrelationen, die es ermdglichen, Objek-
te, die bestimmte Eigenschaften teilen, als gleich anzusehen. Beispiele wie die lexikographische
Ordnung der Worter einer Sprache oder die Ordnung von Objekten hinsichtlich ihrer Gréfle
unterstreichen die Bedeutung von Ordnungsrelationen. O

4.2 Grundlegende Definitionen

4.2.1 Definition

Eine Relation zwischen zwei nichtleeren Mengen X und Y ist eine Teilmenge R C X x Y.
Wir schreiben auch zRy fiir (z,y) € R und sagen ,.x steht in Relation R zu y“. O

4.2.2 Beispiel

(i) Ist X die Menge der Studierenden einer Universitdt und ist Y die Menge der Stu-
diengéinge, so ist

R :={(z,y) € X xY | x belegt den Studiengangy}
eine Relation zwischen X und Y.
(ii) Der Graph einer Abbildung f: X — Y ist eine Relation zwischen X und Y. O

Gilt X =Y in 4.2.1, so sprechen wir auch von einer Relation auf X.

27
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4.2.3 Definition

Eine Relation R auf X heifit
e reflexiv, falls x Rx Ve e X,

e symmetrisch, falls xRy = yRx Ve, y e X,
e antisymmetrisch, falls tRyAyRr=x =y Vr,ye€ X,
e transitiv, falls zRy A yRz = xRz Ve,y,z € X. O

4.3 Aquivalenzrelationen

4.3.1 Definition

Eine Relation R auf einer Menge X heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symme-
trisch und transitiv ist. In diesem Fall schreibt man oft ~ fiir R und somit x ~ y fiir zRy.
0
4.3.2 Beispiel
Sei X eine Menge von nichtleeren Mengen. Dann ist durch
A~ B < A und B sind gleichméchtig
eine Aquivalenzrelation auf X erklirt. In der Tat ist ~
e reflexiv, daidg : A — A bijektiv,
e symmetrisch, da mit f : A — B auch f~!': B — A bijektiv,

e transitiv, damit f:A— Bundg: B— Cauchgof:A—C
bijektiv ist nach 3.4.4. O

4.3.3 Beispiel
Sind endlich viele Aussagevariablen gegeben und ist X "die Menge der logischen Formeln in
diesen Variablen, so ist durch logische Aquivalenz eine Aquivalenzrelation auf X erklart. [
4.3.4 Definition
Ist X eine Menge und (X;),.; eine Familie von Teilmengen von X mit

o X;NX; =0 firi # j,

o Uier Xi = X,

so heiit (X;),.; eine Partition von X.
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4.3.5 Definition
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Fiir z € X heifit
[z] =zl ={y e X [y ~x}

die Aquivalenzklasse von . Jedes Element y € [z] nennen wir einen Repriisentanten der
Aquivalenzklasse [z]. O

4.3.6 Satz

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, so bilden die Aquivalenzklassen beziiglich
~ eine Partition von X.

Beweis

(i) Seien z,y € X mit [z] N [y] # 0.
Dann 3z € [z] N [y], das heifit es gilt z ~ 2 und z ~ y. Wegen der Symmetrie und der

Transitivitit folgt « ~ y. Daraus ergibt sich [z] = [y]: Ist ndmlich u € [z], so ist u ~ x
und wegen = ~ y auch u ~ y, das heifit u € [y]. Es folgt [z] C [y]. Analog ergibt sich
[y] C [«].

(i) Sei € X. Dann ist = € [x] wegen x ~ z. Also ist X die Vereinigung der Aquivalenz-
klassen. O

4.3.7 Bemerkung und Definition

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge X, so schreiben wir auch X / ~ fiir die Menge
aller Aquivalenzklassen. Die Vorschrift

T:X = X/~ x e (2],

definiert eine surjektive Abbildung, die kanonische Projektion von X auf X / ~. d

4.3.8 Beispiel

Sei n € N. Dann heiflen zwei Zahlen a,b € Z kongruent modulo n, in Zeichen
a=b mod n,

wenn a — b durch n teilbar ist. Es gilt etwa 17 = 5 mod 3 oder 38 = 20 mod 6.
Durch kongruent mod n ist eine Aquivalenzrelation auf Z definiert:

o Reflexivitét: a — a = 0 ist durch n teilbar,
e Symmetrie: a—b=t-n=b—a=(-t) n,

e Transitivitit: a—b=t;-n und b—c=ty-n=a—c=(t1 +1t2) n.
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Wir schreiben @ := [a] fiir die Aquivalenzklasse von a mod n sowie Z, fiir die Menge der
Aquivalenzklassen. Es gibt genau n Aquivalenzklassen, denn es gilt

Zn={0,1,2,....n—1} .

€
0=1{..,—6,-3,0,3,6,...},
T={..,-5-21,4,7 ..},
2={...,-4,-1,2,538,...}. .

Wir erwidhnen, dass man beim Ablesen einer Uhr modulo 12 rechnet.

4.3.9 Beispiel

Konstruiert man die rationalen Zahlen aus den ganzen Zahlen, so unterscheidet man zum
Beispiel nicht zwischen % und %. Formal korrekt geht man dabei wie folgt vor. Man iiberlegt
sich, dass durch

(p1,q1) ~ (P2, 02) ©P1- @2 =p2- @1
p

eine Aquivalenzrelation auf Z x (Z \ {0}) definiert ist. Dann schreibt man £ fiir die Aquiva-
q
lenzklasse von (p,q) € Z x (Z\ {0}) sowie

@::{g\ (h.0) € Zx @\ (0D}

Man fasst Z als Teilmenge von Q auf vermoge der Abbildung

Z—Q, p— Zf-
Die Addition und Multiplikation in Q fiihrt man auf die Addition und Multiplikation in Z
zuriick, indem man die {iblichen Gesetze des Bruchrechnens fordert. Darauf gehen wir hier

nicht naher ein. O

4.4 Ordnungsrelationen

4.4.1 Definition

Eine Relation auf einer Menge X heifit partielle Ordnung, wenn sie reflexiv, antisymme-
trisch und transitiv ist. In diesem Fall schreibt man oft < fiir R und somit x < y fiir xRy.
Falls zusitzlich Vz,y € X gilt x < y oder y < z (,,je zwei Elemente von X sind beziiglich <
vergleichbar*), so sprechen wir von einer totalen Ordnung. (]

Wir schreiben = < y falls x < y und = # y. Weiter verwenden wir die Schreibweisen y > x

fiir ¢ < y sowie y > zx falls z < y.

4.4.2 Beispiel

Sind k eine beliebige aber feste ganze Zahl und X = {n € Z | n > k}, so ist durch
m<n&<sIleNymitm+£=n

eine totale Ordnung auf X definiert. O
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4.4.3 'Wohlordnungssatz

Seien k eine beliebige aber feste ganze Zahl, X = {n € Z | n > k} und A C X eine nichtleere
Teilmenge. Dann besitzt A ein kleinstes Element:

Jdagp € Amit(a € A= a>ap).

Insbesondere besitzt jede nichtleere Teilmenge von N ein kleinstes Element.

Beweis

e Annahme: Die Behauptung ist falsch.

Dann d nichtleere Teilmenge A C X ohne ein kleinstes Element. Wir setzen
B:={neX|{k,...,n}NA=0}.

Durch Induktion nach n, n > k, zeigt man B = X. Dies ist ein Widerspruch zu A # (. O

4.4.4 Beispiel

Ist X eine Menge, so ist durch C eine partielle Ordnung auf der Potenzmenge P (X) erklért.
In der Tat gilt: VA,B,C € P (X):

o Reflexivitat: A C A VAeP(X),
o Antisymmetriec AC Bund BC A= A=2B VA,B e P(X),
e Transitivitit: ACBund BCC=ACC VA B,CeP(X).

Enthélt X mindestens 2 Elemente. so handelt sich nicht um eine totale Ordnung. Dies ver-
anschaulichen wir am Beispiel X = {1,2,3}:

—steht fiir C
(1,2,3) steht fiir

{1,2} {1,3} {2, 3}
{1} {2} {3}

Zum Beispiel sind {2} und {1, 3} nicht vergleichbar. O
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Kapitel 5

Gruppen, Ringe, Korper

5.1 Motivation

Die Addition in Z und Q sowie die Multiplikation in Q \ {0} sind Rechenoperationen, die
weitgehend iibereinstimmenden Rechengesetzen unterliegen. So gilt zum Beispiel
(a+b)+c=a+(b+c) bzw. (a-b)-c=a-(b-c).

Weiter gibt es ausgezeichnete Zahlen, ndmlich 0 bzw. 1, die sich bei diesen Operationen
neutral verhalten:
0+a=a=a+0 bzw. l-a=a=ua-1.

Schlielich gibt es zu jedem a ein @/, ndmlich ¢’ = —a bzw. o’ = é, sodass die Summe bzw.
das Produkt von a und o’ gerade die jeweils neutrale Zahl ergibt:
1 1
(—a)+a=0=a+(—a) bazw. —-a=1=a- —.
a a

Da diese Rechenregeln das Zahlenrechnen weitgehend beherrschen und auch in vielen anderen
Fallen auftreten, ist es naheliegend, sie unabhéngig von der speziellen Natur der Rechengrofien
und der jeweiligen Operationen zu untersuchen. Das hat insbesondere den Vorteil, dass mathe-
matische Aussagen, die auf den grundlegenden Rechenregeln beruhen, nicht in jeder Situation
wieder neu bewiesen werden miissen.

Bei dieser abstrakten Betrachtungsweise stehen also die Rechengesetze im Vordergrund: Nicht
womit man rechnet ist wesentlich, sondern wie man rechnet. Man setzt lediglich voraus, dass
fiir die Elemente einer gegebenen Menge eine Operation definiert ist, die jedem geordneten
Paar (a,b) von Elementen der Menge wieder ein Element der Menge zuordnet, sodass die oben
genannten Rechenregeln gelten. Oft betrachtet man auch mehrere “miteinander vertréigliche”
Operationen gleichzeitig (wie etwa +, -). O

5.2 Gruppen

5.2.1 Definition
Eine Verkniipfung o auf einer Menge X ist eine Abbildung

XxX— X, (z,y)—zoy.
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Ist A C X eine Teilmenge und gilt
a,be A= aobe A,

so heifit A beziiglich o abgeschlossen. Ist dies der Fall, so ist die Einschrénkung von o auf
A x A eine Verkniipfung auf A, die induzierte Verkniipfung. O

5.2.2 Bemerkung und Definition
Sei o eine Verkniipfung auf der Menge X.

(i) o heifit assoziativ, wenn gilt
(aob)oc=ao(boc) Va,b,ce X.
In diesem Fall nennen wir das Paar (X, o) auch eine Halbgruppe.

(ii) Ein Element e € X heifit neutrales Element beziiglich o, wenn gilt
eoa=a=aoce VYaeclX.

Ein neutrales Element ist im Falle der Existenz eindeutig bestimmt: Sind e, f zwei
neutrale Elemente, so gilt:

e = eof = .
f neutral e neutral

Jede Halbgruppe, die ein neutrales Element besitzt, heifit ein Monoid.

(iii) Ist (X, o) ein Monoid mit neutralem Element e, so heifit « € X invertierbar in X,
wenn es ein zu a inverses Element in X gibt, das heifit wenn Ja’ € X mit

(I/OCLZGZ(IO(I/.

Ein zu a inverses Element ist im Falle der Existenz eindeutig bestimmt und wird mit
a~! bezeichnet: Sind o/, a” zu a invers, so gilt
ad=eod = (a”oa) oad' =d" o (aoa’) =d"oe=d"
(iv) Sind (X, o) ein Monoid mit neutralem Element e und a € X ein invertierbares Element,
so gelten fiir alle x,y € X die folgenden Kiirzungsregeln:

aoxr] =a0xy =2 =29 und Y1 0a =1Y20a = Yy = Yo.

Die erste Regel ergibt sich durch Verkniipfung mit ="' von links:

aox;=aomwy = ato(aox)=a"to(aowxy)

= (aloa)ox; = (a " oa)oxs
= eoxr] =eoxs
= Tl = T2.

Die zweite Regel folgt analog durch Verkniipfung mit a~! von rechts.
(v) o heifit kommutativ, wenn gilt:
aob=boa Va,be X. ]
Steht o fiir eine additiv geschriebene Verkniipfung 4+, so wird das neutrale Element mit 0
(,Nullelement“) sowie das zu a inverse Element mit —a bezeichnet (falls existent). Ist - eine

multiplikativ geschriebene Verkniipfung, so schreibt man analog 1 fiir das neutrale Element
(,Einselement®) sowie 1 fiir das zu a inverse Element (falls existent).



5.2. GRUPPEN 35

5.2.3 Definition

Eine Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element invertierbar ist. Mit anderen Worten:
Ein Paar (G, o) bestehend aus einer Menge G und einer Verkniipfung o auf G heifit Gruppe,
falls gilt:

(i) o ist assoziativ,
(ii) 3 neutrales Element beziiglich o in G,
(iii) jedes Element in G besitzt ein inverses Element in G.

Ist zusétzlich o kommutativ, so heifit (G, o) eine kommutative oder abelsche Gruppe. O

5.2.4 Satz
Ist (G, 0) eine Gruppe, so sind fiir alle a,b € G die Gleichungen
aoxr=>5b und yoa==»b

in G losbar.

Beweis

Das Element z := a~! ob € G ist eine Losung von a o x = b: Ist e das neutrale Element, so
gilt
aoxr=ao (a_lob) = (aoa_l) ob=eob=b.

Analog behandelt man die zweite Gleichung. d

5.2.5 Bemerkung

Man kann zeigen, dass die Gruppen gerade diejenigen Halbgruppen sind, in denen alle Glei-
chungen wie in 5.2.4 16sbar sind. Ist (G, o) eine Gruppe, so sind die Gleichungen sogar ein-
deutig in G losbar: Sind etwa x1, 12 € G zwei Losungen von a o x = b, das heif3t gilt

aoxi =b=aouxs,

so gilt £1 = w9 nach der ersten Kiirzungsregel in 5.2.2, (iv). Analog fiir die zweite Gleichung.

g
5.2.6 Beispiel
(i) (N,+) ist eine kommutative Halbgruppe, aber kein Monoid.
(Np, +) ist ein kommutatives Monoid, aber keine Gruppe.
(i) (Z,+),(Q,4) bzw. (Q\{0},-) sind kommutative Gruppen. O

Hier ist ein weiteres Beispiel:
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5.2.7 Bemerkung und Definition

(i)

(iii)

(iv)

Ist X eine Menge, so heifit jedes Element von
S(X):={f:X — X | f ist bijektiv}

eine Permutation von X. Nach Bemerkung 3.4.4 ist die Komposition von zwei Permu-
tationen wieder eine solche. Also ist o eine Verkniipfung auf S (X). Diese ist assoziativ:

((fog)oh)(z)=(fog)(h(x))=f(g(h(x))=f((goh)(x))
=(fo(goh)(x) Vf,gheS(X), VreX.

Weiter ist id x ein neutrales Element:

(idx of) (z) = idx (f (z)) = f (z) = f (idx (z))
= (foidx) (x) Vf e S(X), Vz e X.

Ist schliefllich f € S (X), so ist die Umkehrabbildung f~! ein zu f inverses Element:
flof=idx =fof .
Also ist (S (X),o0) eine Gruppe, die Permutationsgruppe von X.
Im Falle der endlichen Menge {1,...,n} C N schreibt man auch
Sp=8S{1,...,n}).

Fiir o € S, schreiben wir auch

a:<1 2 ”) mit o; = o (i) .

g1 09 ... Op

T € Sy, heift Transposition, wenn 3k, € {1,...,n}, k # [, mit

[ falls ¢ =k,
T(1) =< k falls i =1, fir 1<i<n.
1 sonst,

Wir sprechen auch von der Vertauschung von k und [. Fiir jedes solche 7 gilt To7 =
idgy,. ), das heifit ~l=r

Man beachte, dass S, genau n! Elemente hat (Aufgaben). So besteht etwa S3 aus den

6 Elementen
(123 (123 (123
91=\1923)" 27 \213) 937 (321)
(123 (123 (123
94=\132) %7 \231) 997 \312)

Es gilt zum Beispiel
oo — 123\
09 004 = 231 = 05.
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(v) Wie man leicht nachrechnet, ist S, kommutativ fiir n = 1,2. Fiir n = 3 gilt dies nicht
mehr: Sind 75 die Vertauschung von 1 und 2 sowie 793 die Vertauschung von 2 und 3,

so gilt:
) _1234...717&1234...71_ i
T8OT27 \3 194 .. pn 29314 .. n) M2°728

Ist (H,o) eine Halbgruppe, so ergibt sich durch Induktion ein Assoziativgesetz fiir mehr als
drei Elemente von H. Das bedeutet, dass

O

a10...0a,:=(...((ago0az)oag)o...ocan_1)0ay,
fiir a1,...,a, € H unabhingig von der Klammerung definiert ist, sodass wir die Klammern
auch einfach weglassen konnen. Ist (H,o) kommutativ, so gilt entsprechend ein allgemei-
nes Kommutativgesetz, das besagt, dass wir Elemente beim Verkniipfen beliebig vertauschen

diirfen: Sind aq,...,a, € H und ist o € S,, eine Permutation von {1,...,n}, so gilt

alo...oan:aa(l)o...oaa(n).

5.2.8 Definition

Seien (H, o) eine Halbgruppe mit neutralem Element e, a € H und n € Z. Dann setzen wir

a=go...0a, falls n > 0,
—_—
n—mal
a’ = e,
sowie, falls a invertierbar,
a" = (a_l)_n, falls n < 0.
Wir nennen a” die n-te Potenz von a. O

Steht o fiir eine additiv geschriebene Verkniipfung +, so schreiben wir na an Stelle von a'.

5.2.9 Satz

Sei (G, 0) eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(i) (a™)"'=a Vaega,
(iii) (ayo0---0ay) ' =aylo---0ay! Vai,...,a, €G,

(iv) a™oa™ = a™t", (a™)" =a™" VYm,n€Z Ya€QG.
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Beweis
Siehe Vorlesung Algebraische Strukturen. O

Streng genommen haben wir bei der Definition von aj o ... o a, und damit auch bei der von
a™ ein mathematisches Prinzip benutzt, das Rekursionsprinzip heifit, und das man durch
vollstdndige Induktion begriinden kann. Grob gesprochen erlaubt uns dieses Prinzip die Defi-
nition (Konstruktion) einer Folge (a,)nen in einer Menge X durch Angabe von a; zusammen
mit einer Vorschrift wie man a,y; aus a, gewinnt (oder wie man a,41 aus aq,...,a, ge-
winnt). Man spricht dann von einer rekursiven Definition (Konstruktion) oder auch von
einer induktiven Definition (Konstruktion). Will man etwa die Potenz a™ in 5.2.8 fiir
n > 0 rekursiv definieren, so setzt man a' := a sowie a"*! := a” o a. Fiir eine Diskussion des
Rekursionsprinzips verweisen wir auf Barner-Flohr, Analysis 1.

5.3 Ringe und Korper

5.3.1 Definition

Sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen +, -. Dann heifit das Tripel (R, +, -) ein Ring, falls
(i) (R,+) eine abelsche Gruppe ist,
(ii) (R,-) eine Halbgruppe ist und
(iii) die Distributivgesetze gelten:
a-(b+c)=a-b+a-c,
(b+c)-a=b-a+c-a Va,bceR.
Ein Ring heifit
e kommutativ, falls (R,-) kommutativ ist,

e Ring mit 1, falls (R, ) ein (mit 1 bezeichnetes) neutrales Element besitzt. O

5.3.2 Rechenregeln
Sei (R, +, ) ein Ring. Dann gilt
(i) a-0=0-a=0 VYae€R,
(i) a-(=b)=(-a)-b=—a-b und (—a)-(-b)=a-b  Va,b€ER,

(iii) ist (R,+,-) ein Ring mit 1 und gilt R # {0} , so gilt 1 # 0.

Beweis

Siehe Vorlesung Algebraische Strukturen. O
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5.3.3 Definition

Ein kommutativer Ring (K, +,-) mit 1 heiit ein Kérper, wenn K \ {0} beziiglich - eine
abelsche Gruppe ist. ([l

In einem Korper gilt stets 1 # 0. Jeder Korper hat also mindestens zwei Elemente.

5.3.4 Beispiel
(i) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit 1.

(ii) Seien X # @ und R = {f: X — Z | f Abbildung}. Definieren wir fiir f,g € R die
Summe f + g und das Produkt f - g elementweise,

(f+g) (@)= f(z)+g(z), (f-9)(x)=[f(2) g(x) VreX,

so ist (R, +,-) ein kommutativer Ring mit 1 (das Einselement ist die Abbildung, die
jedes z € X auf die Zahl 1 € Z abbildet).

(iii) (Q,+,-) ist ein Korper. O

5.3.5 Bemerkung

(i) Ist (R,+,-) ein Ring, so erhalten wir induktiv das allgemeine Distributivgesetz:
Sind ay,...,an,b1,...,by € R, so gilt

i=1 j=1

(ii) Betrachet man in der Mathematik Strukturen auf Mengen, so stellt sich immer auch
die Frage, wie diese Strukturen mit mengentheoretischen Operationen und Abbildun-
gen vertriaglich sind. Darauf kommen wir in dem Linearen-Algebra-Teil der Vorlesung
zuriick, verweisen aber vor allem auf die Vorlesung Algebraische Strukturen. O

Zum Schluss gehen wir kurz auf ein weiteres wichtiges Beispiel fiir einen Ring ein:

5.3.6 Satz und Definition

Seien (R, +, -) ein kommutativer Ring mit 1 und ¢ eine Unbestimmte. Dann heifit ein Ausdruck
der Form

n
p= Zaiti =ag+ait+---+ a,t” mit ag,a1,...,a, € R

i=0
ein Polynom in ¢ mit Koeffizienten a; € R. Ist dabei a,, # 0, so heifit deg(p) := n der
Grad von p. Sind alle a; = 0, so sprechen wir vom Nullpolynom und schreiben p = 0. Der
Vollstandigkeit halber setzen wir deg(0) = —oo. Die Polynome vom Grad 0 zusammen mit
dem Nullpolynom werden als konstante Polynome bezeichnet. Mit anderen Worten, wir
fassen die Elemente von R als konstante Polynome auf. Fiir die Menge aller Polynome in ¢
mit Koeffizienten in R schreiben wir R [¢].
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Zwei Polynome
p=ag+ait+---+apt", g=byg+bit+---+byt™ € R[t]

konnen miteinander addiert und multipliziert werden. Zur Definition der Addition kénnen
wir m = n annehmen (ist etwa m < n, so setzen wir b; = 0 fiir i = m + 1,...,n). Dann

definieren wir
n

p+q:= Z(ai + byt
1=0

Die Multiplikation wird so definiert, dass man formal entsprechend dem allgemeinen Distri-
butivgesetz ausmultipliziert und dann beziiglich den Potenzen von ¢t zusammenfasst:

n m n+m l
pra=Q ait) - Q bt =) (Z(aé—k : bk)) t".
i=0 j=0 (=0 k=0

Dann ist (R [t],+,-) ein kommutativer Ring mit 1.

Beweis

Die Ringgesetze von (R [x],+, ) ergeben sich aus denen von (R, +,-) durch Nachrechnen. Da-
bei ist das Nullpoynom neutral beziiglich + und zu Y_,_ a;t" ist Y"1 ; (—a;) t* invers beziiglich
+. Das konstante Polynom 1 ist das Einselement. O



Kapitel 6

Axiomatik der reellen Zahlen

6.1 Motivation

Die reellen Zahlen sind die Grundlage allen Messens. Wie wir in den Aufgaben gesehen haben,
kommen wir dazu mit den rationalen Zahlen nicht aus: Man kann Strecken konstruieren, deren
Lénge keine rationale Zahl ist:

V2

1

Wir haben uns bisher auf den Standpunkt gestellt, dass wir mit den Zahlen und ihren Rechen-
gesetzen vertraut sind, und sind nur gelegentlich auf den Aufbau des Zahlsystems eingegangen
(Erwéhnung der Peano-Axiome zur Charakterisierung der natiirlichen Zahlen in Abschnitt
1.5.1; Konstruktion der ganzen aus den natiirlichen Zahlen in den Aufgaben; Konstruktion
der rationalen aus den ganzen Zahlen in Beispiel 4.3.9). Nicht eingehen wollen wir auf die
Konstruktion der reellen aus den rationalen Zahlen. Um auf sicherem Boden zu stehen, werden
wir stattdessen als Grundlage fiir alles Weitere einige Axiome (Grundgesetze) formulieren, die
die reellen Zahlen charakterisieren und aus denen sich die weiteren Eigenschaften und Gesetze
dieser Zahlen ableiten lassen. Dabei bemiihen wir uns darum, mit mdglichst wenig Axiomen
auszukommen. Das Prinzip, an den Anfang einer Theorie Axiome zu stellen, und alles weitere
der Theorie daraus abzuleiten, nennt man auch die axiomatische Methode. Diese ist ein
Grundprinzip der modernen Mathematik.
Mehr zum Aufbau des Zahlsystems finden Sie in dem Buch Zahlen von Ebbinghaus et al.
O

6.2 Die Korperaxiome

Die hier vorgestellten Grundgesetze begriinden das Rechnen mit den reellen Zahlen. Wir
gehen davon aus, dass es Verkniipfungen

+:RxR—=R, (a,b) — a+b, und
-t RxR—R, (a,b) —a-b,

41
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gibt, so dass (R, +,-) ein Korper ist. Die in Kapitel 5 formulierten Gesetze fiir einen Korper
nennen wir in diesem Zusammenhang dann die Korperaxiome der reellen Zahlen. Alle
Gesetze, die wir in Kapitel 5 aus den Korpergesetzen abgeleitet haben, gelten auch fiir R.

Subtraktion bzw. Division sind erklirt durch a —b:=a+ (—=b) bzw. ¢ :=a-1 =a-b~L.

6.3 Die Anordnungsaxiome

Wir sind daran gewohnt, dass wir zwei reelle Zahlen entsprechend ihrer Gréfle vergleichen
kénnen:

Axiomatisch fordern wir die Existenz einer Relation < auf R, die folgenden Grundgesetzen
genugt:

6.3.1 Anordnungsaxiome

(i) < ist eine totale Ordnung auf R,
(ii) Vertriglichkeit mit der Addition: a <b = a+c<b+c¢ Va,b,c € R,

(iii) Vertraglichkeit mit der Multiplikation: a < b, 0 < c=a-c<b-c Va,b,ce R. O
Eine Zahl x € R heifit positiv, wenn gilt = > 0. Sie heifit negativ, wenn gilt x < 0.

Aus den Anordnungsaxiomen lassen sich weitere Gesetze ableiten:

6.3.2 Satz
Fiir alle a, b, c,d € R gilt:

(i) a<d S 0<b—as —b< —a,

Beweis

Wir zeigen (v). Zuniichst ergibt sich aus den Kérpergesetzen, dass gilt a # 0 < a? # 0. Ist
dann also a > 0, so folgt aus 6.3.1, (iii) und den Korpergesetzen auch 0 =0-a < a-a = a.
Ist @ < 0, so ist 0 < —a nach (i), also gilt a> = (—a)? > 0 nach dem gerade bewiesenen. [J

Wir wollen nun erkliaren, wie wir bei unserem axiomatischen Ansatz die Menge N der natiir-
lichen Zahlen als Teilmenge von R wiederfinden kénnen. Dazu schreiben wir voriibergehend
Or bzw. 1g fiir das Null- bzw. Einselement von R, um diese von den natiirlichen Zahlen 0 und
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1 zu unterscheiden. Aus 6.3.2, (v) folgt dann Og < 1g. Ist allgemein n € N, so schreiben wir
voriibergehend
ng=1g +...+1g € R.
n—mal
Induktion liefert dann Og < ng. Sind nun m # n zwei natiirliche Zahlen, so gilt auch mg # ng.
Denn ist etwa m < n, so 3k € N mit m + k = n. Dann gilt auch mg + kg = ng. Wére also
mgr = nR, so folgte aus der Kiirzungsregel kg = Og im Widerspruch zu Or < kg.
Wir haben somit gezeigt, dass die Abbildung

N — {ng |n € N}, n— ng,

eine Bijektion ist. Addition und Multiplikation bei den natiirlichen Zahlen und den ihnen
zugeordneten reellen Zahlen laufen auf dasselbe hinaus: Induktion liefert (m+n)gr = mg +ngr
und (m - n)r = mg - ng. Gleiches gilt fiir die Ordnung. Wir kénnen somit die natiirlichen
Zahlen mit ihrem Bild in R identifizieren und n fiir ng schreiben. Nehmen wir nun die Null
und die negativen Zahlen hinzu und betrachten dann Briiche, so haben wir auch Z und Q
wiedergefunden. Wir haben wie gewohnt

NCcZcQcCR.

6.3.3 Definition

Fiir a € R setzt man:

1l a, fallsa >0
al =
—a, falls a < 0. O

6.3.4 Satz (Eigenschaften des Absolutbetrags)
Fiir alle a,b € R gilt:

(i) la| >0 und (o =0 a=0),
(i) [=al  =lal,
(iii) lal- [0 = la-b],
(iv) |4 = %, falls b # 0,
(v) la+b] < la|+1b, (Dreiecksungleichung)
(vi) [la| = [b[| < 'la —b[ und [|a] — [b]| < |a + b,

Beweis
Wir zeigen (vi). Mit Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt sich
la| = la—b+b| < |a—b] +[b]

und somit |a|—|b| < |a — b|. Vertauscht man a und b, so erhélt man analog —(|a|—[b]) < |a — b|.
Aus der Definition des Betrages folgt ||a| — |b|| < |a — b|] und somit die erste Ungleichung in
(vi). Die zweite Ungleichung ergibt sich aus der ersten mit Hilfe von (ii):

lla = [bl| = [la] = |=bl| < |a = (=b) = |a + 0] O
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6.3.5 Notation (Intervalle)

Sind a,b € R mit a < b, so setzen wir
e [a,b] ={zeR|a<x<b} (abgeschlossenes Intervall)

Sind a,b € R mit a < b, so setzen wir

o Ja,b| ={zeR|a<x<b} (offenes Intervall)
o [a,b] ={reR|a<x<b} (halboffenes Intervall)
e Ja,b ={zeR|a<xz<b} (halboffenes Intervall)

Ist a € R, so setzen wir:

o [a,0] ={rxeR|z>a},
o Ja,0] :={rxeR|z>a},
o |—00,a] :={zx€R|z<a}, (uneigentliche Intervalle)
o |—o0,a] :={zeR|z<a},
e |—00,00[:= R. O]

Wir fordern ein weiteres Axiom:

6.3.6 Das Archimedische Axiom

Seien a,b € R,a > 0,b > 0. Dann In € Nmit n-a > b. O

Wir notieren einige Folgerungen:

6.3.7 Satz

(i) VaeR3ImeZmitn<a<n+1,
(i) Ve €R, € >0, In € Nmit L <e.
(iii) Bernoullische Ungleichung: Sei a € R, a > —1. Dann gilt

(I1+a)">1+n-a VYneN.

(iv) Seib € R, b> 1. Dann gilt VK € R, K > 0: 3In € N mit " > K.
(v) Seig e R, 0 < ¢g< 1. Danngilt Ve € R, € > 0: In € N mit ¢" < e.

(vi) Dichtheit der rationalen Zahlen: Jedes offene Intervall |a, b enthélt mindestens eine
rationale Zahl.
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Beweis
Die Giiltigkeit von (i) - (v) zeigen wir in den Aufgaben.

(vi) Wegen a < b existiert nach (ii) ein n € N mit & < b — a. Dann kénnen wir nach (i) ein
m € Z finden mit m < na < m + 1. Daraus ergibt sich mit Hilfe der Anordnungsaxiome:
m+1 m 1

1
a < =—+—-<a+—-<a+(b—a)=0.
n non n

0

Wir fassen die bisherigen Axiome 6.2, 6.3.1 und 6.3.3 zusammen, indem wir sagen, dass R ein
archimedisch angeordneter Korper ist. Neben R ist auch Q ein solcher. Also ist R durch
die bisherigen Axiome noch nicht eindeutig bestimmt. Wir bendtigen noch zusétzlich das im
néchsten Kapitel formulierte Vollsténdigkeitsaxiom.

6.3.8 Notation

Wenn wir im folgenden Ungleichungen wie £ > 0 bzw. M > 0 verwenden, so ist stets € bzw.
M eine reelle Zahl.
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Kapitel 7

Folgen, Grenzwerte und das
Vollstiandigkeitsaxiom

7.1 Motivation

Der Begriff des Grenzwertes ist zentral fiir die Analysis. Seine Bedeutung beruht darauf, dass
viele Groflen nicht durch einen in endlich vielen Schritten exakt berechenbaren Ausdruck
gegeben, sondern nur mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden kénnen. Eine Zahl mit
beliebiger Genauigkeit zu approximieren heifit, sie als Grenzwert einer Folge darzustellen. [J

7.2 Konvergente Folgen

Folgen in R heiflen auch Folgen reeller Zahlen.

7.2.1 Beispiel:
(i) Ist a € R, so ist durch a, := a V¥n € N die konstante Folge a,a, ... erklért.

(ii) Setzen wir a, = % Vn € N, dann ergibt sich 1, %, %, i, e

(iii) Mit a,, = (—1)" Vn € N erhalten wir —1,1,-1,1,... .

(iv) Definieren wir rekursiv a; = 1,a2 = 1 und a,, = a,,—1 + an—2 fiir n > 3, so ergeben sich
die Fibonacci-Zahlen 1,1,2,3,5,8,13,21,...

(v) Ist a € R, so ist durch a,, := a™ Vn € N eine Folge erklirt. O

Wir formulieren Definitionen und Sétze fiir Folgen der Form (ay,),,cy. Fiir Folgen der Form
(an),>y (siehe 3.5.1) gelten die analogen Definitionen und Sétze.

7.2.2 Definition

Eine Folge (ay), ¢y reeller Zahlen heifit konvergent gegen eine Zahl a € R, falls gilt:

Ve >0 3ng(¢) € Nmit |a, —al] <e Vn>=mng(e).

47
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_——— fast alle Folgeglieder

—_—— liegen hier
] | [
J ! L

a—E¢ a a+e
In diesem Fall heifit a Grenzwert oder Limes der Folge (a,),y und wir schreiben

lima, := lim a, :=a oder a, —a fiir n — oco.
n—oo

Ist speziell a = 0, so sprechen wir von einer Nullfolge. Eine Folge, die gegen einen Grenzwert
konvergiert, heilit konvergent. Andernfalls heifit sie divergent. O

7.2.3 Satz

Jede konvergente Folge (ay), oy reeller Zahlen besitzt genau einen Grenzwert.

Beweis

e Annahme: 3 zwei Grenzwerte a # b.
: . la—b]
Dann ist € := 55— > 0. Also
dng,np € N mit |a, —al <eVn>=n, und |a, —b| <e Vn > ny.

Ist ng die grofere der beiden Zahlen n, und ny, so gilt sowohl |a,, — a| < € als auch |a,, — b| <
e Vn = ng. Wahlen wir ein n > ng, so ergibt sich mit Hilfe der Dreiecksungleichung der
folgende Widerspruch:

la —b| = |(a — an) + (an — )| < |an, — a| + |an — b|
<2-e=la—0l. 4% O

7.2.4 Definition

Eine Folge (ay),cy reeller Zahlen heifit beschrénkt, wenn

AM >0 mit |a,| < M Vn €N. O

7.2.5 Satz

Jede konvergente Folge (a,,)nen reeller Zahlen ist beschrénkt.

Beweis
Sei lim a,, = a. Dann dng € N mit
lan, —al <1 VYn = ny.

Es folgt:
lan| = |a + a, — a| < |a| + |an, — a] < a| +1 Yn > n.

Ist also M die grofite der Zahlen |aq1], |ag|, ..., |any—1|,|a| + 1, so gilt |a,| < M VneN. O
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7.2.6 Beispiel

(i) Ist a, = a Vn € N, so gilt lim a,, = a. Denn ist € > 0 beliebig vorgegeben, so gilt

la, —al =0<e VYn>1

(i) Es gilt lim 2 = 0. Denn ist &€ > 0 beliebig vorgegeben, so 3 nach 6.3.7, (ii) ein ng € N
mit nio < e. Also folgt mit 6.3.2, (iv):

(iii) Die durch a,, = (—1)" Vn € N definierte Folge ist divergent:
e Annahme: (a,),y konvergiert gegen a € R.

Dann Ing € N mit |a, —a] < 1 Vn > ng. Wihlen wir ein n > ng, so ergibt sich mit
Hilfe der Dreiecksungleichung der folgende Widerspruch:

2 = |an+1 = an| = [(an41 — a) + (a — ay)|
<laptr —al+la—ap] <1+1=2.4%

(iv) Die Folge der Fibonacci-Zahlen divergiert nach 7.2.5, denn man zeigt leicht durch In-
duktion, dass a, > n — 1 Vn € N. Also ist die Folge unbeschréinkt.

(v) Ist a, = @™ ¥n € N, so machen wir eine Fallunterscheidung. Gilt |a|] < 1, so gilt
lima, = 0. Denn ist £ > 0 beliebig vorgegeben, so 3 nach 6.3.7, (v) ein ng € N mit
la|™ < e. Also folgt mit dem dritten Anordnungsaxiom und 6.3.4 , (iii)

la™ — 0] = |a"] = |a|” < |a]™ <& V¥n = no.
Ist a = 1, so gilt lima, = 1 nach (i). Ist a = —1, so liegt Divergenz vor nach (iii). Ist
schlieflich |a| > 1, so ist die Folge wegen 6.3.7, (iv) unbeschrinkt und somit divergent
nach 7.2.5,. O

Wir sagen, eine Aussage fiir die Glieder einer Folge gilt fast immer, wenn es ein N € N
gibt, sodass die Aussage Vn > N gilt.
7.2.7 Satz (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Sind (an),eny bzw. (bn),,cny konvergente Folgen reeller Zahlen mit Grenzwerten a bzw. b, und
ist (cn),en eine weitere Folge reeller Zahlen, so gilt:

(i) Vergleichssatz:
Gilt fast immer a,, < by, so ist auch a < b.

(ii) Sandwichkriterium:
Gilt @ = b und gilt fast immer a,, < ¢, < b,, so konvergiert auch ¢, — a = b.

(iii) Betragssatz:
Es konvergiert auch |a,| — |al.
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(iv) Limessitze:
Es konvergieren auch
anp +b, —a+bd (Summensatz)
anp—b, —a-—>»
an by, —a-b (Produktsatz)
A ap —Aa VAeR

Ist iiberdies b # 0, so gilt fast immer b,, # 0 und es konvergiert auch

Gn

<_> ¢ (Quotientensatz)
bn n>k b

(dabei sei k so gewiahlt dass gilt b, # 0Vn > k).

Beweis

Wir zeigen den Summensatz. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann 3ng, n, € N mit |a, —a| < 5 fiir n > n,
und |b, — b] < § fiir n > ny. Ist ng die groBere der beiden Zahlen ng,ny, so folgt mit der
Dreiecksungleichung

[(an +bn) — (a+b)| = |(an — a) + (b, — )|

g\an—ayﬂbn—by<§+§=aVn>no. O

7.2.8 Beispiel

_ 6
(i) Sei ap = 47’6 vy ¢ N. Dann gilt a, = —3°. Beispiel 7.2.6 (i), (ii) und die Li-

6-n3—2.n2 6— 2
messétze zeigen, dass die Z#hler- bzw. die Nennerfolge konvergiert und zwar gegen 4

bzw. 6. Wegen 6 # 0 koénnen wir den Quotientensatz anwenden und erhalten, dass

(an)nen konvergiert mit Grenzwert 4 = 2.

(ii) Sei a, = 372;:12n. Einsetzen groBer n (Computer) liefert a, ~ 3. Wir raten a = 3 und

formen um:

il pgn —gntl 3| jon — 2" 2"
3" +1 3n+1 3" 3
Da die rechte Seite nach 7.2.6, (v) eine Nullfolge darstellt, folgt mit dem Sandwichkri-
terium a,, — 3. O

7.3 Vollstindigkeit

Das Vollsténdigkeitsaxiom eroffnet eine Moglichkeit, die Konvergenz einer Folge nachzuweisen,
ohne dass man den Grenzwert kennt.

7.3.1 Definition
Eine Folge (ay),,cy reeller Zahlen heifit Cauchy-Folge, falls gilt:

Ve >0 dng(e) € Nmit |a, —ap| <& Vn,m >ng(e). U
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7.3.2 Satz

Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis

Sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen mit a,, — a und sei € > 0. Dann Iny € N, sodass
lan — a| < §V n > ng. Somit gilt V n,m > ng:

lan — am| = |[(an —a) + (@ — an)| < lan —al + |a — ap)|

Die Umkehrung des Satzes fordern wir als Axiom:

7.3.3 Vollstindigkeitsaxiom
Jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert gegen einen reellen Grenzwert. O

Ein Korper, in dem die Anordnungsaxiome, das Archimedische Axiom und das Vollstindig-
keitsaxiom erfiillt sind, heifit vollstéindig archimedisch angeordneter Kérper. Man kann
beweisen, dass ein solcher Kérper eindeutig bestimmt ist (siehe Ebbinghaus et al., Zahlen).

7.4 Der Satz von Bolzano-Weierstraf3

7.4.1 Definition

Seien (ay, )nen eine Folge reeller Zahlen und
ny <ng <ng<..
eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heif3t die Folge

(ank )k)EN

eine Teilfolge von (an)nen - O
Es folgt unmittelbar aus den Definitionen, dass jede Teilfolge einer gegen a € R konvergenten

Folge reeller Zahlen ebenfalls gegen a konvergiert.

7.4.2 Satz (Bolzano-Weierstraf})

Jede beschrénkte Folge (ay,)nen reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Notation

Ist I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall, so setzen wir diam (I) := (b — a).
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Beweis

(a) Wegen der Beschrinktheit von (ay)nen existieren A, B € Rmit A <a, <B VneN.
Wir setzen I := [A, B] und konstruieren rekursiv eine Folge abgeschlossener Intervalle
Ii; CR, k€N, so dass Vk € N gilt:

(i) Ir enthélt unendlich viele Glieder von (ap)nen -

(ii) Ly clp_yC---Cl.
(iii) diam I = 27%*! diam I, = (3)F1 - (B — A).
Ist £ > 1 und sind die Intervalle I, = [Ay, By] mit den Eigenschaften (i), (ii) und
(iii) bereits konstruiert fur ¢ < k, so sei M}, := % der Mittelpunkt des Intervalls
[Ak, Bi]. Wir betrachten die beiden Teilintervalle [Ay, M| und [My, By]. Wegen (i) fiir
I, muss eines dieser Teilintervalle unendlich viele Folgenglieder enthalten. Wir setzen

I y1 := [Ag, My], falls dieses Intervall unendlich viele Folgenglieder enthélt, und I, :=
[M}., By] andererseits. Dann erfiillt I;, offensichtlich (i), (ii) und (iii).

(b) Ausgehend von n; := 1 definieren wir nun rekursiv eine Teilfolge (an, )ren von (an)nen
mit a,, € I, Vk € N: Sind ny <... < ny bereits definiert, so 3 m > nj, mit a,, € Iy
da I1q unendlich viele Folgeglieder enthélt. Wir setzen ngiq := m.

(c) Wir beweisen mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxioms, dass (an,)ren konvergiert: — Ist
e > 0 beliebig vorgegeben, so kénnen wir nach (iii), 7.2.6, (v) und den Limesétzen ein
ko € N wihlen, sodass diam I, <e. Dann gilt V &,/ > ko: ap,,an, € Iy, und somit

lan, — an,| < diam I, <e€. 0

7.4.3 Definition
Eine Zahl a € R heifit Hiufungspunkt einer Folge (a,,)nen reeller Zahlen, wenn gilt:

Ve>0Vn € NIng €N, ng>ng, mit |a,, —a| <e. O

7.4.4 Bemerkung

Man zeigt sofort, dass a genau dann Haufungspunkt von (ay)nen ist, wenn a Grenzwert einer
konvergenten Teilfolge von (ay,)nen ist. Der Satz von Bolzano-Weierstrafl besagt also:  Jede
beschriankte Folge reeller Zahlen besitzt einen Haufungspunkt. O

7.4.5 Beispiel
(i) Die durch a,, = (—1)™ definierte Folge hat die Hiufungspunkte +1, denn es gilt klim asg =
1 und klim agx—1 = —1. Gleiches gilt fiir die durch a,, = (=1)" + % definierte Folge.

(ii) Die durch
n falls n gerade,
an =9
— falls n ungerade,
definierte Folge ist unbeschrinkt, hat aber den Haufungspunkt 0, denn hm 0 G2p-1 = = 0.
Es gibt also Folgen, die einen Hiufungspunkt besitzen aber nicht beschrankt sind. [
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7.5 Das Monotoniekriterium

Auch hier kommen wir ohne Kenntnis des Grenzwertes aus.

7.5.1 Definition (monotone Folgen)

Eine Folge (ay),,cy reeller Zahlen heifit
e monoton wachsend, falls a, < ant1 Vn €N,
e streng monoton wachsend, falls a, < ap4+1 Vn €N,
e monoton fallend, falls a, 2 ant1 Vn €N,

e streng monoton fallend, falls a, >a,+1 VneN.

7.5.2 Satz (Monotoniekriterium)

Jede beschrénkte monotone Folge (ay,)nen reeller Zahlen konvergiert.

Beweis

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf§ besitzt (ay)nen eine konvergente Teilfolge (an, )ken-

Sei a = lim a,,. Wir zeigen: Dann gilt auch lim a, = a.
k—o0 n—00

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Dann 3k € N mit |a,, —a| <e V k> ko. Wir setzen ng =
N, Ist dann n > ng beliebig gegeben, so Ik > ko mit ny < n < ngy1. Da (an)nen monoton
wachsend (bzw. fallend) ist, gilt dann auch an, < a, < an,,, (bzw. an, > a, > ay,,,). In
jedem Fall gilt: Ist b die gréere der beiden Zahlen |an, — al, |an, , — al, so ist

lap, —al| <b<e. 0

Wir behandeln eine wichtige Formel, die in dem nachfolgenden Beispiel zum Monotoniekrite-
rium benotigt wird:

7.5.3 Bemerkung (Geometrische Summenformel)

Sind x # 1 eine reelle Zahl und n € Ny, so gilt

1— wn+1

n

Zgjk: 1 ’
—x

k=0

Dies zeigt man sofort durch Induktion, wobei sich der Induktionsschritt n — n 4+ 1 wie folgt
ergibt:
n+l n (n+1)+1

11—t 1—2
k _ k n+l _ n+l _
k=0 k=0
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7.5.4 Beispiel

Die Folge s, := > 1, % ist sicher monoton wachsend. Wegen

I 1 _ 1
K 1-2:3-...-k 1-2-2-...-2 2

folgt mit der geometrischen Summenformel:
1 1 1

=3 vV n € Ny.

N

[

+
l\JI)—l| —_

Die Folge ist also auch beschriankt. Nach 7.5.2 ist die Folge konvergent, der Grenzwert wird
mit e bezeichnet (Eulersche Zahl). Im Tutorium werden wir zeigen, dass gilt

1 n
621111}010(1—1—;> . 0

7.6 Bestimmte Divergenz

Bisher haben wir uns hauptséchlich um Eigenschaften konvergenter Folgen gekiimmert. Jetzt
gehen wir kurz auf Folgen ein, die ein besonders iibersichtliches Divergenzverhalten zeigen.
Fiir diese fithren wir eine zweckdienliche Notation ein.

7.6.1 Definition

Eine Folge (ay),,cy reeller Zahlen heiit bestimmt divergent (oder uneigentlich konver-
gent) gegen oo, falls gilt:

VK e R dng € N mit a, > K Vn = ng.

In diesem Fall schreiben wir a,, — oo sowie lim a,, = lim,, .~ @, = 00.
Analog definiert man bestimmte Divergenz gegen —oo. O

Man beachte, dass oo bzw. —oo Symbole sind und keine Zahlen, mit denen man wie tiblich
rechnen kann.

7.6.2 Beispiel

(i) Ist a, = n Vn € N, so gilt a, — co. Gleiches gilt fiir die Folge der Fibonacci-Zahlen.
(ii) Ist ap = —2" Vn € N, so gilt a,, = —o0.

(iii) Die durch a,, = (—1)™ definierte Folge ist divergent aber nicht bestimmt divergent. [

7.7 Schranken

Sei X C R.
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7.7.1 Definition

(i) X heifit nach oben beschrinkt, wenn 3b € R mit z < b Vo € X. Jedes solche b heifit
auch eine obere Schranke von X.

(ii) X heifit nach unten beschrinkt, wenn Ja € R mit z > a Vo € X. Jedes solche a
heilt auch eine untere Schranke von X.

(ili) X heiBt beschrinkt, wenn X nach oben und unten beschrinkt ist. O

Fiir Folgen stimmt diese Definition mit der in 7.2.4 iiberein.

7.7.2 Definition

(i) Eine Zahl s € R heift Supremum von X, wenn s kleinste obere Schranke von X ist,
das heifit wenn gilt

(a) x < sVxelX,

(b) ist s’ € R und gilt z < s Vo € X, so folgt s < ¢'.

(ii) Eine Zahl r € R heifit Infimum von X, wenn r grofite untere Schranke von X ist, das
heifit wenn gilt:

(a) x =>rVre X,
(b) ist v € R und gilt > r* Vo € X, so folgt r > 1. O

7.7.3 Satz

(i) Ist X # () und nach oben beschrinkt, so besitzt X ein Supremum und es gibt eine Folge
(n)peny € X mit , — sup X.

(ii) Ist X # () und nach unten beschriinkt, so besitzt X ein Infimum und es gibt eine Folge
(Un)pen C X mit yp, — inf X

Beweis

Wir zeigen (i). Die Giiltigkeit von (ii) ergibt sich analog.

Sei also X # () und nach oben beschrinkt. Dann existieren ein Element xy € X sowie eine
obere Schranke by von X. Es gilt 2 < by und somit r := by — 2¢ > 0. Ausgehend von zg und
by definieren wir rekursiv Folgen

e g <x1 <x9... von Elementen von X und
® by > by > by... von oberen Schranken von X,

sodass gilt
by, —x, <27"-r ¥n e Nj.

Ist n > 1 und sind xzg,...,x, sowie by,...,b, mit den genannten Eigenschaften bereits de-
finiert, so sei M,, = % der Mittelpunkt des Intervalls [z,,b,]. Dann gibt es genau zwei
Moglichkeiten:
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(i) M, ist eine obere Schranke von X. Dann setzen wir z,41 = @, und b,+1 = M,.

(ii) M, ist keine obere Schranke von X. Dann Jz,,41 € X N|M,, b,] und wir setzen b, 11 =
b,

In jedem Fall gilt z,, < 11, by > bye1 und b1 — pe1 < 27771 7. Da die Folge (b,)nen,

monoton falled und nach unten durch zy beschrinkt ist, konvergiert sie nach dem Mono-
toniekriterium gegen eine Zahl b € R. Wir zeigen, dass b kleinste obere Schranke von X
ist:

(a) bist obere Schranke von X: Ist x € X, so gilt x < b, Vn € Ny, also auch x <limb,, = b
nach dem Vergleichssatz.

(b) b ist kleinste obere Schranke von X: Ist b’ < b eine weitere reelle Zahl, so In € N mit
27" .r < b—1U. Dann gilt

Tp by —27 " r>b—2"".r >V,
Also ist b’ keine obere Schranke von X.

Schliefflich gilt wegen 0 < b, — x, < 27" -r V¥n € Ny und dem Sandwichkriterium, dass
(by, — Tn)n>0 eine Nullfolge ist. Mit (b,),>0 konvergiert dann auch (x,),>0 und zwar gegen
den gleichen Grenzwert b. O

7.7.4 Bemerkung und Notation

(i) Supremum bzw. Infimum sind im Falle der Existenz eindeutig bestimmt und werden
dann mit sup X bzw. inf X bezeichnet.

(ii) Ist X nach oben bzw. unten unbeschrinkt, so existiert eine Folge (z,),cy C X bzw.
(Yn)peny C X die bestimmt gegen oo bzw. —oo divergiert. Wir schreiben dann sup X =
00 bzw. inf X = —o0. O

7.7.5 Definition

(i) Eine reelle Zahl s heiit Maximum von X, wenn gilt s = sup X und s € X.

(ii) Eine reelle Zahl r heift Minimum von X, wenn gilt » = inf X und r € X. .

7.7.6 Bemerkung und Notation

Maximum bzw. Minimum sind im Falle der Existenz eindeutig bestimmt und werden dann
mit max X bzw. min X bezeichnet. O

7.7.7 Beispiel

(i) Sicher gilt max [a,b] = b und min [a, b] = a.
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(ii) Wir zeigen sup|a,b][ = b. Sicher ist b eine obere Schranke von Ja,b[. Ist b’ < b eine
weitere reelle Zahl, so setzen wir

<a+b b’+b>
T — Imax .

2 72

Dann gilt = € Ja,b[ und ' < z. Also ist b’ keine obere Schranke von ]a, b].
Analog erhilt man inf |a, b] = a. O

7.7.8 Satz und Definition
Seien a > 0 eine reelle Zahl und n € N. Dann hat die Menge
X:={zeR|z>0undz" <a}

ein Supremum s und fiir dieses gilt s” = a. Weiter ist die Zahl s durch die Bedingungen s > 0
und s™ = a eindeutig bestimmt. Wir nennen {/a := s die n-te Wurzel aus a.

Beweis

Wir kénnen annehmen, dass gilt a > 0. Sind x,y beliebige reelle Zahlen > 0, so folgt aus
dem dritten Anordnungsaxiom r < y < z™ < y". Daraus ergibt sich die Findeutigkeit der
Wurzel im Falle der Existenz. Um die Existenz zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass X
wegen 0 € X nicht leer ist. Weiter ist X nach oben beschrinkt: Wegen der Bernoullischen
Ungleichung gilt Vo € X stets 2 < a < 1+ na < (1 + a)" und somit auch z < 1+ a. Also
Js := sup X nach 7.7.3. In den Aufgaben werden wir jede der beiden Annahmen s™ < a und
s™ > a zu einem Widerspruch fiihren. Daraus folgt dann s" = a. O

7.8 Limes superior und Limes inferior

7.8.1 Bemerkung und Definition

Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen.

(i) Ist (an)nen nach oben beschrinkt, so ist (sup{ax | & > n})nen eine monoton fallen-
de Folge reeller Zahlen. Diese konvergiert also eigentlich gegen eine reelle Zahl oder
uneigentlich gegen —oo. Wir nennen dann

lim a, := lim a,:= lim (sup{ay | k > n})
n—oo n—oo
den Limes superior von (a,)nen. Ist (ay)nen nach oben unbeschrinkt, so schreiben
wir lim a,, = oco.

(i) Ist (an)nen nach unten beschrénkt, so ist (inf {ay | & > n})nen eine monoton wach-
sende Folge reeller Zahlen. Diese konvergiert also eigentlich gegen eine reelle Zahl oder
uneigentlich gegen co. Wir nennen dann

lim a, ;== lim a,:= lim (inf{ax | £ > n})
n— oo n— o0
den Limes inferior von (a,)nen. Ist (an)nen nach unten unbeschrénkt, so schreiben
wir lim a,, = —oo. ]
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7.8.2 Beispiel
Fiir die durch a,, = (—1)"(1 + 1) definierte Folge gilt

1+ falls n gerade,
sup {ay | k> n} = { B :
1+ 49, falls m ungerade,
und somit lim a, = 1. Entsprechend folgt lim a, = —1. O
n—oo n—oo

7.8.3 Satz

Seien (ay)nen eine beschrinkte Folge reeller Zahlen und H die Menge ihrer Hiufungspunkte.
Dann ist H nicht leer und besitzt sowohl ein Minimum als auch ein Maximum. Es gilt

lim a,, = min H bzw. lim a, = max H.

Beweis

Aufgaben. O

7.8.4 Satz

Eine Folge (ay,)nen reeller Zahlen ist genau dann konvergent, wenn sie beschrénkt ist und nur
einen Haufungspunkt besitzt. In diesem Fall gilt

lim a,, = lima,, = lim a,,.

Beweis

Aufgaben. O



Kapitel 8

Reihen

8.1 Motivation

Reihen sind spezielle Folgen, die z. B. in der Form der Potenzreihen wichtige Anwendungen
in der Approximation klassischer Funktionen wie sin, cos, exp und log haben. [J

8.2 Konvergente Reihen

8.2.1 Definition

Ist (ax)ycn eine Folge reeller Zahlen, so erhilt man eine neue Folge (s,),, oy durch Aufaddieren:

neN

n
Sn ::Zak, n € N.
k=1

Die Folge (sp),cy heiBt die (unendliche) Reihe mit den Gliedern ai,as,a3,... und den
Partialsummen sq, s9, s3,... und wird mit 220:1 ap bezeichnet. O

8.2.2 Definition

Die Reihe 77 | ai heiBit konvergent, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert. Wir
schreiben dann auch

o
§:= Zak = lim s,
n—oo
k=1

und nennen s den Grenzwert oder die Summe der Reihe. Eine Reihe heifit divergent,
wenn sie nicht konvergiert. O

Zunichst ist also > 77 ; ai nur ein Symbol. Erst im Falle der Konvergenz steht Y7, ay fiir
eine reelle Zahl. Analog zu unserem Vorgehen bei Folgen betrachten wir auch Reihen der
Form

o
Z ap mit kg € Z.
k=ko

Im folgenden wéhlen wir oft kg = 0.

99
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8.2.3 Beispiel

(i) geometrische Reihe: Ist z € R mit |z| < 1, so ist Y _po ¥ konvergent und es gilt

> 1
Zxk: 1—z

k=0

In der Tat liefert die geometrische Summenformel s, = >}, k= 1_1@:1. Mit den

Limessitzen und 7.2.6, (v) folgt s, — 12—.

(i) harmonische Reihe: Die Reihe ) 2, % ist divergent. Denn nach 6.2.5 ist jede kon-
vergente Folge beschriankt. Wir zeigen aber: Fiir die harmonische Reihe ist die Folge der
Partialsummen s, =Y ;_; % unbeschriankt. In der Tat gilt fiir n = 2™, m € Ny:

1 1 1 1 1 1 1
ng:1—1—5—|—<§+Z>+<g+...—|—§>+...+<2m_71+1+...+2—m>
st b (B ) (e D (e )
2 4 4 8 8 2m 2m
m
:1—1—5
und diese Folge ist unbeschrankt. O

8.2.4 Satz (Rechenregeln fiir konvergente Reihen)

Sind Y7 ar und Y7 by, konvergent, so konvergieren auch Y 7 (ar £ by) und > 27 A-ag
fiir A € R und es gilt

Z(akibk) = Zakﬂ:Zbk,
= k=0 k=0

k=0

i/\-ak:)\-iak.
k=0 k=0

Beweis

Dies folgt aus den Limessétzen 7.2.7, (iv). O

8.3 Konvergenzkriterien fiir Reihen

8.3.1 Satz (Cauchy-Kriterium)

Eine Reihe Y 7, a konvergiert genau dann, wenn gilt:

n
D ax

k=m

Ve > 0 dng () mit <e Vn=m=>=ng(e).

Beweis

Dies folgt aus 7.3.2 und 7.3.3. O
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8.3.2 Korollar

Ist ) 22 ax konvergent, so ist (ag)ey, eine Nullfolge.

Beweis
Dies folgt mit n = m aus 8.3.1. O

Das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt, dass die Umkehrung im Allgemeinen falsch ist.

8.3.3 Satz (Monotoniekriterium fiir Reihen)

Eine Reihe mit nicht-negativen Gliedern konvergiert genau dann, wenn die Folge ihrer Parti-
alsummen beschréankt ist.

Beweis

Dies folgt aus 7.5.2 und 7.2.5. O

8.3.4 Satz (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen)

Sei (ar)pcy eine monoton fallende Folge nicht-negativer reeller Zahlen mit a; — 0. Dann

konvergiert
[e.e]
Z (—1)k s Ak.
k=0

Beweis

Wir setzen s, := > 1_g (=1)* - ay, Vn € Ny.

Wegen sop 1o — Sor = —aopt1 + asg1o < 0 ist die Folge (32k)keN monoton fallend. Entspre-
chend ist wegen Sopy3 — Sok+1 = G912 — aok+3 = 0 die Folge (32k+1)k€N monoton wachsend.
Weiter gilt

Sok+1 = Sok — Q2k+1 < S2r Yk € Np.

Also ist (s2x) keNo nach unten durch s; und (sog41) keNo nach oben durch sg beschriankt. Nach
dem Monotoniekriterium sind beide Folgen konvergent, etwa

lim (sgr) =s und lim (sgyq1) = 5.
k—o0 k—o0

Wegen soj, — Sopy1 = agir1 — 0 folgt s = &
Ist nun € > 0 beliebig, so In1,ne € Ny mit

|sor — 8| <e Vk>=mny und |soprq — 8| <e Vk=mno.
Setzen wir ng := max (2 - ny,2-ns + 1), so gilt

lsn, —s| <e Vn>=nyg. O
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8.3.5 Beispiel

Die alternierende harmonische Reihe Y 72 | (—1)k_1-% konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium.

)

k
Gleiches gilt fiir die Reihe )7, % Mit dem jeweiligen Grenzwert werden wir uns spéter
befassen. ]

8.4 Absolut konvergente Reihen

Nach dem allgemeinen Kommutativegesetz darf man bei endlichen Summen die Reihenfolge
der Summation vertauschen, ohne dass sich die Summe &ndert (man darf beliebig umordnen).
Um bei Reihen umordnen zu kénnen, braucht man absolute Konvergenz.

8.4.1 Definition

Eine Reihe ) ;7 ai, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe Y7 |ax| konvergiert. [

8.4.2 Bemerkung

(i) Mit Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt sich aus dem Cauchy-Kriterium, dass jede
absolut konvergente Reihe auch konvergent ist. Das Beispiel der alternierenden harmo-
nischen Reihe zeigt, dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt.

(ii) Das Monotoniekriterium fiir Reihen zeigt, dass eine Reihe ) 7 ; ax genau dann absolut

konvergiert, wenn die Folge (3 7, |ak|),,cn, Peschrénkt ist. O

8.5 Kriterien fiir absolute Konvergenz

8.5.1 Satz (Majorantenkriterium)

Sind "7, ar und Y 7, by Reihen mit by > 0 Vk € Ny, so gilt:
(i) Ist Y p2, b konvergent und gilt fast immer |ag| < by, soist Y, ax absolut konvergent.
(i) Ist > 72 by divergent und gilt fast immer ay > by, so ist - ay divergent.

Im Falle (i) heiBt > ;2 b eine konvergente Majorante, im Falle (ii) eine divergente
Minorante.

Beweis

(i) Nach Voraussetzung ko € Ny mit

n n e}
Dolarl <D< b Ynzko
k=ko k=ko k=0

Also ist die Folge der Partialsummen beschrinkt. Das Monotoniekriterium liefert die
Behauptung.

(i) folgt aus (i). O
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8.5.2 Satz (Wurzelkriterium)
Sei Y p2 ax eine Reihe.

(i) Gibt es eine reelle Zahl 0 < ¢ < 1, sodass fast immer gilt {/|ag| < ¢, so ist > ak
absolut konvergent.

(ii) Gilt hingegen fast immer {/|ax| > 1, so ist >~ ai divergent.

Beweis

(i) Die Voraussetzung impliziert, dass fast immer gilt |a;| < ¢*. Also ist die geometrische
Reihe 372 ¢* eine konvergente Majorante fiir Y 5o ay.

(ii) Die Voraussetzung impliziert, dass (ar),cy, keine Nullfolge ist. O

8.5.3 Satz (Quotientenkriterium)

Sei Y32, ax eine Reihe.

Ak+1

a < g, so ist

(i) Gibt es eine reelle Zahl 0 < ¢ < 1, sodass fast immer gilt aj # 0 und

> pe o ar absolut konvergent.

k41
ag

(ii) Gilt hingegen fast immer aj, # 0 und > 1, s0ist Y oo ay divergent.

Beweis

(i) Der erste Teil der Voraussetzung bedeutet, dass es ein m € Ny gibt mit aj # 0 fiir alle
k > m. Aus dem zweiten Teil der Voraussetzung ergibt sich dann durch vollstindige
Induktion: |ag| < |an| ¢*. Also ist |am| > 5o " eine konvergente Majorante.

(ii) Wie beim Wurzelkriterium. O

8.5.4 Korollar

Gk41 |
ag

Ist Y 72 aj eine Reihe und existiert der Grenzwert limy_,o ¥/|ag| = ¢ bzw. limy_.o

¢, so gilt:

o0
(i) ¢ < 1= > aj absolut konvergent,
k=0

o0
(ii) ¢>1= > ai divergent.
k=0

Beweis

Dies folgt unmittelbar aus 8.5.3 und 8.5.2. d
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8.5.5 Beispiel

(i) Warnung: Im Falle der harmonischen Reihe Y 72, 1+ gilt a(’;:l = k—+1 < 1Vk >

Wegen limy,_, k‘L-i-l = 1 ist die Bedingung in 8.5.3, (i) aber nicht erfiillt.

(ii) Fiir z € R betrachten wir die Reihe >~ | £—. Ist & = 0, so liegt absolute Konvergenz
vor. Andernfalls gilt
ZEk k
k+1
S| =l el

Also ist die Reihe nach 8.5.4 absolut konvergent, falls |x| < 1 und divergent, falls |z| > 1.
Fiir x = 1 erhalten wir die harmonische Reihe und somit Divergenz, fiir £ = —1 erhalten
wir die alternierende harmonische Reihe und somit Konvergenz.

(iii) Fiir n € N gilt: Zk = +1) = 547, wie man leicht durch Induktion zeigt. Also kon-

vergiert » 72 | (k =y und es gilt Y77, - (1 1 = L Nach dem Majorantenkrlterlum
konvergieren dann auch die Reihen > 3% | 2=, n > 2. In der Tat gilt Vk € N und n >

1 1 2

S RESE D)

k (k+1) 0

8.6 Umordnung von Reihen

8.6.1 Definition

Ist ZZO:O ay, eine Reihe und ¢ : Ny — Ny eine Permutation, so heif3t ZZO:(] Ao (k) €ine Umord-
nung von » - a. O

8.6.2 Umordnungssatz

Ist Zzooak eine absolut konvergente Reihe, so ist auch jede Umordnung
Yorepa ) absolut konvergent und es gilt

2= Dty
k=0

Beweis

(i) Ist N € Np, so gibt es ein n; € Ny mit

{0(0),...,0(N)} C {0,...,n1}.

Also gilt
N n -
> o] <D larl <D laxl .
k=0 k=0 k=0

Nach dem Monotoniekriterium ist Y2, ag(k) absolut konvergent.
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(ii) Wir schreiben

n

n
Sn = Z ag, tp= Ao (k)
k=0 k=0

und zeigen lim,, . (s, — t,) = 0 (woraus sich dann lim,,_,o t;, = lim, . S, ergibt):
Sei € > 0 beliebig. Nach dem Cauchy-Kriterium dng € Ny mit

n

Z lax| <e Vn>=ng+1.
k=no+1

Wir wahlen ein Ny € N mit

{O,...,no}C{O’(O),...,O’(N())}

und betrachten ein beliebiges N > Ny. Zu N wihlen wir ein n; > ng + 1 wie in (i).

Dann gilt
ni
sy —tn| < Z lag| < e.
k=ng+1
Dies zeigt die Behauptung. ([l

Ohne die Voraussetzung der absoluten Konvergenz ist Satz 8.6.2 falsch. Bevor wir ein Beispiel
geben, stellen wir fest:

8.6.3 Bemerkung

Ist Y p2 ay eine konvergente Reihe, so diirfen ihre Glieder durch Klammern beliebig zusam-
mengefasst werden. Genauer gilt: Ist 0 < k1 < ko < ... und setzt man

A12:a0+---+ak17 Ag::ak1+1,...,ak2, cey

so ist auch ) 2, A, konvergent und es gilt:

o0 o0
E A,, = Zak.
v=1 k=0

In der Tat ist die Folge der Partialsummen (A;+ ...+ Ay,),,cy €ine Teilfolge der Folge der
Partialsummen (ag + ...+ an),cn- O

8.6.4 Beispiel

Wir betrachten die alternierende harmonische Reihe mit Grenzwert

5= i (—1)16_1 .

k=1

i
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Nach obiger Bemerkung diirfen wir schreiben

1 <1 1 1
§’S_Z§'<2u—1_ﬁ>
v=1

St
2v—1 v — 2 4y

v=1

1 1 1 1

4

1-—

1
5
Letzteres ist aber eine Umordnung von
o
(_1)k—1 .
k=1

8.7 Produkt von Reihen

8.7.1 Satz (Cauchy-Produkt von Reihen)

’ O

e

Es seien ZZO:(] ap und ZZOZO by, absolut konvergente Reihen. Fiir n € Ny setzen wir

n
Cp = Z Gp—t * b
k=0

Dann ist auch die Reihe "7 ¢, absolut konvergent und es gilt
S e - <Zk> . <Zbk>.
n=0 k=0 k=0

Beweis

Siehe Heuser, 32.6. O

8.7.2 Beispiel
Fiir jedes x € R ist die Reihe
0k
x
D
k=0
absolut konvergent. In der Tat folgt dies aus dem Quotientenkriterium, denn ist z # 0 und

k> 2-|z| -1, so gilt

:L‘k+1

G | f2] 1
o | T k41 2
K

Sind z,y € R, so gilt nach dem binomischen Lehrsatz
n n—k k n
o T y© 1 n n-k k_ 1 n
=) = 2 () = e
k=0 k=0
Mit 7.7.1 folgt
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8.8 Die Exponentialfunktion

8.8.1 Bemerkung und Definition

Bereits in 7.5.4 hatten wir die Konvergenz von » ;- % gezeigt und den Grenzwert e genannt
(Eulersche Zahl). Nun setzen wir allgemein

> .k
exp (z) := Z % Va € R,
k=0

und nennen die Abbildung
exp: R — R, z—exp(x),

die Exponentialfunktion (reellwertige Abbildungen werden oft als Funktionen bezeichnet).
Nach 8.7.2 gilt die Funktionalgleichung

exp (z +y) = exp (x) - exp (y) . O

8.8.2 Korollar
(i) Vx € R gilt exp () > 0.
(ii) Vz € R gilt exp (—z) = (exp (z)) .

(ili) Vn € Z ist exp(n) =e™.

Beweis

Dies folgt aus der Reihendarstellung bzw. der Funktionalgleichung. Siehe Aufgaben. g

8.9 Potenzreihen

Wie das Beispiel der Exponentialfunktion zeigt, kénnen wir Reihen benutzen, um wichtige
Funktionen zu definieren. Spéter werden wir sehen, dass man sie oft auch benutzen kann, um
bereits definierte Funktionen zu approximieren. In diesem Zusammenhang definieren wir:

8.9.1 Definition

Sind (ak)pey, €ine Folge reeller Zahlen und zy € R, so nennen wir eine Reihe der Form

o
Z ay - (x — wo)k
k=0

Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xy und Koeffizienten ay. O

Der Einfachheit halber betrachten wir im Folgenden xy = 0 (durch die Substitution z = x—xz
kann man jede Potenzreihe zu einer Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0 machen).
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8.9.2 Satz

Konvergiert die Potenzreihe
o
S st
k=0
fiir ein 0 # z; € R (das man fiir = einsetzt), so konvergiert sie absolut Vo € R mit |z] < |z1].

| l
[ ! !

—I1 0 z1

Beweis

Da Y 72 jay - w'f konvergiert, ist (ak . w'f)k €N eine Nullfolge. Insbesondere ist die Folge be-
schrankt. Also 3M > 0 mit ‘ak . ac'f! < M Vk € Ny. Somit gilt Vo € R:

k k ZL'k xT K
‘ak'x‘:ak-:nl-—k <M-|—| VkeNg.
1‘1 I
k
Gilt nun |z[ < [z1], so ist |2=| <1 und somit M - S oreo ‘%‘ eine konvergente Majorante fiir
S ar - o (geometrische Reihe). O

8.9.3 Korollar und Definition

Sei Y popag - z¥ eine Potenzreihe. Dann gilt genau eine der beiden folgenden Aussagen:

(i) Jreelle Zahl R > 0, sodass die Potenzreihe Vz € R mit || < R absolut konvergiert und
Vo € R mit |x| > R divergiert.
| | |
[ ! \
-R 0 R
(ii) Die Potenzreihe konvergiert Vz € R.

Im Falle (ii) schreiben wir auch R = oo. In jedem Fall nennen wir R den Konvergenzradius
der Potenzreihe.

Beweis

Dies folgt mit
R :=sup {w eR

o0
Z ay, - ¥ konvergiert }

k=0
aus 8.9.2. O

8.9.4 Satz (Cauchy-Hadamard)

Sei Y 32y ak - z¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt

R 1
Tim {/Jax]

1 1
Dabei setzt man — = 0 und = = oo.
00 0
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Beweis

Dies folgt aus dem Wurzelkriterium. d

8.9.5 Bemerkung

Gilt fast immer aj # 0 und existiert der Grenzwert

Gk+1

€ER U {£oo},
ay

c= lim
k—o00

so liefert das Quotientenkriterium entsprechend

R=1
C
8.9.6 Beispiel

(i) Fiir die Exponentialreihe erhalten wir, wie erwartet,

k! 1
= —
G+ k+1

0,

also R = co.

(ii) Fiir die geometrische Reihe > 3%, 2% sind alle Koeffizienten und somit auch R gleich 1.

(iii) Fiir die Reihe >"22 mk% ist R = 1 nach 8.5.5, (ii). Dieses Beispiel zeigt, dass wir fiir
|z] = R keine allgemeinen Konvergenzaussagen treffen kénnen. (]
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Kapitel 9

Stetige Funktionen

9.1 Motivation

Das mathematische Modellieren von Anwendungsproblemen fiihrt oft zu Gleichungen oder
Gleichungssystemen, um deren Losung man sich kiimmern muss. Wir betrachten den Fall
einer reellen Gleichung mit einer reellen Unbekannten: Gegeben sei eine Funktion f: I — R,
die auf einem Intervall I C R definiert ist und gesucht sind alle z € I mit f (x) = 0. Diese x
heiflen auch Nullstellen von f. Als Beispiel fragen wir uns, ob die Funktion

1 1
3 2
=z 42 .
f(z)==x T T

eine Nullstelle im Intervall I = [0,1] hat. Einsetzen der Randpunkte von I liefert f(0) =
—%, f(1) = % Wegen des Vorzeichenwechsels erwarten wir bei kontinuierlichen Verlauf des
Graphen von f in der Tat eine Nullstelle, das heifit einen Punkt, bei dem der Graph die
x-Achse schneidet:

el
I
T

[V

,opringt“ die Funktion hingegen, so braucht keine Nullstelle vorzuliegen:
5

2

N[

_%4/3;0 1

Im ersten Beispiel sprechen wir von einer stetigen Funktion, im zweiten Beispiel ist die Funk-
tion unstetig im Punkt xg. Wir wollen den Begriff der Stetigkeit formal einfiihren. O

71
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9.2 Definition der Stetigkeit

9.2.1 Definition

Seien X C R und f : X — R eine Funktion. Dann heifit f stetig in einem Punkt xy € X,
wenn fiir alle Folgen (x,,), .y C X gilt:

Ty, = x9 = f(2,) — f(x0).

Wir nennen f stetig (in X), falls f stetig ist in jedem Punkt von X. O

9.2.2 Satz (e-6—Kriterium der Stetigkeit)

Seien X C R, f : X — R eine Funktion und zyp € X. Dann ist f genau dann stetig in z,
wenn gilt:
Ve > 04§ > 0, sodass Vz € X gilt :

|z — 20| <6 = |f(z) — f(20)| <e.

f(zo)t

66

o

Beweis
7="  Sei f stetig in xg.
e Annahme: Die e-6—Bedingung ist nicht erfiillt.
Dann Jde > 0, so dass kein § > 0 wie gewiinscht existiert. Mit anderen Worten:

Vo>0 JzeX mit |z —x9| <J aber |f(x)— f(xo)| >e.

Insbesondere gibt es dann V n € N ein x, € X mit
1
|zy — 20| < - aber |f(x,) — f(xzo)] > €.

Dann haben wir im Widerspruch zur Voraussetzung eine Folge (z,,)neny C X gefunden mit
Tn — o aber f(zn) » f(zo).

7<” Sei nun die e-6-Bedingung erfiillt. Ist dann (z,)neny C X eine Folge mit x,, — o,
so miissen wir zeigen: f(x,) — f(zo). Sei dazu € > 0. Nach Voraussetzung 3 6 > 0 mit
reX, |[xt—xo| <= |f(z)— f(xo)| < e Da x, — x existiert zu diesem 0 ein ng € N mit
|z, —x0| < ¥V n>mng. Esfolgt |f(x,) — f(xo)| < €V n>ngund somit f(z,) — f(zg). O
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9.2.3 Bemerkung und Notation

Sind zg € R und r > 0, so setzt man auch
Ur(zg) :=lxg —ryxzg+r[={x eR ||z —xo| <r}.
] | [
] ! L

T Zo r

Mit dieser Notation lautet die e-6-Bedingung:

Ve >030 >0 mit z € X NUs(xg) = f(z) € Us(f(x0))- 0

9.2.4 Definition
Sind f,g: X — R Funktionen und A € R, so definiert man Funktionen

f£g: X >Rz f(z)xg(2),

Af: X—->Rz— A f(x).

Setzt man X' := {x € X | g (z) # 0}, so definiert man die Funktion

i:X’—>]R,a;b—>f($)

g g(x) O

9.2.5 Satz

Seien f,g: X — R Funktionen, A € R und x¢ € X. Dann gilt: Sind f und g stetig in xg, so
auch f+g, f+-gund \- f. Gleiches gilt fiir g, falls g (z0) # 0.

Beweis

Dies folgt direkt aus den Limessétzen fiir konvergente Folgen. ([l

9.2.6 Satz (Komposition stetiger Funktionen)
Seien f: X — Rund ¢g:Y — R Funktionen mit f (X) C Y und sei p € X. Dann gilt:

f stetig in zg, g stetig in f (zo) = g o f stetig in xo.

Beweis

Sei (7p),cy C X eine Folge mit x, — xo. Wegen der Stetigkeit von f in xq gilt dann
f(zn) — f(x0). Nach Voraussetzung gilt aber (f (z,)),cny C Y. Also liefert die Stetigkeit

von g in f (xo) die Behauptung: (g o f) (xn) = g (f (zn)) — g (f (z0)) = (9 © f) (20)- O
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9.2.7 Bemerkung

Unmittelbar aus der Definition der Stetigkeit ergibt sich:

(i) Einschrinkungen stetiger Funktionen sind stetig: Sind ¥ € X C R Teilmengen, ist
xo € Y und ist die Funktion f: X — R stetig in xg, so ist auch f|y stetig in z.

(ii) Die Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft in folgendem Sinn: Sind f : X — R und
g : Y — R Funktionen auf Teilmengen X,Y C R, ist g € X NY und gibt es ein r > 0
mit U, (w0) N X = Up(20) NY und fly, (z0)nx = 9|0, (zo)ny» S0 ist f genau dann stetig in
g, wenn g stetig ist in xg. O

9.2.8 Beispiel
(i) Konstante Funktionen: Ist A € R, so ist R — R, z +— A, stetig.

(A

(ii) Die identische Abbildung idg : R — R, = +— z, ist stetig.

(iii) Die Betragsfunktion | | : R — R, x — |z|, ist stetig.

In der Tat gilt fiir zo € R : Ist xg > 0, so stimmt | | auf Uy, (z0) = ]0,2x0[ mit
idg iiberein, ist also nach (i) und 9.2.7 in xy stetig. Ist g < 0, so stimmt | | auf
Ulzo|(w0) = |20, 0[ mit —idg {iberein und die Behauptung folgt aus (ii), 9.2.4 und 9.2.7.
Ist 9 = 0, so folgt aus z,, — 0 = xy auch |z,| — 0= f (zg).

(iv) Ist f: X — R stetig, so auch |f|: X — R, z — |f (x)|, nach (iii) und 9.2.6.

(v) Polynome mit Koeffizienten in R definieren Funktionen der Form
n
p:RHR,pr(x):Zaia:’, ag, - -,an € R,
i=0

Diese heiflen auch Polynomfunktionen und sind nach (i), (ii) und 9.2.4 stetig.

(vi) Funktionen der Form

X >R, x— p(@) p, ¢ Polynomfunktionen, X := {x € R| ¢ (x) # 0},

q(z)’

heiflen rationale Funktionen. Sie sind stetig nach (v) und 9.2.5. O
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9.3 Grenzwerte von Funktionen

Sei X C R. Wir schreiben
X :={x € R| I Folge (p)neny C X mit x, — z}.
Dann gilt X C X. Ist z.B. X =]a, b[ ein offenes Intervall, so ist X = [a, b] (siehe 7.7.7, (ii)).

9.3.1 Definition
Seien f : X — R eine Funktion und 29 € X. Dann schreiben wir

lim f(z) =a, mitaeR,

T—To

falls fiir alle Folgen (z,,),,cy C X gilt:
Ty — l’0:>f(:L'n) — Q.

In diesem Fall sagen wir, f besitzt den Grenzwert a fiir x — xy sowie f konvergiert (oder
strebt) gegen a fiir x — . O

Die Limessitze fiir konvergente Folgen iibertragen sich auf Funktionen. Zum Beispiel gilt:
i () +9(@) = (Jim @) + (Jim a().

Diese Aussage bedeutet wie iiblich: Existieren die Grenzwerte auf der rechten Seite, so auch

der auf der linken Seite und es gilt die angegebene Gleichheit.

9.3.2 Bemerkung

Seien f : X — R eine Funktion und zg € X.

(i) Ist 9 € X, so ist f genau dann stetig in xg, wenn lim,_.,, f () =: a € R existiert. In
diesem Fall gilt a = f (x9) da man insbesondere die konstante Folge mit x,, = xg Vn € N
betrachten kann.

(ii) Ist xo ¢ X und existiert lim,_, f (x) =: a € R, so ist die Funktion

f(x), falls z# xg,

f:XU{z} =R, z—
a, falls = = x,

stetig in xg. Wir sprechen dann von der stetigen Fortsetzung von f in xg. O

9.3.3 Definition (Uneigentliche Grenzwerte, Grenzwerte im Unendlichen)
(i) Seien f: X — R eine Funktion und ¢ € X. Dann schreiben wir

lim f(x) = oo,

T—T(
falls fiir alle Folgen (z,,),cy C X gilt:
Tp — 2o = [ (zn) — o0

Entsprechend definiert man lim,_.,, f (z) = —oc.
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(ii) Ist X nach oben unbeschrinkt und f: X — R eine Funktion, so schreiben wir

lim f(z) =a, mitaé€Rodera==+oo,
Tr— 00

wenn V Folge (z,),, .y C X gilt:
Ty — 00 = f(x,) — a.
Analog definiert man lim, ,_ f () = a.
Wir verwenden die zu 9.3.1 analogen Sprechweisen (in (i) ist der Grenzwert uneigentlich;
gleiches gilt in (ii) falls a = +00). O
9.3.4 Beispiel

(i) Fiir die Funktion
1
f: X =R\{0} - R, z+— —

x?’
gilt lim,_,o f () = oc.
(ii) Fiir die rationale Funktion
323 + 22 —1
f1[0,00[ =R, x’—’wa
gilt
. 3
lim f(x)=—,
z—00 2

denn fiir jede Folge (), C ]0, 0o mit z,, — oo gilt:

2 _ 1
3242w, -1 3t

flan) = 223 +6 N 2—1—9%

3
— —.
2

(iii) Das Wachstum einer Polynomfunktion fiir x — +oo wird durch den Term hdchsten
Grades bestimmt: Ist p : R — R, = — p(x) = Y ;" , a;2", eine Polynomfunktion vom
Grad n und ist a, > 0, so haben wir

lim p(z) = o0

r—00

sowie

lim p(z) =

r——00

{ oo, falls n gerade,

—oo, falls n ungerade.

Ist a, < 0, so gilt die analoge Aussage. Siehe Aufgaben. O
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9.3.5 Definition (Einseitige Grenzwerte)

Sind X C R und zg € R, so setzen wir

Xf={zeX|z>x} und X, :={zecX|z<z}.

o
Ist f: X — R eine Funktion und gilt 2y € X}, so setzen wir

lim f(z)=a, mit a € R oder a = +o0,

ZB—KEg

falls ¥ Folge (zn),cy C X gilt:

zo
ﬂfn—>330=>f(33n)—>a-

Entsprechend definiert man
lim f(z)=a.

T—T)

Falls existent heifit a rechts- bzw. linksseitiger Grenzwert von f in z( (im Falle a = 00
sind die Grenzwerte uneigentlich). O

9.3.6 Bemerkung

Ist 29 € X und gilt sowohl zg € X als auch zg € Xz, so ist f genau dann stetig in x(, wenn
rechts- und linksseitiger Grenzwert von f in xg existieren und mit f (z¢) iibereinstimmen. [J

9.3.7 Beispiel

Die Sidgezahnkurve

-1 0 1

ist der Graph der Funktion

r—nfirn—-L<z<n+i nez,
fR—=R, x+— . 2 1 2
0 firz=n+3g, n € 7.
Diese Funktion ist unstetig in den Punkten n + %, n € Z und stetig sonst. Es gilt
1 1 1
lim f(z)=—=, f<n+—> =0, lim f(x)=—=.
m—>n+%7 2 2 {E—>TL+%+ 2 O

9.4 Der Zwischenwertsatz
Wir zeigen, dass stetige Funktionen die in der Motivation 9.1 geforderte Eigenschaft haben.

9.4.1 Nullstellensatz

Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] und gilt
f(a)- f(b) <0, so hat fin dem offenen Teil |a, b] mindestens eine Nullstelle.
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Beweis

Die Voraussetzung bedeutet, dass f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen haben. Wir be-
trachten den Fall f(a) < 0 und f(b) > 0 (im anderen Fall ersetzen wir f durch —f). Wir
verwenden das Intervallhalbierungsverfahren (oder Bisektionsverfahren), das wir im
Prinzip schon aus den Beweisen der Sétze 7.4.2 und 7.7.3 kennen.

a m:‘%rb b
Zu Beginn setzen wir a9 = a, by = b und m := “T+b. Ist f(m) = 0, so sind wir fer-
tig. Ist f(m) > 0 (bzw. f(m) < 0), so betrachten wir als néchstes [a1,b1] = [a,m] (bzw.
[a1,b1] = [m,b]). Fahren wir so fort, so erhalten wir entweder nach endlich vielen Schritten

eine Nullstelle, oder wir bekommen rekursiv eine Intervallschachtelung
[a,b] = [ao,bo] D [a1,b1] D ... D [an,bn] D ...
mit folgenden Eigenschaften:
(i) f(an) <0< f(by,) VneN,.
(il) by — an = %2 Vn € Np.

(iii) Die Folgen (a,) sind monoton wachsend bzw. monoton fallend und

beschrankt.

bzw. (by,)

n&eNp n€Ng

Wegen (iii) sind (an),cn, und (bn),cy, konvergent. Mit (i) folgt dann:

lim a, = lim b, =: xg.
n—oo n—oo

Da f stetig ist, folgt mit (i):
(20) = lim (a,) <0< lim f(b) = f (a0)

Also ist f (z9) = 0. O

9.4.2 Bemerkung

(i) Der Beweis liefert ein konstruktives Verfahren zur n#herungsweisen Berechnung der
Nullstellen stetiger Funktionen.

(ii) Der Nullstellensatz liefert einen neuen Beweis fiir die Existenz der n-ten Wurzel (ver-
gleiche 7.7.8, wo auch die Eindeutigkeit gezeigt wurde): Ist a > 0 eine reelle Zahl, so
betrachten wir die Funktion f : [0,a + 1] — R, 2+ 2" — a. Dann gilt f(0) = —a <0
sowie f(a+1) = (a+1)"—a > 1+na—a = 1+(n—1)a > 0 (Bernoullische Ungleichung).
Also existiert ein s €]0,a + 1] mit s" —a = 0. O
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9.4.3 Beispiel
Polynomfunktionen p: R — R, x +— p(x) = > i, a;2", sind stetig nach 9.2.8, (v).

(i) Ist der Grad n ungerade, so gilt nach 9.3.4, (iii) entweder lim, . p(x) = oo und
lim, o p () = —o0 (oder lim, oo p (z) = —00 und lim,_,_ p () = 00). Insbesonde-
re existieren reelle Zahlen a bzw. b mit f(a)- f(b) < 0. Der Nullstellensatz zeigt, dass p
dann mindestens eine reelle Nullstelle hat.

(ii) Ist der Grad hingegen gerade, so muss keine reelle Nullstelle vorliegen. Man betrachte
etwa die Polynome z2™ + 1, m > 1. O

9.4.4 Zwischenwertsatz

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] nimmt jeden Wert
zwischen f (a) und f (b) an.

Beweis

Gilt f (a) = f (b), so ist nichts zu zeigen. Gilt f (a) < f (b) undist yo € |f (a), f (b)[, so wende
man den Nullstellensatz auf die durch g (z) := f () — yo definierte Funktion an. Analog fiir
den Fall f (a) > f (b). O

9.5 Maximum - Minimum - Eigenschaft stetiger Funktionen

Die in 7.7 eingefiihrten Begriffe fiir Teilmengen von R iibertragen sich auf Funktionen f : X —
R durch Betrachten von f (X). Wir sagen etwa, f ist nach oben beschrinkt, wenn dies auf
[ (X) zutrifft. In jedem Fall schreiben wir sup,cx f () = sup f (X) € RU{oo}. Man beachte,
dass sup,cx f (z) nicht notwendig zu f (X) gehort: Eine Funktion braucht ihr Supremum
nicht anzunehmen. Tut sie es doch, das heiit 3xg € X mit f (x¢) = sup,cx f (z), so sagen
wir, sup,cx f () ist das Maximum von f auf X, in Zeichen max,cx f (x) := f(x0), und
nennen xy eine Maximalstelle. Entsprechend fithren wir etwa die Begriffe Minimum und
Minimalstelle ein.

9.5.1 Beispiel

(i) Die Funktion f : [-1,1] — R, z +— 22, hat eine Minimalstelle in 0 und Maximalstellen in
+1. Betrachten wir aber f auf dem offenen Intervall |—1, 1], so gilt sup,¢_1 11 f () = 1,
aber ein Maximum liegt nicht vor.

(ii) Die Funktion f :]0,1] — R, z — 2, hat eine Minimalstelle in 1, ist aber nach oben
unbeschrénkt: sup,e 1) f (z) = oo.

N \
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9.5.2 Satz

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] ist beschrinkt
und nimmt Maximum und Minimum an:

FEm € [a,b] mit f(§) < fx) < fn) Vo€ la,b].

Beweis

Wir zeigen die Aussage fiir das Maximum (die Aussage fiir das Minimum folgt durch Betrach-
ten von —f). Sei

s:= sup f(zx) e RU{oo} .
x€[a,b]

Dann 3 Folge (25 )nen C [a,b] mit

fan) =38

(vergleiche 7.7.3 und 7.7.4). Da (zy,)nen beschrinkt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (2, )ren. Sei n der Grenzwert:

Tp, — M€ a,b].
k—o0
Die Stetigkeit von f liefert dann

f(n) = lim f(zp,)=s.

k—oo
Es folgt s € R, also ist f nach oben beschrankt und 7 ist eine Maximalstelle. O

In der Situation von 9.5.2 zeigt der Zwischenwertsatz, dass das Bild f([a,b]) = [f(£), f(n)]
ebenfalls ein abgeschlossenes Intervall ist. Dieses Argument werden wir im néchsten Abschnitt
wieder aufgreifen.

9.6 Der Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen

In Verallgemeinerung von 7.5.1 definieren wir:

9.6.1 Definition

Sei X C R. Eine Funktion f : X — R heifit monoton wachsend (bzw. streng monoton
wachsend, monoton fallend, streng monoton fallend), wenn aus z, 2’ € X,z < 2/, stets

folgt f (z) < f (') (baw. f(2) < f ('), f(x) = f(2'), f () > [ (2)). m
Im folgenden betrachten wir ein beliebiges Intervall I = [a,b] bzw. I = ]a,b] bzw. I =|a, b
bzw. I = [a,b], wobei wir, wenn sinnvoll, auch die Félle @ = —oo und b = oo zulassen. In

jedem Fall nennen wir a¢ und b die Randpunkte von I und sagen, [ ist links bzw. rechts
abgeschlossen, wenn a bzw. b eine reelle Zahl ist, die zu I gehort.
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9.6.2 Satz (Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen)

Seien I C R ein Intervall und f : I — R eine streng monoton wachsende Funktion. Dann gilt:

(i) Die Umkehrfunktion f=! : f(I) — R existiert. Sie ist streng monoton wachsend und
stetig.

(ii) Ist f selbst stetig, so ist f (I) ein Intervall mit den Randpunkten
A:=inf f(I) bzw. B :=sup f(I).
In diesem Fall ist f(I) genau dann links bzw. rechts abgeschlossen, wenn dies fiir I gilt.

Die analoge Aussage gilt fiir streng monoton fallende Funktionen.

Beweis

Wir betrachten den Fall f streng monoton wachsend (andernfalls geht man zu —f iiber).

(i) Da f streng monoton wichst, gilt x < y < f(z) < f(y). Es folgt die Injektivitit von
f und damit die Existenz von f~!: f (I) — R. Ebenso folgt, dass f~! streng monoton
wiichst. Wir zeigen nun, dass f~! in einem beliebig vorgegebenen Punkt yo € f(I) stetig
ist.

Sei dazu f~1(yo) = zo, also yo = f(z0). Wir behandeln den Fall, dass x¢ kein Rand-
punkt von I ist (und lassen die Fille xq linker bzw. rechter Randpunkt als Ubung).
Dann 3r > 0 mit [xg — r,z¢ + 7] C I. Wir wenden das e-0—Kriterium der Stetigkeit an.

Sei e > 0 vorgegeben. Wir konnen annehmen, dass ¢ < r. Dann gilt [z9g—¢, z9+¢] C I.
Da f streng monoton wichst, gilt f(xo—e¢) < f(x0) = yo < f(xo+¢). Dann 3§ > 0 mit

flxo—¢) <yo—06 <yo+9d < f(xo +e).

Ist also y € f(I) N Us(yo), so gilt f(xg —¢) <y < f(xo +¢). Da f~! streng monoton
wiichst, folgt daraus zo — e < f~1(y) < 2o + ¢, d.h. f~1(y) € U(zg). Also ist f~1 in yo
stetig.

(ii) Sei nun f stetig. Da f streng monoton wichst, gilt A = inf f(I) < B = sup f(I).
Also gibt es zu jedem Punkt yo €]A, B[ Punkte 1,22 € I mit f(x1) < yo < f(z2). Der
Zwischenwertsatz angewandt auf die (stetige) Funktion f|,, ,.) ergibt die Existenz eines
Punktes z¢ € [x1,z2] mit f(zg) = yo. Also ist A, B[C f(I). Aufgrund der Definition
von Infimum und Supremum folgt, dass f (I) ein Intervall mit den Randpunkten A und
B ist. Die zweite Aussage in (ii) lasse ich als Ubung. O

Eine Funktion wie im zweiten Bild der Motivation 9.1 zeigt, dass die Voraussetzung stetig in
(ii) notwendig ist.
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9.6.3 Beispiel

(i) Ist n € N, so ist die Potenzfunktion [0,00[ — R, = +— z", stetig nach 9.2.8, (v). Wie im
Beweis von 7.7.8 gesehen, ist sie auch streng monoton wachsend (mit Bild [0, co[). Somit
gilt gleiches fiir ihre Umkehrfunktion, die Wurzelfunktion [0,00] — R, z +— {/x.

(ii) Ist f: X — R eine stetige Funktion mit f (X) C [0, 0], so ist nach (i) und 9.2.6 auch

die Funktion
’\‘/?:X—> [0,00[, z— V[ (x),

stetig. Zum Beispiel ist
R — [0,00[, 2 — Va2 +1

stetig.

9.7 Exponentialfunktion und Logarithmus

Wir wollen zunéchst zeigen, dass die in 8.8 eingefiihrte Exponentialfunktion stetig ist. Dazu

bendétigen wir:

9.7.1 Lemma

Es gilt:
lexp () — 1| < 2-|z|] VreRmit |z|<1
Beweis
Es gllt 2k : Vk € N (vergleiche 7.5.4). Daraus folgt:
00 ZL'k 00 33‘ 00 |£L’|k_1
e () -1 = |32 5 -1 = | X5 < el X5
k
< S w5 () <3 ())
2 =0 \ 2 |z|<1 k=0 \2
1
= || T = 2-|z|. 0
-3
9.7.2 Satz

Die Funktion exp : R — R ist stetig.

Beweis
(i) Die Stetigkeit im Nullpunkt ergibt sich aus dem Lemma:
Ty — 0= |exp (z,,) —exp (0)| = |exp (z) — 1| < 2|z, — 0
(ii) Sei nun zg € R beliebig und (z,,),cy eine Folge mit x,, — xo. Dann gilt: 2, — 29 — 0

und somit exp (z,, — zp) — 1 nach (i). Mit der Funktionalgleichung von exp folgt (siehe
8.8.1 und 8.8.2, (ii)):

exp (o)

oxp (o) -exp (x,) = exp () - exp (z, — z9) — exp (zp) . 0

exp (z,,) =
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9.7.3 Satz

Die Funktion exp : R — R ist streng monoton wachsend und hat den Wertebereich ]0, col.

Beweis
(i) Ist > 0, so gilt:
2
x
exp (z) = 1+:E—|—7—|—... > 1.
Seien nun x1,z2 € R mit 17 < x9. Dann ist o — 1 > 0 und es folgt:
exp (z2) = exp (21 + (2 — 21)) = exp (1) - exp (z2 — x1) > exp (1) .
Also ist exp streng monoton wachsend.
(ii) Fiir alle n € N gilt:
2
exp (n) :1—|—n—|—%—|—... >1+n
und
1 1
< .
exp(n) ~1+n

exp (—n) =

Daraus folgt

lim exp (n) =00 und lim exp(—n) =0.

Andererseits gilt exp (z) > 0 Vo € R (siehe 8.8.2, (1)) und nach (i) und dem Umkehrsatz
9.6.2 ist der Wertebereich exp (R) ein Intervall. Insgesamt folgt exp (R) =]0,00[. O

9.7.4 Bemerkung und Definition

Nach 9.7.3 und dem Umkehrsatz 9.6.2 hat exp : R — ]0, oo[ eine Umkehrfunktion |0, co[ — R,
die ebenfalls streng monoton wachsend und stetig ist.

-

exp ()
In (x)

Die Umkehrfunktion heifit der natiirliche Logarithmus und wird mit In bezeichnet. Wegen
exp(0) = 1 gilt In(1) = 0. Weitere Rechenregeln finden sich in 9.7.8. O

Wir fiithren jetzt allgemein die Exponentialfunktion und die Logarithmusfunktion zur Basis a
ein (bisher haben wir den Fall a = exp(1) = e betrachtet).

9.7.5 Definition
Fiir a € R,a > 0, ist die Exponentialfunktion zur Basis a definiert durch

exp,: R— R, x+—exp(z-In(a)). O
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9.7.6 Satz
Die Funktion exp, : R — R ist stetig und es gilt:

(i) exp, (z +y) = exp, (z) -exp, (y) Va,y € R.

(ii) exp, (n) =a" Vn € Z.
iii) exp, (2 = VaP VpeZundV qge N,q > 2.
a\q
Beweis

Als Komposition stetiger Funktionen ist exp, stetig. Die Funktionalgleichung (i) ergibt sich
unmittelbar aus der Funktionalgleichung von exp. Insbesondere gilt

1
*Pa(0) = o @

(setze y = —x in (i)). Weiter folgt aus (i) durch vollsténdige Induktion:
exp,(nz) = exp,(z)" VYn e N, Vo e R.

Wegen exp,(1) = exp(In(a)) = a und exp,(—1) = 2 folgt daraus mit z = £1:
1
exp,(n) = a" und exp,(—n) = g Vn € N.

Dies zeigt (ii). SchlieBlich gilt (iii) wegen
q
af = expa(p) = expa(q ’ S) = <€Xpa(§)> :

Satz 9.7.6 rechtfertigt die Schreibweise
a® :=exp, () =exp(z-In(a)) .
Die Funktionalgleichung aus 9.7.6, (i) schreibt sich jetzt so:

™ =a"-ay Ya>0undV z,ycR.

9.7.7 Satz (Rechenregeln)
Fiir alle a,b € ]0,00[ und z,y € R gilt:
(i) a*-a¥ = a™"¥, (a®)¥ =a"™".

(i) a*-b* = (a-b)".

(i) (1)* =a2.

8

ISHl

Beweis

Wir zeigen die zweite Formel in (i): Wegen a® = exp (x - In (a)) gilt In(a”) = = - In(a) und
somit
(a")? = exp(y - In(a”)) = exp(y - - In(a)) = a™?. -
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9.7.8 Satz und Definition

Die Funktion
R—R, z+— a”,

ist fiir @ > 1 streng monoton wachsend und fiir 0 < a < 1 streng monoton fallend. In beiden
Féllen wird R bijektiv auf |0, co[ abgebildet. Die Umkehrfunktion

“log : ]0,00[ — R
ist stetig und es gilt:
In (x)
In (a)

Die Funktion *log heifit Logarithmus zur Basis a. Es gelten die folgenden Rechenregeln:

“log (x) = Vz € 10, 00].

(i) “log (x-y) = “log (z) + “log(y) Vz,y € ]0,00[.
(ii) “%log <%> = %og (z) — “log(y) Vz,y € ]0,00].

(iii) A- %log ()= “log (z*) VA eR, Vo €]0,00].

Beweis

Die Monotonie von exp, und das Wachstumsverhalten fiir x — oo ergeben sich aus den
entsprechenden Eigenschaften von exp (man unterscheide die Félle a > 1 und 0 < a < 1, d.h.
die Félle In(a) > 0 und In(a) < 0). Der Umkehrsatz 9.6.2 liefert dann wieder die Existenz
In (x)

In (a)

T = eln(:c) und z = a“log(x) _ ealog(x)ln(a)‘

und Stetigkeit von “log. Die Formel “log () = folgt durch Vergleich der Exponenten

in den Gleichungen

Die Funktionalgleichung (i) ergibt sich aus der Funktionalgleichung von exp,:

-y = exp, (“log (z)) - exp, (“log (y)) = exp, (“log (z) +“log (y)) -
(ii) und (iii) lasse ich als Ubung. O

Wir berechnen einige wichtige Grenzwerte:

9.7.9 Satz
(i) Vn € Ny gilt:

X
lim — = oo.
r—o0

Man sagt auch, e* wichst fiir £ — oo schneller gegen oo als jede Potenz von .

(ii) Vn € Ny gilt:

1
T

lim z"-e*=0 und lim z" e* = co.
T—00 z—0t
(iii)
lim In(z) =c0 und lim In(z) = —cc.

T—00 z—0t
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(iv) YA e R, A > 0, gilt:

lim 2 =0 und lim z7* = .
z—0t z—0t
(v) VA e R\ > 0, gilt:
1
tim 20 _ g,
r—oo I
Beweis
(i) V& > 0 und Vn € Ny gilt
i xk xn+1
e’ = — > )
— El' " (n+1)!
also auch
¢
" = (n+1)!
Daraus folgt die Behauptung.
(ii) folgt aus (i) wegen z" - e % = (;—Z)_l bzw. mit y = 1 wegen lim, g+ 2" - ex =

. ey
lim, o g = 0.

(ili) Sei K € R beliebig vorgegeben. Da In streng monoton wachsend ist, gilt: In(z) >
K VYV > ef. Dies zeigt lim, .o, In () = oco. Die zweite Behauptung folgt daraus mit

Y= % wegen lim, o+ In (2) = limy . In (%) = —limy o0 In (y) = —o0.

(iv) und (v) ergeben sich analog. O

9.7.10 Bemerkung

Die Potenzfunktion

10,00[— R, x +— z,

ist jetzt also fiir jedes beliebige aber feste A € R durch die Formel
2 =exp(A-In(x)) firz >0

erkldrt. Sie ist streng monoton wachsend falls A > 0 bzw. streng monoton fallend falls A < 0.
Wegen 9.7.9, (iv) lisst sie sich im Falle A > 0 durch 0* := 0 stetig in 0 fortsetzen. O



Kapitel 10

Komplexe Zahlen und
trigonometrische Funktionen

10.1 Motivation

Wir wollen die trigonometrischen Funktionen Cosinus und Sinus mit Hilfe der komplexen
Exponentialfunktion einfithren. Deswegen behandeln wir zunéchst die komplexen Zahlen. [J

10.2 Der Korper der komplexen Zahlen

Beim Aufbau des Zahlsystems beginnt man mit den natiirlichen Zahlen, die man zum Abz&hlen
braucht. Die Subtraktion von natiirlichen Zahlen fiihrt aus diesen heraus zu den ganzen Zah-
len. Die Division von ganzen Zahlen fithrt aus diesen heraus zu den rationalen Zahlen. Nun
hat man das Problem, dass nicht jede Cauchy-Folge rationaler Zahlen gegen eine rationale
Zahl konvergiert. Nimmt man die Grenzwerte hinzu, so gelangt man zu den reellen Zahlen.
Zu den komplexen Zahlen wird man schliefflich geleitet, wenn man nach Nullstellen von Poly-
nom (funktion)en fragt. So hat etwa das Polynom x? 4 1 keine reelle Nullstelle. Erweitert man
die reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen, so wollen wir mit den neuen Zahlen wie iiblich
rechnen kénnen. Nehmen wir also eine Zahl ¢ mit i2 + 1 = 0 hinzu, so sollte fiir b € R auch
die Zahl i - b erklart sein. Und ist a € R eine weitere Zahl, so sollte auch a + ¢ - b erklart sein.
Legt man die iiblichen Rechengesetze zu Grunde, so sollte gelten

(a+i-b)+(c+i-d)=(a+c)+i-(b+d)
und

(a+i-b)-(c+i-d=a-c+i-a-d+i-b-c+i’>-b-d
=(a-c—b-d)+i-(a-d+b-c).
Zahlen der Form i - b heiflen imaginire Zahlen, wir konnen sie uns auf der imaginiren
Achse angeordnet vorstellen. Identifizieren wir ¢ mit dem Punkt (0,1) € R? = R x R, so

kann jede komplexe Zahl als Punkt in der Ebene gedeutet werden. Wir sprechen auch von
der komplexen Zahlebene.

87
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ib t < a+i-b

1 a

Wir identifizieren also die reelle Zahl a mit dem Paar (a,0), die imaginére Zahl i - b mit dem
Punkt (0,b) und die komplexe Zahl a + i - b mit dem Paar (a,b). Dies fiithrt zu den folgenden
Definitionen.

10.2.1 Satz und Definition

Auf der Menge
C:={z=(a,b) | a,beR}

erkliaren wir eine Addition und Multiplikation durch
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

und
(a,b) - (¢,d)=(a-c—b-dya-d+b-c).

Dann ist (C, +,-) ein Korper, der Kérper der komplexen Zahlen. Dabei ist 0 = (0,0) das
Nullelement und 1 = (1,0) das Einselement. Das zu z = (a,b) bzgl. + inverse Element ist

—2z = (—a,—b), das zu z = (a,b) # 0 bzgl. - inverse Element ist 27! = (ﬁ, a{—sz>.

Beweis

Die Korpergesetze von C ergeben sich aus denen von R durch Nachrechnen. Zum Beispiel gilt
fir z = (a,b) # 0:

a )
(a,b) - <a2+b2’ a2+b2>

a —b —b a
g & . ) 2 Y =10,
<a 2 e Vet Ere a2+b2> (1,0 O

10.2.2 Bemerkung und Definition

(i) Wir fassen R als Teilmenge von C auf, indem wir a € R mit (a,0) € C identifizieren.
Dies ist vertriglich mit Addition und Multiplikation.

(a,0) + (5,0) = (a+b,0), (a,0)-(b,0) = (a-b,0).

(ii) Setzt man ¢ = (0,1), so erhilt man die gebréuchliche Schreibweise fiir die komplexen
Zahlen:
(a>b) = (CL,O) + (07 1) ’ (b70) =a+i-b
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Es gilt

i =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1

89

(iii) Veranschaulicht man die komplexen Zahlen in der komplexen Zahlebene, so ist die Ad-

dition gerade die tibliche Vektoraddition:

(iv) Subtraktion bzw. Division sind erklért durch:

(a+i-b)—(c+i-d):=(a+i-b)+(—(c+i-d)=

(@a—c)+i-(b—d)

bzw.
a+i-b . . ._1 ac+bd . bc—ad
ridT (a+i-b)-(c+i-d) = 2P +i- 21 falls (¢, d) # 0.
(v) Fiir z=a+1-b € C setzen wir
Rez:=a (Realteil)
und
Imz:=b. (Imaginirteil)

Zwei komplexe Zahlen z und 2’ sind genau dann gleich, wenn gilt Rez = Rez’ und

Imz=Imz.

O

10.3 Konjugiert komplexe Zahlen und Betrag

10.3.1 Bemerkung und Definition

Ist z=a+ib € C, so heifit Z := a — ib € C die zu z konjugiert komplexe Zahl. Es gilt

1
Rez = -
€T3 2%

(z+72), Imz:i,(z—z).

Anschaulich erhilt man Z aus z durch Spiegelung an der reellen Achse:




90 KAPITEL 10. KOMPLEXE ZAHLEN UND TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

10.3.2 Satz (Rechenregeln)

Fiir alle z, 2’ € C gilt:

(iv) (%) = %, falls 2/ # 0,

(v) 2"  =E@)" VYneN.

Beweis

Wir zeigen (iii): Fiir z = a + b und 2’ = o/ + b/ gilt:

= (a+1ib) - (a' + V')
= (aa’ = bV') +i - (abl + ba’)
= (aa’ —bb') —i- (ab' + ba')
= (a—ib) - (a' —ib)
=z-7. -

10.3.3 Bemerkung und Definition

Ist z=a+1i-beC,soheit |z| = va® + b? € R der Betrag von z. Es gilt:

10.3.4 Satz (Rechenregeln)

Es gelten wortwortlich die gleichen Rechenregeln wie in 6.3.4.

Beweis

Nachrechnen. N
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10.4 Folgen und Reihen, Stetigkeit

Unendliche Folgen und Reihen von komplexen Zahlen werden analog zu Folgen und Reihen
reeller Zahlen erklart. Gleiches gilt fiir die Konvergenz und die dazu eingefiihrten Bezeich-
nungen. So gilt etwa fiir Folgen in C:

¢n —mc&Ve>03dng(e) ENte, —cl<e Vn>=ng(e).

Das Cauchy-Kriterium und die Rechenregeln fiir Folgen und Reihen iibertragen sich wortwort-
lich. Gleiches gilt fiir die absolute Konvergenz von Reihen, das Majoranten-, Wurzel- und
Quotientenkriterium. Lediglich Definitionen und Sétze, die Ordnungseigenschaften enthalten
(wie zum Beispiel das Monotoniekriterium) lassen sich nicht ins Komplexe tibertragen, da fiir
komplexe Zahlen keine Beziehungen > oder < eingefiihrt sind.

Die Definition der Stetigkeit iibertréigt sich: Ist Z C C, so heifit eine Funktion f: Z — C
stetig in 29 € Z, wenn gilt:

(Zn)neN CZ, zn— 20 > f(zn) — f (ZO) :

Gleiches gilt fiir das Rechnen mit stetigen Funktionen, aufler fiir den Fall, dass Ordnungsei-
genschaften im Spiel sind (Zwischenwertsatz). Wir notieren noch:

10.4.1 Satz

Sei ¢, = ay, +1ib,,n € N, eine Folge komplexer Zahlen. Dann konvergiert (c,),,cy genau dann,
wenn (an), ey und (b,), oy konvergieren. In diesem Fall gilt:

lim ¢, = lim a, + ¢ lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Insbesondere konvergiert dann auch die Folge (¢;,), oy und es gilt:

lim ¢, = lim c¢,.
n—oo n—oo

Beweis

Gilt ¢, — ¢ = a+ib und ist € > 0 vorgegeben, so Ing € N mit |¢, — ¢| < € ¥n > ng. Dann
gilt aber auch:
lan, —al = |Re(cp — )| < |en — ] <,

|bp, — bl = [Im (¢, — ¢)| < |ep — ] < e.

Es folgt a,, — a und b,, — b.

Ist umgekehrt a,, — a und b, — b vorausgesetzt und ist € > 0 vorgegeben, so In,,np € N
mit |a, —a| < §Vn > n, und |b, —b| < § Vn = ny. Mit ¢ := a + ib und ng := max(ng, np)
gilt dann Vn > ng:

€

225.

en = ¢ = l(an = @) + i(bn = B)| < lan — al + by — b < 5 +

Es folgt ¢, — c.
Die zweite Aussage des Satzes folgt wegen Re (¢,) = Re(¢,) und Im (¢;) = —Im (¢,,). O
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10.5 Die komplexe Exponentialfunktion

Wie im Reellen erhilt man die Absolutkonvergenz der komplexen Exponentialreihe
exp ( kzz: Z—
Auch hier gilt die Funktionalgleichung
exp (w + z) = exp (w) - exp (z) .
Wie im Reellen schreiben wir e* := exp (z) .

10.5.1 Satz
Fiir alle z € C gilt:

() exp(z)  #0.

(ii) exp (2) = exp (2).

Fiir alle x € R gilt:
(iii) |exp (iz)| = 1.

Beweis

(i) Die Funktionalgleichung liefert
exp (z) -exp (—z) =exp (z — z) = exp (0) = 1.

(ii) folgt aus den Rechenregeln 10.3.2 und 10.4.1:
nLzk DL 2k 2. 2k
2= 2w 2w
k=0 k=0 k=0

(iii) folgt aus 10.3.3 und (ii) mit der Funktionalgleichung:

lexp (iz)|* = exp (iz) - exp (i)

= exp (iz) - exp (—iz) = exp (0) = 1. 0
Wie im Reellen folgt die Stetigkeit der Exponentialfunktion aus der Abschétzung
lexp(z) = 1] <2-]2|] VzeCmit |z|] <1
Allgemein schreiben wir

Tnt+1 (2) == exp (2 Z 1 (Restglied)

und erhalten mit dem zu 9.7.1 analogen Beweis:
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10.5.2 Satz (Restgliedabschitzung)

Es gilt

|z|n+1

n
— VY C mit <14+ —.
CE] z € C mit |z| + 5

a1 ()] <2 -

Restgliedabschéitzungen spielen eine wichtige Rolle bei der nidherungsweisen Berechnung von
Summen von Reihen.

10.5.3 Beispiel

Es gilt |r16 (1)] < £ < 10713, Also liefert die Berechnung von Z}Cio % die Eulersche Zahl
e=3Y 1 % auf 12 Stellen nach dem Komma genau:

e=2,718281828459. .. . O

10.6 Das Horner-Schema

Wie wertet man polynomiale Ausdriicke wie 211;:0 % in 10.5.3 aus?

10.6.1 Beispiel

Wir werten
p(2) =32° —421 4222 ~ 72— 16

in zp = 2 aus. Berechnen wir p (2) direkt, so miissten wir 12 Multiplikationen und 4 Additionen
durchfiihren. Schreiben wir dagegen

p(z)=(((32—4)-240)-24+2)-2—7) z— 16,
so kommen wir mit 5 Multiplikationen und 5 Additionen aus. ([l

Obiges Verfahren funktioniert allgemein und ist unter dem Namen Horner-Schema bekannt.

10.7 Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus

10.7.1 Motivation

Aus der Schule sind uns die Funktionen Cosinus und Sinus iiber die folgende geometrische
Beziehung bekannt:
77777 |
sint{ | 13
|

opr0— (1’0)
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Dabei bezeichnet ¢ das Bogenmafl des Winkels zwischen der reellen Achse und der Geraden
OP. Gibt man sich die Miihe, die Bogenléinge mathematisch exakt zu definieren, so kann man
zeigen, dass gilt P = e’ (vergleiche auch 10.5.1, (iii)). Dies fiihrt zur folgenden Definition. [J

10.7.2 Definition
Die reellen Funktionen Cosinus und Sinus sind definiert durch
cos: R — R, z+— cosxz :=Re (eim)

bzw. ‘
sin: R — R, z +— sinz :=Im (em). 0

10.7.3 Bemerkung

Per Definition gilt die Eulersche Formel

e = cosx + isinz.

Es folgt
(i) cos0 =1, sin0 = 0,
(ii) cos(—z) = cosz, sin (—z) = —sinx Vz € R,
(iii) cos?z +sin®z =1 Vz € R,
(iv) |cosz| < 1, Isinz| <1 Vz € R.
Beweis

i) gilt wegen ¢ = €0 =
(i) gilt wegen € = e =1,
(ii) gilt wegen e = ¢~

(iii) bedeutet gerade ‘e”f =1 und

(iv) folgt aus (iii). O

10.7.4 Satz

Die Funktionen cos und sin sind auf ganz R stetig.

Beweis

Sind zg € R und (xn)neN eine Folge reeller Zahlen mit x,, — x, so gilt auch iz,, — ixg nach
10.4.1. Da exp auf ganz C stetig ist, folgt e’*» — €0, Daraus ergibt sich wieder mit 10.4.1:

cos T, = Re (eim”) — Re (eimo) = CoS X

sinz, = Im (em") — Im (eixo) = sin xg. 0
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10.7.5 Satz (Additionstheoreme)
Fiir alle z,y € R gilt:
cos (x +y) =cosx - cosy — sinzx - siny,
sin (x +y) =sinx - cosy + cos x - sin y.
Beweis
Die Funktionalgleichung von exp liefert
i@ +y)

ewc-l—zy — ewc . ezy‘

Daraus ergibt sich mit der Eulerschen Formel:

cos(z+y)+isin(z+y) = (cosz+isinz)- (cosy + isiny)

= (cosx - cosy —sinz -siny) +i(cosx -siny +sinx - cosy) .

Vergleicht man Real- und Imaginérteil, so folgt die Behauptung.

10.7.6 Korollar (Additionstheoreme)
Fiir alle z,y € R gilt:

sinz —siny = 2cos (ITer sin (% ,
. + . -
cosi —cosy = —2in () sin (52)
Beweis
Wir zeigen die zweite Formel in den Aufgaben.
10.7.7 Satz
Fiir alle z € R gilt
0 2k 2 4
= kL .
s 2k+1 3 5
x T T
. = _1 F a1 AN oy — PR
e l;)( T R I R

und diese Reihen konvergieren absolut.

Beweis

Fiir die Potenzen von i gilt:

1, fallsn=4m

i, fallsn =4 1

"= i, lallsn=am+ (m € Np)
—1, falls n =4m + 2

—i, fallsn=4m +3
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(siehe Aufgaben). Also folgt mit der Exponentialreihe

0o 4. 00 J,’k 00 N l’zk 00 . Z’2k+1
— =) (-1 +iy (1) —.
S R L
O
10.7.8 Satz (Restgliedabschitzung)
Schreiben wir
n i 3:.216
n = — —1)" ——,
Tont2 (x) :=cosx kzzo( ) oh]
n 2k+1
Ton+3 (¢) :=sinx kZ:O( ) )
so gilt
’w‘2n+2
[Ton+2 ()] <(2n+2)' Vr € R mit |z| < 2n + 3,
| |2n+3
[ron+3 ()] SGn1a) Vr € R mit |z| < 2n + 4,
Beweis

Dies mit den jetzigen Mitteln der Vorlesung zu zeigen, ist eine niitzliche Ubung. Spéter werden
wir sehen, dass die Abschitzungen sogar Va € R gelten. O

10.8 Die Zahl =«

10.8.1 Satz und Definition

Die Funktion cos hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle. Diese nennen wir 7.

Beweis

Es gilt cos0 = 1 und mit Hilfe der Restgliedabschitzung zeigt man cos2 < —%. Nach dem
Zwischenwertsatz gibt es eine Nullstelle. Aus dem Additionstheorem

T + T2 sin To9 — T
2 2

COST9 — cosxT] = —2s8in
in 10.7.6 und wegen
sinz > 0 Vz € )0, 2]

(Restgliedabschiitzung) folgt: cos ist auf [0, 2] streng monoton fallend. Also gibt es genau eine
Nullstelle. 0
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10.8.2 Bemerkung

Mit Hilfe des Intervallhalbierungsverfahrens und der Restgliedabschétzung lésst sich 7 néahe-

rungsweise berechnen:
m=3,141... . ]

Aus 10.8.1 ergeben sich weitere Eigenschaften von Cosinus und Sinus:

10.8.3 Satz
(i) Es gilt die folgende Wertetabelle:

s 3
T 0| 5 | 7 |57 |27
sinz | 0 | 1 0|-1,0
cos T 0|-1]0
(i) Vo € R gilt:
cos (z + 2m) = cos z, sin (x + 27) =sinx
(cos und sin sind (27)-periodisch),
cos (z+m) = —cosz, sin (z + m) = —sinz,
n(5-r),  sne=cos (G -a)
cosz =sin (- —z sinz =cos (= —x).
2 ’ 2
cos
> —~ S / //’ \\\ /
s N s N
v N / | I
f N 7 N
N 7 N 7
\\\ /// \\\J///Sin
-2 =37 - -3 5 T 3n o

(iii) Nullstellen von cos und sin:

sine =0« Jk € Z mit z = km,

cossz@EIkeZmitw:g—i-kﬂ.

Insbesondere gilt:

¢® =1« Jk € Z mit z = 2kn.

Beweis

Aufgaben. O
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10.9 Tangens und Cotangens

Wir fithren Tangens und Cotangens mit Hilfe von Cosinus und Sinus ein. Die Eigenschaften
von Tangens und Cotangens ergeben sich aus den entsprechenden Eigenschaften von Sinus
und Cosinus. Die entsprechenden Beweise wollen wir nicht nidher ausfiihren.

10.9.1 Definition

Die Funktionen Tangens bzw. Cotangens sind definiert durch

T sin x
tan.R\{E-Hm‘ keZ}-»R,x et
bzw.
cot : R\ {kr |k € Z} > R, & > —r
Sin x
10.9.2 Satz

(i) tan und cot sind stetig, wo definiert.
(ii) Die Nullstellen von tan bzw. cot sind die Nullstellen von sin bzw. cos.

(iii) tan und cot sind m-periodisch:

tan (z + 7) = tanz, cot (x + m) = cot x
(wo definiert).
(iv) Vk € Z gilt:
lim  tanz = —oo, lim  tanz = o0
v (5km)” v (F k)"
bzw.
lim cotz = oo, lim cotz=—00.
z—(km)t xz— (k)™

(SE
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(v) Additionstheoreme:

Es gilt
t +t
tan (z 4+ y) = anz + tany ’
1Ftanz-tany
cotx-coty F1
cot(rty)=—"""I—,
cot y + cot
(wo definiert). O

10.10 Arcusfunktionen

10.10.1 Satz und Definition

(i) Die Funktion cos ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend und bildet dieses Intervall
bijektiv auf [—1, 1] ab. Die Umkehrfunktion
arccos : [—1,1] = R
heit Arcus-Cosinus.

(ii) Die Funktion sin ist im Intervall [—%, %] streng monoton wachsend und bildet dieses

Intervall bijektiv auf [—1,1] ab. Die Umkehrfunktion
arcsin: [—-1,1] = R
heifit Arcus-Sinus.

(iii) Die Funktion tan ist im Intervall ]—%, g[ streng monoton wachsend und bildet dieses

Intervall bijektiv auf R ab. Die Umkehrfunktion
arctan : R — R

heifit Arcus-Tangens.

(iv) Die Funktion cot ist im Intervall |0, 7 streng monoton fallend und bildet dieses Intervall
bijektiv auf R ab. Die Umkehrfunktion

arccot : R — R

heifit Arcus-Cotangens.

Beweis

(i) Wie im Beweis zu 10.8.1 gesehen, ist cos in [0, 2] und somit insbesondere in [O, E] streng

2
monoton fallend. Wegen
cosx = — cos (m — x)

ist cos auch in [5, 7T] streng monoton fallend. Aus dem Umkehrsatz 9.6.2 folgt

cos [0, 1] = [cos 7, cos 0] = [—1,1]
und insgesamt die Behauptung.
(i) folgt aus (i) wegen

. T
sin x = cos E—x .

(iii) und (iv) folgen aus (i) und (ii) zusammen mit 10.9.2, (iv) . O
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10.10.2 Bemerkung
Die in 10.10.1 definierten Funktionen nennt man auch Hauptzweige der Arcus-Funktionen.
Fiir beliebige k € Z gilt:
(i) cos bildet [km, (k + 1)x] bijektiv auf [—1,1] ab.
(ii) sin bildet [=5 4 km, § 4 kn] bijektiv auf [-1, 1] ab.
(iii) tan bildet | — 5 + km, 5 + kx| bijektiv auf R ab.

(iv) cot bildet |km, (k + 1)7[ bijektiv auf R ab.

Die zugehorigen Umkehrfunktionen
(i) arccosy : [—1,1] — R,
(i) arcsing : [-1,1] — R,
(iii) arctang : R — R,
(iv) arccoty : R — R

heiflen fiir k£ # 0 Nebenzweige der Arcus-Funktionen.

s
. 7T 5 - E
z
_‘1 ; arctan
arccos 1
arcsin
_
! [ 2 Jis
-1 1 — 51
+ T
\ arccot
O

Zum Schluss kommen wir noch einmal zuriick zu den komplexen Zahlen.
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10.11 Polarkoordinaten

10.11.1 Satz

Jedes z € C lasst sich in der Form

z=re"¥

schreiben mit

e Rund r=|z| € [0,00].

Fiir z # 0 ist ¢ bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt.

Beweis

Das ist klar fiir z = 0. Ist z # 0, so seien r = |z| und ¢ := Z. Ist dann ¢ = {4+ in die Zerlegung
von ( in Real- und Imaginirteil, so gilt |¢| = 1 und somit auch &2 +n? = 1 sowie |¢] < 1. Also
ist o := arccos £ definiert und wegen cos a = £ folgt sina = +4/1 — €2 = £1. Wir setzen

Q, falls sina =,
p = :
—qa, falls sina = —n.

Dann gilt z = re’. Die Eindeutigkeit von ¢ bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 ergibt sich
wegen e'¥1 = 2 & P1792) = 1 aus 10.8.3, (iii). O

10.11.2 Bemerkung

(i) Die Zahl ¢ gibt den Winkel (im Bogenmaf}) zwischen der positiven reellen Achse und
dem Ortsvektor von z an. Wir schreiben auch

© = arg z. (Argument von z)

z=r-e"?

N

o

(ii) Dies erlaubt nun auch eine anschauliche Interpretation der Multiplikation komplexer
Zahlen:

21 =11€% 2 = 19€? = 21 zp =11 1y - €0P1TR2)

Man erhélt also das Produkt zweier komplexer Zahlen, indem man ihre Betrige multi-
pliziert und ihre Argumente addiert.
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Kapitel 11

Differenzierbare Funktionen

11.1 Motivation

Die Differentialrechnung ist die Lehre von den Verinderungen. Mit ihr werden Wachstums-
raten, Verlustquoten, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen usw. beschrieben. Sie hilft beim
Losen von Gleichungen, beim Maximieren und Minimieren, bei der Berechnung komplizierter
Funktionen, von Bewegungen, Kréften, Impulsen, Energien usw. Die Differentialrechnung ist
das wesentliche Hilfsmittel in den Anwendungen der Mathematik in Naturwissenschaften und
Technik.

Um zur Definition der Differenzierbarkeit zu gelangen, stellen wir uns die Aufgabe, eine
gegebene Funktion f : X — R ,in der Nihe“ eines gegebenen Punktes xy € X durch eine
,Funktion besonders einfacher Gestalt® anzunihern (dies kann in der Praxis das Berechnen
von Funktionswerten oder das Auffinden von Nullstellen erleichtern). Tatséchlich wollen wir
f in der Nahe von xq linear approrimieren, das heifft durch eine Polynomfunktion

p:R—=R, x—ax+0b abeR, a#0,

vom Grad 1 annéhern. Der Graph von p ist dann eine Gerade mit der Steigung a = tan a:

In dem folgenden Bild approximieren p; und py die Funktion f(z) = 22 schlecht in der Nihe
des Punktes x( (fiir py gilt nicht einmal pq(z¢) = f(x0)):
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y

Die Funktion ps stellt die beste lineare Approximation von f in der Nihe von zy dar: Es gilt

p3 (wo) = f (%0)

und unter allen Geraden durch den Punkt Py = (o, f (x0)) zeichnet sich der Graph von p3
dadurch aus, dass er sich in der Ndhe von Py an die Kurve ,,anschmiegt“. Geometrisch reden
wir von der Tangente an den Graphen von f in Fy. Diese erhalten wir als Grenzlage der
Sekanten des Graphen durch Py:

y

Die Steigung der Sekante durch Py und P = (z, f (x)) ist gerade
f(x) = f(x0)

Tr — X

. (Differenzenquotient )

Die Steigung der Tangente erhélt man daraus durch unbegrenzte Annidherung von P an Py:

a = lim M. (Differentialquotient )
Tr—T0 T — ':UO

Die Tangente hat dann die Gleichung
y = [ (w0) +a(x— ).

Dies fiihrt uns zu den folgenden Definitionen. O
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11.2 Definitionen

Sei X C R. Sind f : X — R eine Funktion und zg € X ein Punkt, so fassen wir
@)~ f @)
r — X
als eine Funktion mit Definitionsbereich X \ {z¢} auf. Zur Bildung von
o T@) = f ()
T—X0 T — X0

lassen wir also alle Folgen (z,)nen mit x, — xg zu, fiir die gilt =, € X \ {z¢} Vn € N. In der
Notation driickt man dies manchmal so aus, dass man schreibt

lim f(x) = f (o)
ac;éacg T — Zo

Dies wollen wir hier aber der Einfachheit halber nicht tun.

Damit es Sinn macht, iiber die Existenz des Grenzwertes zu reden, setzen wir im folgenden
immer voraus, dass es mindestens eine Folge (zy,)neny C X \ {0} mit x,, — xo gibt. Entspre-
chend der Notation aus Kapitel 9 fordern wir also, das der Punkt z¢ in X \ {x¢} liegt (man
sagt dann auch, x( ist kein isolierter Punkt von X).

11.2.1 Definition

Seien X C Rund f : X — R eine Funktion. Dann heifit f differenzierbar in einem Punkt
zo € X, falls zp in X \ {zo} liegt und der Grenzwert

£ (2p) = tim L) =S (@0)

T—x0 Tr — X

existiert. In diesem Fall heifit f’ (z¢) auch Differentialquotient oder Ableitung von f in
xg. Wir nennen f differenzierbar, falls f differenzierbar ist in jedem Punkt von X. In diesem
Fall heifit die Funktion ' : X — R, x +— f’(z), die Ableitung von f.

11.2.2 Bemerkung

(i) Ist X ein Intervall oder die Vereinigung von Intervallen, so gilt stets

:L'QEX:>:L'0€X\{:L'O}.

(ii) Die Bemerkungen in 9.2.7 iiber Stetigkeit (Einschréinkung von Funktionen, lokale Ei-
genschaft) gelten analog (!) auch fiir die Differenzierbarkeit.

(iii) Existiert f’ (zo), so kann man mit h = x — z¢ den Differentialquotienten auch schreiben

als h
f,(:EO) :}lll_)nbf(wo—i_ }Z_f(xo)

Hier sind zur Limesbildung nur solche Folgen (hy),cy mit h, — 0 zugelassen, fiir die
gilt h, # 0 und g + h, € X Vn € N. O
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11.2.3 Beispiel

(i) Konstante Funktionen
fR=R, z+— A

sind differenzierbar mit Ableitung

ff"R—=R, 2—0:

Vzo € R gilt:
i T@ S @0) g ATA
z—zo X — X0 z—x0 T — T
(i) idg ist differenzierbar mit Ableitung
dp :R—R, 2+ 1:
Vzo € R gilt:
lim idg (z) — idg (z0) _ i %0 g
z—x0 xr — T—z0 T — T
(iii) exp: R — R ist differenzierbar mit
exp = exp:
Vg € R gilt:
}lli_)rrb exp (zg + h) — exp (z0) Flgllr(lzll{ct:}ll(t)lrrllagl_ }ll“_% exp (o) - exp (Z) -1
0 exp (xg) - 1 = exp (xg) .
In der Tat liefert die Restgliedabschétzung in 10.5.2 fiir n = 1:
lexp(h) — (1+ k)| < |h2| fiir |h] < g
Division durch |h| ergibt fiir 0 < || < 3:
exp(h) —1 1‘ _ exp(h) — (L +h) <|nl.
h h
Also folgt (!).
(iv) sin : R — R ist differenzierbar mit
sin’ = cos :

Vzo € R gilt:

2z0+h R
. sin(zg + h) —sin(xzg) 1076 .. 2 - cos < 5 ) Sl 5
lim = lim

h—0 h h—0 h

cos ist stetig
Aufgab
TEP cos (z0) - 1 = cos (x9) .
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(v) cos: R — R ist differenzierbar mit
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cos’ = —sin :
Vzo € R gilt:
. 2xo+h - h
. cos(xzg+ h) —cos(xg) 1076 ,. —2-sin ( O2Jr ) s g
lim =" lim
h—0 h h—0 h
in b
= — | lim sin gno—kﬁ . limsm—2
h—0 2 h—0 %
= — sin zg. U
11.2.4 Satz
Fiir eine Funktion f : X — R und x¢ € X gilt:
f differenzierbar in zg = f stetig in x.
Beweis
Fiir alle Folgen (), C X \ {70} gilt:
fzn) = (f(za) = f(20)) + [ (20)
xn) — f(x
_ f(zn) = f( 0)'($n_$0)+f(330)
Tp — IQ
ST (o) - 0+ f (o) = [ (o). =

11.2.5 Beispiel
Die Umkehrung von 11.2.4 gilt nicht: Die Funktion
||:R =R, z+— |z,

ist iiberall stetig, aber nicht differenzierbar in 0: Fiir

>
S
I
—~
|
[
S~—
S
S|

gilt

aber
0+h,| =10 -0

hn S

n

= (-1

ist divergent. Anschaulich gibt es im Nullpunkt keine eindeutige Tangente an den Graphen

von | | :
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11.2.6 Satz
Seien f : X — R eine Funktion und zp € X ein Punkt mit g € X \ {z¢}. Dann gilt:

f differenzierbar in xg < Ja € R mit
fx)=f(20) +a (x—z0) +¢(z) VreX,

wobei ¢ : X — R eine Funktion ist mit lim,_,,, f_(?o = 0. In diesem Fall ist a = f (o).

Beweis

i) Sei zunichst f differenzierbar in zg und sei a := f’(xg). Wir definieren die Funktion
¢ : X — R durch p(z) := f(zx) — f(xo) — a(x — x¢). Dann gilt

o @) @)~ fa)
T—=T0 T — X0 T—T0 T — X0

—a= f'(z9) —a=0.

ii) Nun gelte, dass 3a € R mit f(z) = f(zo) + a(z — zo) + ¢(x) , wobei ¢ die angegebenen
Eigenschaften hat. Dann gilt

o (F@=S@) e
T—TQ T — X T—x0 T — I
Also ist f differenzierbar in zg mit f'(x¢) = a. O

11.2.7 Bemerkung

Der Satz driickt aus, dass in der Tat die Differenzierbarkeit in x( gleichbedeutend mit der
lokalen Approximierbarkeit durch eine Polynomfunktion vom Grad 1 ist. Der Graph von

R—R, z— f(zo)+ f (z0) - (x — z0),
ist die Tangente an den Graphen von f in (zo, f (x0)) . O

11.3 Regeln

11.3.1 Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen
Sind f,g: X — R in ¢ € X differenzierbare Funktionen und ist A € R, so sind auch
fEg, f-g und A-f
differenzierbar in xg und es gilt:
(f £9) (wo) = ' (w0) £ ¢' (0),
(f-9) (o) = f (w0) - g(z0) + f (x0) - ¢’ (x0), (Produktregel)
(A= f) (o) = A~ f'(wo).
Ist g (xg) # 0, so ist auch
g:X\{$€X|g(:p):0}—>R
differenzierbar in zy mit
Y _ f (o) - g (w0) — f (x0) - ¢’ (20)
(5) @ - (9(@0))? |

(Quotientenregel)
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Beweis
Wir zeigen die Produktregel:
lim f(zo+h) g(xo+h)—f(x0) - g(20)
h—0 h
= lim % (f (o + h) - (g9(x0 +h) = g(x0)) + (f (w0 + 1) = [ (20)) - g (0))
)

h—0
h) — h) —
9(330+}1 g (zo +}lli_)nbf($0+}z f(ﬂfo)‘g(:no)

= lm f(zo+h)-
f. stetig
=0 f (o) - g (w0) + f (20) - g (o) - 0
11.3.2 Beispiel
(i) Fiir alle n € N ist die Funktion

fnR—->R, 2+ 2",

differenzierbar mit
fi(x)=n-2""!' VzecR.

Dies zeigen wir durch vollstédndige Induktion:

e Induktionsanfang: n =1
Wir wissen bereits, dass fi; = idg differenzierbar ist mit f] (z) =1 Vo € R.

e Induktionsschluss: n = n+1
Da fn,+1 = f1 - fn, folgt aus der Produktregel:

fn+1 ist differenzierbar

und es gilt

fo1 (@) = f1 (@) fo (2) + f1(2) - fr, (2)
=l-a"+z (n-2" ') =(n+1) 2"

(ii) Polynomfunktionen

n
p:R— R, ZIJ#—)Z&k'IEk, ag,...,an €R
k=0

sind nach (i) und 11.3.1 differenzierbar mit
n
p(z) = Zk‘ cay - xRl
k=1

(iii) Fiir alle n € N ist die Funktion f : R\ {0} — R, z — -1, nach (i) und 11.3.1
differenzierbar mit
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(iv) tan: R\ {Z + k7 | k € Z} — R ist nach 11.2.3 und 11.3.1 differenzierbar mit

. / . .
, sin x sin’ z - cosx — sinx - cos’ x
tan'x = =
coS T cos?
cos? z + sin® x 1
cos? x cos?2zx’

(v) cot : R\ {km | k € Z} — R ist nach 11.2.3 und 11.3.1 differenzierbar mit

, cos T\’ cos' z-sinx — cosx - sin’ x
cot'z = | — = 3
sin ) sin” x
—sin“x — cos“ x
- ) - .2
sin“ x sin“ x O

11.3.3 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f : I — R eine stetige, streng monotone Funktion auf einem Intervall I C R. Ist f
differenzierbar in 2o € I und gilt f’ (x¢) # 0, so ist die Umkehrfunktion

L) —R
differenzierbar in yo := f (z9) und es gilt

v, 1
U= w0 =75 = 7T

Beweis

Der Umkehrsatz 9.6.2 liefert Existenz (und Bijektivitiit) der Umkehrfunktion f=1: f (I) — R
auf dem Intervall f(I). Ist nun (yn), e C f (1) \ {yo} eine Folge mit 4, — yo, so gilt

Tn = (yn) €T\ {z0} VYneN.

Es folgt
—1 1 _
g L) = (o) _ o %20
n—oo Yn — Yo n—oo f (xn) - f (330)
= lim 71 _ 1
o n—oo [f(@n)—f(z0) S )

11.3.4 Beispiele
(i) In:]0,00[ — R ist die Umkehrfunktion von exp : R — R. Da

exp/ (z) =exp(z) #0 VreR

ist In differenzierbar mit Ableitung

1 1
In":]0,00] = R, y s ———— = —.
0ol =Ry = S )~ v
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(ii) arccos : [—1,1] — R ist die Umkehrfunktion von cos : [0, 7] — R. Es gilt
cos’ (x) = —sin(z) #0 Vx €]0, .
Also ist arccos auf |—1, 1] differenzierbar. Wir berechnen die Ableitung im Punkt
Yo = cosxg € |—1,1[:

1 -1 1
arccos’ (yo) = =

1
cos’ (xg) ~ sin (z0) 2o€l0,7] B V1 —cos? zg T \/1— y%l

(iii) Analog erhélt man:
arcsin : |—1,1[ = R

ist differenzierbar mit Ableitung

arcsin’ : |-1,1[ = R, y — ——u—.
1—y?

(iv) arctan: R — R ist die Umkehrfunktion von tan : |—%, %[ — R. Es gilt

1 T T
o= L 20 vee]-T I
an (:0523:7é v 2’2

Also ist arctan auf R differenzierbar. Wir berechnen die Ableitung im Punkt

yo =tanzg € R :

1
arctan’ (yo) = tan (20) = cos? x

cos? z 1 1

cos2zo +sinzy 1+tan?zg 1+y¢

(v) Analog erhilt man:
arccot : R — R

ist differenzierbar mit Ableitung

arccot ' :R — R, y+ ——.
1+ O

11.3.5 Satz (Kettenregel)
Seien f: X — R, g:Y — R Funktionen mit f(X) C Y und zy € X. Dann gilt:
f differenzierbar in xg, ¢ differenzierbar in f (z¢) = yo

= g o f differenzierbar in z

und in diesem Fall ist

(g0 f) (x0) =g (f (z0)) - f' (x0) .-
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Beweis
Wir betrachten die Funktion

9) —9g o)
A VA VA |
h:Y - R, y— Y — Yo » falls y 7 yo
g (yo),  fallsy =yo.

Dass g differenzierbar ist in yy bedeutet gerade
lim % (y) = g’ (y0) = h (yo) -
Y—Yo

Auflerdem gilt:
9W) —g)=h)-(y—v) VyeY.

Es folgt
o @0 N@=(go ) _ 9 (@) —g(f (@)
T—X0 r — X T—T0 T — X
i PO GO ZTE _ iy (5 2y g L= )
=g (f (x0)) - f' (x0) - O

11.3.6 Beispiele
(i) Fiir A € R betrachten wir die allgemeine Potenzfunktion
f:]0,00[ = R, z— 2" =exp(\-Inz).
Diese ist nach der Kettenregel differenzierbar und es gilt

f'(x)=exp’(A-Inz) - (A-Inz) =exp(\-Inzx)- %

A A
x

=\-2M L

x
Dies verallgemeinert 11.3.2, (i) und (iii).

(ii) Insbesondere sind die Wurzelfunktionen

10,00[ = R, z — Y,

differenzierbar mit Ableitung

(iii) Wieder nach der Kettenregel ist die Funktion
f:R—=0,00[, x— VaZ+1,

differenzierbar mit Ableitung

1
ffiR—[0,00[, 2+ ——=-2-2x L
2-vVz2+1 z2+1 0
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11.4 Hohere Ableitungen

11.4.1 Definition

Seien X C R und f : X — R differenzierbar. Falls die Ableitung f’: X — R im Punkt 2o € X
differenzierbar ist, so heifit

£ (@0) = (f')" (z0)

die zweite Ableitung von f in (. Allgemein definieren wir induktiv: Die Funktion f : X — R
heifit k-mal differenzierbar in xy € X, falls 3r > 0, sodass die Funktion

f’Ur(aco)ﬂX U (o) N X — R

(k — 1)-mal differenzierbar ist und ihre (k — 1)-te Ableitung in x differenzierbar ist. In diesem
Fall schreiben wir

7® (o) = (£5) (w0)

und nennen diese Zahl die k-te Ableitung von f an der Stelle xy3. Wir verwenden auch
die Schreibweisen

sowie

und allgemeiner
dk
dx{; (z0) = f(k) (o) .

Wir sagen, f ist k-mal differenzierbar (in X), falls f in jedem Punkt von X k-mal diffe-
renzierbar ist. Ist zusétzlich die k-te Ableitung

. x SR

stetig, so sagen wir, f ist k-mal stetig differenzierbar (in X). Schlielich heiit f beliebig
oft differenzierbar (in X), wenn f ist k-mal differenzierbar ist ¥k € N. O

11.4.2 Bemerkung
Ist f: X — R k-mal differenzierbar in X, so sind nach 11.2.4 alle Ableitungen
fD X SR, i=0,...,k—1,
stetig. O
11.4.3 Beispiele
(i) Induktion zeigt: exp : R — R ist beliebig oft differenzierbar und es gilt

exp® = exp Vk.
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(iii)
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Induktion zeigt: sin und cos sind beliebig oft differenzierbar und es gilt

Sln(k‘) — { (_1) + COS, faHS kf = 2m + 1’ Vk’

(=)™ - sin, falls k = 2m,

sowie

Vk.

*) (=1)™ ! . sin, falls k= 2m + 1,
cos\™) =
(—1)™ - cos, falls k=2m,

Die Funktion
z2, falls >0,

f T R>R, z+—
0, falls = <0,

ist stetig differenzierbar, aber die Ableitung ist nicht differenzierbar in 0.

y

Zunéchst ist f differenzierbar in jedem Punkt zy € R. Ist ndmlich zg > 0, so ist f
etwa in U 20 () durch z — 2% gegeben und es folgt: f ist differenzierbar in xo mit

f'(xg) = 2x9. Analog erhalten wir fiir 2y < 0, dass f differenzierbar ist in xy mit
1 (zg) = 0. Ist 2o = 0, so folgt aus z,, — x¢ =0, x, # xo =0 Vn:

M:{‘r ST 0= ().

Tp — X0 0, falls x, <0.

Die Ableitung
2z, falls x >0,

ff'R—R,
0, falls =z <0,

ist zwar stetig, aber nicht differenzierbar in xy = 0:

Yy
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Es gilt
i @) = )
:c—mcar T —Xo 7
aber
/ ol
o F@ =P
T—Ty T — X

115
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Kapitel 12

Lokale Extrema, Mittelwertsitze
und erste Anwendungen

12.1 Motivation

Die Mittelwertsitze sind die Grundlage fiir zahlreiche Anwendungen, wie etwa die Berechnung
von Grenzwerten und die Kurvendiskussion. O

12.2 Lokale Extrema

12.2.1 Definition

Seien I C R ein Intervall oder eine Vereinigung von Intervallen und f : I — R eine Funktion.
Wir sagen, f hat in zg € I ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn gilt:

Je > 0 mit f(x) < f(zg) (bzw. f(x) > f(x9)) VzeU:(xg)NI.

Wir nennen dann f (zg) ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) und z( eine
lokale Maximalstelle (bzw. lokale Minimalstelle). Im Unterschied hierzu nennen wir

zel zel

max f (z) <bzw. min f (g;))

im Falle der Existenz auch globales Maximum (bzw. globales Minimum). Der Sammel-
begriff fiir Maximum und Minimum ist Extremum. ]

117
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gl. Max. lok. Max.

lok. Min. lok. Min. gl. Min.
r 1

L 1

a b

In obigem Bild liegen in den Extremalstellen, die keine Randpunkte sind, waagerechte Tan-
genten vor. Dies ist immer so:

12.2.2 Satz

Seien f : I — R eine Funktion auf einem Intervall I und zy € I ein Punkt, der kein Randpunkt
von [ ist. Ist dann x( eine lokale Extremalstelle von f und ist f differenzierbar in xg, so gilt

I (x9) = 0.
Beweis
Ist zg kein Randpunkt von I und liegt in xy etwa eine lokale Maximalstelle von f vor, so
Je > 0 mit Ug (xg) C T und f (z) < f(xg) Va € Us(x9).
Es folgt

f(x) = [ (o)

Ty T — X x—mg T — X9

<0

und somit

12.2.3 Beispiel

Wir betrachten die Funktion
fR-R, z—a3:

Hier gilt f'(0) = 0 obwohl 0 keine lokale Extremalstelle ist. Die Umkehrung von 12.2.2 gilt
also nicht. m
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12.3 Mittelwertsatz

12.3.1 Satz von Rolle

Ist die Funktion f : [a,b] — R stetig in dem abgeschlossenen Intervall [a, b] und differenzierbar
in dem offenen Teil |a, b[, so gilt:

f(a) = f(b) = Jzo € Ja,b] mit [’ (xg) = 0.

Beweis

Die Aussage ist sicher richtig, falls f konstant ist. Im anderen Fall
Jz1 € Ja,b[ mit f (1) # f (a) = f(b).

Sei etwa
f(@1) > f(a) = f(b) (*)

(sonst ersetze f durch —f). Nach dem Satz vom Maximum 9.5.2 existiert eine (globale)
Maximalstelle zg € [a,b] von f. Wegen (x) gilt 2o € ]a,b[ und somit f’ (z9) = 0 nach 12.2.2.
U

12.3.2 Bemerkung

Der Satz von Rolle besagt insbesondere, dass zwischen zwei Nullstellen einer differenzierbaren
Funktion stets eine Nullstelle der Ableitung liegt:

12.3.3 Mittelwertsatz
Ist f: [a,b] — R stetig in [a, b] und differenzierbar in ]a, b], so

Jxg € |a,b] mit f’ (zg) = M.
b—a
Beweis
Die Hilfsfunktion b
Foloh)—R e f@) - L0 g
erfiillt die Voraussetzungen das Satzes von Rolle. Also 3z € |a, b[ mit
f(b) = f(a)

OZF/(x()):f/(JZQ)— b—a . 0
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Anschaulich bedeutet der Mittelwertsatz, dass die Steigung der Sekante durch die Punkte
(a, f (a)) und (b, f (b)) gleich der Steigung der Tangente an den Graphen von f an einer
gewissen Zwischenstelle (xq, f (xo)) ist:

| |
T T
a Io b

12.4 FErste Anwendungen des Mittelwertsatzes

12.4.1 Satz

Ist f:[a,b] — R stetig in [a,b] und differenzierbar in |a, b, so gilt:

f'(x)=0 Vz€la,b] = f ist konstant.

Beweis

Wir zeigen: Es gilt f () = f (a) Va € [a,b]. Sei = € |a, b]. Betrachten wir f nur auf dem In-
tervall [a, ], so erfiillt die eingeschrinkte Funktion die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.

Also
f @)~ f (@)

Jxg € Ja, [ mit 0 = f' (zg) = -

Es folgt
f (@) = £ (a). .

Im folgenden schreiben wir I fiir das Innere eines Intervalls I, d.h. fiir I ohne die eventuell
zu I gehorenden Randpunkte.

12.4.2 Satz (Ableitung und Monotonie)

Seien I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion, die im Innern I differenzierbar
ist. Dann gilt:

o

(i) f'(z) >0Vx el & f ist monoton wachsend,
(ii) f'(z) >0Vax el = f ist streng monoton wachsend,

(ii) f'(z) <0Vz el & f ist monoton fallend,

(iv) f'(x) <0Vx el = f ist streng monoton fallend.
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Beweis

e]
(i) 7=" Sei f'(z) >0 Vz € I. Seien 1,29 € I mit x; < xo. Betrachten wir f nur auf
dem Intervall [z, 2], so erfiillt die eingeschrinkte Funktion die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes. Also

3w € Jo1, a2 mit 0 < ' (a0) = %

Aus 0 < z9 — z; folgt dann 0 < f (z2) — f (21).

[0)
7«<” Nun sei f monoton wachsend. Dann gilt fiir z1,x2 € I mit x1 < zo:

—f (2) = f (1) >0 und somit f/(z;) = lim —f (2) — f (1)
o — I T2—x1 To9 — X1

> 0.
(ii) Im Beweis von (i) ersetze man im ”=-"-Teil an den entsprechenden Stellen < durch <
(man beachte, dass dies im ”<"-Teil nicht funktioniert).

(iii) und (iv) ergeben sich analog. O

12.4.3 Satz

Sei f : ]a,b] — R eine differenzierbare Funktion. In z¢ € |a, b| sei f zweimal differenzierbar

und es gelte
f'(x0) =0 und f"(z0) >0 (bzw. f”(z9) <0).

Dann besitzt f in g ein lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis
Wir betrachten den Fall f” (z) > 0. Da
f// ($0) = lim f/ (:I:) — f, (:EO)

T—x0 T — X0

> 0,

gibt es ein € > 0 mit
[ (@) — ' (xo)

Tr — X

>0 VZEGUg(JEQ).

Da f’(x¢) = 0 folgt daraus
f(x) <0 fiir xg — e < x < o,
f(x) >0 fiir 1p < 2 < 30 + €.
Die Behauptung ergibt sich also aus 12.4.2:

streng monoton

;o\
fallend  steigend
0T

] —t— [
a To—€E g To+e b -

Der Beweis zeigt sogar, dass unter den genannten Voraussetzungen ein isoliertes lokales
Minimum (bzw. ein isoliertes lokales Maximum ) vorliegt:

de > 0mit f(x) < f(zg) (bzw. f(x)> f(xo)) Va € U (xp) mitz # xo.
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12.4.4 Beispiel

(i) Die Funktion
fR—-R, z— a2

besitzt in g = 0 ein lokales Minimum, es gilt jedoch f” (0) = 0.

(ii) Fiir die Funktion
fTR>R x—e"—2x+1

gilt
f(x)=¢e" -2,
Es folgt
f (1) =05 e =2 205 =In2.
Wegen

" (xg) =e™ =2>0

ist zp eine lokale Minimalstelle. Nach 12.2.2 gibt es keine weiteren Extremalstellen (es
sind keine Randpunkte zu betrachten).

(iii) Es soll unter allen Rechtecken mit gleichem Flicheninhalt F' dasjenige mit kleinstem
Umfang gesucht werden. Welche Form hat es?

F=xy
Y U=2(z+vy)

X

Einsetzen von y = % liefert den Umfang als Funktion von x:

X

U:]O7oo[—>R,x|—>2<a:—|—E>.

Es gilt

und somit



12.5. KONVEXITAT, GEOMETRISCHE BEDEUTUNG DERZWEITEN ABLEITUNG123

Die zweite Ableitung U” = i—f ist in xo positiv, also ist zg = VF eine Minimalstelle.
Nach 12.2.2 gibt es keine weiteren Extremalstellen. Das gesuchte Rechteck ist also ein
Quadrat mit Seitenlinge zo = VF:

Zo

Wiéhrend die erste Ableitung einer Funktion etwas iiber die Monotonie der Funktion aussagt,
héngt die zweite Ableitung mit der Konvexitiat zusammen.

12.5 Konvexitit, geometrische Bedeutung der
zweiten Ableitung

12.5.1 Motivation

Eine Funktion, deren Graph von der Form

NS

ist, soll konvex heiflen, eine solche, deren Graph von der Form

7N

ist, konkav. Dabei ist auch der Grenzfall eines Geradenstiicks zugelassen:

N\

Hier ist die Funktion sowohl konvex als auch konkav. Liegt eine konvexe (konkave) Funktion
vor, deren Graph kein Geradenstiick enthélt, so sprechen wir auch von einer streng konvexen
(bzw. streng konkaven) Funktion.

Wir fragen uns, wie wir diese anschauliche Idee mathematisch exakt fassen kénnen. Dazu
betrachten wir eine konvexe Funktion f wie in folgendem Bild:
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Y y=f(x)

| |
T T
a xy zob X

Wihlen wir 1 < a2 im Definitionsbereich von f, so gilt Va mit x1 < x < x9 stets

flr) <g(z), (%)

wobei g die Funktion ist, deren Graph die Gerade durch (x1,y1 = f (1)) und (z2,y2 = f (z2))
ist: g hat die Gleichung

- B r — I
9(x) = (y2—v1) oz T
Mit der Abkiirzung
Tr — X
A=
To — X1

folgt
g(@) = 1=y + Ay

A ist das Verhéltnis der Strecken x — x1 zu x9 — x1, also gilt 0 < A < 1. Lost man umgekehrt
nach z auf,
r=(1- Xz + Az2,

so erhélt man durch Einsetzen in (x):
fUA=Nz1+Az2) <A =Ny1+Ay2 VA€]0,1].

Dies fiihrt zur folgenden Definition. O

12.5.2 Definition

Eine Funktion f : I — R auf einem Intervall I heifit konvex, wenn V1,29 € I und VA € |0, 1]
gilt:
FI=XNaxp+Azg) < (1 =XN) f(z1) + Af (22).

Steht in der Ungleichung sogar <, so heiffit f streng konvex. Im Falle > bzw. > heifit f
konkav bzw. streng konkav. g

12.5.3 Satz (2. Ableitung und Konvexitiit)

Seien I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion, die im Innern I zweimal
differenzierbar ist. Dann gilt:

(i) f"(z) >0Vz € Ie f ist konvex,

(ii) f”(z) > 0Vx € I = f ist streng konvex,
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(i) f"(z) <0Vx eI < f ist konkav,
(iv) f"(z) <0Vx eI = f ist streng konkav auf I.

Beweis
(i) Nach 12.4.2 bedeutet die Bedingung auf der linken Seite dass f’ in I monoton wiichst.

7= Sei f’ monoton wachsend in I. Seien z1,z9 € I und A € ]0,1] sowie x :=
(1 = X) z1+Axo. Es gelte etwa 21 < xo. Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann &; € |x1, z]
und & € |z, 2 mit

F@) = @) _ i < ey = L0 = 5@)

r— T T2 —
Wegen © — 1 = Mag — x1) und 29 — z = (1 — X\)(x2 — 1) folgt

f(z) — f(r1) < f(z2) — f(2)
A - 1—AX

und somit auch f(x) < (1 —X) f (z1) + Af (z2). Also ist f konvex.

7«<” Nun setzen wir voraus, dass f konvex ist. Seien x1,79 € I und es gelte etwa
x1 < xo. Wir wihlen ein A\ € ]0,1[ und setzen z := (1 — \) 21 + Azg. Dann gilt f(z) <
(1 =X) f(x1) + Af (z2) und somit auch

f(z) = f(z1) < f(x) — f(x2)
T —x - r—x9
Wegen
f'(z1) = lim Jla) = fay) und f' (z2) = lim fa) = f(x2)
T—T Tr — X T—To T — o

folgt f'(x1) < f'(z2). Also ist f/ monoton wachsend in I.

[e]
(ii) Nach 12.4.2 impliziert die Bedingung auf der linken Seite dass f’ in I monoton wichst.
Nun ersetze man im’="-Teil des Beweises von (i) an den entsprechenden Stellen <
durch <.

(iii) und (iv) ergeben sich analog. O

12.5.4 Beispiel

(i) Die folgenden Funktionen sind streng konvex auf R, da ihre zweiten Ableitungen immer
> 0 sind:

(ii) Die Funktion
f(@)=a®

ist streng konvex auf ]0, oo[ und streng konkav auf |—oo,0[. O
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12.6 Der verallgemeinerte Mittelwertsatz

12.6.1 Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Sind f, g : [a,b] — R stetig in [a,b] und differenzierbar in |a,b[, so Iz € |a, b[ mit:
7 (20) (9 () — g/(@)) = g (w0) (f (B) — f (a)).

Gilt dariiberhinaus ¢’ () # 0 fiir alle € ]a,b[, so kénnen wir diese Gleichung auch so
schreiben:

Beweis

Die erste Aussage ergibt sich, indem man den Satz von Rolle auf die Hilfsfunktion

Fila,b] =R, 2= f(2)(g(b) —g(a)) —g(x)(f(b) - f(a))

anwendet. Die zweite Aussage folgt: gilt ¢’ () #0 Vz € Ja,b|, so ist auch g (b) — g (a) # 0
nach dem Mittelwertsatz 12.3.3. g

12.6.2 Bemerkung

Setzt man in 12.6.1 g (z) =2 Vz € [a, b], so erhilt man den Mittelwertsatz 12.3.3. O

12.7 Die Regeln von de ’"Hospital

Seien f,g : I — R Funktionen auf einem Intervall I und zy € I. Die Bestimmung des
Grenzwertes
lim I @)

Tr—T0 g (:L‘)

kann schwierig sein, wenn f (z9) = g (z¢) = 0 ist. Sind allerdings f und ¢ differenzierbar in
xo und ist ¢’ (x¢) # 0, so ist die Grenzwertbildung einfach:

12.7.1 Regel von de ’Hospital, elementarer Fall

Seien f,g: I — R differenzierbar in zg € I, I ein Intervall. Es gelte

f(z0) = g(x0) =0

sowie

g (x0) #0 und g(x) #0 VreI\{zo}.

Dann folgt
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Beweis
Fir z € I'\ {zo} gilt:

f(@)—f(=0)

f(l’) _ f(l’) —f(.Z'()) _ T—x0 N f/ (.Z'())
g(x) g(x)—g(zo)  22)=9l0) 2o g’ (o) 0
12.7.2 Beispiel
(i) |
lim sinx cos0 _
z—0e? —1 o el a
(i)
Inz i

Im 5 —7=37"3% -

Manchmal ergibt sich ein Ergebnis durch mehrmaliges Anwenden der Regel von de 1’'Hospital:

12.7.3 Beispiel

. 1—cosx . sinx . coszxT 1
lim ——— = lim = lim = —.
2—0 T z—0 2z z—0 2 2 O

Gibt man sich etwas mehr Miihe, so erhélt man mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz:

12.7.4 Regel von de ’Hospital, allgemeiner Fall

Seien f,g : ]a,b[ — R differenzierbare Funktionen (hierbei sind auch a = —oco und b = o
zugelassen). Es gelte entweder

(i)  limg_q f(z) =limy_qg(x) =0

oder
(ii)  limgy,g(z) =00 oder = —oo.
Weiter sei
g (x)#0 Vz €la,b|.
Dann folgt

n f@ (@)
M @) e g (@)

sofern der rechtsstehende Grenzwert existiert (eigentlich oder uneigentlich). Die analoge Aus-
sage gilt fir z — b.

Beweis

Siehe Heuser, Analysis 1, 50.1. O
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12.7.5 Beispiel
Fir A € R, A > 0 betrachten wir die Funktion

Inz  f(x)

0,00—>R,:EI—>$)‘1I1:E:—:: .
0.l g

Dann sind f, g differenzierbar in ]0,00[, es gilt lim, 0 g (z) = oo (siehe 9.7.9, (iv)) sowie
g (z) = =X 2721 £ 0 Vo €0, 00f. Mit 12.7.4 folgt

. . Inz )
lim 2* Inz = lim — = lim
z—0 z—0 T~ z—0 —\

Fiir die Funktion

1
4 =
. 33‘_>‘_1 z—0 A\

10,00[ = R, = +— %,

ergibt sich dann
lim 2% = lim e*"% = &0 = 1.

rz—0 z—0

1

n

lim /n = 1.

n—oo

1

Betrachtet man speziell die Folge x,, = =, so erhélt man lim, .., — = 1 und somit auch

n

Letzteres kann man natiirlich auch anders zeigen. O

12.8 Kurvendiskussion

In Anwendungen benutzt man oft Schaubilder von Funktionen. Um den wesentlichen Verlauf
einer reellen Funktion f zu iiberblicken, geht man zweckmifig die folgenden Gesichtspunkte
der Reihe nach durch (wir setzen voraus, dass f hinreichend oft differenzierbar ist.)

(i) Definitionsbereich.
Da die vorgelegte Funktion oft formelméBig gegeben ist (zum Beispiel f (z) = %), muss
gepriift werden, fiir welche reellen x der Ausdruck sinnvoll ist (zum Beispiel Va # 0).
Definitionsbereiche sind in Anwendungsbeispielen normalerweise Intervalle oder Verei-

nigungen von endlich vielen Intervallen.

(ii) Symmetrie.
Man priife, ob f eine gerade Funktion ist (das heifit f (—x) = f (z) Vz) oder vielleicht
eine ungerade Funktion ist (das heit f(—xz) = —f(z) Vz) ist. Der Graph einer
geraden Funktion liegt spiegelbildlich zur y-Achse (zum Beispiel f (z) = ﬁ), derjenige

einer ungeraden Funktion spiegelbildlich zum Nullpunkt (zum Beispiel f (x) = %)

\
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(iii)

(vii)
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Nullstellen von f, f/, f”.
Bestimme die Nullstellen und so die Intervalle, in denen f, f’, f” positiv bzw. negativ
sind. Damit ist insbesondere klar, wo f streng monoton wachsend (f’(z) > 0) bzw.

streng monoton fallend (f’ (z) < 0) ist und wo f streng konvex (f” (z) > 0) bzw streng
konkav (f” (xz) < 0) ist.

Extremalstellen.
Die Nullstellen von f’, zusammen mit den Vorzeichen von f” ausgewertet in diesen
Nullstellen, liefern lokale Maxima und Minima (in Punkten mit f’ (z¢) = f” (o) = 0
sind Sonderuntersuchungen durchzufithren). Man vergesse nicht die Randpunkte des
Definitionsbereichs.

Wendepunkte.

x¢ heiit Wendepunkt von f, wenn die zweite Ableitung beim Durchgang durch zg ihr
Vorzeichen wechselt. Das heifit, f” (z¢) = 0 und Je > 0 so dass in U (zg) gilt: links von
xg ist f” (x) < 0 und rechts von g ist f” (z) > 0 (oder umgekehrt). Beim Durchgang
durch einen Wendepunkt wechselt also die Funktion von streng konkaver Kriimmung
zu streng konvexer Kriimmung (oder umgekehrt). Da dies bedeutet, dass f’ in z( ein
lokales Extremum hat, gilt: Ist f” (z¢) = 0 und f"'(z¢) # 0, so ist zp ein Wendepunkt
(in Punkten mit f” (zg) = f"” (z9) = 0 sind Sonderuntersuchungen durchzufiihren).

Zum Beispiel ist der Nullpunkt ein Wendepunkt von f (z) = 23:

Einseitige Grenzwerte, Pole.
Liegt 9 € R nicht im Definitionsbereich X von f und erfiillt zy die Voraussetzungen
an X;:) bzw. X wie in 9.3.5 so bestimme man

lim f(z) bzw. lim f(z)
=T T—T(
(falls existent). Gilt
lim | f ()| = oo,

T—To

so heifit zy ein Pol von f (sieche Beispiel 9.3.4, (i)).

Verhalten fiir grofle |z|, Asymptoten.
Falls sinnvoll, bestimme man

lim f(x) und lim f(x).

T—00 r— —00
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Allgemeiner suche man, falls sinnvoll, nach ,einfachen“ Funktionen A mit
|f () — h(x)] — 0 fir 2 — oo bzw. x — —o0.

Jede solche Funktion h heifit eine Asymptote von f. Besonders interessant sind Asym-
ptoten, deren Graph eine Geraden ist. Zum Beispiel:

(viii) Zeichnung.
Skizzieren Sie den Graph von f.

12.8.1 Beispiel
Wir diskutieren die rationale Funktion
2t — 5242
fla)=—F35—
(i) Der Definitionsbereich von f ist R\ {0} .

(ii) Es gilt f (—x) = —f () Vz # 0, das heiit f ist ungerade. Aus diesem Grunde diskutie-
ren wir im folgenden nur z > 0, da fiir < 0 sich alle Eigenschaften aus der Symmetrie
zum Nullpunkt ergeben.

(iii) Nullstellen von f:
f@x)=0s ' —52°2 +2=0.

Wir setzen z = 22 und losen 22 — 5z + 2 = 0: 21,2 = (527\/1_7) Daraus ergeben sich die

positiven Nullstellen von f:

5- V17 54 V17
n=\—a o T=\—a

Die einzige positive Nullstelle von

4 2 2
, "+ 52" =6 " 12 -5z
ff(z) = T o4 bzw. f"(x) = T
ist
12
r3 = 1 bzw. Ty = E

Durch Berechnung einiger weiterer Werte von f, f, f” erkennt man:
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]
in |x1,xe| ist f negativ,
in ]0, x| ist f/ <0, also f streng monoton fallend,
in ]zg, 00| ist f/ > 0, also f streng monoton wachsend,
in ]0, 24| ist f” >0, also f streng konvex,
in Jzy, 00| ist f” <0, also f streng konkav.

(iv) Es gilt f” (z3) > 0 (und f’(z3) = 0), d. h. 23 ist eine lokale Minimalstelle. Da keine
Randpunkte zu betrachten sind, ist 3 = 1 nach (ii) die einzige Extremalstelle in ]0, co].

(v) Einziger Wendepunkt in |0, 00| ist 4. In der Tat ist " (x4) # 0 (und f” (x4) = 0).
(vi) Es gilt

li = li =—

i 7@ =0, i f(s) = o

in 0 liegt also ein Pol von f vor.

(vii) Wir schreiben f (z) um als

ist eine Asymptote fiir f.

(viii) Der Graph von f sieht wie folgt aus:

12.9 Das Newtonsche Verfahren

Wie erwéhnt, ist es wichtig, Gleichungen der Form

fx) =0,
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wobei
f:I—R

eine auf einem Intervall I definierte Funktion ist, 16sen zu kénnen. Nicht immer kann man

die Losungen — wie etwa bei quadratischen Polynomfunktionen — durch eine explizite Formel

angeben. Es sind Ndherungsmethoden notwendig, bei denen die Losungen als Grenzwerte

von Folgen dargestellt werden, deren einzelne Glieder berechnet werden koénnen. Fiir die

Brauchbarkeit eines Naherungsverfahrens ist es wichtig, Fehlerabschéitzungen zu haben, damit

man weify, wann man bei einer gegebenen Fehlerschranke das Verfahren abbrechen kann.
Das Newtonsche Verfahren beruht auf einer einfachen geometrischen Idee:

y

— X
:C/I'Q I
_—

Gesucht ist die Schnittstelle T des Graphen von f mit der z-Achse. Wir nehmen an, dass ein
Punkt z( in der Nidhe von T bekannt ist (den man etwa durch Probieren oder Skizzieren des
Graphen gewonnen hat). Man betrachtet die Tangente an den Graphen von f in dem Punkt
(o, f (x0)) und sucht deren Schnittstelle z; mit der z-Achse. Da die Gleichung der Tangente

t(z) = f (z0) + f' (z0) (z — 20)
lautet, gewinnt man x; aus t (z1) =0 :

f (o)
[ (o)

Tr1 = Xo —

Wir setzen voraus, dass f stetig differenzierbar ist und dass gilt f’ (z) # 0 Vz € I. Liegt x1 in
I, so kann man die gleiche Uberlegung noch mal anwenden. Sukzessive erhélt man die Zahlen

[ (zn)

xn+1:xn_f,($ )7 77‘2071727"'7
n

von denen wir annehmen wollen, dass sie alle in I liegen (sonst bricht das Verfahren ab). Falls
nun diese Folge (Newtonfolge) gegen ein T € I konvergiert, so folgt aus Stetigkeitsgriinden

_f@

[ ()
Im allgemeinen braucht das Verfahren jedoch nicht zu konvergieren. Wir beschreiben einen
wichtigen Fall, in dem Konvergenz auftritt:

, also f(T) = 0.

5]

T =
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12.9.1 Satz
Seien I = [xg —r,xo + r| ein Intervall und f : I — R eine dreimal stetig differenzierbare
Funktion mit f’(z) # 0 Va € I. Ferner existiere eine positive Zahl ¢ < 1 mit
"
/(@)
e 7 (@)
T
<(1—q)r.
‘f ' (20) 1-9

Dann hat f genau eine Nullstelle T in I und die wie oben definierte Newtonfolge zq, x1, x2,. ..
konvergiert quadratisch gegen T, das heifit, es gilt

|Zpi1 —Z| < K (2, —Z)* VYneNg

mit einer geeigneten Konstanten K. Schliefilich haben wir die Fehlerabschétzung

oS @) .
|3:n—3:|STmltM::glel?‘f’(ajﬂ. 0

Es bleibt die Frage: Wie findet man geeignete Anfangsniherungen xy? Im Falle konvexer
Funktionen ist man mit jeder Anfangsnéherung z( erfolgreich, fiir die gilt f(zg) > 0:
12.9.2 Satz

Sei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar und konvex. Es gelte
F @) £0 Vi€ o)

und auBerdem seien die Vorzeichen von f (a) und f (b) verschieden. Dann gilt: Ist z¢ € [a, b]
beliebig mit f (zg) > 0, so konvergiert die Newtonfolge, und zwar gegen die einzige Nullstelle
von f in [a,b]. Es gilt dieselbe Fehlerabschitzung wie in 12.9.1 und ist f sogar dreimal stetig
differenzierbar, so ist die Konvergenz quadratisch. O

Die analoge Aussage gilt fiir konkave Funktionen.

12.9.3 Beispiel

Wir suchen die Lésungen von
x
f(z)= §—Sin:n:0,

das heiBt wir suchen die Schnittstellen der Graphen der Funktionen sinz und g (z) = :
T

y g(z) = 9
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Der Nullpunkt ist eine Schnittstelle und wir erwarten zwei weitere, eine etwa bei x = 2 und
die dritte etwa bei z = —2. Wegen der Symmetrie von f brauchen wir nur die Lésung 7 in
der Nihe von 2 zu berechnen. Nun ist f (mindestens) dreimal steig differenzierbar und es gilt

f(z)= % —cosx, f"(z)=sinz, f"(x)=cosuz.

Betrachten wir etwa das Intervall [g, 77] =: 1, so hat f’" in I keine Nullstelle. Weiter ist
rg=2¢€l

und es gilt
f(zg) =1—sin2 > 0.

Wir erhalten rekursiv die Newtonfolge

o —sinay,
Tp+l = Tn — 3

, n=0,1,2,....
5 — COS Ty

Auf 10 Dezimalstellen gerundet ergibt sich:

o = 2,000000 000
z1 = 1,900995 594
z2 = 1,895511645
r3 = 1,895494 267
x4 = 1,895494 267

In der Tat zeigt die Fehlerabschiitzung, dass der Fehler kleiner als 5 - 107! ist. Man beachte
die schnelle Konvergenz des Verfahrens. O

Noch ein Wort zu den Beweisen: Die Fehlerabschitzung ergibt sich direkt aus dem Mittel-
wertsatz. Dass die Konvergenz unter den angegebenen Bedingungen quadratisch ist, folgt mit
Hilfe der Taylorformel (dazu spéter mehr). Dass die Newtonfolge in 12.9.2 konvergiert, ergibt
sich wie folgt: Ist etwa f’(xg) > 0 Vz € [a, ] (sonst ersetze man f durch —f), so ist f streng
monoton wachsend und hat wegen des Vorzeichenwechsels genau eine Nullstelle Z € [a, b].
Wegen der Konvexitit fillt die Newtonfolge monoton und ist durch Z nach unten beschrankt.
Also ist die konvergent Newtonfolge. Die Konvergenz in 12.9.1 ergibt sich aus dem in den
Aufgaben behandelten Banachschen Fixpunktsatz angewandt auf die Funktion

i
o=y

Fiir Einzelheiten sieche Heuser, Analysis 1, § 70 und Forster, Analysis 1, §17.
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Das Riemannsche Integral

13.1 Motivation

Wie grof} ist der Flicheninhalt einer Ellipse, die Lénge einer Freileitung, die Energie einer

Gasmenge oder die Fluchtgeschwindigkeit einer Rakete? Wie berechnet man Satellitenbahnen,

den Schwerpunkt einer Halbkugel, das Tragheitsmoment eines Kegels oder die Wahrscheinlich-

keit fiir den Ausfall eines Bauteils? Dieses vielfiltige Spektrum von Fragen kann mit Mitteln

der Integralrechnung beantwortet werden.

Dabei geht man von einer elementaren Grundaufgabe aus, ndmlich der Bestimmung der

Fldcheninhalte krummlinig berandeter Flachen. Insbesondere beschéftigt man sich mit Flichen,
die zwischen der z-Achse und dem Funktionsgraphen einer reellen Funktion mit positiven

Werten liegen:

Y /\/ y=r (1‘ )
~Fldche von f auf [a,b]

| |
T

a b X

Handelt es sich um eine konstante Funktion f (z) = ¢, so ist die entsprechende Fliche ein
Rechteck:

In diesem Fall gilt fiir die Fliche
F=c-(b—a).

Wir schreiben auch
b
/ f@)de=c-(b—a).

Durch Aufsummieren kann man nun auch Treppenfunktionen integrieren:

135
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cy 1+ .
c3 + —_—

| | | | |
1 T T T T

a=x9 X1 T2 T3 x4=b

b 4
/ f(z) dac:ch-(:Ek—xk_l).
a k=1

Um den Flécheninhalt fiir eine ,allgemeine” Funktion zu bestimmen, ja, ihn iiberhaupt ma-
thematisch exakt zu definieren, wollen wir die Funktion durch Treppenfunktionen annéhern:

ol

| | | | |
1 T T T T

a=x9 1 To I3 r4=b

Wir zerlegen das Grundintervall [a,b] und wihlen in jedem der entstehenden Teilintervalle
den grofiten bzw. kleinsten Funktionswert aus. Die durch die zugehorigen Treppenfunktionen
definierten Flidchen (Obersummen bzw. Untersummen) nidhern den gesuchten Flidcheninhalt
an: Macht man die Zerlegung immer feiner, so erhilt man immer genauere Anniherungen:
Die Obersummen werden immer kleiner (jedenfalls nicht groBer), die Untersummen immer
grofer (jedenfalls nicht kleiner). Infimum bzw. Supremum iiber alle Ober- bzw. Untersummen
nennt man, falls existent, auch Ober- bzw. Unterintegral von f. Stimmen diese iiberein, so
nennen wir f integrierbar auf [a,b] und den gemeinsamen Wert von Ober- und Unterintegral

/abf(az)dx

das Integral von f auf [a, b]. Wir werden sehen, dass jede auf [a, b] stetige Funktion integrierbar
ist und dass die Integralrechnung die Umkehrung der Differentialrechnung ist: Wahrend man
in der Differentialrechnung von gegebenen Funktion die Ableitung berechnet, versucht man
umgekehrt in der Integralrechnung aus gegebenen Ableitungen die urspriinglichen Funktionen
Zu gewinnen. ]

13.2 Grundlegende Definitionen

Seien I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall und f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.

13.2.1 Definition

Eine Zerlegung Z von [a, b] ist eine Menge von Punkten

Z =A{x0,x1,...,Tn}
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mit
a=z0<r1<22<...<xpp =D

Dabei heifit 2 der k-te Teilpunkt von Z und Iy = [zp_1, )] das k-te Teilintervall von
Z. Wir nennen |I| = xp — xx_1 die Linge von I} und

7| = I
2= max_ |1

gooey

die Feinheit von Z. Weiter heifit Z dquidistant, wenn alle I}, die gleiche Lénge haben. Die
Zerlegung Z' heifit feiner als Z, falls gilt Z C Z'. O

13.2.2 Definition

Ist Z eine Zerlegung von I wie oben, so setzen wir

My, :==sup f(x), my:= inf f(x)

€l €l
sowie
OZ,f):= Z My, - (xp — 2—1) (Obersumme von f bzgl. 7)
k=1
und .
UZ f) = ka (zfp — xp_1) - (Untersumme von f bzgl. 7)
k=1 t
13.2.3 Satz

(i) Fiir jede Zerlegung Z von [a, b] gilt

U(Z,f)<0(Z]).

(i) Sind Z, Z’ Zerlegungen von [a,b] und ist Z’ feiner als Z, so gilt
Uz, f)<U(Z,f)

und

0(Z,f)z0(Z.f).
(iii) Fiir beliebige Zerlegungen Z und Z’ von [a, b] gilt
Uz, f)<o(Z,f).

Beweis

(i) Es gilt

3

OZ, f)=U(Z f)=) (My—my)- (zr —xK—1) = 0.
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(ii) Z' enthilt die Teilpunkte von Z sowie weitere Teilpunkte. In dem wir das folgende
Argument sukzessive anwenden, kénnen wir annehmen, dass Z’ genau einen Teilpunkt
mehr als Z enthélt. Seien etwa

Z={xo,...,xn}, Z' ={x0,"  ,Th1, Ty Thy- -+, T } -
y
y=f(x)
| \/
my T
| | |
l‘”k—l a% ik X

Wir zeigen die Aussage fiir die Untersummen. Seien mq,...,m, bzgl. Z wie {iblich
definiert und

mj, = inf {f (2) | 211 < v < T},

Dann gilt

und somit

U(Z>f)_U(Z/7f)
=my - (T — Tp_1) — My (T —2p_1) — M- (v}, — T)

= (mp—mj) - (xp —T) + (mp —my,) - (T — xp—1) <0.

(iii) Es ist
7'=z0Z7
feiner als Z und Z’. Also folgt

(i) ) (i)
Uz f)y<u(z".f)<o(z2".f) <0(Z.f). 0

Insbesondere ist die Menge der Obersummen von f nach unten bzw. die Menge der Un-
tersummen von f nach oben beschrinkt. Deswegen ist die folgende Definition sinnvoll:

13.2.4 Definition

Wir nennen

Iy:= i%fO (Z,f)
Oberintegral von f auf [a,b] und
I;:= s%pU (Z. f)

Unterintegral von f auf [a,b]. Stimmen Ober- und Unterintegral von f auf [a,b] {iberein,
so heifit f (Riemann-) integrierbar auf [a,b]. Der gemeinsame Wert

/bf(a:)dxzszzlf

heifit dann (Riemann-) Integral von f auf [a, b]. O
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13.2.5 Definition
0 auf [a, b], so ist der Fldcheninhalt der Fliche von

/abf(:n)dx
/—\

| |
1 T

‘ a b

Sei f auf [a,b] integrierbar. Gilt f () >
f auf [a, b] gleich

0 auf [a,b], so ist der Flacheninhalt gleich

—/abf(x)dw

Ist hingegen f (z) <

Ist f sowohl positiv als auch negativ auf [a,b], so muss man entsprechende Teilflichen auf-

A_A
A A

summieren:

13.2.6 Beispiele
(i) Eine Funktion f : [a,b] — R heiit Treppenfunktion, wenn eine Zerlegung Z =
{z0,...,x,} von [a,b] existiert, sodass f auf jedem offenen Teilintervall Jzj_1, zx[ kon-

stant ist:
f(x)=cp Vze€lrg_1,xk[.
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Jede beschriankte Treppenfunktion ist integrierbar mit

b n
/ f () dw:zck’(ﬂﬂk—xk—1)-
a k=1

(ii) Die Dirichlet-Funktion
1, fallsz € Q,

f:10,1] — R, xn—>{0’ falls = ¢ Q.

ist nicht integrierbar. Es gilt
szlundlf:O.

13.3 Rechenregeln

13.3.1 Definition
(i) Fiir jede in a € R definierte Funktion setzen wir

/aaf(:n)dxzo.

(ii) Ist f auf [a,b] integrierbar, so sei

/baf(:c) dx::—/abf(az)dx.

Ist f:[a,b] — R eine Funktion, so haben wir auch die Funktionen

il b = R, 2 e max {f(x), 0},

und
f~la,b) = R, 2 — —min{f(x),0}.

Es gilt
fl=f"+f" f=f"-f".
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13.3.2 Rechenregeln zur Integration

Seien [a, b] C R ein abgeschlossenes Intervall und f, g integrierbar auf [a, b]. Dann sind auch

FYof 1l ftg A-f (AeR), f-g §<fausg<:v>#owe[a,b1>

integrierbar auf [a,b] und es gilt:
(i)
b b b
/ (f(z) £g(z)) do :/ f(z) dwj:/ g (z) dz.

b b
/)\'f(a:)dw:)\-/f(w)dw.
(iii) \ . ,
/f(x)dw:/f(x)dw+/ f(x) dx Ycé€ a,b
(iv) Gilt m < f(z) < M Yz € [a,b], so auch
b
m'(b—a)é/f(ac)dx <M-(b—a).
(v) Gilt f(x) < g(z) Vz € [a,b], so auch
b b
/f(ac) dex < | g(z) dx.

Sind f und g dariiber hinaus stetig auf [a,b] und 3x¢ € [a,b] mit f (z9) < g (o), so

folgt sogar
b b
/ f(z) dz </ g (x) dx.

(vi) Mit C := sup,¢[qp) |f (z)| erhilt man

/abf(x)dw

Dies folgt mehr oder weniger direkt aus den Definitionen. Siehe Aufgaben zur GdM2. O

b
</ If ()] de < C-(b—a).

Beweis

13.4 Das Riemannsche Kriterium

Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall. Ist Z eine
Zerlegung von [a, b], so ist das Supremum bzw. Infimum der Funktion iiber den zugehorigen
Teilintervallen oft nicht einfach zu berechnen. Somit sind die entsprechenden Ober- bzw.
Untersummen nicht einfach zu bestimmen. Eine einfachere Methode zur Bestimmung des
Integrals ist das Riemannsche Summenkriterium. Hier werden statt der Suprema bzw.
Infima beliebige Funktionswerte in den Teilintervallen benutzt.
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13.4.1 Definition

Sei f und Z wie oben, Z = {zg,...,z,}. Wéhlt man in jedem Teilintervall [z}_1, x| einen
Zwischenpunkt 7 (Stiitzstelle) und schreibt

77:(7717--~;77n)7

so heif3t

R(Zn, f):=) f(m)-(vr —wx_1)

eine Riemannsche Summe von f.

a=xoMx1 M2 T2 T,=b

13.4.2 Satz

Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann ist f genau dann integrierbar, wenn
jede Folge (Ry),cy Riemannscher Summen von f, bei denen die Folge der Feinheiten |Z,| der
zugehorigen Zerlegungen gegen Null streben, konvergiert. In diesem Fall gilt fiir jede solche

Folge (R¢)sen:

b
Zlim Ry, = / f(z) de.

Beweis

Wird nachgeliefert. O

13.4.3 Beispiel

Wir wollen fiir a > 0

a
/ cosx dx
0

mittels Riemannscher Summen berechnen. Dazu zeigen wir zunéchst:
Sei t € R\ {27k | k € Z} . Dann gilt Vn € N:

sin (n—l— %) t

1 n
-+ cos (kt) =
2 kZ::l (kt) QSiH%t
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Es gilt cos (kt) = £ (e?* + =) also

1« 1 &
§+kz_lcos(k‘t) =3 Z ekt

k=—n
2n 3
1 . ] 1 .. 1— e(2n+1)zt
= —e int § :ezkt = Z¢ int ~
2 2 1—¢t
k=0

1ei(nta)t _ gmi(ntg)t _ 1sin(n+ )t

T _
2 e’z —e

is 2 Sin%t

Nun zum Integral. Fiir alle n > 1 erhélt man durch
ka

9

k=0,1,...,n,
n

eine dquidistante Zerlegung Z, von [0,a] der Feinheit £. Als Stiitzstellen wéhlen wir gerade

die rechten Randpunkte der Teilintervalle: Sei (™) := (—,...,a).
n

N4

Fiir die zugehorigen Riemannschen Summen gilt dann:

n
k k k—1
R (Zn,n("),cos :17) = <cos _a) <_a — g)
n n n
k=1
k * sin(n+3)2 1
— g CcoS _(1 (_) 2 ( i 3) n
n n n 2sin 50 2
k=1 n
a Aufgabe
— sin <a + i) _ 2 31&311) sina
 gin & 2n 2n '

Sin n
Andererseits ist die Funktion cos als stetige Funktion auf [0, a] integrierbar (dies werden wir

gleich zeigen). Mit obigem Satz folgt
a
/ cosx dxr = sina.
0 O

13.5 Gleichmiflige Stetigkeit

Wir zeigen einen Satz, den wir zum Beweis der Tatsache benétigen, dass stetige Funktionen
integrierbar sind. Wir betrachten die Teilmenge X C R und eine Funktion f : X — R. Nach
dem e-9—Kriterium ist f stetig in X, wenn V g € X gilt:

Ve>03d0>0, sodass VzxeX gilt:
|z — o] <6 = |f(z) — fzo)| <e.

Dabei hingt § bei festem € von z( ab.
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13.5.1 Definition
Eine Funktion f: X — R heifit gleichméfig stetig in X, wenn gilt:

Ve>030>0, sodass Vaxp,xe€ X gilt:
|21 — @2| <0 = [f(21) — fw2)| <¢. O

Sicher ist jede in X gleichméfig stetige Funktion auch stetig in X. Die Umkehrung gilt aber
nicht:

13.5.2 Beispiel

Die Funktion

1
f:]0,1] = R, z+— —,
T

ist sicher stetig in ]0, 1]. Sie ist aber nicht gleichméfig stetig, denn sonst gébe es insbesondere
zue =1ein § > 0, sodass V x1,z9 € |0, 1] gilt:

|21 — 22| <0 = [f(z1) — f(z2)| <e.
Da wir aber ein n € N wihlen kénnen mit !% — %‘ = % < § ergibt sich wegen %, % €10,1]
der Widerspruch

(7)1 (5 =nz1=e. :

13.5.3 Satz

Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b], so ist f in
[a,b] gleichmé&Big stetig.

Beweis

Wir nehmen an, dass f nicht gleichméfig stetig ist. Dann 3 ¢ > 0, so dass V n € N Punkte

xgn),xgn) € [a,b] existieren mit

n n 1 n n
2y — < = wnd - |f@”) - f@f)] 2 e

Da alle Glieder der Folge ($§n))n€N in [a,b] liegen, ist die Folge beschriinkt. Sie besitzt also
nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (azgnk)) keN- Diese muss nach

dem Sandwichkriterium gegen einen Punkt zg € [a, b] konvergieren. Wegen |:E§nk) —xé"’“)| < n—lk

)

gilt auch klim Ty ") = x0. Die Stetigkeit von f impliziert
—00

lim (f(:ni"’“)) — f(:ng"’“))) = f(zo) — f(wo) =

k—o0

im Widerspruch zu |f(3:gn’“)) - f(a:;n’“))| >eVk. O

13.6 Integrierbarkeit stetiger und monotoner Funktionen

Welche Funktionen sind integrierbar?
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13.6.1 Satz

Ist f:[a,b] — R stetig, so ist f auf [a, b] integrierbar.

Beweis

Nach 9.5.2 ist f beschrinkt.Weiter ist f nach 13.5.3 sogar gleichméfig stetig. Ist also € > 0
beliebig, so 3 § > 0, sodass V x1,x2 € [a,b] gilt:

|71 — 22| <= |f(z1) — f(z2)| <. (*)

Fiir jede Zerlegung Z = {xo,...,x,} der Feinheit |Z| < § gilt dann

O(Z7f)_U(Z7f) =

k

:(Mk —my) (g — Tp—1)

—

*

< e i (g, — xp—1)
=1
(b—a).

~

m

Da ¢ beliebig klein gew#hlt werden kann, wird bei entsprechender Wahl von Z auch O(Z, f) —
U(Z, f) beliebig klein. Daraus ergibt sich die Behauptung,. O

13.6.2 Bemerkung

(i) Wir nennen eine Funktion f : [a,b] — R stiickweise stetig, wenn sie bis auf endlich
viele Stellen stetig ist. Betrachtet man im obigen Beweis nur Zerlegungen Z, fiir die die
endlich vielen Sprungstellen einer solchen Funktion Teilpunkte sind, so sieht man, dass
jede beschriinkte, stiickweise stetige Funktion auf [a, b] auch dort integrierbar ist.

(ii) Mit einem dhnlichen Argument lisst sich zeigen, dass jede beschriinkte, stiickweise mo-
notone Funktion f : [a,b] — R auf [a, b] integrierbar ist (stiickweise monoton bedeu-

tet, dass es eine Zerlegung Zy von [a,b] gibt, sodass f zwischen je zwei benachbarten
Teilpunkten von Zy monoton ist). Siehe Aufgaben GdM2. O

Eine vollstdandige Charakterisierung integrierbarer Funktionen werden wir in GdM2 herleiten.

13.7 Mittelwertsatz der Integralrechnung

13.7.1 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f:[a,b] — R stetig, so

b
Jxo € [a,b] mit/f(a:) dx = f(x0) - (b—a).
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Beweis

Nach 9.5.2 nimmt f sein Maximum M und sein Minimum m auf [a, ] an, es gilt
m< f(z) <M Vz € la,b].
Mit 13.3.2, (iv) folgt
m-(b—a) g/bf(x) de < M- (b—a).

Also gilt
1
b—a

Nach dem Zwischenwertsatz 3z € [a, b] mit

m <

b
/ f(z) de < M.

b
fla) =5 [ 1@ do

13.7.2 Bemerkung

Anschaulich bedeutet der Mittelwertsatz, dass es ein Rechteck mit der Hohe f(xg) gibt,
dessen Flédche gleich der Fliache von f ist:

Yy

Der gleiche Beweis wie eben liefert:

13.7.3 Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung
Sind f, g : [a,b] — R stetig und gilt g (x) > 0 Vx € [a,b], so

b

b
dxg € [a,b] mit / f(z) g(x) dz :f(ajo)-/ g (z) dx. -



Kapitel 16

Vektorraume, Basis, Dimension

16.1 Motivation

Das Wort “Algebra” entstand aus dem Titel eines arabischen Werkes von Muhammed ibn
Miusa Alchwarizmi aus dem ersten Viertel des 9. Jahrhunderts nach Christus. Naiv kénnen
wir sagen: Algebra ist die mathematische Wissenschaft, die sich mit dem Losen algebraischer
Gleichungen beschéftigt. In der linearen Algebra, mit der wir uns hier beschéftigen, geht es um
das Losen linearer Gleichungen iiber einem Korper K (fiir die anschauliche Interpretation der
folgenden Diskussion betrachten wir den Fall K = R). Eine Gleichung in zwei Unbekannten
x und y sieht so aus:
a-x+b-y=a, mita,bac K.

Gilt hier (a,b) # (0,0), so handelt es sich um die Gleichung einer Geraden (lateinisch: li-
nea). Betrachten wir zwei solche Gleichungen, so erhalten wir ein System von zwei linearen
Gleichungen in zwei Unbekannten z und y:

C.w+d_y:5},mlta,b,a,c,d,ﬂeK. (%)
Setzen wir voraus, dass gilt (a,b) # (0,0) und (¢, d) # (0,0), so sind

L={(z,y) | ax + by = o} und

L' ={(z,y) | cx +dy = B}

Geraden in der (z,y)-Ebene und die Losungsmenge von (%) besteht aus dem Durchschnitt
LN L. Es sind drei Fille moglich:

(i) L und L' sind nicht parallel, das heiit L N L’ besteht aus genau einem Punkt.
(ii) L und L' sind parallel und verschieden, das heifit L N L' = .

(i) L und L' sind gleich, das heit LN L' = L = L’ ist eine Gerade.

Fiir (x) bedeutet dies:
(i) Es gibt genau eine Losung.

(ii) Es gibt keine Losung.

147
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(iii) Es gibt unendlich viele Losungen.

Um herauszufinden, unter welchen algebraischen Bedingungen die Félle (i), (ii) und (iii) ein-
treten, formen wir (%) um: Multiplikation mit d, b, ¢, a liefert

adz + bdy = da
bex + bdy = bs3
acx + bey = ca

acx + ady = apf.
Durch Subtraktion ergibt sich:

(ad — be) x = (ad — bf3) (54)
(ad —be)y = (aff — ac) .

Die Zahl ad — bc ist eine wichtige Grofle, die dem Schema der Koeffizienten a,b,c,d des
Gleichungssystems zugeordnet ist. Wir schreiben das Koeffizientenschema auch in Form einer

Matrix
ab
cd)’

Die Zahl ad — bc heifit dann die Determinante der Matrix, wir schreiben
a b a b
det <c d> e d

Im Hinblick auf Lésungen ergeben sich drei verschiedene Félle.

':ad—bc.

Fall A

ab
Cd‘#o.

Dann hat (x%) und damit auch (%) genau eine Losung, ndmlich

a b a o
g d cf
xr = s y =
a b a b
c d' c d‘
(Cramersche Regel, 1750). Es liegt also der Fall (i) vor. O

Wenn die Determinante verschwindet, gibt es zwei mdogliche Fille:
Fall B
a «

ol 4o).

Hier hat (xx) und somit auch (x) keine Losung, es liegt also der Fall (ii) vor. O

ab
. d‘—Ound <

g Z' # 0 oder
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Fall C

a b a b a o
c d G d c p
Nach Voraussetzung gilt (a,b) # (0,0) und (¢,d) # (0,0). Wir betrachen den Fall a # 0.
Dann ist auch ¢ # 0, denn sonst wire wegen ad — bc = 0 auch d = 0 im % zu (¢, d) # (0,0).
Also sind a und ¢ ungleich 0. Deswegen hat (x) dieselben Losungen wie

acx + bey = ca

acx + ady = apf.

Diese Gleichungen sind aber im Falle C identisch, wir erhalten als Losungen alle Punkte auf
der Geraden
ax + by = a.

Es liegt also der Fall (iii) vor. O

Wir haben somit die verschiedenen Moglichkeiten fiir die Losungen von (x) eindeutig durch
Determinantenbedingungen charakterisiert und damit die Theorie von zwei linearen Gleichun-
gen mit zwei Unbekannten im Wesentlichen erledigt.

In der Praxis hat man es mit sehr viel grofleren Gleichungssystemen zu tun. Es ist deswegen
zunédchst wichtig, systematische Schreibweisen einzufiihren. Fiir die Unbekannten benutzen

wir indizierte Buchstaben, etwa x1,...,x,, fir die Koeffizienten doppelt indizierte Buchsta-
ben, etwa ai1,...,01n,...,nn. Ein System von m linearen Gleichungen in n Unbekannten
x1,...,Ty geben wir meist in der folgenden Form an:

anr1 + appr2 + ...+ apr, = b

ao1T1 + axrs + ... + agmxr, = by

Am1T1 + amaxs + ... + GmnZn = bm .

Dabei sind die a;; und die b; Elemente von K. Eine Ldsung des Gleichungssystems besteht
aus n Elementen z1,...,z, € K, die die Gleichungen des Systems erfiillen. Wir fassen die a;;
zu einer Matrix (a;j) zusammen. Diese stellt man als rechteckige Anordnung der a;; dar:

a11 ... QAip

aml .- Amn

Die a;; heilen Koeffizienten von A, wir sprechen auch von einer Matrix mit Koeffizienten

in K. Die Koeffizienten a;1,...,a;j,...,a;, bilden die i-te Zeile von A, die Koeffizienten
a1, .-, Qj, - .- Gy; die j-te Spalte von A:
j—te Spalte
!
ai] ... alj ... QA1n
i1 ... Qi ... Qip | < i—te Zeile

am1 .- - amj oo Qmn



150 KAPITEL 16. VEKTORRAUME, BASIS, DIMENSION

Eine Matrix der Form (ai;)1<i<m heifit auch eine m x n-Matrix. Die Menge aller m x n—
1<j<n
Matrizen mit Koeffizienten in K bezeichnen wir mit M (m x n, K).

Zusammenfassung

Ein System von m linearen Gleichungen in n Unbekannten iiber K wird durch eine Koeffizi-
entenmatrix A = (a;;) € M (m x n, K) sowie ein senkrecht als Spalte geschriebenes m-Tupel

by
b= : | € K™ gegeben (dass wir in diesem Kontext Tupel als Spalten schreiben, wird sich
bm,
spéter als zweckdienlich erweisen). In Kurzform:
z1
A-x=b, mit x=
T

Ist ein solches System gegeben, so stellen wir uns folgende Fragen:

e Hat das System Losungen?
e Wenn ja, wie viele Losungen hat das System?

e Wie findet man die Losungen?

Die lineare Algebra stellt eine systematische Theorie zur Beantwortung dieser Fragen zur
Verfiigung. Grundlegend ist die Struktur des Vektorraums, die sich automatisch ergibt, wenn
man ein homogenes lineares Gleichungssystem betrachtet. Dabei bedeutet homogen,
dass die rechte Seite des Systems verschwindet:

annry + ... + apr, =0

am1T1 + ... + amnrn, = 0 .

Schreiben wir die Losungen senkrecht als Spalten, so ist mit

1 Y1 T1+ Y1
r=1 : und y= | : auch z 4y := :

eine Losung von (x%:x). Ebenso ist fiir jedes A\ € K mit

T A xy
r=1: auch -z :=

Tn, ATy

eine Losung von (xxx). Die so definierten Operationen + und - unterliegen Rechenregeln, die
man dann in der Definition des Vektorraums aufgreift. Wie sich herausstellen wird, ist die
Losungsmenge eines Gleichungssystems A - x = b entweder leer, oder sie ergibt sich durch
,,Parallelverschiebung“ aus der Losungsmenge des zugehdrigen homogenen Gleichungssystems
A -z = 0, wobei die Null auf der rechten Seite fiir den entsprechenden Nullvektor steht. Die
Losungsmenge des homogenen Systems wiederum bildet einen Untervektorraum des K™. [
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16.2 Grundlegende Definitionen

Sei K ein Korper.

16.2.1 Definition

Eine Menge V' zusammen mit einer Verkniipfung
+:VxV =V, (v,w) —v+w, (Addition)
und einer Abbildung
K xV =V, (\v)— Ao, (Skalarmultiplikation)
heifit K-Vektorraum (Vektorraum iiber K), wenn gilt:
(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Es gelten die Distributivgesetze
VA pe K,Yv,w eV,

das Assoziativgesetz
A(p-v)=A-p)-v Vi pe K,YveV

sowie
l-v=w Yv e V.

In diesem Fall nennen wir + eine innere Verkniipfung und - eine &uflere Verkniipfung.
Die Elemente von V heiflen Vektoren, das neutrale Element 0 der Addition heifit Nullvek-
tor, die Elemente von K werden als Skalare bezeichnet. Wir schreiben auch

M= vfirxe K,veV.

Ist K =R bzw. K = C, so sprechen wir auch von einem reellen bzw. komplexen Vektor-
raum. g

16.2.2 Satz (Rechenregeln)

Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt
(i) 0-v =0 YveV.
i) A-0 =0 VA€ K.
(iii) Ad-v=0=A=0 oder v=0 VNeK,veV.

(iv) (-1) v =—v YveV.
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Beweis

(i) 0rv=(0+0)-v=0-v+0-v und wir kénnen die Kiirzungsregel in der Gruppe (V,+)
anwenden.

(i) A-0=X-(04+0) =X-0+ X0 sowie Kiirzungsregel.
(iii) Sei A-v =0 aber A # 0. Dann gilt:

v=1-v=(A12)v=A1 ) =200

(iv) v+ (-1 -v=1-vt(-1)-v=(1-1)-v=0-v2p -

=

16.2.3 Beispiel
(i) Sei n € N. Wir betrachten die Menge

K'={x=(x1,...,2p) | x; € K}

der n-Tupel von Elementen in K. Entsprechend unseren Uberlegungen in Motivation
16.1 erkldren wir eine Addition

_|_an XKnHKn) (:E,y)*—>33+y,
durch

.Z'+y: (xlu"'axn)—i_(ylr"ayn) = (‘Tl—i_ylu"'axn—i_yn)
sowie eine Skalarmultiplikation
KXK' K" (\z)— Xz,
durch
Ax=A(T1,...,xn) =N -T1,.. ., A xp) .
Dadurch wird K™ zu einem K-Vektorraum mit Nullvektor 0 = (0, ...,0).

Im Falle K = R kénnen wir Addition und Skalarmultiplikation wie iiblich geometrisch
deuten. Etwa fiir n = 2:

A-a
ag+bot a+tb A-agt a2t a
oy o
az—+ a az a a
—a
— 1 | +—a9
a1 by a1+b; a A-aq

(ii) Seien m,n € N. Sind A = (a;j) und B = (b;;) Matrizen in M (m x n, K) und ist A € K,
so sind auch
A+ B = (aij—l—bij) und A - A = ()\CLU)
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Matrizen in M (m x n, K). Mit den so definierten Operationen wird M (m x n, K) zu
einem K-Vektorraum, dessen Nullvektor die Nullmatrix mit m Zeilen und n Spalten ist:

Schreibt man die Zeilen einer Matrix (a;;) hintereinander als

(011,--->a1ma21,--->a2m--->am1,--->amn),

so sieht man, dass M (m x n, K) als K-Vektorraum letztendlich nichts anderes ist als
K™,

(iii) Fir den Polynomring K [t], in dem ja insbesondere schon eine Addition erklért ist,
definieren wir eine Skalarmultiplikation durch

KxK|[t] — K[t], (\,p) — Xp,

durch

n

A Zn:aiti = Z(Aa,)t’
1=0

=0

Dadurch wird K [t] zu einem K-Vektorraum. Der Nullvektor ist das Nullpolynom.

(iv) Ist ) # X eine Menge und K ein Korper, so macht man den Ring aller Abbildungen
f: X — K aus Beispiel 5.3.4 , (ii) zu einem K-Vektorraum, indem man \- f elementweise

definiert:
AN-f)(z):=X-f(x) VxelX. 0

In Motivation 16.1 haben wir im Hinblick auf die Lésungen eines homogenen linearen Glei-
chungssystems mit n Unbekannten bereits angesprochen, dass diese einen Untervektorraum
des K™ bilden. Hier ist die entsprechende Definition:

16.2.4 Satz und Definition

Seien V ein K-Vektorraum und U C V eine Teilmenge. Dann heifit U ein Untervektorraum
von V, wenn gilt:

(i) U #0.
(ii) U ist abgeschlossen beziiglich der Addition: w,v € U = u+v € U.
(iii) U ist abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation: A € K,v € U = v € U.

In diesem Fall wird U zusammen mit der durch V induzierten Addition und Skalarmultipli-
kation zu einem K-Vektorraum.
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Beweis

Wegen (iii) und 16.2.2, (iv) gilt: Mit v € U ist auch —v = (—1) - v € U. Andererseits gibt
es nach (i) wenigstens ein solches Element v € U. Also ist nach (ii) auch das Nullelement
0 =v —wv € U. Daraus folgt die Behauptung. O

Ist (U;);c; eine beliebige Familie von Untervektorrdumen von V, so ist offensichtlich auch
U := (V;e; Ui ein Untervektorraum von V.

16.2.5 Beispiel

(i) U :={(a,b,0) | a,b € R} ist ein Untervektorraum von R3.

ii) U :={(a,b,1) | a,b € R} ist kein Untervektorraum von R3, denn (0,0,0) ¢ U.
O

In Motivation 16.1 hatten wir im Hinblick auf die Losungen eines linearen Gleichungssystems
auch Teilmengen des K" angesprochen, die durch ,,Parallelverschiebung® eines Untervektor-
raums entstehen. Hier ist die entsprechende Definition:

16.2.6 Definition

Seien V ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge. Dann heifit X ein affiner Unterraum
von V, falls es einen Vektor v € V' und einen Untervektorraum U von V gibt mit

X=v4+U:={v+u|uecU}.
Auch die leere Teilmenge wird affiner Unterraum genannt. O

U v+ U

16.2.7 Lemma

Sei X = v+ U ein affiner Unterraum von V. Dann gilt:
i)veX = X=v+U.
(ii) Sind v" € V ein Vektor und U’ C V ein Untervektorraum mit
v+ U =0 4+U,

so folgt
U=U" und v —v eU.
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Beweis
Einfache Ubung. O

Zu einem affinen Unterraum X = v + U von V ist also der Untervektorraum U eindeutig
bestimmt, wihrend der ’,, Aufhéngepunkt®“ v beliebig in X gewéahlt werden kann.

16.3 Linearkombinationen, lineare Unabhingigkeit

Jede Teilmenge eines Vektorraums kann zu einem Untervektorraum ,,abgeschlossen werden:

16.3.1 Bemerkung und Definition
Sei V' ein K-Vektorraum.

(i) Sei (v;);c; eine Familie von Vektoren in V. Ein Vektor v € V heifit Linearkombination
der (v;);c;, wenn es Indizes i1, ...,i, und Skalare Ay,..., A\, € K gibt mit

n
v = E ApVi, -
p=1

Wir bezeichnen mit

span (v;);c; = spany (v;);c;
die Menge aller Linearkombinationen der (v;),;;. Tatsdchlich erhalten wir so den kleins-
ten Untervektorraum von V', der alle v;, i € I, enthélt (ndmlich den Durchschnitt aller

Untervektorrdaume von V, die diese Vektoren enthalten). Dieser heifit der von den (v;),¢;
aufgespannte Vektorraum. Wir setzen noch span (0)) := {0} .

Ist speziell I = {1,...,n} und sind vy, ...,v, € V, so schreiben wir auch
span (v1,...,v,) 1= spang (vi,...,Up)
n
= {’UEV I, A EKmitv:Z/\ivi}
i=1

fiir den von v1,...,v, aufgespannten Untervektorraum.
(i) Ist (v;);c; eine Familie von Vektoren in V' mit
span (v;);c; =V,
so nennen wir die Familie ein Erzeugendensystem von V. Wir sagen, V ist endlich
erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt. O
16.3.2 Beispiel
(i) Ist K ein Korper, so betrachten wir in K™ die Vektoren

e;:=(0,...,0,1,0,...,0 ), i=1,...,n.
7

i-te Stelle
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Dann gilt
span (eq1,...,e,) = K"
(ii) Der Polynomring K [t] iiber einem Koérper K wird erzeugt von 1,¢,t2, .. .:

K [t] = span (ti)ieNo .

(iii) Sei 0 # v1 € R3. Dann ist span (v1) die Gerade durch 0 und v;. Ist vy € R3 ein weiterer
Vektor, vy & span (v1), so ist span (v1,vy) die Ebene durch 0, vy, vs.
(iv) Seien
U1 = (1727374)7 V2 = (6767 107 10)7
vg = (1,0,1,0), vy = (1,1,1,1) e R%.
Dann ergibt sich zum Beispiel fiir den Vektor v = (4,2,4,2) € R*:
v=wvy —2v1 =2 (v3+v4).

Die Darstellung von v als Linearkombination von vy, ..., v4 ist also nicht eindeutig. [J

Dass im obigen Beispiel die Darstellung nicht eindeutig ist, liegt daran, dass zum Beispiel v
bereits im span der anderen drei Vektoren enthalten ist:

vo = 201 + 2v3 + 2v4.

Daraus folgt dann

span (v1,...,v4) = span (vy,v3,v4) .
Natiirlich ist es sinnvoll, mit der geringstmoglichen Anzahl von Vektoren zu arbeiten, die
einen Untervektorraum aufspannen. Wie kann man aber iiberpriifen, ob ein gegebenes Erzeu-

gendensystem verkleinert werden kann? Was man leicht testen kann, ist, ob der Nullvektor
nur eine Darstellung aus den gegebenen Vektoren zulésst. Dies fiihrt zur folgenden Definition:

16.3.3 Definition

Sei V ein K-Vektorraum. Eine endliche Familie (vy,...,v,) von Vektoren aus V' heifit linear
unabhingig, wenn gilt:

AM,...,\p €K, Z)\ivizo = M=...= )\, =0.
i=1

Eine beliebige Familie (v;),.; von Vektoren heifit linear unabhéngig, wenn je endlich vie-
le Vektoren aus der Familie linear unabhingig sind. Andernfalls heifit die Familie linear
abhingig. O

Tatséchlich reicht es im Hinblick auf die oben gestellte Frage, den Nullvektor auf eindeutige
Darstellbarkeit zu testen:
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16.3.4 Satz

Fiir eine Familie (v;);.; von Vektoren eines K-Vektorraums V' sind dquivalent:
(i) (vi);es ist linear unabhéngig.

(ii) Jeder Vektor v € span (v;),; ldsst sich in eindeutiger Weise aus Vektoren der Familie
(vi);er linear kombinieren.

Beweis

“(i1) = (1)” ist klar.

“(1) < (ii)” Sei
v = Z)‘ivi = Z,u,-v,- € span (V)¢
i€l i€l
auf zwei Arten linear kombiniert (dabei sind die Summen so zu verstehen, dass nur

endlich viele \; bzw. u; von Null verschieden sind und tatséchlich nur iiber die entspre-
chenden Indizes summiert wird). Dann gilt

> = p)vi =0

el

(wobei jetzt tatséchlich nur iiber die endlich vielen Indizes mit A\; # 0 oder u; # 0

summiert wird). Es folgt \; = p; Vi € I nach (i). O
Ist (v1,...,v,) eine linear unabhéingige (abh#ngige) Familie von Vektoren, so sagen wir auch
einfach: vy, ..., v, sind linear unabhéngig (bzw. linear abhingig).

16.3.5 Beispiel

(i) Die Vektoren ey, ..., e, des K" sind linear unabhéngig.

(ii) Die Polynome 1,t,t2,¢3,... des Polynomrings K [t] sind linear unabhiingig. O

16.3.6 Lemma

Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:
(i) v € V linear unabhéngig < v # 0.

(ii) Ist n > 2, so sind vy,...,v, € V genau dann linear abhéingig, wenn einer der Vektoren
Linearkombination der anderen ist.

Beweis
(i) “«” Ist v linear abhingig , so I\ # 0 mit \v = 0. Mit 16.2.2, (iii) folgt v = 0.
“=" Der Nullvektor 0 ist linear abhingig wegen 1-0 = 0.
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(i) “=” Sind vy,...,v, linear abhingig, so IAi,..., A\, € K mit Y ;" ; A\jv; = 0 und fiir
mindestens ein k gilt A\, # 0. Es folgt

“«<” Ist umgekehrt etwa
Vp = M101 + ..o + Pp—1Vk—1 + Pk41Vk+1 + - - - + LnUn,
so folgt
pavs 4 A pp1vg—1 + (=1) s g+ g1V + - v = 0. O

16.3.7 Beispiel
Die Vektoren vy, ...,vs € R* in Beispiel 16.3.2, (iv) sind linear abhingig. O

16.4 Basen und Dimensionen

16.4.1 Definition

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Familie B = (v;);c; von Vektoren in V heifit Basis von V/,
wenn gilt:

(i) B ist ein Erzeugendensystem von V.
(ii) B ist linear unabhéngig.

Ist B = (v1,...,v,) eine endliche Basis, so heifit n Linge der Basis. Ist I unendlich, so
sprechen wir von einer Basis unendlicher Linge. O

Im Falle des Nullvektorraums V' = {0} ist die Definition so zu verstehen, dass die leere Familie

eine Basis der Linge 0 ist.

16.4.2 Beispiel

(i) K := (e1,...,ey) ist eine Basis des K", sie heifit die kanonische Basis oder Stan-
dardbasis.

(ii) Die Matritzen

~

0
EJ=10...010...0] « i—te Zeile
0

j—te Spalte

1 <i<m,1<j < n, bilden eine Basis von M (m x n, K). Dies ist wieder nur eine
Variante von (i).
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(iii) 1,¢,¢2,¢3,... ist eine Basis unendlicher Linge von K[t]. O

16.4.3 Satz
Fiir eine Familie B = (vy, ..., v,) von Vektoren eines K-Vektorraums V' # {0} sind dquivalent:
(i) B ist eine Basis.

(ii) B ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem, das heifit B ist ein Erzeugendensystem,
aber

(U1, ey Uk—1, Ukt 1y« -+, Un)

ist fiir jedes k € {1,...,n} kein Erzeugendensystem mehr.
(iii) Yo € V 3q,..., A, € K mit
n
vV = Z /\Z'UZ',
i=1
das heifit B ist ein Erzeugensystem mit der zugehorigen Eindeutigkeitseigenschaft.

(iv) B ist linear unabhéngig und Vv € V ist (vy,...,v,,v) linear abhéngig.

Beweis

“(i) = (ii)” Ist B eine Basis, so ist B ein Erzeugendensystem. Wire B verkiirzbar, so kénnte
man ein v, als Linearkombination der anderen v; schreiben und B wére linear abhéingig.

“(ii) = (iil)” Sei B ein unverkiirzbares Erzeugendensystem. Gébe es ein v € V mit

n n
§ Aiv; = v = E i
=1 i=1

und A # py fiir ein k, so folgte

- A 1= A - A - A
o= BTN e N e T A A
Ak — Mk Ak — M

und B wire verkiirzbar.

“(iil) = (iv)” Gilt (iii), so folgt aus 16.3.4: B ist linear unabhéngig. Weiter gilt: Ist v € V', so
ist v von der Form v = Y"1 | \jv;, es folgt

M1+ A + (—1)v =0,

d.h. (v1,...,vp,v) ist linear abhéingig.

“(iv) = (i)” Nun gelte (iv). Dann ist B linear unabhéngig. Sei v € V. Da (v, ..., vy, v) linear
abhéngig ist, Iy, ..., A, A € K, A # 0, mit Ajv; + -+ + Apvn, + Av = 0, es folgt
v = —ﬁv — = ﬁfu
o A

Also ist B auch ein Erzeugendensystem von V. O
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16.4.4 Korollar
Ist V ein K-Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist, so gibt es eine linear unabhéngige

Familie von Vektoren in V' mit unendlich vielen Elementen.

Beweis

Wir zeigen durch vollsténdige Induktion nach n: Vn > 1 gibt es linear unabhéngige Vektoren
Viynn,Up € V.

e Induktionsanfang: n =1
— Es gibt einen Vektor 0 # v; € V, denn sonst wire V = {0} endlich erzeugt.
e Induktionsschluss: n = n+1

— Induktionsvoraussetzung;:

Sei n eine natiirliche Zahl, fiir die gilt: vy, ..., v, € V linear unabhéngig.
— Induktionsbehauptung;:
Dann gilt: Jv,11 € V, so dal vy, ..., v,y linear unabhéngig sind.
Wir zeigen die Behauptung: Wéaren vq,...,v,,v fiir jedes v € V linear abhéngig, dann
wére vy,...,v, nach 16.4.3 auch ein Erzeugendensystem von V im Widerspruch zur
Voraussetzung. ]

16.4.5 Basisauswahlsatz

Aus jedem endlichen Erzeugendensystem eines K-Vektorraums kann man Vektoren auswéhlen,
die eine Basis bilden. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte K-Vektorraum eine Basis end-
licher Lénge.

Beweis

Aus dem endlichen Erzeugendensystem nehme man so lange Vektoren weg, bis es unverkiirzbar
geworden ist. O

16.4.6 Bemerkung

Allgemeiner kann man zeigen, dass jeder K-Vektorraum eine Basis hat. Der Beweis ist we-
sentlich komplizierter und benutzt das sogenannte Lemma von Zorn. ([l

Wir wollen nun die Lénge verschiedener Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraums ver-
gleichen. Dazu muss man systematisch Vektoren austauschen.

16.4.7 Austauschlemma von Steinitz

Seien V ein K-Vektorraum, B = (v1,...,v,) eine Basis von V und w = )" ; A\jv; € V. Dann
ist fiir jedes k € {1,...,n} mit A\x # 0 auch

/
B = (Uly"' y Uk—1, W, V41, - - - avn)

eine Basis von V. Man kann also v; gegen w austauschen.
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Beweis

Wir nehmen k& = 1 und somit A\; # 0 an (sonst nummerieren wir um). Es ist also zu zeigen,
dass B’ = (w,ve, ..., v,) unter den genannten Voraussetzungen eine Basis von V ist.

B’ erzeugt V: Seiwv e V.Dann 3y, ..., pu, € K mit v =", p;0;. Andererseits gilt:

Also gilt:

_ M e Y
v_)\lw+<u2 iy >v2+...+<un " >vn.

B’ ist linear unabhingig: Seien p, pio, ...,y € K mit
pw + povs + ...+ ppvy, = 0.
Dann folgt durch Einsetzen:
A1 + (A2 + p2) va + ..o+ (A + pn) vy, =0

und somit
AL = pAg + p2 = .o = pdp + pn =0,

da B linear unabhéngig ist. Da A1 # 0, folgt ; = 0 und somit auch po = ... = pu, = 0. O

16.4.8 Austauschsatz von Steinitz

Seien V ein K-Vektorraum, B = (v1,...,v,) eine Basis von V und (w1, ...,w,) eine Familie
linear unabhéngiger Vektoren in V. Dann gilt:

(i) r < n.
(ii) Es gibt Indizes i1,...,4, € {1,...,n}, sodass man nach Austausch von v; durch
wi, ..., v;, durch w, wieder eine Basis von V erhilt.
Beweis

Wir fithren vollstéindige Induktion nach r.
e Induktionsanfang: r =1
— Der Fall » = 1 ist das gerade bewiesene Austauschlemma.
e Induktionsschluss: r = r + 1

— Induktionsvoraussetzung;:
Sei r eine natiirliche Zahl, fiir die die Aussage richtig ist.

— Induktionsbehauptung;:
Dann ist die Aussage richtig fiir r + 1.
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Wir zeigen die Behauptung: Seien (wq, ..., w,4+1) eine Familie linear unabhéngiger Vek-
toren in V. Dann ist auch (wi,...,w,) linear unabhingig. Also ergibt sich aus der
Induktionsvoraussetzung, dass (evtl. nach Umnumerierung)

(W1, .oy Wy Upg1y e vy Up)

eine Basis von V ist. Ebenfalls gilt » < n nach Induktionsvoraussetzung. Wire r = n,
so wire (wq,...,w,) bereits eine Basis von V' im Widerspruch zu 16.4.3 , (iv). Also gilt
r + 1 < n. Nun schreiben wir

Wr41 = Awy + -+ Awy + )\T’-"-lvT’-i-l + -+ A

mit Ap,..., A\, € K. Wére \,y1 = --- = A, = 0, so hitte man einen Widerspruch zur
linearen Unabhéngigkeit von (w1, ..., w,4+1). Bei geeigneter Numerierung kann man also
Ar+1 7# 0 annehmen und nach dem Austauschlemma v,4; gegen w,4; austauschen. [J

16.4.9 Korollar

Hat ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist jede Basis von V endlich.

Beweis

Seien (vy,...,v,) eine endliche Basis und (w;);c; eine beliebige Basis von V. Wire I unend-
lich, so gébe es Indizes i1,...,i,41 € I, sodass w;,,...,w;,,, linear unabhingig sind. Dies
widerspricht 16.4.8. O

16.4.10 Korollar

Je zwei endliche Basen eines K-Vektorraums V' haben gleiche Léange.

Beweis
Sind (v1,...,v,) und (wy,...,w,,) zwei Basen von V, so kann man 16.4.8 zweimal anwenden
und erhéilt m < n, aber auch n < m. O

16.4.11 Definition

Ist V ein K-Vektorraum, so heif3t

00, falls V keine endliche Basis hat,

dim V :=dimgV = ) ]
n, falls V eine Basis der Lidnge n hat,

die Dimension von V iiber K. O

16.4.12 Korollar
Seien V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Dann gilt:
(i) U ist endlich erzeugt und dim U < dim V.

(i) Ist dim U = dim V/, so folgt U = V.
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Beweis

Folgt direkt aus 16.4.4 und 16.4.8. ]

16.4.13 Basiserginzungssatz

Seien V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und wq,...,w, € V linear unabhéngig. Dann
gibt es vy41,...,v, € V, sodass

B= (w1, ., W, Vpy1y...,Vp)

eine Basis von V ist.

Beweis

Wihle eine Basis (v1,...,v,) von V und wende 16.4.8 an. O

16.4.14 Beispiel
(i) dimg K™ =n, denn K™ hat die kanonische Basis (ey,...,ey,).
(ii) dimg Mat (m x n, K) = mn.

(iii) dimg K [t] = oc. O

16.4.15 Definition

Ist X = v+ U ein affiner Unterraum des K-Vektorraums V', so heif3t
dim X :=dim U
die Dimension von X. O

Diese Definition macht Sinn, da U eindeutig durch X bestimmt ist.

16.5 Das Eliminationsverfahren von Gauss

In 16.4.5 haben wir bewiesen, dass man aus jedem endlichen Erzeugendensystem eines K-
Vektorraums eine Basis auswéhlen kann. Fiir die Praxis ist das Verfahren des Weglassens (und
die Kontrolle, ob ein Erzeugendensystem iibrig bleibt) nicht 6konomisch. Wir geben nun einen
Algorithmus an, wie man aus einem Erzeugendensystem eine Basis linear kombinieren kann.
Dabei behandeln wir den Spezialfall eines Untervektorraumes U von K™ (der allgemeine Fall
lasst sich darauf zuriickfiihren). Seien also Vektoren ui,...,u,, € K" gegeben und sei U =
span (uq, . .., Up). Sind a;1, . .., a;, die Komponenten von wu;, das heifit ist u; = (a;1, ..., ain) ,
so ergeben die Vektoren als Zeilen untereinander geschrieben eine Matrix

ail ... Qip
A=1| : : eM(mxn,K).

Aml - Amn
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16.5.1 Beispiel

Aus der kanonischen Basis (e, ..., e,) des K™ erhilt man die n-reihige Einheitsmatrix
1 0 . 0
o 1 ... 0
E:(éij): . EM(’I’LX’I’L,K),
0 0 1
wobei
1, fallsi=3j
bij =19 s Z ‘7,’ (Kronecker-Symbol).
0, falls ¢ # j. O

16.5.2 Definition

Ist A= (aj;) € M (m xn,K), so heiBen a; = (ai1,...,a1n),---,0m = (@m1, -..,0mn) auch
die Zeilen(vektoren) von A und

ZR(A) :=span (ai,...,an,) C K"
der Zeilenraum von A. Wir setzen
Zeilenrang A :=dimg ZR (A). 0
Unser obiges Problem kénnen wir also so umformulieren: Bestimme eine Basis von ZR (A)!

Ist die Matrix in einer bestimmten Form, so kann man die Basis direkt ablesen.

16.5.3 Definition

Sei A € M (m x n,K). Dann hat A Zeilenstufenform, wenn fiir jede Zeile von A gilt: Sind
die ersten s — 1 Elemente der Zeile Null, so sind fiir die folgenden Zeilen mindestens die ersten
s Elemente Null (soweit vorhanden). Zum Beispiel:

0 ... 0 0
Jeder mit e gekennzeichnete Eintrag ist von Null verschieden und heifit Pivot (der entspre-
chende Zeile). O

16.5.4 Bemerkung

Ist A € M(m xmn,K) in Zeilenstufenform, so gibt es eine Zahl r, 0 < r < m, sodass
in jeder der ersten r Zeilen mindestens ein von Null verschiedener Eintrag steht und in den
anderen Zeilen nur Nullen stehen. Ist » > 1, so sind die ersten r Zeilen linear unabhéngig,
bilden also eine Basis von ZR (A). Es gilt dimg ZR (A) =r. O
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16.5.5 Beispiel
Fiir

s

Il
cooo
coow
com~o
oo w
co v o
o wr o
O = o w;

ist dimg ZR (A) = 3. O

Ist nun A beliebig, so kénnen wir A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform
bringen, ohne den Zeilenraum zu veréndern.

16.5.6 Definition

Unter einer elementaren Zeilenumformung von A € M (m x n, K) verstehen wir eine der
folgenden Operationen:

I. Multiplikation der i-ten Zeile mit einem Skalar A € K \ {0}:

A= a; — )\'CLZ‘

II. Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile:

a; a; + aj
A = : — .
a; a;

ITI. Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile, A € K:

a; ai+)\-aj
A==
aj aj

IV. Vertauschung der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile:

(73 aj
A= : — :
aj a;
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Dabei bezeichnen aq, ..., a,, die Zeilen von A, es ist stets i # j vorausgesetzt und an den mit
Punkten gekennzeichneten Zeilen dndert sich nichts. O

16.5.7 Bemerkung

Elementare Zeilenumformungen vom Typ III bzw. IV kann man aus denen vom Typ I bzw.
IT kombinieren:

a; a; a; + \-a; a; +A-aj
I I ) .
— — - ) A # 07
a; A-a; A-aj a;
bzw.
a; a; a; a;—(ai—a;) a; a;
I II I4+11 . 1I
— — — = -
a; —a; a; —a; a;—a; a; —a; a;

16.5.8 Lemma
Ist B aus A durch elementare Zeilenumformungen entstanden, so gilt ZR (A) = ZR (B).

Beweis

Nach 16.5.7 geniigt es, den Fall zu betrachten, dass B aus A durch eine einzige Zeilenumfor-
mung vom Typ I bzw. II entstanden ist. Dafiir ist aber alles klar. ]

16.5.9 Satz

Jede Matrix A € M (m x n, K) kann durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufen-
form gebracht werden.

Beweis

Wir formen A so lange um, bis wir eine Matrix in Zeilenstufenform erhalten.
e Ist A =0, so sind wir fertig.

e Ist A # 0, so gibt es mindestens eine Spalte von A, deren Eintrige nicht alle Null sind.
Wir wihlen diejenige Spalte mit dem kleinsten Index ji:

J1:=min{j | 30 mit a;; # 0} .
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Ist a1j, # 0, so konnen wir ay;, als Pivot wéhlen. Andernfalls suchen wir uns ein a;, j, # 0
und vertauschen die Zeile 1 mit der Zeile 1. Die neue erste Zeile ist schon die erste Zeile
von B. Also gilt fiir den ersten Pivot

bij; = Qiyjy-

Durch Umformungen vom Typ III kann man alle unterhalb von by, stehenden Eintrége
zu Null machen: Ist a einer dieser Eintrége, so soll

a+ M- b1j1 =0
werden, also wéihlt man
—a
A= —.
b1y

Als Ergebnis dieser Umformungen erhalten wir eine Matrix der Gestalt

glz : : 0
: : E A
0 0 0

Im néchsten Schritt macht man mit Ay das gleiche wie im ersten Schritt mit A = A;.
Die dazu nétigen Zeilenumformungen kann man auf A; ausdehnen, ohne dass sich in
Spalten 1 bis j; etwas &dndert, denn ,links von As* stehen nur Nullen. Fadhrt man so
fort, so erhélt man nach endlich vielen Schritten eine Matrix B in Zeilenstufenform. [

16.5.10 Beispiel

Wir bestimmen eine Basis des von

ap=(0, 0, 0, 2,-1),
az = (07 17 _27 17 0)7
as = (07_17 27 17_1)7
ag=(0, 0, 0, 1, 2)
aufgespannten Untervektorraums U des R:
0o 0 0 2 -1 0O 1 -2 1 0 0O 1 -2 1 0
0 1-2 1 Oflsmw]0O 0 O 2 -1 |0 0 0 2 -1
A: — NN
0-1 2 1-1 0-1 2 1-1 0O 0 0 2-1
0O 0 0 1 2 0O 0 0 1 2 0O 0 0 1 2
0 1 -2 1 0 0 1 -2 1 0 0O 1 -2 1 0
w0 0 0 1 2|mr|0 0 0 1 2 |0 0 0 1 2
— — — =: B.
0O 0 0 2 -1 0O 0 0 0 -5 0 0 0 0-5
0O 0 0 2 -1 0O 0 0 0 -5 0 0 0 0 O
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16.5.11 Bemerkung

Der Beweis von 16.5.9 liefert also einen Algorithmus zur Uberfiihrung einer Matrix in Zeilen-
stufenform. Diesen nennt man das Eliminationsverfahren von Gauss. O

Ob man Vektoren als Zeilen- oder als Spaltenvektoren schreibt, ist eine Frage der Konvention.
Fiir eine Matrix A ist der Spaltenraum gleich dem Zeilenraum der zu A transponierten Matrix:

16.5.12 Definition
Sei A = (ai;) € M (m x n, K). Dann heifit die Matrix

W= (aly) € M (nxm, K) it aly = a

die zu A transponierte Matrix. d

16.5.13 Beispiel

Es gilt
L7103 10
021)= |22
31 ]
Unmittelbar aus der Definition ergibt sich:
16.5.14 Rechenregeln
Fir A,B € M (m x n, K) gilt:
(i) “(A+B)="A+ 'B.
(i) *(*4)  =A.
(iii) Y(\A) =\A Yae K. 0

16.6 Quotienten und Summen

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir weitere Moglichkeiten studieren, wie man aus
bereits bekannten Vektorrdumen andere Beispiele ableiten kann.

16.6.1 Satz und Definition

Seien V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum. Dann ist durch vy > vy & v—vg €U

eine Aquivalenzrelation auf V definiert, sodass die Aquivalenzklasse von v € V gerade der
affine Unterraum v + U von V ist.
Wir bezeichnen mit V/U die Menge aller Aquivalenzklassen. Dann ist durch

V/U x VU = VU, (01 + U,vs + U) = (v1 +v2) + U,
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eine Addition und durch
KxV/U—-V/U (AMv+U)— (A-v)+ T,

eine Skalarmultiplikation erklirt, sodass V/U zusammen mit dieser Addition und Skalarmul-
tiplikation ein K-Vektorraum ist. Dieser heifit Quotientenvektorraum oder Faktorraum
von V nach U. Das Nullelement von V/U ist die durch das Nullelement von V' definierte
Aquivalenzklasse: Ovp =U.

Beweis

Dass es sich um eine Aquivalenzrelation auf V handelt, ergibt sich direkt aus den Eigenschaf-
ten eines Untervektorraums:

o Reflexivitét: v—v=0€eU,
e Symmetrie: v —ve EU = w9 —v1 = —(v1 —w9) €U,
e Transitivitit: wv; —vy € U und vg —v3 € U = v; —v3 = (v1 —v2) + (v —w3) € U.

Sind v1,ve € V, so gilt vs ~ V1 < ve—v; € U < vy € v1+U. Also sind die Aquivalenzklassen

von der angegebenen Gestalt.

Als néchstes miissen wir zeigen, dass die Addition und Skalarmultiplikation wohldefiniert,
d.h. vertreterunabhéingig definiert sind. Wir behandeln beispielhaft die Skalarmultiplikation:
Seien v1,v2 € V mit v1 + U = vy 4+ U und A € K. Dann Ju € U mit v; — v2 = u. Es folgt

Avp—Ave=A-(v—vy)=AN-ueU

und somit

AviF+U=A-v+U.
Die Vektorraumgesetze schliefflich iibertragen sich von V auf V/U. g
16.6.2 Satz

Ist V endlich erzeugt, so auch V/U und es ist
dim V = dim U + dim V/U.

Genauer gilt: Ist (uq,...,u,) eine Basis von U und (uy,...,Ur,Vpy1,...,0,) eine Basis von
V', so ist
(V1 4+ U, ...,0,+U) =B

eine Basis von V/U.

Beweis

Ist V' endlich erzeugt, so gilt dies auch fir U nach 16.4.12 , (i). Sei (uy, ..., u,) eine Basis von
U. Nach dem Basisergdnzungssatz 16.4.13 koénnen wir diese zu einer Basis von V ergénzen.
Sei

(u17"' y Ups Up41, - - - ,’Un)
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eine solche und B wie im Satz definiert. Es gilt

ui—l-U:U:OV/U, 1=1,...,7

B erzeugt V/U: Seiv+ U € V/U, v € V. Dann gibt es A1,..., A\, € K mit

U—Z)\ - u; + Z YRR IR

i=r+1
Es folgt
v4+U = Z Ai- (v +U).
i=r+1
B ist linear unabhdngig: Seien Ayi1,..., A, € K mit
OV/U:Z)‘Z' ’Uz—l-U (Z)\ ?}Z>+U
i=r+1 i=r+1

Dann ist ) ;" A - v; € U, das heiit es gibt Aj,..., A\, € K mit
n T
i=r+1 =1
Da aber (u1,...,Ur,Vp41,...,U,) linear unabhingig sind, folgt \; = 0 Vi. O

Im Gegensatz zu Durchschnitten ist die Vereinigung von Untervektorrdumen im Allgemeinen
kein Untervektorraum, man betrachte etwa zwei verschiedene Nullpunktsgeraden im R?:

U U’

Nach Abschnitt 16.3 kann man aber den kleinsten Untervektorraum betrachten, der alle ge-
gebenen Untervektorriume enthélt (in unserem Beispiel ist dies der ganze R?). Wir schreiben
das fiir den Fall zweier Untervektorrdume auf. Induktiv ergibt sich der Fall endlich vieler
Untervektorrdaume.

16.6.3 Bemerkung und Definition

Seien V ein K-Vektorraum und U, U’ C V Untervektorriume. Dann ist
U+U’ ::span(UUU/) = {1)6 V]|JueUnu el mitv:u+u/}

ein Untervektorraum von V. Dieser heifit die Summe von U und U’. O
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16.6.4 Dimensionsformel fiir Summen

Sind V ein K-Vektorraum und U, U’ endlichdimensionale Untervektorriume, so gilt

dim(U—l—U/) =dim U + dim U'—dim(UﬁU').

Beweis

Nach 16.4.12 , (i) ist auch U N U’ endlichdimensional. Sei u1, ..., u, eine Basis von U N U’.
Diese kénnen wir nach 16.4.13 zu Basen

(Ugy ooy Upy Upg, ... Up) bzw. (ul,...,ur,U;H, . ..U;L/)

von U bzw. U’ erginzen. Die Behauptung folgt, indem wir zeigen, dass

o / /
B:= {ul,...,ur,vﬂ_l,...vn,vrﬂ,...vn,}

eine Basis von U+ U’ ist. Dass U + U’ von B erzeugt wird, ist klar. Die lineare Unabh#ngigkeit
lasse ich als Ubung. O

Will man den ,,Korrekturterm* dim (U N U’) loswerden, so muss man U NU’" = {0} fordern.

16.6.5 Definition

Ein K-Vektorraum V heifit direkte Summe von zwei Untervektorrdumen U und U’, in

Zeichen
V=UaU,

wenn gilt:
i) V=U+U,
(ii) UNU" = {0}. O
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Kapitel 17

Lineare Abbildungen und Matrizen,
lineare Gleichungssysteme

17.1 Motivation

Fiir das Studium von Mengen mit algebraischen Strukturen eines gewissen Typs ist es von
grofler Bedeutung, auch die strukturvertriglichen Abbildungen zwischen den Mengen zu be-
trachten. Dies machen wir nun fiir Vektorrdume, indem wir lineare Abbildungen einfithren. Wir
beschreiben, wie man lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen K-Vektorrdumen
durch Matrizen darstellen kann, und stellen den Zusammenhang zu linearen Gleichungssys-
temen her. Gleichzeitig erkldren wir, wie man solche Systeme mit Hilfe des Eliminationsver-
fahrens von Gauss l6sen kann. 0

17.2 Grundlegende Definitionen

17.2.1 Bemerkung und Definition

Eine Abbildung
p: VW

zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W heifit linear (genauer K-linear oder Homomor-
phismus von K-Vektorriumen), wenn gilt:

(i) ¢ (v+w) =)+ (w) Yo, w e V.
(il) ¢ (A-v) =A-p(v) Vie K,veV.
Aquivalent dazu ist:
(i) pAN-v+p-w)=Xx-o)+p-pw) Vi\pekK, YoweV.
Es gilt:
(iv) Die Komposition von zwei linearen Abbildungen ist linear (sofort).
Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung, so heifit

Kern o ={v eV | p(v) =0}

173
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der Kern von . Weiter heiffit dann ¢ ein Monomorphismus bzw. Epimorphismus bzw.
Isomorphismus, wenn ¢ injektiv bzw. surjektiv bzw. bijektiv ist.

Im Falle V. = W sprechen wir von einem Endomorphismus von V sowie — im bijektiven
Fall — von einem Automorphismus von V.

Es gilt:

(v) Ist ¢ : V — W ein Isomorphismus, so ist auch ¢! : W — V ein solcher:

In der Tat ist ¢! bijektiv, und sind w,w’ € W, so existieren v,v’ € V mit ¢ (v) = w
bzw. ¢ (v') = w’, da ¢ surjektiv ist. Es folgt

T (wtw) =7 (o) + o (v))
=1 (cp (1) —H/)) —v+v = (w)+ ¢! (w’) )
Entsprechend verfihrt man mit der Skalarmultiplikation.

Zwei K-Vektorrdume V und W heiflen isomorph, in Zeichen V' = W, wenn es einen Isomor-
phismus zwischen V und W gibt. g

Wir notieren einige einfache Folgerungen aus der Definition:

17.2.2 Satz

Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen. Dann gilt:
(i) ¢ (0) = 0.

(i) @ (3oiy i vi) = 320y A o (v3).

(iii) (v;);c; linear abhéngig in V' = (¢ (v;)),c; linear abhingig in W.
)

(iv) Sind V/ C V bzw. W’/ ¢ W Untervektorriume, so auch ¢ (V') ¢ W und =1 (W') C V.
Insbesondere sind
Bild ¢ C W und Kern ¢ C V

Untervektorraume.

(v) ¢ injektiv < Kern ¢ = {0}.

(vi) ¢ injektiv, vi,...,v, € V linear unabhingig = ¢ (v1),...,¢(v,) € W linear un-
abhéngig.

Beweis

Aufgaben. O

17.2.3 Beispiel

(i) Die Abbildung
©: R? —>R3, (ac,y) — (‘Tayax—i_y—’_ 1)7

ist nicht linear, denn

©(0,0) = (0,0,1) # (0,0,0).
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(ii) Die Abbildung
¢ :R* - R?% (w,z,y,2) — (w+ 2,3y — 2),

ist linear, denn es gilt:
¢ ((w,2,y,2) + (w',2",y/, 7))
= ((wtw,o+a’y+y, z+2))
= (w4242 3(+y) - (2 +2))
= ¢ (w,2,y,2) +¢ W,y )

sowie
o (Mw,z,y,2))
= o ((Aw, Az, Ay, Az))
= (Aw + 2A\z, 3y — Az)
= Ao (w,,y,2).

(iii) Allgemeiner rechnet man nach: Ist

ailp ... Qip
A= (ay) = | e MmxnK),
Am1 Qmn,
so ist durch
€ ary + ... +aipTy
pa: K" > K" z=|1:! |~ : = A x,
Tn aAm1T1 + ...+ QmnTn

eine lineare Abbildung definiert. Dabei schreiben wir die Elemente von K" bzw. K™
als Spaltenvektoren. Setzt man fiir  den j-ten kanonischen Basisvektor des K™ ein,
so erhélt man als Bild die j-te Spalte von A. Die Spalten von A sind also die Bilder
der kanonischen Basisvektoren. Die Vektoren im Kern ¢4 sind gerade Loésungen des
homogenen linearen Gleichungssystems

A-z=0.

Wir werden spéter sehen, dass jede lineare Abbildung ¢ : K™ — K™ von der Form ¢4
fiir ein A € M (m x n, K) ist. O

Die Losungen eines beliebiges lineares Gleichungssystem
A-x=b, AeM(mxnK), be K™,

sind gerade die Vektoren in der Faser cp;xl ({b}). Insbesondere gibt es genau dann mindestens
eine Losung, wenn gilt
b e Bild ¢4.
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17.2.4 Beispiel

Sei
A= <:f ?) € M(2x2,R).

Dann ist ¢4 die Abbildung

(pA:R2—>]R2, <$1> — <—2-331—|—2-:E2>'
) —x1 + T2

Bild p4 = span <<§>> , Kern ¢4 = span <<1>> ,

und fiir (2bb) € Bild ¢4 ist die Faser die Gerade mit der Gleichung zs = 21 + b, also

 ([B)) - nesr= () m ()

ern Y4

Es gilt

Bild ¢4

2b

Die Fasern sind also parallele Geraden, der Kern ist die einzige Faser durch den Nullpunkt.

Die Losungen von A -z = (2bb) erhélt man durch Parallelverschiebung der Lésungen von

A-x= (8) durch einen beliebigen Punkt der Faser

({131

Allgemein gilt:

17.2.5 Lemma

Ist o : V — W linear, w € Bild ¢ und v € ¢! ({w}) beliebig, so ist =t ({w}) der affine
Unterraum
o ({w}) =v+Kern o = {v+u | u € Kern ¢} .

Beweis

Einfache Ubung. O
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17.2.6 Satz

Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen V und W mit dimg V' < oo.
Dann ist auch dimg (Bild ¢) < oo und es gilt: Sind Basen

(v1,...,v;) von Kernp und (wq,...,w,) von Bild ¢
sowie beliebige Vektoren u1 € ¢~ *({w1}),...,u, € 1 ({w,}) gegeben, so ist
A= (ug, ... Uy, v1,...,0k)
eine Basis von V. Insbesondere gilt die Dimensionsformel

dim V' = dim(Bild ¢) + dim(Kern ¢) .

Beweis

Aufgaben. O

17.2.7 Korollar

Ist dimg V =dimg W < oo und ¢ : V — W K-linear, so sind dquivalent:
(i) ¢ injektiv.
(ii) ¢ surjektiv.

(iii) ¢ bijektiv.

Beweis

Aufgaben. O

17.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

17.3.1 Motivation

Will man eine Abbildung ¢ : X — Y zwischen Mengen definieren, so kann man die Bilder
verschiedener Elemente des Definitionsbereiches v6llig unabhéngig voneinander wéhlen. Ganz
anders ist die Situation fiir eine lineare Abbildung ¢ : V. — W zwischen Vektorrdumen.
Kennt man einen Wert ¢ (v),v # 0, so ist ¢ auf der ganzen Geraden K -v:={\-v| A€ K}
festgelegt. Will man fiir einen weiteren Vektor v' € V' den Wert beliebig vorschreiben, so darf
also v’ nicht auf dieser Geraden K -v liegen. Durch ¢ (v) und ¢ (v) ist dann ¢ auf der ganzen
Ebene K - v+ K - v/ festgelegt und so weiter. O

Die Frage, durch wie viele Vorgaben eine lineare Abbildung festgelegt ist, hat eine einfache
Antwort:
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17.3.2 Satz (iiber die Erzeugung von linearen Abbildungen)

Gegeben seinen K-Vektorrdume V und W mit dimg V < oo sowie Vektoren vq,...,v. € V
und wy,...,w, € W. Dann gilt:

(i) v1,...,v, linear unabhéingig = es gibt mindestens eine lineare Abbildung

e:VoWmit p(v;) =w;, i=1,...,7

(ii) Ist vq,..., v, sogar eine Basis, so gibt es genau eine solche Abbildung ¢. Fiir diese gilt:

(a) Bild ¢ = span (wq,...,w,).

(b) ¢ ist injektiv < wq,. .., w, sind linear unabhiingig.

Beweis

(ii) Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung
v=>Y Avi, A, A €K,
i=1

da vy,...,v, eine Basis ist. Ist ¢ wie gewiinscht gegeben, so ist ¢ (v) wegen ¢ (v;) = w;
und der Linearitdt von ¢ durch

P ) =D X (vi) =D N,
i=1 i=1

eindeutig bestimmt. Definiert man umgekehrt ¢ durch diese Vorschrift, so ist ¢ linear.
Nun zu (a) und (b):

(a) “C” Klar.
“O"Ist w =Y ;_; piw; € span (wi,...,wy), so gilt w= ¢ (> /_; wv;) € Bild ¢.
(b) “=" Seien wy, ..., w, linear abhéngig. Dann

V(s pir) £ 0, 0) mit 3 puaawy = 0.
=1

Also ist ¢(>7_; i) = 0 und somit ¢ nicht injektiv, da > ;_; piv; # 0.

“<” Seien wy, ..., w, linear unabhingig. Sei v = Y . ; A\jv; € V mit ¢ (v) = 0.
Dann ist Y. ; Ajw; = ¢ (v) = 0. Wegen der linearen Unabhiingigkeit der w;
folgt Ay =... =X\, =0, also v = 0.

(i) Wir ergénzen (v1,...,v,) zu einer Basis
(U1, ey Upy Uptdy - o+, Up)

von V und wihlen wyy1,...,w, € W beliebig. Dann definieren wir ¢ wie im Beweis
von (ii) beziiglich dieser Basis. O
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17.3.3 Korollar

Zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W sind genau dann isomorph, wenn gilt
dim K V =dim K W. O

17.3.4 Korollar

Ist V ein K-Vektorraum mit einer Basis B = (v1,...,v,), so gibt es genau einen Isomorphis-
mus

Op: K" — V mit @ (e;) =vj, j=1,...,n,

wobei (eq,...,e,) die kanonische Basis des K™ bezeichnet. O

17.3.5 Korollar

Zu jeder linearen Abbildung ¢ : K™ — K™ gibt es genau eine Matrix A € M (m x n, K) mit
© = pa, das heifit mit ¢ (z) = A -z fiir jeden Spaltenvektor x € K.

Beweis
Man schreibe ¢ (e1),...,¢ (e,) als Spaltenvektoren nebeneinander, dies ergibt A. O

Einen Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen gibt es nicht nur fiir
Vektorrdume vom Typ K”. Bevor wir das zeigen, fiihren wir eine Bezeichnung ein:

17.3.6 Bemerkung und Definition

(i) Sind V, W zwei K-Vektorrdume, so sei
Hom (V,W) := Homg (V,W) :={p: V — W | ¢ ist K-linear} .
Definiert man ¢ + v bzw. A - ¢ durch
(e +9) (v) == (v) + ¢ (v) baw. (A-9) (v) := A~ (v)

fiir alle v € V, so wird dadurch Hompg (V, W) zu einem K-Vektorraum. Der Nullvektor
ist die Nullabbildung

V—-W, v—0.

(ii) Im Spezialfall V' = W schreibt man
End (V) := Endg (V) := Homg (V, V)

fiir den K-Vektorraum aller Endomorphismen von V. O
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17.3.7 Satz

Gegeben seien K-Vektorrdume
V mit Basis A = (v1,...,0p)
und

W mit Basis B = (w1, ..., wn) .

Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung ¢ : V' — W genau eine Matrix A = (a;;) €
M (m x n, K) mit

@(UJ):Zaljwb ]:1,,7'L (*)
i=1
Die durch diese Zuordnung definierte Abbildung
Mg : Hom (V,W) — M (m x n,K), ¢ — A= M§ (p),

ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis

Die a;; in (%) existieren, da B eine Basis von W ist. Aus demselben Grund sind die a;;
eindeutig bestimmt. Also ist ]\4;;1 wie angegeben definiert. Dass Ml“;‘ linear ist, rechnet man
nach. Weiter gilt: Da auch A eine Basis ist, gibt es nach 17.3.2 genau ein ¢, das die durch (x)
festgelegten Werte annimmt. Insgesamt ist M, ;34 ein Isomorphismus. ([l

17.3.8 Bemerkung und Definition

(i) Satz 17.3.7 bedeutet: Nach Wahl fester Basen kann man lineare Abbildungen durch
Matrizen (das heifit relativ abstrakte durch konkrete Objekte) ersetzen. Man nennt
My (¢) auch die Matrix, die ¢ beziiglich den Basen A und B darstellt.

(ii) Im Spezialfall V.= K™ und W = K™ mit den kanonischen Basen K bzw. K’ ist der
kanonische Isomorphismus

ME, : Hom (K™, K™) — M (m x n, K)
die in Korollar 17.3.4 und 17.2.3, (iii) beschriebene Beziechung.
(iii) Den in 16.4.2 beschriebenen Basisvektoren EZJ vom M (m x n, K) entsprechen beziiglich
Mg‘ die durch
; wi, k=1
F (v,) == 7
7 (o) { 0, sonst

definierten Basisvektoren FZJ von Hom (V, W). O

Als Folgerung aus 17.2.6 erhélt man, dass bei Benutzung der dort konstruierten Basen die
darstellende Matrix besonders einfach ist:
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17.3.9 Satz

Seien ¢ : V. — W linear, n = dim V, m = dim W und r = dim Bild ¢. Dann existieren Basen

A und B von V bzw. W mit
E,. 0
Mg () = (0 0)-

Dabei ist E, die in 16.5.1 eingefiihrte r-reihige Einheitsmatrix.

Beweis

Wir wéhlen eine Basis A von V wie in 17.2.6 und ergénzen die dort gewéhlte Basis von Bild ¢
zu einer Basis B von W. Beziiglich dieser Basis hat M 5 (p) die angegebene Form. g

17.4 Das Produkt von Matrizen

Eine naheliegende Frage ist, wie sich die Beziehung zwischen linearen Abbildungen und Ma-
trizen verhélt im Zusammenhang mit der Komposition von Abbildungen.
Wir betrachten zuerst den Spezialfall

K" 28 K28 K

Also:
BeMnxr,K),Ae M(mxn,K),
und
¢p: K" — K", y— By,
sowie

pa: K" > K™ x2— A-x.

Insbesondere stimmt die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iiberein. Die Komposi-
tion @4 o pp ist dann die Abbildung

Y1 bi1 ... by Y1 > k1 b1k T
. — . . . = . . .
ol : 3 :
Yr bnl cee bnr Yr Zk;l bnkyk Ty
a1l ... Qip 1 22:1 aijTy
— = .
©aA
aAml --. Amn Ty Z?:l am]wj
S ay (0 bikye) > k=t (251 aribjn ) i
j=1%1 k=1"J J
2 =1 amj (Xk= i) 2 k=1 (Z?:l amjbjk> Uk

€11 ... Cir Y1

Cml --- Cmr Yr
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das heif3t es gilt:
PACYB = ¢C

mit

Czk 5 Qg+

17.4.1 Definition

Sind
A= (ay)eM(mxn,K), B=(bjy)eM(nxrkK),

so ist das Produkt von A und B definiert durch
A-B:=(cix) € M (m xr,K) mit ¢ = Zai]— “bjk
Jj=1 O
17.4.2 Bemerkung

Damit A - B gebildet werden kann, muss also die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von
B iibereinstimmen. Im Ergebnis hat A - B hat so viele Zeilen wie A und so viele Spalten wie
B. Fiir die Abbildungen

K" 50_B> K" ﬁ K™

gilt
PAOYB = PAB- 0
17.4.3 Beispiel
(i)
1 2-1 1 éj 1 -5
0o 1 2 =2 1 1= 0 1
2 -1 0 -3 1 0 -1 -3

(ii) Ist speziell m = r = 1 und n beliebig, so gilt

b1
(a1,...,an)- | : Za] bj| e M(1x1,K)=K.
bn
(iii) Andererseits ist
aq al-bl al'bn
(b1, ..., by) = : : eEM(nxn,K).

an anp-b1 ... an-by,
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(iv) Ist speziell m = n = r, so kann man sowohl A - B als auch B - A bilden. Die Matri-
zenmultiplikation ist aber nicht kommutativ: Im Allgemeinen gilt A- B # B - A. Zum

Beispiel:

01y (11)_

01 00/ ’

11\ (01)

00 01) '
Dieses Beispiel zeigt auch, dass das Produkt von zwei Matrizen Null sein kann, obwohl
jede einzelne Matrix von Null verschieden ist. ([l

00
00
02
00

17.4.4 Bemerkung

Seien Matrizen A, A" € M (mxn,K), B,B' € M(nxnr,K), C € M(rxs,K), sowie
A € K gegeben. Dann gilt

(i) A-(B-C) =(A-B)-C (Assoziativgesetz)
(ii) Ep - A =A-E, =A (Neutralitéit der Einheitsmatrix)
(ii) A-(B+B)=A-B+A-B

(A+A) - B=A-B+A-B (Distributivgesetze)
(iv) A-(A\-B) =(W\-A)-B =\A-(A-B)
(v) Y(A-B) = 'B. A
Beweis
Nachrechnen. O

Im Falle m = n sprechen wir auch von einer quadratischen Matrix. Jede solche Matrix
A definiert einen Homomorphismus ¢4 : K™ — K™. Wir kldren nun, was es fiir die Matrix
bedeutet, dass ¢4 ein Isomorphismus ist:

17.4.5 Definition

Eine quadratische Matrix A € M (n x n, K) heifit invertierbar, wenn 34’ € M (n x n, K)
mit
A-A=A -A=E,.

In diesem Fall schreiben wir auch

A=A
und nennen A~! die zu A inverse Matrix. O
Aus den Rechenregeln in 17.4.4 ergibt sich, dass M ((n x n, K) zusammen mt der Addition

und Multiplikation von Matrizen ein Ring ist. Man beachte, dass das inverse Element A~!
nach 5.2.2 , (iii) im Falle der Existenz eindeutig bestimmt ist.
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17.4.6 Beispiel
(i) Ist
a b
A= <c d> eEM((2x2K)

1 d —b
A7l = .
ad — be <—c a >

invertierbar, so gilt

(ii) Die Matrix

5 10 20
A=[1 1 1| eM3x3,0)
12 12 20
ist invertierbar mit
-1 1 1
Al = i 7 _é
= 5 7 8
0 -3 L
2 8 O
17.4.7 Bemerkung
(i) Sind die folgenden Groéflen definiert, so gilt:
(A7) '=4, A-B)'=B"'-aL
(ii) Sei A € M (n x n,K). Dass A invertierbar ist, bedeutet, dass die lineare Abbildung
pa: K" — K"
ein Isomorphismus ist. In der Tat gilt
PAOPA-1 =Pyt = PE, = idgn
und
PA-10PA = Pa1.4 = PE, = idKn,
das heifit @ 4-1 ist die Umkehrabbildung zu ¢ 4. g

17.4.8 Lemma

Fir A € M (n x n, K) sind dquivalent:
(i) A ist invertierbar.

(i) A ist invertierbar.

(iii) Spaltenrang A = n.

(iv) Zeilenrang ‘A = n.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt:
()" = (a7
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Beweis
“(i) = (ii)” und der Zusatz folgen aus
(AT A=A AT = B, = B,

und

“(ii) = (i)” ergibt sich durch Transposition.
“(i) & (iil)” gilt wegen
A invertierbar < ¢4 Isomorphismus
& Spaltenrang A = n,

denn die Spaltenvektoren von A bilden ja eine Basis von Bild (4.

“(ii) < (iv)” ergibt sich wieder durch Transposition. O

17.4.9 Satz und Definition

Die Menge
GL(n,K):={Ae M (nxn,K)| A ist invertierbar}

mit der Multiplikation von Matrizen als Verkniipfung ist eine Gruppe mit neutralem Element
FE,,. Sie heifit die allgemeine lineare Gruppe.

Beweis

Wir zeigen, dass GL (n, K) beziiglich der Matrizenmultiplikation abgeschlossen ist:

Sind A, B invertierbar, so auch A - B mit inverser Matrix B~ - A~ L

(A-B)- (B AY)=A-(B-B")-A'=A4-E, A" =E,,
(B'-AN . (A-By=B"' - (A'-A)-B=B"'-E, B=E,.

Dabei haben wir das Assoziativgesetz benutzt, das sogar in M (n X n, K) gilt, und wir haben
benutzt, dass sich F,, neutral verhélt. O

17.5 Die Berechnung der inversen Matrix

Wir wollen nun das Gauss’sche Eliminationsverfahren benutzen, um zu entscheiden, ob eine
gegebene Matrix A € M (n x n, K) invertierbar ist, und um gegebenenfalls A~! zu berechnen.
Zur theoretischen Begriindung ist es dabei hilfreich, Matrizenumformungen zu interpretieren
als Multiplikation mit speziellen invertierbaren Matrizen, den Elementarmatrizen. Genauer
bewirkt die Multiplikation von links mit Elementarmatrizen elementare Zeilenumformungen,
die Multiplikation von rechts elementare Spaltenumformungen.
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17.5.1 Definition

Sind m € N;1 <4, <mund A € K* = K \ {0}, so nennt man die folgenden quadratischen
Matrizen Elementarmatrizen:

i—te Spalte
!
1
1
Si (A) = A — i—te Zeile
1
1
Im folgenden sei i # j.
j—te Spalte
!
1
1 ... 1 — i—te Zeile
1
1
j—te Spalte
!
1
1 ... A «— i—te Zeile

Q; (V) = :
1
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1
1
0 ... | «— i—te Zeile
1
Pij =
: 1 :
1 ... ... 0 «— j—te Zeile
1
1

AuBer den eingetragenen oder durch Punkte angedeuteten sind dabei alle Koeffizienten gleich
Null. O

17.5.2 Bemerkung
Seien A € M (m x n, K) und A € K* gegeben.

(i) Durch elementare Zeilenumformungen wie in 16.5.6 erhélt man aus A die folgenden
Matrizen:

Aj durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A,

Arr durch Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile,

Arrr durch Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
Ary  durch Vertauschen der i-ten Zeile und der j-ten Zeile.

Dann gilt:
A =Si(N)-A,
A =Q- A
A =QI (V) - A4,
AIV pr— R:j . A.

(ii) Fiir die analogen elementaren Spaltenumformungen von A gilt:

Al =A-5;()N),

Al =A-Q],

AT = 4-QF (),

AV =4 P O

17.5.3 Bemerkung

(i) Entsprechend 16.5.7 sind die Elementarmatrizen Qg (M) und Pij Produkte von Elemen-
tarmatrizen vom Typ S; (A) und Q?:

AW =5(5) @50
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und
Pl =@Q;-Ql (-1)-Qj-5;(-1).

(ii) Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind wieder Elementarma-

trizen:
(5007 =8 (5
(2 - 7 )\ Y
AN
(@) =i,
i) L o
(@I) =@l -N,
N\ -1 .
(P7) =P
Dies iiberpriift man durch Ausmultiplizieren. O
17.5.4 Satz

Jede invertierbare Matrix A € M (n x n, K) ist endliches Produkt von Elementarmatrizen.
Wir sagen deswegen auch, dass die Gruppe GL (n, K) von den Elementarmatrizen erzeugt
wird.

Beweis

Nach 17.4.8 gilt Zeilenrang A = n. Uberfiihrt man also A mit Hilfe des Gauss’schen Verfahrens
16.5.9 in eine Matrix B in Zeilenstufenform, so muss B eine obere Dreiecksmatrix mit von
Null verschiedenen Diagonalelementen sein, das heifit B ist von der Form

b11 ...... bln
0 bog ... bop
B=1 . ) )
0 ... 0 by,
mit by; # 0 fiir alle ¢. Nach 17.5.2 existieren Elementarmatrizen By, ..., B, mit

B=DB,-...-B;- A

Man kann nun B durch weitere elementare Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix F,, ma-
chen: Zunéchst mache man byy,, . . . , b, 1), mit Hilfe der letzten Zeile zu Null, dann by(,_y), . . .,
b(n—2)(n—1) mit Hilfe der vorletzten Zeile und so weiter. SchlieBlich normiere man die Koeffizi-
enten in der Diagonalen auf 1. Es gibt also weitere Elementarmatrizen B,1,..., Bs, so dass
gilt
Bs-....B1-A=Bs-...-B.y1- B=FE,.

Mit 17.5.3 folgt, dass

A=B7'-. ... B!

s

ein Produkt von Elementarmatrizen ist. O
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Aus dem Beweis ergibt sich auch
A'=By-....Bi=Bs-...- B, - E,

und somit ein einfaches Rechenverfahren zur Bestimmung der inversen Matrix:

17.5.5 Algorithmus (Berechnung der inversen Matrix)

Ist A € M (n xn,K) gegeben, so schreibt man die Matrizen A und E,, nebeneinander. Alle
Zeilenumformungen, die im folgenden an A vorgenommen werden, fithrt man gleichzeitig an

FE,, durch.

Zunichst bringt man A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform.
Dadurch stellt sich insbesondere heraus, ob gilt

Zeilenrang A = n,

das heifit, ob A {iberhaupt invertierbar ist. Im Falle Zeilenrang A < n kann man
aufhoren: A ist nicht invertierbar, und die Umformungen mit E,, waren umsonst.
Andernfalls fiihrt man weitere Zeilenumformungen durch, bis aus A die Matrix E,, ent-
standen ist:

Al E,
B,-A| B -E,

Bs-...-B1-A| Bs-...-B; - E,

Ist links E,, entstanden, so steht rechts A~ O

17.5.6 Beispiel

Sei K =R.
(i)
A E,
1 0 1 1 0 0
0 -1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 0
0 -1 0 0 1 0
0 1 0] -1 0 1
1 0 1 1 0 0
0 -1 0 0 1 0
0 0 0] —1 1 1

A ist nicht invertierbar, wegen

Zeilenrang A = 2 < 3.
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(if)

A E,
0 1 —4 1 0 0
1 2 -1 0 1 0
1 1 2 0 0 1
1 2 -1 0 1 0
0 1 —4 1 0 0
1 1 2 0 0 1
1 2 -1 0 1 0
0 1 —4 1 0 0
0 -1 3 0 -1 1
1 2 -1 0 1 0
A invertierbar < 0 1 —4 1 0 0
0 0 -1 1 -1 1
1 2 -1 0 1 0
0 1 —4 1 0 0
0 0 1] -1 1 -1
1 2 0| -1 2 -1
0 1 —4 1 0 0
0 0 1] -1 1 -1
1 2 0 -1 2 -1
0 1 0 -3 4 —4
0 0 1] -1 1 -1
1 0 0 5 —6 7
0 1 0|-3 4 —4|=A4"1
0 0 1] -1 1 -1

Man berechne zur Kontrolle A - A~1.

17.6 Transformationsmatrizen

Wir betrachten die Frage, wie sich die eine lineare Abbildung darstellende Matrix &ndert,
wenn man andere Basen betrachtet. Dies erlaubt uns dann auch, die Frage nach Matrizen und
Komposition von linearen Abbildungen zwischen beliebigen Vektorrdumen zu beantworten.
Auflerdem werden wir uns iiberlegen, dass Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix iibereinstim-
men.

Da wir es im folgenden mit mehreren Abbildungen zwischen verschiedenen Mengen zu tun
haben, ist es iibersichlicher, die Abbildungen und Mengen in einem Diagramm anzuordnen.
Stimmen dabei zu je zwei Mengen alle auftretenden Abbildungen (auch zusammengesetzte
und mehrfach zusammengesetzte), die die eine Menge in die andere abbilden, iiberein, so
nennen wir das Diagramm kommutativ.

17.6.1 Bemerkung und Definition

Sei V ein Vektorraum mit einer Basis B = (v1,...,v,). Dann gibt es nach 17.3.4 genau einen
Isomorphismus
Op: K" — V mit @5 (e;) =vj, j=1,...,n,
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wobei (eq,...,e,) die kanonische Basis des K™ ist. Fiir x = (z1,...,x,) € K™ gilt dann

n
Op ((r1,...,2,)) = Z:Eivi =: 0.
i=1

Man nennt @5 das durch B bestimmte Koordinatensystem in V, x1,...,x, die Koordi-
naten von v beziiglich B und

= (21,...,2,) = 5" (v) € K"
den Koordinatenvektor von v beziiglich B. g

Koordinatensysteme erlauben es uns, das Rechnen mit Vektoren in V auf das Rechnen in
K™ und damit letztendlich auf das Rechnen in K zuriickzufiihren. Fiir Anwendungen ist
es wichtig, dass man verschiedene Koordinaten ineinander umrechnen kann. Seien dazu zwei
Basen A = (v1,...,v,) und B = (wy,...,w,) von V gegeben. Dann hat man ein kommutatives
Diagramm von Isomorphismen:

i 2a
I
cI)lgloch} 1%
J
K" (I)B

Da <I>l§1 o ® 4 ein Isomorphismus von K™ auf K" ist, gibt es eine Matrix Té4 € GL (n, K) mit
(I)gl o q)A = @Tév

das heift eine invertierbare Matrix 7} [34, die <I>l§1 o ® 4 beziiglich der kanonischen Basis des K™
darstellt.

17.6.2 Definition

Tg1 heifit die Transformationsmatrix des Basiswechsels von A und B. O
17.6.3 Bemerkung
Té‘l hat per Definition die folgende Eigenschaft: Ist

V=21V] + ...+ TpVp = Y1W1 + ... + YWy,

So ist
Yn T ]

Kennt man also Té“, so kann man die neuen aus den alten Koordinaten berechnen. Wie aber
bestimmt man 7 5,4?
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17.6.4 Bemerkung

(i) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall V' = K™. Sind A bzw. B die Matrizen mit den
Vektoren aus A bzw. B als Spalten, so sind A und B invertierbar, und es gilt 4 = @4
und ®5 = pp. Also sieht obiges kommutative Diagramm wie folgt aus:

K" _pa

@Té‘\ \ K"

Somit gilt:
PTA =P OPA=Pp-10pA=Ppia,

das heif3t Té“ ist das Produkt Tg1 = B~ 1A.

(ii) Ist V beliebig, so schreibt man die Vektoren aus B = (wy,...,wy,) als Linearkombina-
tionen der Vektoren aus A = (vy,...,v,):

n
wj; = Zsijvi mit Sij € K.
i=1
Setzt man dann S = (s;;), so ist S invertierbar und es gilt
Tg =S~

(nachrechnen). O

17.6.5 Beispiel
Im R? seien A = K = (e, e2) und

= o= ((2).(3)).
6 =)
A )

1 3 -1
A_ p-14_ p-1_ +
opap o (20,

Nun kann man Koordinaten ineinander umrechnen. Betrachtet man etwa den Vektor mit den
Koordinaten x = (j) beziiglich A = (ej, e3), das heifit den Vektor v = —e; — eg, so hat v
beziiglich B die Koordinaten

_2

y=Blz= < ?) :
5

Dann gilt in 17.6.4, (i):

Es folgt

und somit
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Also gilt

9 1
V= ——wp — —Wa.
51752 O

Den Zusammenhang zwischen Koordinatensystem und Matrizen liefert:

17.6.6 Lemma

Seien ¢ : V — W eine lineare Abbildung, A = (v1,...,v,) und B =
(w1, ..., wy) Basen von V bzw. W und A := M# (). Dann ist das Diagramm
KAy
PA Y
K™

kommutativ, das heifit es gilt

Ppopa=pody.

Beweis

Sei A = (a;j). Um die Gleichheit der Abbildungen zu zeigen, geniigt es, die Bilder der kano-
nischen Basisvektoren e; des K™ zu vergleichen (siehe Satz 17.3.2). Fiir diese Bilder gilt:

m
Pp(pale;)) = Palaj, ... am;) = Zaijwi
i=1
17.3.7
=" p(vj) = p(Pale)) -
Nun zur Komposition von linearen Abbildungen:

17.6.7 Satz

Gegeben seien K-Vektorrdume U, V, W mit Basen A, B,C der Lingen r,n,m sowie lineare
Abbildungen

Dann gilt

Beweis

Nach 17.4.2 ist die Aussage richtig fiir Vektorrdume vom Typ K" zusammen mit den kano-
nischen Basen. Mit A = Még (¢) und B = Mg‘lw) folgt daraus die allgemeine Behauptung
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durch Betrachten des nach 17.4.2 und 17.6.6 kommutativen Diagramms

KT U
k P
o5
¥YA-B KtP——V porp
> BN
©
&c
K™ w 0

17.6.8 Beispiel
Durch

Y (x1,22) = (221, 21 + 22,0)
und

©(y1,y2,y3) = (W1 +y2, y1 +y3, y2 + Y3, y1 + y2 + y3)

sind lineare Abbildungen
R? L R? SR

definiert. Wir wahlen die Basen

ac o= (). (1))

B=K=/(e,ez,e3) von R3,

C = (w1, we, w3, wy) = von R*.

S O O
Oé»—\}—t
Or—:'>—\r—t
>—\>—“~>—\>—~

Da B die kanonische Basis des R? ist, sind die Spalten der Matrix
B := Mg ()

die Bilder der Basisvektoren ui, us. Wegen

2 2
Y(u)=[1] und ¢ (ug) = [ 2
0 0
gilt also
2 2
B=1|12
00

Wir berechnen
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Es ist
1
1
(p(el): O :0'w1+1'w2—1'w3—|—1-w4’
1
1
0
wles) = 1 =1l-wi—1-wp+0-w3+1-wy,
1
0
1
¢ (e3) = 1 =—1-w14+0-wy+0- w3+ 1-wy,
1
also
0 1 -1
1 -1 0
A=1_1 0 o
1 1 1
Analog erhilt man
1 2
1 0
oA _
C=Mg (o) =1 5 o]
3 4
denn es gilt
3
2
((‘Oow)(ul): 1 =1l w+1 w—2 ws+3 wy,
3
4
2
(SOOT;Z))('LQ): 9 =2-w1 +0-wy—2-w3+4-wy.
4

Tatsédchlich gilt

A-B=C.
0

Als néchstes beantworten wir die Frage, wie sich die darstellende Matrix bei Einfiihrung neuer

Basen andert:
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17.6.9 Satz (Transformationsformel)

Ist ¢ : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen und sind
Basen A, A’ von V bzw. B, B’ von W gegeben, so ist das Diagramm

MG )
K" K™
Y y
©
SDT?/ V - W SDTS/
v N
K" K™
M (o)

kommutativ. Insbesondere gilt fiir die beteiligten Matrizen
Mg () = T - M§ () - (T) .

Anders ausgedriickt: Sind
A= Mg (p) und B = MZ' ()

die beiden Matrizen, die ¢ beziiglich der Basen A, B bzw. A’, B’ darstellen, und sind
T=T%, S=T5
die entsprechenden Transformationsmatrizen zwischen den Basen, so gilt
B=SAT .

Beweis

Das Diagramm ist aufgrund der Definition der Transformationsmatrix und nach 17.6.6 kom-
mutativ. 0

Nun kénnen wir Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix vergleichen:

17.6.10 Satz
Fiir jede Matrix A € M (m x n, K) gilt
Zeilenrang A = Spaltenrang A.
Beweis
Wir betrachten die lineare Abbildung
pa: K" > K™ x2— A-x,

und wihlen Basen A und B von K™ bzw. K™ wie in 17.3.9, also so, dass gilt

B = Mg (pa) = (% 8) :
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Fiir die Matrix B gilt offensichtlich
Zeilenrang B = r = Spaltenrang B.

Um zu zeigen, dass sich diese Gleichheit auf A iibertréigt, wihlen wir geméfl der Transforma-
tionsformel invertierbare Matrizen S und 7" mit

B=SAT .
Die Behauptung ergibt sich dann aus dem folgenden Lemma. O
17.6.11 Lemma
Fir Ae M(m xn,K), S € GL(m,K) und T € GL(n, K) gilt
(i) Spaltenrang SAT~! = Spaltenrang A .

(ii) Zeilenrang SAT ! = Zeilenrang A .

Beweis

Zu den gegebenen Matrizen gehort ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen

ort| Jo

K" ;—=K™

Psar—1
Nach 17.4.7 | (ii) sind pg und ¢7-1 Isomorphismen, es folgt

Spaltenrang A = dim Bild 94 = dim Bildpg o 4 0 pp-1
= dim Bildgpg4p-1 = Spaltenrang SAT 1 |

das heifit es gilt (i). Daraus ergibt sich (ii) durch Transposition, denn
Zeilenrang A = Spaltenrang ‘A

und
fSsAT™Y) =411 tA S . 0

Wie man Transformationsmatrizen S und T wie oben aus A berechnen kann, werden wir
gleich sehen.

17.6.12 Bemerkung und Definition
(i) Ist A€ M (m x n, K), so heifit

rang A := Zeilenrang A = Spaltenrang A

der Rang von A.
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(ii) Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorraumen V und W, so heifit
rang ¢ := dimBild ¢
der Rang von ¢.

(iii) Sind A und B Basen der endlichdimensionalen K-Vektorrdume V bzw. W, und ist
A= Mg (p), so gilt
rang A = rang ¢.

Dies folgt durch Betrachten des kommutativen Diagramms

3
Kn—2 -y
Pa ¢

m
Km g

O

Ist A € M(mxmn,K), und ist r = rang A, so gibt es also Transformationsmatrizen S €
GL(m,K)und T € GL (n, K) mit

4+ _(E. 0
sar- = (59)

Wir leiten nun ein Rechenverfahren zur Bestimmung von S und T ab.

17.6.13 Algorithmus (Berechnung von Transformationsmatrizen)

Sei A € M (m x n, K). Wir betrachten folgendes Schema:

En, A
B, -Ep, B - A
Bi.-....By-E,, | Bp-...-B1- A E, \
Bi-...-B1-A-C E,-C
B,-....Bi-A-C,-...-.C; | E,-Cy-...-C

Zunichst wird A durch elementare Zeilenumformungen, die man gleichzeitig an F,, durchfiihrt,
auf Zeilenstufenform gebracht. Die Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation von
links mit m-reihigen Elementarmatrizen By, ..., Bg.

Da die Matrix By - ... By - A Zeilenstufenform hat, kann man sie durch elementare Spal-
tenumformungen, die man gleichzeitig an E,, durchfiihrt, auf die Form

(v 0)
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mit r = rang A bringen. Dies entspricht der Multiplikation von rechts mit n-reihigen Ele-
mentarmatrizen Cy,...,C;. Wegen

B BioAcCiGi= (1 0)

0 0
sind durch
S=By-....Bi=Bp-...-By- Ep
und
T_l:Cl-...'Cl:En'Cl'...'Cl
die gewiinschten Transformationsmatrizen gefunden. ([l

17.6.14 Beispiel
Fir K =R und A = (% 3 (1]) ergibt sich:

A
1 0 1 2 0
0 1 2 2 1
1 0 1 2 0 1 0 0
-2 1 0 -2 1 0 1 0
S = 0 0 1
1 0 2 1 0 0
1 -2 0 0 1
0 1 0
1 0 0 1 0 -2
0 1 -2 0 0 1
0 1 0
1 0 0 1 0 -2
0 1 0 0 0 1] =71
0 1 2

Schreibt man in der Situation von 17.6.13

E. 0
o= (W)
so erh#lt man auch Basen A und B von K™ bzw. K™, beziiglich derer die Abbildung
pa: K" > K™ x2— A-x,

durch D beschrieben wird. Dazu betrachten wir das Diagramm

K22 L gm
Yr-1 Ps-1
K" Km

©
bS
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das wegen
D = SAT™!

kommutativ ist. Nach 17.6.6 erhélt man die Vektoren von A und B als Bilder der kanonischen
Basisvektoren von K" bzw. K™ unter den Isomorphismen ¢p-1 und pg-1. Also erhélt man
A und B als Spaltenvektoren von 7! und S~'. Dazu muss man S noch invertieren:

17.6.15 Beispiel
In 17.6.14 ist

also sind
1 0 -2

A=) o)L ) BZ(@G»

die gesuchten Basen. Zur Kontrolle priift man nach:

1 0 -2
4o :@) 4o :@ a1 :<g>
0 1 2 ]
17.7 Lineare Gleichungenssysteme
Nun wollen wir das Losen linearer Gleichungssysteme systematisch studieren.
17.7.1 Satz und Definition
Sei
b1
A-x=b, A=(a;)eM(mxnK), b=|:]|eK" (%)
bm
ein lineares Gleichungssystem. Dann heif3t
A-z=0 ()

das zu (*) gehorige homogene System. Ist b # 0, so nennt man das System (x) inhomogen.
Ist » = rang A und setzt man

Los(A,b) ={x e K" |A-x =b} C K",
so gilt:
(i) Los(A,0) € K™ ist ein Untervektorraum der Dimension n — 7.

(ii) Los(A,b) C K™ ist entweder leer oder ein affiner Unterraum der Dimension n — r. Ist
v € Los (A, b) beliebig, so gilt

Los (A,b) = v+ Los (4,0) .

Wir sprechen auch von den Lésungsriumen Los (A, b) bzw. Los (A, 0).
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Beweis

Ist
pa: K" > K™ x— A-x,

so gilt Los (A,0) = Kern ¢ 4. Aus der Dimensionsformel 17.2.6 folgt (i):
dimLos (4,0) = dimKern ¢4 = dim K" — dim Bild o4 =n — .
Dann folgt (i) wegen Lés (A,b) = " (b) aus 17.2.5. O

Man erhélt also alle Losungen des inhomogenen Systems (), indem man zu einer speziellen
Losung von (x) alle Losungen des homogenen Systems (xx) addiert.

17.7.2 Definition

Das lineare Gleichungssystem
A-x=b

heifit
(i) 1osbar, wenn es mindestens eine Losung gibt,

(ii) eindeutig l6sbar, wenn es genau eine Losung gibt. O

Jedes homogene System ist 16sbar, denn es gibt ja mindestens die triviale Lésung x = 0. Im
allgemeinen Fall erhélt man ein Kriterium fiir die Losbarkeit bzw. eindeutige Losbarkeit durch
Betrachten der Matrix (A | b), die aus A durch Hinzunahme des Spaltenvektors b entsteht.

17.7.3 Satz

Fiir das lineare Gleichungssystem
A-x=b A= (ay) e M(mxn,K), be K™ (%)
gilt:
(i) () losbar < rang A =rang (A |b).
(ii) (*) eindeutig losbar < rang A =rang (A | b) = n.
Beweis
Wir schreiben A’ = (A | b) und betrachten die lineare Abbildungen

pa: K" > K™ x— A-zx,

(’0:4 . Kn+l N Km, Jl', N A,'ZE/,
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mit
I
€1
T = R = :
Tn
Tn
Tn+1
Dann gilt fiir die kanonischen Basen (e, ..., e,) und (e},..., €}, e, ;) des K™ bzw. K"

paler) =pa(€),- - palen) = pa (e,) und par (en4,) = 0.
Insbesondere ist stets Bild ¢4 C Bild ¢4/ und somit
rang A < rang A'.
Also gilt:
rang A =rang (A |b) < Bild ¢4 = Bild p4 < b € Bild p4 < (%) losbar.

Dies ergibt (i).
Ist nun (x) losbar oder dquivalent rang A = rang (A | b), so gilt:

(%) ist eindeutig losbar
< das zugehorige homogene System hat nur die triviale Losung = = 0
& @4 ist ein Monomorphismus

< rang A = dimBildp 4 = n.

Dies ergibt (ii). O

17.7.4 Bemerkung

Dass bei vorgegebenem A € M (m x n, K) fiir jedes b € K™ mindestens eine Losung von
A-x=b
existiert, bedeutet, dass ¢4 surjektiv ist, oder dquivalent, dass gilt rang A = m. O

17.7.5 Bemerkung
Ist

(Alb) = .

br+1

bm,
in Zeilenstufenform, so gilt:

rang A =rang (A|b) < brp1=...=by =0.
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0

Zum expliziten Losen eines linearen Gleichungssystems kann man in zwei Schritten vorgehen.

Im ersten Schritt bringt man A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform,
wobei man b entsprechend umformt. Dabei verédndert sich, wie wir nun zeigen werden, der
Losungsraum nicht.

17.7.6 Lemma

Ist S € GL (m, K), so gilt
Los (A,b) = Los (SA, Sb) .

Beweis
Es gilt:

xelos(Ab) e A-x=bs S-A-x=85-bs xeLis(SA,Sh). 0
17.7.7 Satz

Geht (A, b) aus (A, b) durch elementare Zeilenumformungen hervor, so gilt
Lés (A, b) = Los (A, B) .

Beweis

Jede elementare Zeilenumformung entspricht nach 17.5.2 der Multiplikation von links mit
einer Elementarmatrix. Elementarmatrizen sind aber invertierbar nach 17.5.3 , (ii). O

Im zweiten Losungschritt kann man von einem Gleichungssystem A - x = b ausgehen, in dem
(A | b) bereits in Zeilenstufenform ist.

17.7.8 Algorithmus

Sei

(A]b) = .

br—l—l

bm

mit A in Zeilenstufenform. Gibt es ein i, r+ 1 < i < m, mit b; # 0, so ist A - x = b nicht
l6sbar. Andernfalls sei fiir jedes i, 1 < i < r, mit j; der Spaltenindex des Pivot-Elements der
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i-ten Zeile bezeichnet. Das zu 16sende Gleichungssystem sieht dann wie folgt aus:

0

s
T4 015, + ... + zpa1, = b1

Tj, Qrj,. + ...+ TpGrp = by

0

Wir schreiben J = {ji,...,j-} und nennen jede Variable z;, j € {1,...,n}\J, freie Variable
und jede Variable z;, j € J, gebundene Variable.

Fiir jede der n —r freien Variablen x; kann man ein beliebiges Element von K einsetzen. Man
erhélt dann einen Losungsvektor, indem man fiir jede der gebundenen Variablen x; den nach
den folgenden Rekursionsformeln berechneten Wert einsetzt:

1
Zj, = b — E agjri |, k=r... L
[ —
J>Jk

Durchlauft man beim Einsetzen fiir die n — r freien Variablen den ganzen Vektorraum K"~
so durchlaufen die Lésungen den ganzen (n — r)-dimensionalen affinen Losungsraum des Sys-
tems. ([l
17.7.9 Beispiel
Wir 16sen das lineare Gleichungssystem

3x1 + 4xo + 53 =9

6x1 + Txo +8x3 =9
6x1 + 6z + 623 = 0.

Uberfithrung in Zeilenstufenform liefert:

3 4 519 3 4 ) 9 3
6 v 89|—-10 -1 -2y -9 |—-]0 -1 -2|-9
6 6 6|0 0 -2 —4|-18 0

Es ergibt sich also das lineare Gleichungssystem

3x1+4x9+dx3= 9
—T — 2(53 =-9 s

welches losbar ist. Hier ist x5 eine freie Variable und kann beliebig gew#hlt werden. Die
allgemeine Losung ergibt sich rekursiv:

x2:9—2a:3

1
xlz—(9—4x2—5x3):

3 (9—36+8x3—5x3):—9+x3.

wl
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Diese Losungen kénnen wir dann in der Form

e -9 1
r= |z | = 9l +A|-2|, NeK,
I3 0 1
spez‘ielle
Losung
schreiben. 0

Wir wollen nun noch einen Schritt weiter gehen und eine systematische Methode angeben,
wie man eine Basis von Los(A,0) und eine spezielle Losung von A - 2 = b bekommt. Dazu
muss man die erweiterte Matrix (A, 5) durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstu-
fennormalform (A,b) bringen. Nach 17.7.7 gilt wieder

Lés (A, b) = Los (21, 5) bzw. Lés (A,0) = Lés (A, 0) :

17.7.10 Definition

Sei B = (b;;) eine Matrix in Zeilenstufenform und seien ji,...,j, die Spaltenindizes der
Pivot-Elemente. Dann heifit B in Zeilenstufennormalform, wenn gilt:

(i) Alle Pivot-Elemente sind 1, das heifit es gilt

bij, =1, i=1,...,n

(ii) Oberhalb der Pivot-Elemente stehen nur Nullen, das heifit es gilt:

brj, =0, i=1,....,r k=1,...,i—1

17.7.11 Bemerkung

Wir wissen bereits, dass jede Matrix durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufenform
gebracht werden kann. Es ist aber auch klar, dass man jede Matrix in Zeilenstufenform durch
elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufennormalform iiberfiithren kann. Man kann zeigen:
Zu jeder Matrix A gibt es genau eine Matrix in Zeilenstufennormalform, in die sich A durch
elementare Zeilenumformungen iiberfiithren lisst (siche Kowalski-Michler, Lineare Algebra,
Satz 4.1.31). O

17.7.12 Beispiel

3 51 9 1 3 2] 3
0 -1 -2|-9 |—=[ 0o -1 -2|-9
0 0| 0 0 0 0] O
1 0 -1]-9
- o 1 2| 9

0 0 0] O O
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17.7.13 Satz

Seien (A | b) = (aj; | bi) € M(m x (n+1),K) mit A in Zeilenstufennormalform, r =
rang A, j; der Spaltenindex des Pivot-Elements in der i-ten Zeile, ¢ = 1,...,7r, und J =
{j1,-..,Jjr}. Dann gilt fiir das lineare Gleichungssystem

Az=b (%)
und das zugehorige homogene System
A-x=0: (xx)

(i) (*) hat keine Losung < b; #0 fiireini € {r+1,...,m}.

U1
(i) Ist b =0 fir e =r+1,...,m,undist v=| : | € K™ definiert durch
Un
{ b;, falls ¢ = j;,
Vy ‘=
0, sonst,
S0 ist v eine spezielle Losung von ().
o
(iit) V& € {1,...,n}\ Jseiu® = | : | € K" definiert durch
P
a;, falls £ = j;,
u§k> =4 —1, falls £ =k,
0, sonst.

Dann ist

B:= (u(k)\ke{l,...,n}\J)

eine Basis von Los (A4, 0). Insgesamt gilt:
Loés (A,b) = v + span (u(k) | k€ {1,...,n}\J) .

Beweis

(i) ist wieder klar nach 17.7.3 , (i).
(i) Yie{1,...,r} gilt

n
Zaizw = aijibi = bl .
=1

Also ist v eine spezielle Losung von (x).
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(iii) Vk e {1,...,n}\ J, Vie {1,...,r} gilt
Z aul = —ag + aij, i = 0.
=1

Also sind alle u®) Losungen von A - 2 = 0. Die u(®) sind auch linear unabhiingig: Sei

Z )\ku(k) =0, \; € K.
ke{l,..n}\J

Dann gilt V¢ € {1,...,n}\ J:

0= > =2,
ke{l,...n}\J

also sind alle A\, = 0. Wegen rang A = r gibt es genau n—r linear unabhéngige Lésungen
von (#*) (siehe 17.7.1, (i)) . Also bilden die u*®) eine Basis von Las(4,0). O

17.7.14 Algorithmus

Seien (A | b),r und J = {j1,...,Jr} wie in 17.7.13 .

Ist b; #0 fiir ein ¢ € {r+1,...,m}, so hat A-z = b keine Losung.

Andernfalls fiihre man in der Matrix (A | b) Nullzeilen ein, so dass die Pivot-Elemente in
der neuen Matrix in der Diagonalen stehen. Das heifit, das Pivot-Element der i-ten Zeile steht
an der Stelle (j;,7;)-

Durch weiteres Anhéngen bzw. Streichen von Nullzeilen erhélt man eine n x (n 4 1)-Matrix.

Dann ersetze man die Nullen an den Stellen (k, k), k € {1,...,n}\ J durch —1.

Sei C' = (c(l), . ,c("+1)) die so entstandene Matrix. Dann ist ¢(®*1) eine spezielle Losung
von A -z = b, und die Vektoren ¢®), k e {1,...,n}\ J, bilden eine Basis von Lés (A4,0).

Insgesamt gilt:

Lés (A,b) = ™Y 4 span <c(k) |ke{l,...,n}\ J) .

17.7.15 Beispiel

(i) Noch einmal 17.7.9 bzw. 17.7.12:

1 0 -1]|-9 1 0 -1]-9
A= 0o 1 2| 9 |=( o 1 2| 9
0 0 0 0 0 0 -1 0
Es folgt
-9 -1
Los(A,b) = | 9] +span 2

0 -1
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(if)

ist bereits in Zeilenstufennormalform. Unser Verfahren ergibt:

Es folgt

|

2
0
-2
0
7

Los (A, b) = (

(iii)

Es folgt



Kapitel 18

Determinanten

18.1 Motivation

In der Motivation 16.1 haben wir bereits die Determinante einer 2 x 2-Matrix eingefiihrt. Nun
wollen wir erklédren, wie die Determinante einer beliebigen n x n-Matrix definiert ist. Dazu
gibt es insbesondere die folgenden beiden Mdoglichkeiten:

e Wir geben eine Formel fiir die Determinante an, die von den Eintrdgen der Matrix

abhéngt, also etwa
ab
det <c d> = ad — bc.

e Wir charakterisieren die Determinante als Abbildung
det: M (nxn,K) — K, A— det A,

durch ihre grundlegenden Eigenschaften. Dann muss man zeigen, dass eine Abbildung
mit diesen Eigenschaften existiert, und dass sie durch die Eigenschaften eindeutig be-
stimmt ist. Und man muss angeben, wie man Determinanten ausrechnet. ([l

Wir gehen hier nach der zweiten Moglichkeit vor. Ist dabei A € M (n x n, K), so bezeichnen

wir wie iiblich mit a1, ..., a, die Zeilenvektoren von A und schreiben
ai
A=
Qn

18.2 Grundlegende Definitionen

18.2.1 Definition
Seien K ein Korper und n € N. Dann heifit eine Abbildung

det : M (n xn,K)— K, A det A,
Determinante, falls gilt:

209
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D1 det ist linear in jeder Zeile, das heifit Vi € {1,...,n} gilt:

(i) Ist a; = @ + af, so ist

(3

det | a; | =det | a) | +det | a

(i) Ist A € K, so ist

det | A-a; | =X-det | a4

Dabei stehen an den mit ,,...“ gekennzeichneten Stellen unveréndert die Zeilenvektoren
TN P I PR P

D2 det ist alternierend, das heifit hat A zwei gleiche Zeilen, so ist

det A =0.

D3 det ist normiert, das heif3t
det B, = 1.

Ist
A=(a;j) e M(nxnK),

so schreiben wir auch

ail ... Qin ail ... Qin
= det
apl ... Apn apl ... Apn
und nennen diesen Skalar die Determinante von A. ]

18.2.2 Satz (Rechenregeln fiir Determinanten)

Eine Determinante
det : M (nxn,K) — K

hat die folgenden Eigenschaften:
D4 VA € K ist det (A- A) = A" - det A.
D5 Ist eine Zeile von A gleich Null, so ist det A = 0.

D6 Entsteht B aus A durch Vertauschung von zwei Zeilen, so ist
det B = —det A.

D7 Ist A € K und entsteht B aus A durch Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
i # j, so ist
det B = det A.
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D8 Ist A eine obere Dreiecksmatrix, also A von der Form

Al
0 An

S0 ist
det A=A ... -\,

D9 Ist n > 2und A € M (n x n, K) von der Gestalt
(A C
=5 &)

mit quadratischen Ay und As, so gilt
det A = (det A;) - (det Ag).

D10 Es gilt
det A#0 < rang A=n < A ist invertierbar.

D11 Es gilt
det (A-B)=detA-detB VA, Be M(nxn,K).

Insbesondere gilt:
det A7' = (det A)™' VA e GL (n,K).
Beweis
D4, D5 folgen sofort aus D1, (ii).

D6 Wir nehmen an, dass wir die Zeilen a; und aj, 7 < j, vertauschen. Dann gilt

a; a;
det A+det B=det | : | +det
a; a;
a; a; a; a;
Pdet | [ +det| o | +det| 1 | +det
a; a; a; a;
_ a; + a;
DL det : 2
a; + a;
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D7 gilt wegen

ai+)\aj a;
det B = det : 2 det A+ Ndet | : | Zdet A

a;j a;j

D8 Sind alle \; # 0, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung von DT:

AN O ”
det A 27 det DLy oA, det B,

0 An

Gibt es ein i mit A\; = 0, so wéihlen wir ¢ maximal mit dieser Eigenschaft. Dann gilt:
/\Z'ZO, aber AZH/\,L;AO

Mit Hilfe von A;11, ..., A, macht man die restlichen Eintréige der i-ten Zeile auch noch
zu Null. Mit D7 und D5 folgt det A = 0.

D9 Durch Zeilenumformungen vom Typ III und IV an A mache man A; zu einer oberen
Dreiecksmatrix. Dabei bleibt Ay unverindert, aus C' werde C’. Ist k& die Anzahl der
ausgefiihrten Zeilenvertauschungen, so gilt

det Ay 2 (—1)" - det B.

Geht By analog aus As hervor (wobei By und C’ unveréindert bleiben), und ist ¢ die
Anzahl der Zeilenvertauschungen, so gilt

det Ay 2 (—1)° - det Bs.

(B, C
B_<0 Bz)

so ist mit By und Bs auch B eine obere Dreiecksmatrix. Aus D8 folgt

Schreiben wir

det B = (det B;) - (det Bg) .

Wegen
det A = (—1)F* . det B

folgt die Behauptung.

D10 Durch Zeilenumformungen vom Typ III und IV bringen wir A auf Zeilenstufenform B.
Dann ist B insbesondere eine obere Dreiecksmatrix, also von der Form
Ao
B =
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und nach D6 und D7 ist det B = + det A. Weiter ist rang A = rang B. Also folg aus D8
die erste zu beweisende Aquivalenz:

0# A, ...- A\, =det B & rang B=n .
Die zweite Aquivalenz ergibt sich aus 17.4.8.

Es gilt rang (A - B) < rang A wegen Bild(p4 o pp) C Bildpy sowie rang (A - B) =
dim Bild(¢p40¢p) und rang A = dim Bildp 4 . Ist also rang A < n, soist rang (A-B) < n,
und die Gleichung lautet 0 = 0 wegen D9 .

Andernfalls ist A € GL(n, K). Nach 17.5.4 gibt es Elementarmatrizen C1,...,Cs mit
A=C1-...-Cy.

Nach 17.5.3 geniigt es also zu zeigen, daf fiir jede Elementarmatrix C' vom Typ S;()\)
oder Q7 gilt
det(C - B) =detC - det B .

Nach Regel D8, die analog auch fiir untere Dreiecksmatrizen gilt, ist
det Si(A) =X und detQ! =1.
Multiplizieren von links mit S;(\) multipliziert die i-te Zeile von B mit A, also ist
det(S;(\) - B) Z \-det B .

Multiplizieren von links mit Q{ bewirkt die Addition der j-ten zur i-ten Zeile, also ist

det(Q? - B) 2 1-det B . -

Hiermit hat man eine erste Mdoglichkeit zur Berechnung von Determinanten: Man bringt A
durch Zeilenumformungen vom Typ III und IV auf obere Dreiecksgestalt

AL ..
B = oo
0 An

Ist k£ die Anzahl der dabei durchgefiihrten Zeilenvertauschungen, so gilt

det A= (—1)* -det B=(=1)*\;-... -\, .

18.2.3 Beispiel

OO R, = WO
— == =N
NN = O O =N
OO~ O wr
O = = =N
WL O N~ O
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18.2.4 Bemerkung
Wir werden spéiter sehen, dass fiir jede Matrix A € M (n x n, K) gilt
det A = det A.

Deswegen gelten alle definierenden Eigenschaften und Rechenregeln fiir Determinanten, die
fiir Zeilen formuliert sind, analog auch fiir Spalten. O
18.3 Der Entwicklungssatz von Laplace

Wir benétigen einige technische Vorbereitungen, bevor wir ein weiteres Verfahren zur Deter-
minantenberechnung angeben kénnen.

18.3.1 Definition
Sei A = (ai;) € M (n x n, K) eine quadratische Matrix.
(i) Fiir feste 4,7 sei A;; die Matrix, die aus A wie folgt entsteht:

arl .- al,j_l 0 al’j+1 c.. QA1n
ai—11 -+ @i—15-1 0 @Gi—1541 -.. Gim1p
ait1,1 -+ Git15-1 0 G141 o0 Gigin
ap1 ... Qpj—1 0 Qpj+1 --- Adnn

Wir setzen
agj = det Aj;

und nennen

Al = <a§j) € M(nxn,K)
die zu A komplementire Matrix.

(i) Fiir feste 4, sei A}; die Matrix, die aus A wie folgt entsteht:

ail ... 1j...a1n
Al = |ttt | € M (n—1) x (n—1),K). O
anl...cnj...ann

18.3.2 Lemma
Fir Ae M (n xn, K) gilt:
(i) det Ag; = (—1)"*7 - det AJ.

(ii) det A;; = det (al, el ad T ,a”) . Dabei bezeichnen a',...,a" die Spalten-
vektoren von A und e’ ist der als Spalte geschriebene j-te Einheitsvektor des K™.
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Beweis

(i) Durch i—1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j—1 Vertauschungen benachbarter
Spalten kann man A;; auf die Form
(o1,
0 A

(=DEDHO=) = (1)

bringen. Wegen

folgt also die Behauptung aus D6 und D9.

(ii) Durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten kann man
(al,...,a? 7t et aTt L a")

in A;; iiberfiihren. Also folgt die Behauptung aus D7. O

18.3.3 Satz
Ist Ae M (nxmn,K), so gilt
AP A=A A= (det A) - E,,.

Beweis

Wir berechnen die Komponenten ¢;;, von Af - A:

n n
Cik = Zagj aji = Zajk det Aj;
=1

j=1

18.3.2,(ii)
.3.2,(i - L
= Zajkdet (al,...,a"7 el 0ttt A"
j=1
n
o det(a®,...,a" !, Z ajre’, attl o a")
j=1
= det(al,... cat kgt ,a™)
ER
Also ist A% - A = (det A) - E,,. Analog berechnet man A - A%, O

18.3.4 Entwicklungssatz von Laplace
Ist Ae M(nxn,K),n>2,s0gilt Vi=1,...,n

det A = Z (=1)" . aij - det Aj;
j=1
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(Entwicklung nach der i-ten Zeile) und Vj =1,...,n
det A = Z (1) agj - det A};
i=1
(Entwicklung nach der j-ten Spalte).

Beweis

Nach 18.3.3 ist det A fiir jedes ¢ gleich der i-ten Komponente in der Diagonalen der Matrix
A- Al also

det A — Z aij . agi — Z aij . det AZ] 18_.3-:27 (1) Z (_1)1+.7 . aij . det A;]
j=1 j=1 j=1

Dies ergibt die erste Formel. Die zweite ergibt sich durch Betrachten von Af - A. O

18.3.5 Bemerkung

Die durch den Faktor (—1)""7 bewirkte Vorzeichenverteilung kann man sich als ,, Schachbrett-
muster” vorstellen:

18.3.6 Beispiel
(i) Ist

A= <Z Z) eM@2x2,K),

so ergibt die Entwicklung nach der 1. Zeile:

det A = ad — be.

(ii) Ist
ail a2 ais
A= |ax ax a3 | € M (3 x3,K),

a31 as2 as3

so ergibt die Entwicklung nach der 1. Zeile:

a1 Q22
azy as2

a1 Q23
azy ass

a2 23

det A =aqq -
a32 ass3

Schreibt man diese Formel aus, so erkennt man die Regel von Sarrus: Man schreibt
den ersten und zweiten Spaltenvektor noch einmal hinter die Matrix
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S

AN

CL31 asz  as3

und erhélt
det A = ajjagass + aizazzas + ajzaziazs
— (12021033 — 011023032 — 113022031
(iii)
; i_g:;&Zeile 2 5 -1 1 2 5
L1 1 -2 -2/-1-| 3 1-2
100l 1 2 3 0o 1 2
0 1 2 3
= —33 — 7 = —40.
O
Eine weitere Folgerung aus 18.3.3 ist:
18.3.7 Satz
Sei A € GL (n, K). Definiert man C' = (¢;j) € M (n x n, K) durch
cij == (—1)"7 - det Ajj,
so gilt
1
-1 ¢
— o
det A
Beweis
Nach D10 ist det A # 0. Die Behauptung folgt aus 18.3.3 und 18.3.2, (i). O
18.3.8 Beispiel
Ist A= (¢ 3) € GL (2,K), so erhilt man die Formel aus 17.4.6, (i):
Al 1t/ d —c _ 1 d —b
ad—bc \—=b a ad—bc \—c a)’ -

18.4 Die Existenz und Eindeutigkeit von Determinanten

Nachdem wir nun wissen, wie man Determinanten ausrechnet, wollen wir herleiten, dass es
sie tatséchlich gibt.
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Was ist das Problem?

Eine Moglichkeit zur Definition der Determinante wére es, eine gegebene Matrix A in eine

obere Dreiecksmatrix
Al

zu iberfithren und det A als
det A:= (—1)"-det B:= (-1 -\ ..o\,

zu definieren, wobei k die Anzahl der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen ist. Da diese Zei-
lenumformungen nicht eindeutig bestimmt sind, miisste man dann aber zeigen, dass das Er-
gebnis unabhéngig von allen Wahlen ist. Insbesondere muss klar sein, dass die Zahl k fiir ein
gegebenes A immer gerade oder ungerade ist.

Dass wir Zeilenvertauschungen vornehmen, bedeutet letztendlich, dass wir eine Permuta-
tion der Menge der Zeilenindizes {1,...,n} vornehmen. Eine Transposition der Zeilenindizes
entspricht dabei genau einer Zeilenvertauschung. Betrachten wir ein Beispiel: Ist o € S, eine
Permutation, und sind ey, ..., e, die kanonischen Basisvektoren des K", so geht die Matrix

aus der Einheitsmatrix durch Zeilenvertauschungen hervor. In diesem Fall ist also die Frage:
Ist det E, = +1 oder ist det £, = —17

Diese Frage, aber auch die Frage nach der Existenz von Determinanten, ldsst sich durch
ein genaueres Studium von Permutationen l6sen. Wir benétigen:
18.4.1 Lemma
Ist n > 2, so lédsst sich jedes o € S, als Komposition von endlich vielen Transpositionen
schreiben.

Beweis

Ist 0 =idyy, . ), so wihlen wir eine beliebige Transposition 7 € S;,. Dann gilt:
o=idgy, ) =To0 r =107
Andernfalls Ji; € {1,...,n} mit
o()=ifiri=1,...,49 — 1 und o (i1) # 1.

Dann gilt sogar o (i1) > i1. Sei 7y die Transposition, die i1 mit o (i1) vertauscht und o :=
71 0 0. Dann gilt:
o1 (i) =i fiiri=1,...,i1.

Entweder ist nun o1 = id, oder dis mit i3 > 41 und

o1(i)=ifiri=1,...,i0 — 1 und oy (iz) > io.
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Also kénnen wir wie oben fortfahren. O

Die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist keineswegs eindeutig. Um unser Vor-
zeichenproblem in den Griff zu bekommen, miissen wir beweisen, dass fiir gegebenes o die
Anzahl der bendtigten Transpositionen immer gerade oder immer ungerade ist. Zu diesem
Zweck ordnen wir jeder Permutation ein Vorzeichen zu:

18.4.2 Definition

Seien n € N und o € S,,. Dann heifit jedes Paar i,j € {1,...,n} mit
i < j aber o (i) > o (j)
ein Fehlstand von . Wir definieren das Signum von ¢ durch

. { +1, falls o eine gerade Anzahl von Fehlstéinden hat,
sign o :=

—1, falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstéinden hat.

Weiter nennen wir o gerade, falls sign ¢ = +1, bzw. ungerade, falls sign ¢ = —1.

18.4.3 Beispiel

Die Permutation

hat genau 2 Fehlsténde, ndmlich
1<3abero(1)=2>1=0(3),
und
2<3abero(2)=3>1=0(3).

Es folgt
sign 0 = +1. 0

18.4.4 Satz (Eigenschaften des Signums)
Sei n € N. Dann gilt
(i) Vo € S, ist
o) —o(i)
sign o = H P
1<J
(i) Vo' ,o € Sy, gilt
sign (0’ 0 o) = sign ¢’ - sign 0.

Insbesondere gilt Vo € S,:

sign o1 = sign o.
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(iii) Ist n > 2 und 7 € S,, eine Tranposition, so gilt:

sign 7 = —1.
(iv) Ist n >2und 0 =1 0... 07 € S, mit Transpositionen 71, ..., 7, so gilt:
sign o = (—1)" .
(v) Yo €S, ist
€a(1)
det : = sign o.
€o(n)

Beweis

(i) Sei m die Anzahl der Fehlsténde von o. Dann gilt

[[eG) —otin="T] (@G -e@) - 1)™- ] lo)—o()

i<j i<j i<J
o(i)<a(j) o(i)>o(4)
= ()" [TleG) = o) = (=)™ [TG — ),
1<j 1<j

da die letzten beiden Produkte die gleichen Faktoren bis auf Reihenfolge haben.
(ii)) Es gilt

sign(o’ o 0) = H o'(0(4)) —o'(a(i))

i<j g
17 o@l) —d'(0(®) o) =)
_11 o(j) —o(i) 1} j-i

Da das zweite Produkt gleich sign o ist, geniigt es zu zeigen, dass das erste Produkt
gleich sign o’ ist. Dies ergibt sich wie folgt:
1 o’'(0(j)) — o' (a(1))
o(j) —ol(i)

1<j
_ o'(0(j)) —o'(o(i) o'(0(j)) — o'(o(i))
- I o= U —=5=0
o(i)<o(4) o(i)>o(j)
_ o'(0(j)) —o'(o(i)) o'(0(j)) — o'(o(i))
- o= Il —=g==0
o(i)<o(4) o(i)<o(4)
o'(0(j)) — o' (o(i)) o'(j) — o' (i)
= I —a - -1l
T e T
= sign o’ .

Dabei schliefit man beim vorletzten Gleichheitszeichen wie in (i).
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(ifi) Sei
(123 ... n
=213 ... n
die Transposition, die 1 und 2 vertauscht. Wir zeigen:

Ist 7 € S, eine beliebige Transposition, so existiert o € S, mit 7 = omyoo ! . (%)
Daraus folgt (iii): Es gilt sign 79 = —1, denn 79 hat genau einen Fehlstand. Zu dem
gegebenen 7 wihlen wir ein o wie in (). Mit (ii) folgt

sign 7 = sign o - sign 79 - (sign o) 7! =

=sign 19 = —1.

Nun zeigen wir (%): Seien k und ¢ die von 7 vertauschten Elemente. Wir behaupten,
daf} jedes o € S, mit

o(l)=k und o(2)=14¢
die verlangte Eigenschaft hat. Sei 7/ := g o g0 o ~!. Wegen o~ '(k) =1 und o= (¢) = 2
ist

(k) = o(r0(1) = 0(2) = ¢

und
() =0(10(2)) =0(1) =k .

Fiir i ¢ {k, ¢} ist o71(7) ¢ {1,2}, also gilt
(i) = o(ro(0™' (1) = 007! (i) =i .
Daraus folgt 7/ = 7 .
(iv) ergibt sich aus (ii) und (iii).
(v) folgt aus (iv), denn man kann E,, durch k Zeilenvertauschungen in

€o(1)

€o(n)
tiberfithren. 0
Im folgenden verwenden wir einige Sprechweisen aus der Gruppentheorie, fiir die wir auf die

Vorlesung Algebraische Strukturen oder die Aufgaben verweisen (fiir das Versténdnis von
Determinanten bendtigen wir diese Sprechweisen nicht).
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18.4.5 Bemerkung und Definition
Die Eigenschaft 18.4.4, (ii) besagt, dass die Abbildung
sign : S,, — {+1,—1}, o+ sign o,

ein Gruppenepimorphismus auf die multiplikative Gruppe mit 2 Elementen ist. Insbesondere
ist der Kern
Ay :={o0 €S, |signo=+1} C S,

ein Normalteiler in S,,. Wir nennen A,, die alternierende Gruppe. O
Fiir jedes o € S,, kénnen wir die Nebenklasse
Ao = {a'oa | U'EAn}

betrachten.

18.4.6 Satz
Ist o € S, mit sign o0 = —1, so gilt
Sp,=A,UA,0 und A,NA,0=0.

Insbesondere hat A, genau %n! Elemente.

Beweis
Sei ¢’ € S,, mit sign o/ = —1. Nach 18.4.4, (ii) gilt
sign(o’ oo™ = +1,

also ist o/ € A, 0, denn
o = (0'/00'_1)00' .

Fiir jedes 0/ € A, 0 ist sign ¢/ = —1, also ist die Vereinigung auch disjunkt. Aus den Grup-
peneigenschaften ergibt sich, dass die Einschrinkung der Rechtsstranslation auf A,

A, — Ao, 0’ —cd oo,

bijektiv ist (siehe Vorlesung algebraische Strukturen). Da S, aus n! Elementen besteht, ent-
halten A,, und A,o je %n! Elemente. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen:

18.4.7 Satz (Existenz und Eindeutigkeit der Determinante)
Ist K ein Korper und n € N, so gibt es genau eine Determinante
det : M (nxn,K) — K,

und zwar ist fir A = (a;;) € M (n x n, K) die Determinante det A erklért durch

det A = Z SIgN 0 - A1g(1) " - - Apo(n)- (%)
O'ESn
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Beweis

Eindeutigkeit. Wir zeigen, dass sich die Formel (%) aus D1, D2, D3 und den Folgerungen
daraus herleiten lisst. Seien

det : M(nxn,K) — K
eine Determinante und A € M (n x n, K). Wir bezeichnen mit a; wieder die Zeilen von A und
mit e; die kanonischen Basisvektoren des K™. Aus D1 ergibt sich die folgende Rechnung, die
der sukzessiven Entwicklung nach Zeilen entspricht:

e
J
aq n b
az
detA=det| : | = E aij, det
an Jji=1
Gn
€
n n €ja
= g aij, E agj, det | a3 | = ...
=l J2=1
Qn
n n n €
= E E E aljl-ang-...-anjn-det :
J1=172=1 Jn=1 ejn

Wegen D2 und 18.4.4, (v) gilt

det | : | =

€j

e
o sign o falls 3 0 € S, mit o(¢) = jp VY,
0 sonst .

n

Also bleiben nur n! der n" Summanden {ibrig, und es gilt (x) .

FExistenz. Wir definieren nun
det : M(nxn,K)— K

durch die Formel (%) fiir jedes A € M (n xn, K), und zeigen, dass dann D1, D2 und D3 gelten.
D1: Es gilt

det [ aj+af | = Y sign 0 aio(1) - (g + Qo) < - - Gnow)
: c€Sn
= Z SIgn 0 - A1p(1) .- ago_(i) Ceeet Opg(n)
O'ESn
+ Z sigh o - 11y - - - - -a;’U(i) S Opg(n)
UESn

=det | a} | +det | a
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Somit gilt D1, (i). Analog ergibt sich D1, (ii).
D2: Seien etwa die k-te und /-te Zeile von A gleich, k < £, und 7 € S,, die Transposition,
die k£ und ¢ vertauscht. Es gilt sign 7 = —1 nach 18.4.4, (iii), also erhélt man aus 18.4.6 die

disjunkte Vereinigung
Sp = A, UA,T .

Wenn o die Gruppe A,, durchlauft, so durchléuft o o 7 die Menge A,,7. Es folgt

(k) det A = Z A15(1) " -+ - " Ano(n) — Z A15(r(1)) " -+ - * Ano(r(n)) -

O'EAn O'EAn

Da die k-te und f¢-te Zeile von A gleich sind, gilt nach Definition von 7:

Qo(r(1) =" Ako(r(k) * =« " Uo(r(1)) "+ " Ino(r(n))
= (110(1) Ceet ako(l) et alo(k) el ang(n)
= ala(l) et a,w(k) et ala(l) el am(n)
= A15(1) " -+ Qno(n) -

Also heben sich die Summanden in (xx) gegenseitig auf, es folgt

detA=0.

D3: Ist d;; das Kronecker-Symbol und o € Sy, so ist

0 fiir o #idgy.
(510(1) Cat 5n0(n) = . . {L.n}
1 firo=idg,  n -
Also gilt
det E,, = det(d;5) = Z Sign 0 O1(1) * -+ - * Ono(n)
CTGSTL
=sign(id) = 1. .

18.4.8 Beispiel

(i) Ist n =2, also etwa A = (Z; Z;z), so gibt es genau zwei Permutationen, namlich

. 12 12
o1 = id{ 9y = (1 2> und o9 = <2 1>.

Die Formel (x) lautet also dann

det A = sign 01 - @14, (1) * Q20 (2) T SIEN 02 * A1gy(1) * A205(2)

= +a11 - a2 —aiz - a2.

(i) Ist n =3, so liefert () gerade die aus der Regel von Sarrus abgeleitete Formel.

Unmittelbar aus (x) ergibt sich die folgende Eigenschaft von Determinanten, die wir bereits
frither angesprochen haben:
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18.4.9 Satz
Fiir jede Matrix A € M (n x n, K) gilt det A = det A.

Beweis
Ist A = (a;;), so ist ‘A = (aj;) mit aj; = aj;. Also gilt
det tA = Z Sign g - a/lg(l) L a;w(n)
CTGSTL

= Z Sign 0 Qg(1)1 " -+ Qo(n)n

Bei der vorletzten Gleichung wurde benutzt, dass fiir alle o € S, gilt

As(1)1 " -+ " Qg(n)n = Q1o=1(1) " - -+ " Apo—1(n)

(beide Produkte enthalten bis auf die Reihenfolge die gleichen Faktoren). Auflerdem wurde
die Identitit sign o = sign 0~! verwendet (sieche 18.4.4, (ii)). Bei der letzten Gleichung haben
wir ausgenutzt, dass mit o auch ! ganz S,, durchliuft. g

Wie erwihnt, bedeutet dieser Satz insbesondere, dass es egal ist, ob wir Rechenregeln fiir
Determinanten fiir Zeilen oder fiir Spalten formulieren. Wie niitzlich es ist, wenn man ab-
wechselnd mit Zeilen und Spalten operieren kann, zeigt das folgende Beispiel:

18.4.10 Beispiel

Fiir aq,...,a, € K ist die Vandermonde-Determinante definiert als
1 a ... a’ll_l
A, :=det :
1 a, ... a" !

Offensichtlich ist A; = 1, Ay = ag — a1. Fiir n = 3 formt man zuerst Spalten um und zieht
dann Faktoren aus den Zeilen:

1 ay a% 1 aq a%—a% 1 ar —aq 0
1 ay a2l = |1 ay a% —aq - a9 =11 as —ay as-(as —aq
2 2
1 a3 a3 1 az a3 —ay-a3 1 ag—ay az-(az—aq)
as —ay az- (a2 —a 1l a
_ 2 1 U2 (2 1) :(02—(11)‘((13—(11)‘1 2
az — aq ag-(ag—al) as

= (a2 —a1) - (a3 — a1) - (a3 — a2)

Induktiv ergibt sich mit demselben Prinzip
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18.5 Die Cramersche Regel

Wie in der Motivation 16.1 angesprochen, ergibt sich als Anwendung von Determinanten ein
Verfahren fiir die Losung linearer Gleichungssysteme, und zwar im Fall

A-z=bmit Ac GL(n,K).
Dann gibt es nach 17.7.3, (ii) eine eindeutige Losung, und zwar
r=A"1b

Mit Hilfe der komplementéiren Matrix kann man dies auch so formulieren:

18.5.1 Satz (Cramersche Regel)

€1
Seien A € GL(n,K), b € K" und = = : € K™ die eindeutig bestimmte Losung des
Tn
Gleichungssystems
A-x=hb.

1

Bezeichnen a',...,a" die Spaltenvektoren von A, so gilt Vi € {1,...,n}:

det (a',... a1 b0, . a™)
N det A

Ty

Beweis

Nach D10 ist det A # 0. Sind ay, ..., a, die Spaltenvektoren von A, so hat A~! nach 18.3.2,
(ii) und 18.3.7 in der i-ten Zeile und j-ten Spalte die Komponente

det Aj;  det(a',...,a" ! e a™t L a")
det A det A

Fiir die i-te Komponente von x = A~1b folgt mit D1 und 18.4.9:

det A det A

"\ det Ay det(al,...,a" "1 batt L a™)
T; — Z bj .
j=1

18.5.2 Beispiel

Seien
1

110
A=1011]eM@Bx3R) undb= |1 eR3.
321 0

Dann gilt etwa nach der Regel von Sarrus

det A =2
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sowie

2 2

1
Tl ==
L

N =

110 Lo L
1 11==-1, 29==-]011=2, a3==-/011]=—1.
021 301 320

O

Die Cramersche Regel ist fiir praktische Anwendungen im Falle grofler Matrizen wegen der
vielen zu bestimmenden Determinanten nicht geeignet.
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