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Vorwort zur 1. Auflage

Seit dem Erscheinen meines Buches Analysis 1 sind wiederholt Anfragen ge-
kommen, doch Losungen zu den Ubungsaufgaben herauszugeben. Ich stand
dem immer skeptisch gegeniiber. Das Losen von Ubungsaufgaben zu den An-
fangervorlesungen ist ein unentbehrlicher Bestandteil des Mathematik—Stu-
diums. Das Vorliegen von schriftlichen Losungen verfiihrt aber dazu, es selbst
nicht hart genug zu versuchen und zu friih in den Losungen nachzuschauen.
AuBerdem kann eine gedruckte Losung nicht die Besprechung der Aufgaben
in einer Ubungsgruppe ersetzen, in der der Tutor (im allerdings nicht immer
erreichten Idealfall) auf die verschiedenen Losungsmoglichkeiten und die ge-
machten Fehler eingehen und bei Verstindnisschwierigkeiten individuell hel-
fen kann.

Andererseits ist der Bedarf an Ubungsmaterial mit nachpriifbaren Losungen
fiir das Selbststudium (z.B. bei Priifungsvorbereitungen) nicht von der Hand
zu weisen. So wurde mit dem vorliegenden Aufgabenbuch ein Kompromif3
versucht: Zu ausgewdhlten Aufgaben wurden Losungen ausgearbeitet und es
wurden auch neue Aufgaben hinzugefiigt, so dal geniligend viele ungeloste
Aufgaben als Herausforderung fiir den Leser iibrig bleiben.

Alle Aufgabentexte (einschlieflich der aus dem Buch Analysis 1 tibernomme-
nen) sind im 1. Teil des Aufgabenbuches abgedruckt. Zu den mit Stern ver-
sehenen Aufgaben stehen Losungen im 2. Teil, manchmal auch nur Hinweise
oder bei Rechenaufgaben die Ergebnisse. In keinem Fall sind die angegebe-
nen Losungen als alleingiiltige Muster-Losungen zu betrachten. Zu fast allen
Aufgaben gibt es mehrere Losungswege und es ist oft nur eine Frage des Ge-
schmacks, welchen Weg man wihlt. Auch sind sicherlich noch einige Losun-
gen mit mehr oder weniger schweren Fehlern (von Druckfehlern und Versehen
bis zu logischen Fehlern) behaftet. Der Student mag sich damit trésten, dafl
nicht nur ihm, sondern auch dem Dozenten fiir manche Losungen der Ubungs-
aufgaben Punkte abgezogen wiirden.

Die Arbeit an diesem Buch habe ich zusammen mit meinem langjdhrigen As-
sistenten an den Universitdten Minster und Miinchen, Dr. Riidiger Wessoly be-
gonnen. Die gemeinsame Arbeit wurde auch nach seinem Ausscheiden aus der
Universitit, als er fiir eine von ihm selbst mitbegriindete Software-Firma arbei-
tete, fortgesetzt. Noch vor der Fertigstellung des Manuskripts ist Herr Wessoly
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plotzlich und unerwartet verstorben. Seinem Andenken sei dieses Buch gewid-
met.

Zu danken habe ich auch Herrn Thomas Szymczak (Dinslaken), der selbstindig
ein Losungsbuch zur Analysis 2 erarbeitet hat und der sich bereit erklirt hat,
das Manuskript zum vorliegenden Buch in ISTEX zu setzen und dabei manche
Fehler und Unebenheiten aus dem Text eliminiert hat. Nicht zuletzt verdankt
das Buch sein Erscheinen dem beharrlichen und unermiidlichen Einsatz von
Frau U. Schmickler-Hirzebruch vom Vieweg-Verlag.

Miinchen, Februar 1995 Otto Forster

Vorwort zur 2. Auflage

Fiir die 2. Auflage dieses Ubungsbuches habe ich die bekannt gewordenen
Druckfehler korrigiert (vielen Dank den sorgfiltigen Leserinnen und Lesern!)
und eine Anpassung an die neueste Auflage des Buches Analysis 1 vorgenom-
men, das seit der 5. Auflage manche Anderungen erfahren hat. So sind einige
friihere Ubungsaufgaben jetzt in den Haupttext der Analysis 1 integriert. Dafiir
wurden in das Ubungsbuch neue Aufgaben und Losungen aufgenommen.

Miinchen, Mirz 2004 Otto Forster

Vorwort zur 5. Auflage

Die vorliegende 5. Auflage dieses Ubungsbuchs wurde an die 10. Auflage der
Analysis 1 angepasst. Dadurch entfielen einige Ubungsaufgaben, die jetzt im
Haupttext der Analysis 1 behandelt werden. Dafiir kamen mehr neue Aufgaben
und Losungen hinzu.

Miinchen, April 2011 Otto Forster
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Teil I

Aufgaben






§1 Vollstindige Induktion
Aufgabe 1 A*. Seien n, k natiirliche Zahlen mit n > k. Man beweise
n+1\ z": m
k+1)  “Z\k)
Aufgabe 1 B. Fiir eine reelle Zahl x und eine natiirliche Zahl k werde definiert

(x) _ ﬁx—§+1 :x(x—l)-..].(;(x—k+1)7

(-

Man beweise fiir alle reellen Zahlen x und natiirlichen Zahlen k
2) x+1\ X n X
k+1)  \k+1 k)’
—X x+k—1
b = (=1 ,
()= ()
) k+x\ k—x
D \k+1) T k1)
Aufgabe 1 C*, Man beweise fiir alle reellen Zahlen x, y und alle n € N
x+y\ i X y
n ) S\n—k)\k)
Aufgabe 1 D. Man beweise fiir alle reellen Zahlen x, y und alle n € N
x+y+n—1Y\ i x+n—k—1\(y+k—1
n & n—k k '
Aufgabe 1 E. Man zeige: Fiir alle n € N gilt
2n\ i n\?
n) S\k)
O. Forster, R. Wessoly, Ubungsbuch zur Analysis],

DOI 10.1007/978-3-8348-8228-8_1,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011

j=1

also insbesondere



4 Aufgaben

Aufgabe 1 F*. Man zeige fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1
i (2”) — 21
=0 \2k

Aufgabe 1 G. Man zeige fiir alle natiirlichen Zahlenn > 1

i (2n+ 1) _ o
=0 2k

Aufgabe 1 H. Man beweise: Eine n-elementige Menge (n > 0) besitzt ebenso
viele Teilmengen mit einer geraden Zahl von Elementen wie Teilmengen mit
einer ungeraden Zahl von Elementen.

Aufgabe 1 I¥. Ersetzt man im Pascalschen Dreieck die Eintriige durch klei-
ne rechteckige weille und schwarze Késtchen, je nachdem der entsprechen-
de Binomial-Koeffizient gerade oder ungerade ist, so entsteht eine interessan-
te Figur, siehe Bild 1.1. Wir bezeichnen das Késtchen, das dem Binomial-

Bild 1.1 Pascalsches Dreieck modulo 2

Koeffizienten (ﬁ) entspricht, mit (k,¢). In der Figur sind alle Kistchen (k, )

bis k = 31 dargestellt. Man beweise dazu:

a) (") ist ungerade fiir alle 0 < ¢ < 2" — 1, d.h. die Zeile mit k = 2" — 1 ist
vollstidndig schwarz.



§ 1 Vollstandige Induktion 5

b) (%) ist gerade fiiralle 1 < £ <2"—1.
c) (2 2"”) ist ungerade fiir alle 0 < ¢ < 2" — 1.
d) Das Dreieck mit den Ecken
(0,0),(2"—1,0),(2"—1,2"—1)
geht durch Verschiebung (k, ¢) — (2" +k, ¢) in das Dreieck
(2",0),(2*" - 1,0), (2" —1,2" — 1)
mit demselben Farbmuster iiber.

e) Das Dreieck mit den Ecken (0,0), (2" —1,0), (2" —1,2" — 1) weist auBerdem
eine Symmetrie bzgl. Drehungen um den Mittelpunkt mit Winkel 120 Grad und
240 Grad auf, genauer: Durch die Transformation

(k,0) — (2" —1—Lk—0), (0<L<k<2'—1)

geht das Dreieck unter Erhaltung des Farbmusters in sich iiber, d.h. die Bino-

mial-Koeffizienten
k d 2M—1—4¢
¢) " k—¢

sind entweder beide gerade oder beide ungerade.

Aufgabe 1 J*. Seien n und k natiirliche Zahlen. Man beweise: Die Anzahl
aller k-Tupel (ay,...,a;) € NF mit

ist gleich ("Jrk 1).

Aufgabe 1 K. Sei n eine natiirliche Zahl. Wieviele Tripel (ki,k2,k3) € N3 gibt

es, die
ki+ky+ks=n

erfiillen?

Aufgabe 1 L. Man beweise fiir allen € N

n
g‘ k+1 VRS



6 Aufgaben

Aufgabe 1 M. Durch Probieren finde man Formeln fiir die folgenden beiden
Ausdriicke und beweise anschlieBend das Ergebnis durch vollstindige Induk-
tion:

n 1
a) <1+ )
IT(1+

N2
b) rlznzil,fﬁralleNZZ.
ne

Aufgabe 1 N. Man beweise fiir alle reellen Zahlen x und alle natiirlichen Zah-

len n
n—1

H (1 +x2k) = j:z;x’”

k=0

Aufgabe 1 O. Man beweise die folgenden Summenformeln:

U H(2n+1)
2 kzzn(nJr ’
p2 6

L n*(n+1)?
b) Y K= (4 ”
k=1

Aufgabe 1 P*. Seir € N. Man zeige: Es gibt rationale Zahlen a,1,...,a;,, SO
dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

n

1
Zkr: r+1nr+l+arrnr+...+ar1n.
k=1

Aufgabe 1 Q*. Man zeige, dass nach dem Gregorianischen Kalender (d.h.
Schaltjahr, wenn die Jahreszahl durch 4 teilbar ist, mit Ausnahme der Jah-
re, die durch 100 aber nicht durch 400 teilbar sind) der 13. eines Monats im
langjdhrigen Durchschnitt hdufiger auf einen Freitag fillt, als auf irgend einen
anderen Wochentag. Hinweis: Der Geburtstag von Gaul}, der 30. April 1777,
war ein Mittwoch. (Diese Aufgabe ist weniger eine Ubung zur vollstindigen
Induktion, als eine Ubung im systematischen Abziihlen.)



§ 2 Die Korperaxiome 7

§2 Die Korperaxiome

Aufgabe 2 A*. Man zeige: Es gelten die folgenden Regeln fiir das Bruchrech-
nen (a,b,c,d € R, b#0,d #0):

a) Z = ; gilt genau dann, wenn ad = bc ist.
a ¢ adxbc
b) b + d  bd
a ¢ ac
Do d" b
o ad
d) b =""fallsc £ 0ist.
g bc’

Aufgabe 2 B*. Man beweise fiir reelle Zahlen x,...,x,,y1, ...,y das allge-
meine Distributivgesetz

() (20) 25

Aufgabe 2 C*. Seien a; fiir i, k € N reelle Zahlen. Man zeige fiir alle n € N
n m

ZwaiZMfZZ%M

i=0 k=l m=0k=

Aufgabe 2 D. Es sei n € N und fiir i, k € {1,...,n} seien aj reelle Zahlen.

Man setze .
n 1
-3 (2
i=1 \k=1

a) Man schreibe die Doppelsumme A, fiir die Fille n = 1,2, 3,4 aus.
b) Man berechne A, fiir die Fille

i) ag=1firallei, k€ {1,...,n},
i) ag =kfirallei, ke {l,...,n},



8 Aufgaben

iii) ag =ifirallei, ke {l,...,n},
iv) ag=i+kfirallei, k€ {1,...,n},
V) ajg =ik firallei k€ {l,...,n}.

Aufgabe 2 E*. Es seien a, b, ¢, d rationale Zahlen und x eine irrationale reelle
Zahl, d.h. x € R\ Q. Man beweise:

a) Istad — bc # 0, so ist auch cx+d # 0 und

_ax+b
ye= ex+d

ist eine irrationale Zahl.
b) Ist ad —bc = 0, so ist entweder cx+d = 0 oder

__ax+b
Y= cx+d

eine rationale Zahl.
Aufgabe 2 F*, Es sei
K :={(a,b) €R? : a,b € Q}.
In K werde folgende Addition und Multiplikation eingefiihrt:

(@,b) +(d',b") := (a+d,b+D'),
(a,b)-(d'\b") := (ad' +2bb',ab’ +bd')

fiir alle (a,b), (d’,b") € K. Man zeige, dass dann (K, +,-) ein Korper ist.

Aufgabe 2 G. Man zeige, dass in dem in Aufgabe 2 F definierten Korper K
die Gleichung
¥ =2

genau zwei Losungen besitzt, die Gleichung
¥ =3

jedoch unlosbar ist.



§ 3 Anordnungsaxiome 9

Aufgabe 2 H. Es sei M := NU {eo}, wobei oo ¢ N. Auf M fiihren wir zwei
Verkniipfungen

MxM — M und MxM — M
(a,b) — a+b (a,b) —— a-b

wie folgt ein:

(1) Fiira, b € N sei a+ b bzw. a-b die tibliche Addition bzw. Multiplikation
natiirlicher Zahlen.

(2) Fiirae M seia+oo =oco+q = oo,
(3) Firae M~ {0} seia-co=c0-q=co.
(4) 0-c0=0-0=0.
Man zeige, dass diese Verkniipfungen auf M die Korperaxiome (A.1), (A.2),

(A.3), (M.1), (M.2), (M.3) und (D), aber nicht (A.4) und (M.4) erfiillen.

§3 Anordnungsaxiome
Aufgabe 3 A*. Man zeige n”> < 2" fiir jede natiirliche Zahl n # 3.
Aufgabe 3 B. Man zeige 2" < n! fiir jede natiirliche Zahl n > 4.

Aufgabe 3 C*. Man beweise: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gelten die fol-
genden Aussagen:

n\ 1 1
< .
a) (k) I fiiralle k € N,

N &1
b) (1 < 3
(1) =Z0

k=0""

n\n 1
< 1
©) (3) =3"



10 Aufgaben

Aufgabe 3 D*. Man zeige: Fiir jede reelle Zahl g > 0 gilt

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn g = 1 ist.

Aufgabe 3 E. Man stelle fest, welche der folgenden Implikationen tiber reelle
Zahlen x, a, b allgemeingiiltig bzw. i.a. falsch sind. Man beweise die allge-
meingiiltigen Aussagen und gebe fiir die librigen Aussagen ein Gegenbeispiel
an:

a) [x—a| <b=x>a—2b,
b) ab>1lunda<1=b>1,
¢) x(x—2a%) >0+ |x—a* > d’.
Aufgabe 3 F. Man beweise die folgenden Aussagen:

a) Sind ay,...,a, positive reelle Zahlen, so gilt

[TO+a) =1+ a

i=1 i=1

b) Sind ay,...,a, reelle Zahlen mit 0 < g; < 1 fiirallei € {1,...,n}, so gilt

ﬁ l—a Za,

i1

Aufgabe 3 G. Es sei 0 < a < b. Man zeige

2 2
&< 2ab <ab< a+b <.
a+b 2

Trifft an irgendeiner Stelle dieser Ungleichungskette das Gleichheitszeichen
zu, soista =b.

Aufgabe 3 H. Man zeige: Fiir alle reellen Zahlen x, y € R gilt

1 . 1
max(x,y) =, (x+y+x—yl),  min(xy) = (x+y—|xr—yl),



§ 4 Folgen, Grenzwerte 11

dabei bezeichne max(x,y) die grofere und min(x,y) die kleinere der beiden
Zahlen x,y.

Aufgabe 3 I*. Man beweise mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes: Fiir jede
reelle Zahl x > 0 und jede natiirliche Zahl n > 2 gilt

n }122
(I+x)"> R

Aufgabe 3 J*. Man zeige: Zu jeder reellen Zahl b > 1 existiert eine natiirliche
Zahl ng, so dass b" > n fiir alle n € N mit n > ny gilt.

Aufgabe 3 K*. Man beweise fiir alle n € N
n\n
<2(0)".
=

Aufgabe 3 L*. Man beweise folgende Regeln fiir die Funktionen floor und
ceil:

a) [x]=-—|—x] firallexeR.
b) [x]=[x]+1 firallexe R\Z.
c) [n/kl=|(n+k—1)/k] fiiralle n,k € Zmitk > 1.

§4 Folgen, Grenzwerte

Aufgabe 4 A®*. Seien a und b reelle Zahlen. Die Folge (an)nen sei wie folgt
rekursiv definiert:

1
2(a,,,1 +ay—p) firn>2.

Man beweise, dass die Folge (a,)nen konvergiert und bestimme ihren Grenz-
wert.

ap:=a, ay:=b, a,:=

Aufgabe 4 B. Seien a und b reelle Zahlen. Die Folge (ay)nen sei wie folgt
rekursiv definiert:

1
apg:=a, a :=b, a,:= 3(26ln—1 +ap—p) firn>2.



12 Aufgaben

Man beweise, dass die Folge (a,),en konvergiert und bestimme ihren Grenz-
wert.

Aufgabe 4 C*, Man berechne die Summe der Reihe

- 1

ngtl 4n2—1°
Aufgabe 4 D. Man beweise, dass die Reihe

g‘ nn+1)(n+2)
konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.

Aufgabe 4 E*. Es sei (a,)qcy eine Folge, die gegen ein a € R konvergiere.
Man beweise, dass dann die Folge (b,,),en definiert durch

n <=

n+1(a0+a1+...+an) fiirallen € N

ebenfalls gegen a konvergiert.

Aufgabe 4 F. Die Folgen (a,)nen bzw. (by)nen seien definiert durch

3_ 3 1 n,2
(3—-n) bzw. b, = (- ) fiir alle n € N.

= 3,8 SRR WIS WO

Man entscheide bei beiden Folgen, welche der drei Eigenschaften ,,beschrankt®,
konvergent“ bzw. ,divergent” vorliegen, und man bestimme im Falle der Kon-
vergenz den Grenzwert.

Aufgabe 4 G*. Es seien (a,)nen, (Pn)nen, (Cn)nen drei reelle Zahlenfolgen
mit
a, <b,<c, firallenéeN.

Man zeige: Sind (a,)nen, (¢n)nen konvergent mit

hmanfhmc,,f ceR,

n—oo

so ist auch (b,)qen konvergent und besitzt ebenfalls den Grenzwert c.



§ 4 Folgen, Grenzwerte

Aufgabe 4 H*. Die Folge (@n)nen sei definiert durch

n kZ
= fiir all N.
a kg‘]n3+k urallen €

Man zeige:
lim a, =
n—oo

Aufgabe 4 I. Man zeige, dass die Folge (a,) ey definiert durch

n k2
= fiirallen e N
= Lo N

konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.

Aufgabe 4 J. Fiirx € Rund n € N sei

Sx—1 2n+1
an(x) == 245 .

Man bestimme explizit die folgenden Mengen

a) A :={x € R : (an(x))nen ist nach oben beschrinkt},
b) Az :={x€R : (a,(x))nen ist nach unten beschrinkt},
¢) Az :={x€R : (ay(x))nen ist nicht beschriinkt},

d) Ag:={x€R : (an(x))nen ist konvergent}.

13

Aufgabe 4 K*. Seien (a,),en und (b,) ey Folgen reeller Zahlen mit lim a, =

o und lim b, =: b € R. Man beweise:
Nn— o0

a) lim (a,+b,) =oce.
n—s00

b) Ist b > 0, so gilt lim (a,b,) = o; ist b < 0, so gilt lim (a,b,) = —oo.
n—oo Nn—soco

Aufgabe 4 L*. Man gebe Beispiele reeller Zahlenfolgen (a,)en und (b, )nen

mit lim a, = oo, lim b, = 0 an, so dass jeder der folgenden Fille eintritt:
n—oo

Nn—oo
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a) lim (ayby) = +oo.

b) lim (a,b,) = —co.

n—o0

¢) lim (a,b,) = ¢, wobei ¢ eine beliebig vorgegebene reelle Zahl ist.
n—oo

d) Die Folge (a,b,)nen ist beschrinkt, aber nicht konvergent.

§ 5 Das Vollstindigkeitsaxiom

Aufgabe 5 A*. Man entwickle die Zahl x = ; in einen b—adischen Bruch
fir b =2,7,10,16. Im 16-adischen System (= Hexadezimalsystem) verwende
man als Ziffern A =10,B=11,...,F=15.

Aufgabe 5 B. Man zeige: Jede reelle Zahl x mit |x| < é 1aBt sich schreiben als

x:Z?‘ mit g €{-1,0,1} fiiralle k € N.

Aufgabe 5 C. Man zeige: Zu jeder reellen Zahl x mit 0 < x < 1 gibt es eine
Folge natiirlicher Zahlen

1 <n <nm<ny<...,
so dass -
x= .
Aufgabe 5 D*. Gegeben seinen zwei (unendliche) Dezimalbriiche

O.aiaazay. ..,
0.b1byb3by . . .,

die gegen dieselbe Zahl x € R konvergieren. Man zeige: Entweder gilt a, = b,
fiir alle n > 1 oder es existiert eine natiirliche Zahl k > 1, so dass (nach evtl.
Vertauschung der Rollen von @ und b) gilt:

a, = by, fiir alle n < k,
a,=br+1,
a,=0 fiir alle n > k,

b, =9 fiir alle n > k.
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Aufgabe 5 E*. Sei (xn)nen eine reelle Zahlenfolge mit |x, — x,41] < 27" fiir
alle n € N. Man zeige: (x,)nen ist eine Cauchy-Folge.

Aufgabe 5 F*. Man beweise: Jede Folge reeller Zahlen enthilt eine monotone
(wachsende oder fallende) Teilfolge.

Aufgabe 5 G*. Sei (an)nen eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen, die kei-
nen Hiufungspunkt besitzt. Man beweise, dass die Folge bestimmt gegen oo
divergiert.

Aufgabe 5 H. Man zeige: Eine Zahlenfolge (a,)nen konvergiert genau dann,
wenn die drei Teilfolgen

(a2k)kens (aks1)kens (a3k)ken

konvergieren.

Aufgabe 5 I*. Sei x eine vorgegebene reelle Zahl. Die Folge (a,(x))nen sei
definiert durch

ay(x) :=nx— |nx] fiiralle x € Rund alle n € N.

Man beweise: Ist x rational, so hat die Folge nur endlich viele Hiufungspunkte;
ist x irrational, so ist jede reelle Zahl @ mit 0 < a < 1 Haufungspunkt der Folge

(an(x))nEN

Aufgabe 5 J*. Man bestimme die 64-Bit-IEEE-Darstellung der Zahlen

z,:= 10" firn=2,1,0,—1,-2.

§6 Wurzeln

Aufgabe 6 A*. Beim Iterations-Verfahren

1 a
x0 >0, xp41:= 3 (2xn+ xz)

n
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zur Berechnung der 3. Wurzel einer positiven Zahl a > 0 definiere man den
n-ten relativen Fehler f,, durch

Xp=va(l+f,).
Man leite eine Rekursionsformel fiir die Folge (f,) her und beweise

0< fur1 < f7 fiirallen > 1.

Aufgabe 6 B. Man beweise fiir a > 0, b > 0 die Ungleichung

va+b - \/a—l—b
2 - 2

Aufgabe 6 C*. Man berechne

¢1+\/1+\/1+\/1+...,

d.h. den Limes der Folge (a,)neny mit agp =1 und a,11 = /1 +a, firn € N.

Aufgabe 6 D*. Sei (an)nen die Folge der Fibonacci—Zahlen, d.h. ap = a; = 1
und
a2 =dapt1 +a, fiurallen € N.

Man zeige
. Qp+1 1+ \/5
lim = .

n—oo an 2

Aufgabe 6 E*. Seien a > 0, b > 0 reelle Zahlen. Die Folgen (a,)nen, (b)nen
seien rekursiv definiert durch

1
(an+by).

ap:=a, byp:=b, ay1:= \/anbna by = 2

fiir alle n € N. Man zeige, dass beide Folgen gegen denselben Grenzwert kon-
vergieren. (Dieser Grenzwert heifit das arithmetisch—geometrische Mittel von
aund b.)



§ 6 Wurzeln 17

Aufgabe 6 F*. Man zeige: Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt

2

/n <1 .
Vn < *m

Aufgabe 6 G*. Man beweise mittels Aufgabe 6 F

lim /n = 1.

n—oo

Aufgabe 6 H. Man untersuche, ob der Grenzwert

lim \/n (/n—1)

n—oo

existiert und berechne ihn gegebenenfalls.

Aufgabe 6 I. Seien x,y > 0 zwei positive reelle Zahlen. Man bestimme den
Grenzwert
lim {’/ X4y,

n—oo

Aufgabe 6 J*. Man beweise:
a) lim ({/n—h/n—f/n) =0.
N—so00

k 1
b) lim ({/n+3/n2—g7n):3.
n—soo

Aufgabe 6 K*. Die Folge (an)nen sei definiert durch a,, := \/n fiir alle n € N.
Man zeige, dass (an)nen keine Cauchy—Folge ist, aber der folgenden Bedin-
gung geniigt: Zu jedem € > 0 und jedem k € N existiert ein N € N, so dass

la, —ank| <& fiirallen > N.
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§7 KonvergenzKkriterien fiir Reihen

Aufgabe 7 A*. Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz oder
Divergenz:

n! ont & ntd S (n4+1)"!
) %3”7 gz)n273n+l’ Z'l (—n)"

Aufgabe 7 B. Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz oder
Divergenz:

- n*+n < 3"n! o 2"n!
Z n*—11n2+3’ Z

n’ n
n=1 n=0 " n=0 "

Aufgabe 7 C. Die Reihen Y, a, und X", b, seien gegeben durch
(=1 (="

ap= -+ by= ,+
" n n2 " R n

fiir alle n € N.
Man bestimme, welche der beiden Reihen konvergieren oder divergieren.

Aufgabe 7 D*. Man berechne den Grenzwert der Reihen

o1 fwl

ng()(Zn—l—l)S und 2

fiir s = 2 und s = 4. Dabei werde als bekannt vorausgesetzt, dass

il_n2 wd > 1
n” 6 “ont 90

gilt (vgl. An. 1, §21, Satz 11).

Aufgabe 7 E*.

a) Essei Y a, eine absolut konvergente Reihe und (c,)qen eine konver-
gente Folge reeller Zahlen. Man zeige: Die Reihe Y (c,a,) konver-
giert absolut.

b) Man gebe ein Beispiel einer konvergenten Reihe Y, a, und einer kon-
vergenten Folge (c,)nen an, so dass die Reihe Y, (cpay,) divergiert.



§ 7 Konvergenzkriterien fiir Reihen 19

Aufgabe 7 F*. Sei 3>, a, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente
Reihe reeller Zahlen. Man beweise, dass es zu beliebig vorgegebenen ¢ € R
eine Umordnung 3" ( aq(, gibt (d.h. T: N — Nist eine bijektive Abbildung),
die gegen c konvergiert.

Aufgabe 7 G*. Es sei h, :=Y_, k Man beweise, dass die Reihe Zn_l o
konvergiert, und dass gilt

o1 1&h
Z'lnzn_zglzn

Aufgabe 7 H*,
a) Man zeige, dass die Reihe

1
8(x) := Z 2k + 1"21{+1

fiir alle x € R mit |x| < 1 konvergiert.

b) Wieviele Reihenglieder muss man in den Fillen x = ;, A]‘, 110 jeweils bertick-
sichtigen, um g(x) mit einer Genauigkeit von 10~ zu berechnen?

Aufgabe 7 T*. Sei (a,),>) eine Folge reeller Zahlen mit |a,| < M fiir alle
n > 1, wobei M € R. Man zeige:

a) f(x z a,x" konvergiert fiir alle x € R mit |x| < 1.

n=1

b) Tstay # 0, so gilt f(x) # O fiir alle x € R mit 0 < [x| < 1],

Aufgabe 7 J. Fiir welche x € R konvergiert die Reihe Y, gz X7

Aufgabe 7 K*. Es sei (a,)qcn eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen mit
ay>ay>a)>....

Man beweise das Reihenverdichtungskriterium:

Die Reihe ¥ a, konvergiert genau dann, wenn ¥”_ 2"ap» konvergiert.
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Aufgabe 7 L. Man zeige, dass die Reihe Y, konvergiert.

o 1
n=1 n/n
(Hinweis: Man verwende das Reihenverdichtungskriterium aus Aufgabe 7 K.)

Aufgabe 7 M*, Sei (an)nen eine Folge positiver reeller Zahlen. Man beweise
das Raabesche Konvergenz-Kriterium:

a) Es gebe ein o0 > 1 und ein ng > 1, so dass

an

o
<1- fiir alle n > ny.
an—1 n

oo

Dann ist die Reihe Y, a, konvergent.
n=0

b) Falls

a 1
" >1— " fiirallen > ng,
p—1 n

so divergiert die Reihe Y, aj.
n=0

Aufgabe 7 N*. Es bezeichne
My ={2,3,4,...,8,9,20,22,23,...,29,30,32,...,39,40,42, ...}

die Menge aller positiven ganzen Zahlen, in deren Dezimaldarstellung die Zif-
fer 1 nicht vorkommt. Man zeige

Y <o

neM, n

§ 8 Die Exponentialreihe

Aufgabe 8 A¥,

a) Sei x > 1 eine reelle Zahl. Man zeige, dass die Reihe

w=x()

absolut konvergiert. (Die Zahlen (%) wurden in Aufgabe 1 B definiert.)
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b) Man beweise fiir reelle Zahlen x, y > 1 die Funktionalgleichung
s(x+y) = s(x)s(y).
¢) Man berechne s (n + é) fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1.

Aufgabe 8 B*. Fiirn € N sei

(=1)"
a, .= =
n n \/n+1
und
n
Cp = 2 an,kbk.
k=0

Man zeige, dass die Reihen Y~ a, und Y, b, konvergieren, aber ihr Cauchy-
Produkt 3 ¢, nicht konvergiert.

Aufgabe 8 C. Man gebe ein Beispiel zweier nicht konvergierender Reihen
S0 An> 20 bn an, so dass ihr Cauchy—Produkt

oo n
z Cny, Cn= 2 a,_xby firallen € N,

n=0 k=0
konvergiert.
Aufgabe 8 D.
a) Man zeige, dass die Reihe
v D"
C(x) .:’ZZ) (2n)! X

fiir alle x € R absolut konvergiert.

b) Man beweise mittels des Cauchy—Produkts von Reihen die Formel
20(x)* = C(2x) + 1.

Hinweis: Man verwende die Formel aus Aufgabe 1 F.

Bemerkung. C(x) ist die Cosinusreihe, die in An. 1, §14, behandelt wird.
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Aufgabe S E*. SeiM = {1,2,4,5,8,10,16,20,25,...} die Menge aller natiirli-
chen Zahlen > 1, die durch keine Primzahl # 2,5 teilbar sind. Man betrachte
die zu M gehorige Teilreihe der harmonischen Reihe und beweise

1 5
z“11:2'

neM

Anleitung. Man bilde das Produkt der geometrischen Reihen Y, 27" und ¥, 57".

§9 Punktmengen

Aufgabe 9 A*, Man beweise:

a) Die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist abzéhlbar.

b) Die Menge aller Teilmengen von N ist {iberabzihlbar.

Aufgabe 9 B¥. Sei (a,)qen eine beschrinkte Folge reeller Zahlen und H die
Menge ihrer Haufungspunkte. Man zeige

limsupa, =supH, liminfa, =infH.

Aufgabe 9 C*. Man beweise: Eine Folge (a,),en reeller Zahlen konvergiert
genau dann gegen a € R, wenn

limsupa, = liminfa, =a
gilt.
Aufgabe 9 D. Sei (a,)nen eine Folge positiver reeller Zahlen. Man beweise:
a) i) limsupa, = <= liminfa1 =0,
n

1
ii) liminfa, =e <= limsup =0.
n
b) Falls 0 < limsupa, < e und 0 < liminfa, < e, gilt
1

i) limsup :l' infa.’
a, iminfa,
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1 1
ii) liminf = | .
a, limsupa,
Aufgabe 9 E*. Es sei M eine iiberabzihlbare Menge positiver reeller Zahlen.

Man beweise: Zu jeder reellen Zahl r gibt es endlich viele (paarweise vonein-
ander verschiedene) Zahlen ay,...,a, aus M, so dass

M=

ap>r

k=1

ist.

Aufgabe 9 F*. Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen und
0 := limsup {/|a,| € R, U {eo}.

Man zeige:

a) Falls 0 < 1, konvergiert die Reihe Y, a, absolut.
k=0

b) Falls 6 > 1, so divergiert die Reihe } a,.
k=0

¢) Man zeige an Beispielen, dass im Fall 8 = 1 sowohl Konvergenz als auch
Divergenz vorkommen kann.

Aufgabe 9 G. Eine Teilmenge U C R heif3t offen, wenn es zu jedem a € U ein
€ > 0 gibt, so dass
la—e,a+e[CU.

Man zeige: Jede offene Teilmenge U C R ist Vereinigung von abzihlbar vielen
offenen Intervallen.

(Zusatz: Man kann die Intervalle sogar paarweise punktfremd wihlen.)
Aufgabe 9 H*. Man konstruiere bijektive Abbildungen
i) ¢ :R"—=R,
i) @:RNZ—-R,
i)  @3:R} — R,
iv)  @1:Ry —R.
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§ 10 Funktionen, Stetigkeit

Aufgabe 10 A*. Die Funktionen gn:R— R, n €N, seien definiert durch

nx

gn(x) := 1+‘nx"

Man zeige, dass alle Funktionen g, stetig sind. Fiir welche x € R ist die Funk-
tion
X g(x) = lim g, (x),

definiert bzw. stetig?

Aufgabe 10 B*. Seien f,g : D — R auf einer Teilmenge D C R definierte
Funktionen. Die Funktionen

¢:=max(f,g) und W:=min(f,g)

seien definiert durch
¢(x) := max(f(x),g(x)),
Y(x) :=min(f(x),g(x))

fiir alle x € D. Man zeige: Sind f und g stetig auf D, so auch ¢ und .

Aufgabe 10 C. Fiir eine Funktion f: D — R, D C R, seien die Funktionen
f+, f— : D — R definiert durch

_ | f(x), falls f(x) >
() ‘_{ 0, f§u§f<><
(x)

(x)

{ —f(x), falls £

0, falls f(x

0,
0,
fo) = 0

Man zeige:

a) f=fi—f |fl=Ff+rf

b) f ist genau dann stetig, wenn f und f_ stetig sind.

Aufgabe 10 D. Seien f,g: R — R zwei stetige Funktionen mit

f(x)=g(x) firallex e Q.
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Man zeige, dass dann bereits f(x) = g(x) fiir alle x € R gilt.

Aufgabe 10 E*. Die Funktion f : Q — R werde definiert durch

Fl) = 0, falls x < V2,
T, fallsx > V2.

Man zeige, dass f auf ganz Q stetig ist.

Aufgabe 10 F*. Die Funktion f :]0,1] — R sei definiert durch

U falls x = f{’ mit p,q € N teilerfremd,

o0 ={¢

0, falls x irrational.

Man zeige, dass f in jedem irrationalen Punkt a € 0, 1] stetig ist.

§ 11 Siitze iiber stetige Funktionen

Aufgabe 11 A*, Es sei F : [a,b] — R eine stetige Funktion mit F([a,b]) C
[a,b]. Man zeige, dass F mindestens einen Fixpunkt hat, d.h. es existiert ein
Xp € [a,b] mit F(xp) = xo.

Aufgabe 11 B*, Man zeige: Die Funktion sqrt : R, — R ist gleichmifig
stetig, die Funktion f: R, — R, f(x) := x?, ist dagegen nicht gleichmiBig
stetig.

Aufgabe 11 C*. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Der Stetigkeitsmo-
dul s : Ry — R von f ist wie folgt definiert:

o5 (8) = sup{|f(x) = f()| : x,x € [a,b], |x— | <&}
Man beweise:
a) oy ist stetig auf R, insbesondere gilt él{(l(l) ®7(3) =0.
b) Fiir 0 <3 <& gilt 0/(8) < o (&).
¢) Firalle 8,8’ € Ry gilt w(8+98") < f(8) +0p(&).
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Aufgabe 11 D*. Sei f:]0,1] — R eine stetige Funktion. Man zeige, dass f
genau dann gleichmiBig stetig ist, falls ligg) f(x) existiert.
X

Aufgabe 11 E. Sei M eine Teilmenge von R. Die Funktion d : R — R sei
definiert durch

d(x):=inf{|x—y| : ye M} firallexeR.
Man zeige, dass d stetig ist.

Aufgabe 11 F*. Eine stetige Funktion ¢: [a,b] — R heiBt stiickweise linear,
wenn es eine Unterteilung

a=ty<t|] <...<tp|<ty=h
des Intervalls [a,b] und Konstanten oy, By gibt, so dass fiirk =0,...,r— 1 gilt
O(x) = oy +Prx flir i <x <tgy g
(Der Graph von ¢ ist dann ein Polygonzug, der die Punkte (7, 9(#)), k =

0,1,...,r verbindet.)

Der Vektorraum aller stetigen, stiickweise linearen Funktionen ¢:[a,b] — R
werde mit PL[a, b] bezeichnet (PL von piecewise linear).

Man zeige:
a) Jede Funktion ¢ € PL[a, b] lésst sich schreiben als

r—1
Q(x) = o+ Pr+ Y el — 1]
k=1
mit geeigneten Konstanten o, 3, ¢, € R und #, € ]a,b].

b) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R lisst sich gleichmiBig durch stetige,
stiickweise lineare Funktionen approximieren, d.h. zu jedem € > 0 existiert
eine Funktion ¢ € PL[a, b] mit

lf(x) —ox)| <e firallex€ [a,b].
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Aufgabe 11 G.

a) Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und f, g : [a,b] — R seien zwei
stetige Funktionen mit

fla)>g(a), f(b) <g(b).
Man beweise, dass es ein xy € [a,b] mit f(xo) = g(xo) gibt.
b) Man zeige, dass die Gleichung

1 J—
142

Vx
eine Losung xo € R besitzt. Man skizziere die Graphen der Funktionen

{f:R—>R {g:R—>R

x»—>1+x2’ X — y/x’

in [0,2] und gebe ein Intervall der Linge 1073 an, in dem xo liegt.

6§12 Logarithmus und allgemeine Potenz

Aufgabe 12 A.

a) Seien /, J C R Intervalle und g : I — R, f : J — R Funktionen mit
g(I) C J. Man zeige:

i) Sind f und g beide streng monoton wachsend oder beide streng
monoton fallend, so ist f o g streng monoton wachsend.

ii) Ist eine der beiden Funktionen f und g streng monoton wachsend
und die andere streng monoton fallend, so ist f o g streng monoton
fallend.

b) Sei h:1 — R’ eine streng monoton wachsende (bzw. fallende) Funk-
tion. Man zeige, dass }l streng monoton fillt (bzw. wichst).

Aufgabe 12 B. Man zeige: Die Funktion R — R, x —— a* ist fiir a > 1
streng monoton wachsend und fiir 0 < a < 1 streng monoton fallend. In beiden
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Fillen wird R bijektiv auf R abgebildet. Die Umkehrfunktion “log : R} —
R (Logarithmus zur Basis «) ist stetig und es gilt

logx

] = fiir all R
ogx loga ur alle x € IR,

Aufgabe 12 C*. Man zeige: Die Funktion sinh bildet R bijektiv auf R ab; die
Funktion cosh bildet R, bijektiv auf [1,eo[ ab. Fiir die Umkehrfunktionen

Arsinh : R — R (Area sinus hyperbolici),
Arcosh : [1,00[— R (Area cosinus hyperbolici)

gelten die Beziehungen

Arsinhx =log(x+ Va2 4 1), Arcoshx=1log(x+ Va2 — 1).

Aufgabe 12 D. Die Funktion
tanh: R — R (Tangens hyperbolicus)

ist fiir alle x € R definiert durch

sinhx
tanhx := .
coshx

Man zeichne den Graphen der Funktion und zeige die folgenden Aussagen:

a) tanh ist streng monoton wachsend.

b) limtanhx =1, lim tanhx = —1.
X—o0

X——oo

¢) tanh bildet R bijektiv auf das offene Intervall | — 1,1] ab, und fiir die
Umkehrfunktion

Artanh:]—1,1[— R (Area tangens hyperbolicus)

gilt
1+x

1
Artanhx = _1 .
rtanhr = log,
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Aufgabe 12 E. Auf R* =R\ {0} sei die Funktion f definiert durch
1
:=tanh .
£x) = tanh

a) Man zeige: f ist auf jedem der Intervalle | — oo, 0] und ]0,eo[ streng mo-
noton fallend.

b) Man berechne die Grenzwerte lim f(x) und lim f(x) und zeichne den
N0 x,/0

Graphen von f.
¢) Man beweise, dass die wie folgt definierte Funktion g : R — R,

L xtanh !, fiir x # 0,
g(x)'_{ 0, fiirx=0

stetig ist.
Aufgabe 12 F. Fiir x > 1 seien fy(x) bis fo(x) auf R der Reihe nach definiert

als
1,log(logx),logx,xa,xb,e)‘,x‘7 (x"), (@) 5,

Dabei seien a, b reelle Zahlen mit 0 < a < b. Man beweise: Fiir i, k € {0,...,9}
mit i < k gilt

lim fi(x)

X—00 fk (x)
Aufgabe 12 G*. Man beweise

limx*=1 und limn=1.
2\0 n—soo

=0.

Aufgabe 12 H*. Sei a > 0. Die Folgen (x;)uen und (y,)nen seien definiert
durch

Xo:=a, Xp4l:= \/xm Yn i = Zn(xn—l) fiir alle n € N.

Man beweise lim y, = loga.
Nn—so0
Aufgabe 12 I*. Man beweise, dass die Reihen

< 1 < 1
log<1— ), log(l—i— ),

konvergieren.
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Aufgabe 12 J*. Man zeige: Die Reihe pIN klég , divergiert und die Reihe

Y kl% k2 , konvergiert.

Aufgabe 12 K*. Man bestimme alle stetigen Funktionen, die folgende Funk-
tionalgleichungen geniigen:

a) fiR—R, flx+y)=fx)+f0),
x)+g(),
x)h(y).

b) g:RL —R, glxy)=g
¢) h:RY — R, h(xy)=h

—~

§ 13 Die Exponentialfunktion im Komplexen

Aufgabe 13 A*. Sei ¢ eine komplexe Zahl ungleich 0. Man beweise: Die
Gleichung 7> = c besitzt genau zwei Losungen. Fiir eine der beiden Losungen

gilt
Re(z) = Sqrt<\0| +§e(0)) Im() = qurt<\6| *56(0)) 7

wobei
[ +1, falls Im(c) >
| -1, fallsIm(c) <

Die andere Losung ist das Negative davon.

0,
0.

Aufgabe 13 B. Seien a,b € C. Man zeige: Die Gleichung
Z4az+b=0
hat genau eine bzw. zwei Losungen z € C, je nachdem

a®—4b=0 bzw. a*—4b+#0.

Aufgabe 13 C*. Man beschreibe die Mengen

={zeC:|l—z>]|1+7|},
My :={z€C: |z—i|=|z+i|=V2}.

(Mit Skizze!)
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Aufgabe 13 D. Die Funktionen Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus
werden im Komplexen definiert durch

1 1
coshz = 2(ez—l—efz)7 sinhz = 2(ez—efz).

Man beweise die Additionstheoreme

cosh(z] +z2) = coshzj coshz, + sinhz; sinhzp,
sinh(z; +2z2) = coshz; sinhz; + sinhz; coshz,

fiir alle 71,22 € C.
Aufgabe 13 E*. Es sei k > | eine natiirliche Zahl und fiir n € N seien
An EM(kxk,C), A,= (a§;>) ,

komplexe k x k—Matrizen. Man sagt, die Folge (A,).en konvergiere gegen die
Matrix A = (a;;) € M(k x k,C), falls fiir jedes Paar (i, j) € {1,...,k}? gilt

lim a"

n—oo L

= a,'j.
Man beweise:

a) Fiir jede Matrix A € M(k x k, C) konvergiert die Reihe
. S l n
exp(A) == n!A .
n=0

b) Seien A, B € M(k x k,C) Matrizen mit AB = BA. Dann gilt

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

§ 14 Trigonometrische Funktionen

Aufgabe 14 A*. Es sei x eine reelle Zahl und n > 1 eine natiirliche Zahl.
Die Punkte Afc") auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene seien wie folgt

definiert: y
A = k=0,1,...,n.
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Sei L, die Lange des Polygonzugs Agl)A(l") . .Aﬁ,"), d.h.
INCENG
L=y 14" -A",|
k=1
Man beweise
a) L, =2n|sin; |,

b) lim (2nsin ) =x.

n—oo

Aufgabe 14 B*. Man berechne die exakten Werte von sinx, cosx, tanx an den
Stellenx=17%, ¥, T, 7.
Aufgabe 14 C*. Man zeige mit Hilfe der Eulerschen Formel fiir alle x € R

1 3
cos’x = 4cos(3x)+4cosx.

Aufgabe 14 D*. Fir —1 <x <l undn € N sei
T, (x) := cos(narccosx).

Man zeige: T, ist ein Polynom n—ten Grades in x mit ganzzahligen Koeffizien-
ten.

(T, heiB3t n—tes Tschebyscheff—Polynom.)

Aufgabe 14 E*. Man beweise fiir alle x € R\ {n/2 : n € Z}

tanx = cotx — 2cot2x.

Aufgabe 14 F. Die Funktionen Cosinus und Sinus werden im Komplexen wie
folgt definiert: Fiir z € C sei

1. . 1 . 4
cosz = 2(e’z—&—eflz), sinz := 2.(612—67%).

Man zeige fiirallex,y e R,z € C
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a) cos(x—+iy) = cosxcoshy —isinxsinhy,
b) sin(x+iy) = sinxcoshy+icosxsinhy,
¢) cosh(iz) = cosz,

d) sinh(iz) = isinz.

Aufgabe 14 G*. Sei x eine reelle Zahl, x # (2k + 1)r fiir alle k € Z. Man
beweise: Ist u := tan}, so gilt
2u 1—u?

, COSx = .
1+ u? o 14+u?

sinx =
Aufgabe 14 H*. Sei x € R. Die Folge (x,),en werde rekursiv wie folgt defi-

niert:
Xn

Xp =X, Xp+1 = .
1++/1+x2
Man zeige:
lim (2"x,) = arctanx.
Nn—oco

Aufgabe 14 I. Man finde eine analoge Folge fiir arcsinx, wie fiir arctanx in
Aufgabe 14 H.

Aufgabe 14 J*. (vgl. Aufgabe 13 E). Man zeige, dass fiir jedes r € R gilt

ox 0 —t\ [ cost —sint
Plr o )7 Usine cost /-
Aufgabe 14 K. In C betrachte man die von dem Parameter ¢ € R abhingenden
Geraden

gc:={z€C:Re(z)=c}, h.:={z€C:Im(z)=c}.

Man bestimme die Bilder dieser Geraden unter der Exponentialfunktion exp :
C — C. Man zeichne die Kurven

3
)25

1
1
772

exp(gc) firc=-2,-1,0, )

" k=0,1,....15.

exp(h) fiir ¢ = 8
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§ 15 Differentiation

Aufgabe 15 A*. Man berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen
fi R — R, k=1,...,5,

fix) =2 flx) == (), fylx) = x0),
fa(x) :=x@) ] f5(x) i=al).

Dabei sei a eine positive Konstante.

Aufgabe 15 B. Fiir welche x € R sind die folgenden Funktionen f; definiert,
wo sind sie differenzierbar? Man berechne gegebenenfalls ihre Ableitungen.

ax+b coSx 2
fl(x)ichrd’ Fax) = 14+x% f3(x)fcos(l+x2),

fa(x) = *sinx, fs5(x) =log(cosx), fs(x) = arctanx?,
f7(x) = (arctanx)?.

Dabei sind a, b, ¢c,d € R mitad —bc =1

Aufgabe 15 C*. Sei f: R — R mit f(x) := si?; Man zeige

f”(X)+if’(x)+ (1 —4i2)f(x) —0.

Aufgabe 15 D*. Die Funktion f : R — R sei definiert durch

0, fallsx<O0,
fx) = { X1 falls x > 0.

Dabei ist n eine vorgegebene natiirliche Zahl. Man zeige, dass f auf ganz R
n—mal stetig differenzierbar ist und berechne f’ ) fiir alle k € {1,2,...,n}.

Aufgabe 15 E*. Die Funktion g : R — R sei wie folgt definiert:

() = 0, fallsx=0,
A x? cos , falls x # 0.

Man zeige, dass g in jedem Punkt x € R differenzierbar ist und berechne die
Ableitung.



§ 15 Differentiation 35

Aufgabe 15 F. Die Funktion /2 : R — R sei wie folgt definiert:

h(x) = 0, fallsx <0,
YT e talls x> 0.

Man skizziere den Graphen der Funktion und zeige, dass & auf ganz R beliebig
oft differenzierbar ist.

Aufgabe 15 G. Man zeige durch vollstindige Induktion nach n € N

d” 42 42
dxne ! :F”(x)e * ’

wobei F;, ein Polynom n—ten Grades in x ist.

Aufgabe 15 H*. Man berechne die Ableitungen der Funktionen

sinh: R— R, cosh:R— R, tanh::Co R—R.
Aufgabe 15 I*, Man beweise: Die Funktion tanh : R — R ist streng monoton
wachsend und bildet R bijektiv auf | — I, 1] ab. Die Umkehrfunktion

Artanh:]—1,1[— R
ist differenzierbar. Man berechne die Ableitung.

Aufgabe 15 J*. Es sei D C R und es seien f, g : D — R zwei in D n-mal
differenzierbare Funktionen. Man beweise durch vollstindige Induktion nach
n die folgenden Beziehungen:

a) dd:n (f(x)gx) = /ﬁ(’) (Z) 0 (x) g% (x), (Leibnizsche Formel).

o 7078 = St (3) o (e).

dx* & dx"—k

Aufgabe 15 K*. Eine Funktion f: R — R heiBt gerade, wenn f(x) = f(—x)
fiir alle x € R, und ungerade, wenn f(x) = — f(—x) fiir alle x € R gilt.
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a) Man zeige: Die Ableitung einer geraden (bzw. ungeraden) Funktion ist
ungerade (bzw. gerade).

b) Sei f: R — R die Polynomfunktion
n
flx)= Z arx’ =ag+aix+ ...+ apx", (ax €R).
k=0

Man beweise: f ist genau dann gerade (bzw. ungerade), wenn a; = 0 fiir
alle ungeraden (bzw. geraden) Indizes k ist.

§16 Lokale Extrema. Mittelwertsatz. Konvexitit

Aufgabe 16 A*. Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Man beweise, dass die
Funktion f: Ry — R, f(x) = x"e¢ ™%, an einer einzigen Stelle, ndmlich bei
x = n, ihr (absolutes) Maximum annimmt. An dieser Stelle hat f zugleich das
einzige relative Maximum.

Aufgabe 16 B. Fiir x € R sei
P(x):=3+4(x—1)*

und
2

F(x):=P(x)e ™.
Man bestimme alle absoluten Extrema der Funktion F : R — R.
Aufgabe 16 C. Sei f: R} — R die durch

flx) = B

X

definierte Funktion.

a) Man bestimme alle lokalen und absoluten Extrema von f.

b) Man bestimme die maximalen Intervalle I C R* , in denen f konvex bzw.
konkav ist.
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Aufgabe 16 D*. Das Legendresche Polynom n—ter Ordnung P, : R — R ist
fiir alle x € R definiert durch

Pu(x) = 2,11"!;; (-1

Man beweise:
a) P, hat genau n paarweise verschiedene Nullstellen im Intervall | —1,1].
b) P, geniigt der Differentialgleichung
(1=x2)P)(x) — 2xP,(x) + n(n+ 1)P,(x) =0
(Legendresche Differentialgleichung).

Aufgabe 16 E*. Man beweise, dass jede in einem offenen Intervall D C R
konvexe Funktion f: D — R stetig ist.

Aufgabe 16 F. Man beweise: Eine im Intervall I C R stetige Funktion f: ] —
R ist genau dann konvex, wenn

P <x+y> - f(x);f(y) fiir alle x,y € 1.

2

Aufgabe 16 G*. Sei e > 0 und a € R. Die Funktion
fila—ga+e[— R
sei zweimal differenzierbar. Man zeige

) — tim T 2@+ fla—h)

h—0 h?

Aufgabe 16 H*. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz).
Seien a, b € R mita < b und seien f, g : [a,b] — R zwei stetige Funktionen,
die in ]a, b| differenzierbar sind. Man zeige: Es existiert ein & € ]a, b|, so dass

(f(2) = f(a))g'(€) = (g(b) —g(a))f'(8).

Aufgabe 16 T*. Mithilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes beweise man
die folgende Regel von de I’ Hospital, (vgl. An. 1, §16, Satz 10):

Seien a, b € R mit a < b und seien f, g : |a,b[ — R zwei differenzierbare
Funktionen. Es gelte weiter:



38 Aufgaben

a) g'(x) # 0 fiir alle x € ]a, b],
(%)

b) li =ceR,
) x{?z g (x) ¢
Entwed li =i =0 od li = oo,
¢) Entweder x{r{llf(x) xl\n; (x) oder x1{13l|g(x)‘
Man zeige
lim f®) =c
xN\a g(x)

Aufgabe 16 J*. Gegeben sei die Funktion F,(x) := (2 —a'/*)%, (x € R%),
wobei 0 < a < 1 ein Parameter sei. Man untersuche, ob die Grenzwerte

limF,(x) und lim F,(x)
X\O X—00

existieren und berechne sie gegebenenfalls.

6§17 Numerische Losung von Gleichungen

Aufgabe 17 A*. Sei k > 0 eine natiirliche Zahl. Man zeige, dass die Gleichung
x = tanx im Intervall | (k— é)n, (k+ é)TC[ genau eine Losung &; besitzt und
dass die Folge (x,)nen,

1
X0 = (k+ 2> T, Xp4]:=kn+arctanx, fiirneN,

gegen &; konvergiert. Man berechne &; mit einer Genauigkeit von 10~ fiir die
Fille k =1,2,3.

Aufgabe 17 B*. Man berechne alle reellen Nullstellen des Polynoms
1
— D
Flx) = —x—
mit einer Genauigkeit von 1079,

Aufgabe 17 C. Man zeige: Fiir jedes n € N und jedes a € R hat das Polynom

f(x) :x2n+l +x—a
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genau eine reelle Nullstelle. Man berechne diese Nullstelle fiir n = 3, a = 10
mit einer Genauigkeit von 1079,
Aufgabe 17 D*. Man bestimme alle reellen Losungen der Gleichung
x> +cos(mx) =0
mit einer Genauigkeit von 107°.

Aufgabe 17 E. Man beweise, dass die Gleichung 2* = 3x genau zwei reelle
Losungen hat und berechne sie mit einer Genauigkeit von 107,

Aufgabe 17 F*. Es seien a,b € Rmita < b und es sei f : [a,b] — R eine auf
dem Intervall [a, b] stetige, streng monoton wachsende Funktion mit

fla)>a, f(b)<b.
Man beweise: Die beiden Folgen (x;,)nen, (Vn)nen, definiert durch

xo:=a, Xpi1:=f(x,) firneN,
Yo:=b, yni1:=f(ya) firneN,

konvergieren jeweils gegen eine Losung der Gleichung f(x) = x.

Aufgabe 17 G*. Es sei eine reelle Zahl o > 0 gegeben. Man zeige: Fiir jedes
p €10, 1] besitzt die Gleichung

(1+x)e ™ =p
auf R’ genau eine Losung x¢(p). Man beweise

fim o(P) _
1 1
PN\O o(log!7

Man berechne x; (p) fiir p =1, é, 110, 1(1)0 mit einer Genauigkeit von 1079,

Aufgabe 17 H*. Man leite eine weitere hinreichende Bedingung fiir die Kon-
vergenz des Newton—Verfahrens zur Losung von f(x) = 0 her, indem man auf

die Funktion 0
X
F(x):=x— ()

An. 1, Satz 1 aus §17 anwende.
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Aufgabe 17 T*. Sei a > 0 vorgegeben. Die Folge (a,)ncn Werde rekursiv defi-
niert durch
ag:=a, apy):=a" firneN.

a) Man zeige: Die Folge (ay,),en konvergiert fiir 1 <a < el/¢ und divergiert
fiir a > e'/¢.

b) Man bestimme den (exakten) Wert von lim a, fiir a = e'/¢ und eine
n—o0

numerische Nidherung (mit einer Genauigkeit von 107%) von lim a,, fiir
n—oo

_ 6
a—s.

c) Wie ist das Konvergenzverhalten der Folge fiir einen Anfangswert a €

10, 12

§ 18 Das Riemannsche Integral

Aufgabe 18 A*. Man berechne das Integral

a
/xkdx, (keN, aeRY),
0

mittels Riemannscher Summen. Dabei benutze man eine dquidistante Teilung
des Intervalls [0, a].

Aufgabe 18 B*. Man berechne das Integral

a

/dxx, (a>1),

1

mittels Riemannscher Summen.

Anleitung: Man wihle folgende Unterteilung:
1=x9<x1 <...<x,=a, wobei x; = ak/" fiir k € {0,...,n}.

Als Stiitzstellen wihle man &; := x;_ fiiralle k € {1,...,n}.
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Aufgabe 18 C. Man berechne das Integral

a
/logxdx, (a>1),
1

mittels Riemannscher Summen.

Anleitung: Man verwende dieselbe Unterteilung wie in Aufgabe 18 B.

Aufgabe 18 D*. Seiena,h € Rmita < bundsei f: [a,b] — R eine Riemann—

integrierbare Funktion. Es gebe ein & > 0, so dass f(x) > & fiir alle x € [a,b].

Man zeige: Die Funktion jl, ist Riemann—integrierbar.

Aufgabe 18 E. Secien a,b € R mit a < b. Weiter sei f : [a,b] — R eine
Riemann—integrierbare Funktion und [A, B] C R ein beschrinktes Intervall mit

f(la,b]) C [A, B].

Man zeige: Fiir jede stetig differenzierbare Funktion ¢ : [A,B] — R ist die
Funktion
Qo f:la,b] —R

wieder Riemann—integrierbar.

Aufgabe 18 F. Seien a, b € R mit a < b. Eine komplexwertige Funktion
f:f1+lf2[a7b]—>(c, (flva:[avb]_)R)7

heifit Riemann—integrierbar, wenn sowohl fi als auch f, Riemann—integrierbar
sind, und man setzt

b b b
[rowax= [ fiax+i [ poax

Man zeige: Ist f : [a,b] — C Riemann—integrierbar, so ist auch | f| Riemann—
integrierbar und es gilt

b

/ f(x)dx| < /b |f(x)] dx.

a
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Aufgabe 18 G*. Die Funktion f : [0,1] — R sei fiir alle x € [0, 1] definiert
durch

0, falls x irrational ist,

f(x) = 1 P . i
, falls x =" mit teilerfremden p,g € N, g > 1.
q q

Man zeige, dass f Riemann—integrierbar ist mit

/f(x)dx:O.

0

6§19 Integration und Differentiation

Aufgabe 19 A*. Seiena, b € R’ . Man berechne den Flidcheninhalt der Ellipse

2 2
X y
E::{(x,y)€R2:a2+b2§1}.

Aufgabe 19 B. Man berechne den Flicheninhalt der Menge

S::{(x,y)eRz:0§x§n,0§y§sinx}.

Aufgabe 19 C*. Man berechne die bestimmten Integrale

2n n

/xcosxdx, /xsinxdx.

0 0

Aufgabe 19 D*. Man berechne das unbestimmte Integral

/ dx
ax? +bx+c

Dabei sind a, b, ¢ € R. Man gebe den Definitionsbereich in Abhingigkeit von
a, b, c an.
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Aufgabe 19 E*. Man berechne das Integral

dx
14+x*

mittels Partialbruchzerlegung.

Aufgabe 19 F*. Man berechne die folgenden Integrale:

a)/ Mdx, (LER),
b) /xzcosxdx,

c) /e_x cos(5x) dx

Aufgabe 19 G. Man berechne die folgenden Integrale:

a) / x? sin(2x) dx.

b) /cosxsin(2x) dx,

9) / B dx.

Aufgabe 19 H. Man berechne die folgenden Integrale:

a) /\/szrazdx7 (a>0),

b) /\/1 —x+x2dx,
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2
) /\/l;l-x dx, (x>0).

Aufgabe 19 I. Man berechne die folgenden Integrale und gebe den jeweiligen
Definitionsbereich an:

a) /\/4+3x—x2dx,
b) /x\/x273x74dx,

c) /x\/l +x2dx.

Aufgabe 19 J. Man berechne die folgenden Integrale und gebe den jeweiligen
Definitionsbereich an:

a) /log(2fx2)dx,

b) /xlog(Z —x?)dx.

Aufgabe 19 K. Man bestimme eine Rekursionsformel fiir die Integrale
X
T
Ln(x) := /tan’"udu7 x| < ,ME N.
0

Aufgabe 19 L. Man berechne die folgenden Integrale und gebe den jeweiligen
Definitionsbereich an:

dx
a) / .
six

b) / dx
Sinx + Cosx

Hinweis: Man verwende die Substitution u = tanj und Aufgabe 14 G.
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Aufgabe 19 M. Man berechne die folgenden Integrale und gebe den jeweiligen
Definitionsbereich an:

dx
a) / )
COSXx

b) / dx
sinxcos(2x)’

Aufgabe 19 N. Man berechne das Integral

/ |x| dx.

Aufgabe 19 O*. Man zeige: Das Riemannsche Lemma (An. 1, §19, Satz 6)
b
lim | f(x)sinkxdx=0

k—o Ja

gilt auch unter der schwicheren Voraussetzung, dass f : [a,b] — R nur Rie-
mann-integrierbar ist.

Anleitung. Man behandle zunichst den Fall, dass f eine Treppenfunktion ist
und fiihre den allgemeinen Fall durch Approximation darauf zuriick.

Aufgabe 19 P. Es seien P, die Legendre—Polynome

P(x) 1 d

_ 2
= oy g 1

vgl. Aufgabe 16 D. Man beweise mittels partieller Integration:

1
a) /P,,(x)Pm(x) dx=0 fiiralle n,m € N mitn # m.
1

1
2
b) /Pn(x)zdxz il fiir alle n € N.
1
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Aufgabe 19 Q. Es sei n eine natiirliche Zahl. Man beweise die folgenden
Aussagen:

a) Jedes Polynom f vom Grad < n 146t sich wie folgt als Linearkombinati-
on der Legendre—Polynome P, darstellen:

F0 =3 cibil).
k=0

wobei fiir k € {0,...,n}
i1 |
n
a=, /f(x)Pk(x)dx.
1

b) Fiir jedes Polynom g vom Grad < n gilt

1

/g(x)P,, (x)dx=0.

-1

Aufgabe 19 R. Sei N > 1 eine vorgegebene natiirliche Zahl und xi,...,xy €
R seien die Nullstellen des Legendre—Polynoms Py. (Die Existenz ist nach
Aufgabe 16 D gesichert.)

a) Man zeige: Ist f ein Polynom vom Grad < (2N — 1) mit
f()=0 firn=1,...,N,

so gilt
1
/f(x) dx=0.

~1
b) Sei L, das Legendre—Interpolationspolynom

N
X — Xf
Ly(x) :=
k=1 Xn — Xk
k#n
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und 1
Vo = /L,, (x)dx.
—1

Man zeige: Fiir jedes Polynom f vom Grad < (2N — 1) gilt

! N
/f(x) dx = z,lYnf(xn)
-1 n=

(GauBsche Quadraturformel).

¢) Man berechne die v, und x,, fiir die Fille N =1,2,3.

Aufgabe 19 S. Sei f: [a,b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion,
M :=sup{|f"(x)| : a <x < b}.
—a
n

Xp ::a—l—(k—é)h, k=1,....n

Ferner sei 1 > 0 eine natiirliche Zahl, h := ?

und
Sn(f) = 2 f(xk)h
k=1

Man zeige

b
[rds=s.(5)| < (b-a)

Aufgabe 19 T*. Man beweise die Keplersche Fassregel:
Fiir jede 4-mal stetig differenzierbare Funktion f : [—1,1] — R gilt

1
[ s A1) +47(0)+7(1) R
Dabei gilt fiir den Rest R
1 1
R=[ rH0pld= g

mit der wie folgt definierten Funktion y: R — R

W) = g (5] =17+ 5 (Ix = D™

F@E) firein &e[—1,1]
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§ 20 Uneigentliche Integrale. Die Gamma-Funktion

Aufgabe 20 A. Man untersuche das Konvergenzverhalten der Reihen

i 1

2 lognye @ = 0

Aufgabe 20 B. Man zeige: Es gibt eine Konstante § € [0, 1], so dass

n

1
kg&klogk =loglogn+B+o(1) fiirn — co.

Aufgabe 20 C*. Fiir eine ganze Zahl n > 1 sei

1 1
M= —1og(1 n n)
Man zeige:
a) 0<An) < o

b) Fiir die Euler-Mascheronische Konstante vy gilt

Aufgabe 20 D*. Man beweise die asymptotische Beziehung
1 (2n 1
22\ n '

Aufgabe 20 E. Fiir welche o, B € R konvergiert das uneigentliche Integral

=3

4B
/x“e “dx.

0

Gegebenenfalls berechne man den Wert des Integrals (durch Zuriickfiihrung
auf die I"-Funktion).
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Aufgabe 20 F*. Man beweise fiir x > 0 die Formel

r(;)r(x;1>::2“*vﬁr@y

Anleitung. Man zeige, dass die Funktion F(x) := 2XF(§)F(XJ£1) der Funktio-
nalgleichung xF (x) = F(x+ 1) geniigt und logarithmisch konvex ist.

Aufgabe 20 G*. Die Eulersche Beta-Funktion ist fiir x,y € R? definiert durch

1
B(x,y) = /tHu — iy,
0

a) Man zeige, dass dieses uneigentliche Integral konvergiert.

b) Man beweise: Fiir festes y > 0 ist die Funktion x — B(x,y) auf R logarith-
misch konvex und geniigt der Funktionalgleichung

xB(x,y) = (x+y)B(x+1,y).

¢) Man beweise die Formel

C(x)T(y)
C(x+y)

Anleitung. Betrachte (fiir festes y) die Funktion x — B(x,y)['(x+y)/T'(y).

B(x,y) = fiir alle x,y > 0.

Aufgabe 20 H.

a) Man zeige, dass fiir jedes m € N das folgende uneigentliche Integral existiert
und den angegebenen Wert hat.

1
/ X dr— 1 [2m n
V1—x2 o\ )
~1
b) Man zeige

! x2m -
/\/l—xzdx:B(m+2’2)'
-1
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Aufgabe 20 I*. Man beweise:
a) Fiiralleoo e Rmit0 < o < 1 gilt

ooxul
dx=B(o,1 —a).
AR AR

b) Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt

< d 1 1 1
/ i B( - )
o 1+x* n n n

§21 GleichmiBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Aufgabe 21 A*. Fiirn > 1 sei
fi: Ry — R, Sfu(x) = e/,

Man zeige, dass die Folge (f,,) auf R gleichmiBig gegen 0 konvergiert, aber

oo

lim [ fu(x)dx=1.

n—oo

0

Aufgabe 21 B*. Man berechne fiir x € R die Summen der Reihen

i sinnx und 2 cos nx.
n=1 n=1
Aufgabe 21 C. Fiir x| < I berechne man die Summen der Reihen

Z 2y, 2n3x” und Z

Aufgabe 21 D*. Sei f, : [a,b] — R, n € N, eine Folge stetiger Funktionen
auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R mit

fu(x) > fur1(x) firallex € [a,b] und n € N.



22 Taylor—Reihen 51
§ y

Es gelte lim f,(x) = 0 fiir alle x € [a, b]. Man zeige: Die Folge (f,,) konvergiert
n—oo
auf [a,b] gleichméBig gegen O.
Aufgabe 21 E*. Seien [a,b] und [A, B] kompakte Intervalle in R und sei
Ju:la,b] —[A,B]CR, neN,

eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmiBig gegen eine Funktion F : [a,b] —
R konvergiert. Weiter sei ¢ : [A, B] — R eine stetige Funktion. Man zeige: Die
Folge der Funktionen

gn:=0ofy:la,b] =R, neN,

konvergiert gleichmifBig gegen die Funktion G := @oF.

Aufgabe 21 F. Sei (ay),>1 eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe
- a
f=3 "
n=1 n

konvergiere fiir ein xo € R. Man zeige: Die Reihe konvergiert gleichmiBig auf
dem Intervall [xq,oo].

§22 Taylor—Reihen

Aufgabe 22 A*. Man bestimme die Taylor-Reihe der Funktion x — x* mit
Entwicklungspunkt a € R*,..

Aufgabe 22 B. Man bestimme die Taylor—Reihen der Funktionen sin und cos
mit einem beliebigen Entwicklungspunkt a € R.

Aufgabe 22 C*. Man berechne den Anfang der Taylor—Reihe der Funktion
f:]1-2,2[ =R, '
sinx
f (X) T 2 +x7
mit Entwicklungspunkt O bis einschlieBlich des Gliedes 5. Ordnung.
Aufgabe 22 D. Durch Integration der Taylor—Reihe der Ableitung von

arcsin: |—1,1[— R
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bestimme man die Taylor—-Reihe der Funktion arcsin mit Entwicklungspunkt
0.

Aufgabe 22 E*. Sei p eine natiirliche Zahl mit 1 < p < n+ 1. Man beweise
fiir das Restglied R, der Taylorschen Formel (An. 1, §22, Satz 1): Es gibt ein
& zwischen a und x, so dass

(n+1)
Rea( =" 9 gy,
(Dies ist das sogenannte Schlomilchsche Restglied.)
Aufgabe 22 F. Fiir einen reellen Parameter k mit |k| < 1 heifit

" a
E(K) ;:/
/ V1= k2sint

vollstindiges elliptisches Integral 1. Gattung. Man entwickle E (k) als Funktion
von k in eine Taylor-Reihe, indem man

1
V1= k2sint

durch die Binomische Reihe darstelle.

Aufgabe 22 G*. Man beweise die Funktionalgleichung des Arcus—Tangens:
Fiir x, y € R mit | arctanx +-arctany| < 7 gilt

+y
arctanx + arctany = arctan .
1—xy
Man folgere hieraus die ,,Machinsche Formel*
T _ 4arctan | —arct
= 4arctan _ — arctan
4 5 239

und die Reihenentwicklung

n_4i(—1)k N* 1 i(_l)k 1\*
47 552%+1\5 239 & 2k+1\239)
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Welche Glieder muss man beriicksichtigen, um 7 mit einer Genauigkeit von
102 zu berechnen?

Aufgabe 22 H. Man zeige

15 11

3 4
10;:;3:210g2+10g3:210g1_1/5 117

und beniitze diese Identitit, um eine schnell konvergierende Reihe fiir log3
abzuleiten. Man gebe geeignete Restglied—Abschétzungen fiir die Berechnung
von log3 auf 10 (100, 1000, . ..) Dezimalstellen.

1

o5y UM den

Aufgabe 22 T*, Man zeige: Die Taylor-Entwicklung der Funktion c
Nullpunkt hat die Gestalt

o i Eo 2
cosx [ (2k)!
mit positiven ganzen Zahlen Eyy.

Man berechne Ey, Ey,Ey, ..., Ejp.

623 Fourier—Reihen

Aufgabe 23 A. Man berechne die Fourier—Reihe der periodischen Funktion
f R — Rmit
f(x) = |x| fir -t <x<m.

Aufgabe 23 B*. Man berechne die Fourier—Reihe der Funktion

f(x) = |sinx|.

Aufgabe 23 C. Man beweise: Ist f: R — R eine gerade (bzw. ungerade)
periodische Funktion, so hat die Fourier—Reihe von f die Gestalt

4o + ) aicoskx bzw. bysinkx | .
2 = k=1

k=1
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Aufgabe 23 D.

a) Man zeige: Jede stetige periodische Funktion f : R — R 146t sich gleichmi-
Big durch stetige, stiickweise lineare periodische Funktionen approximieren.
Dabei heift eine stetige periodische Funktion ¢ : R — R stiickweise linear,
wenn es eine Unterteilung

O=fn<n<...<t,=2m
von [0, 27} und Konstanten o.;, B gibt, so dass fiir j=1,...,rgilt
(p(x)zoc_,-x+[3j fiirtj_lgxgtj.

b) Man beweise mit Teil a) und An. 1, §23, Satz 3, dass sich jede stetige pe-
riodische Funktion f : R — C gleichmiBig durch trigonometrische Polyno-
me approximierten 146t (Weierstralscher Approximationssatz fiir periodische
Funktionen).

Aufgabe 23 E*. Sei f: R — C eine stetige periodische Funktion mit Fourier-
Koeffizienten c,, n € Z. Man beweise:

a) Ist f k-mal stetig differenzierbar, so folgt
_ 1 i
C"_0(|n|k) ir |n| — oo.

b) Falls
1

Cp = 0(|n|k+2) fiir n| — oo,
so ist f k-mal stetig differenzierbar und die Fourier-Reihe konvergiert gleich-

miBig gegen f.

Aufgabe 23 F. Die periodische (nicht notwendig stetige) Funktion f:R — C
sei stiickweise stetig differenzierbar, d.h. es gebe eine Unterteilung

O=ty<t;1 <...<tp_] <t,=2m,

so dass sich die Funktionen f | J¢;_1,;] zu stetig differenzierbaren Funktionen
fj:ltj=1,tj] — C fortsetzen lassen (j = 1,...,r). Es seien

Felt) = m @) wnd £ (1)) = Jim £0)
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die rechts- bzw. linksseitigen Grenzwerte von f an den Stellen #; und
Yj o= S t) = f-(1))
die Sprunghthen von f an diesen Stellen. Man beweise:

a) Die Funktion F : R — C,

r

2 o(r—15),

wobei 6 : R — R die in An. 1, Beispiel (23.1) betrachtete Funktion ist, ist stetig
und stiickweise stetig differenzierbar.

b) Die Fourier-Reihe von f konvergiert auf jedem kompakten Intervall [a,b] C
R, das keine Unstetigkeitsstelle von f enthilt, gleichmifig gegen f. An den
Stellen ¢; konvergiert die Fourier-Reihe von f gegen den Mittelwert

SFe() + £ (7).

Aufgabe 23 G*. Seia € R~ Zund f : R — C die periodische Funktion mit
fx) =€ fir0<x<2m, f(x+2mn)=f(x), (n€Z).

Man berechne die Fourier-Reihe von f und bestimme ihr Konvergenzverhalten
(vgl. die vorige Aufgabe).
Was ergibt sich fiirx =0 ?

Aufgabe 23 H*. In dieser Aufgabe werden die Bernoulli-Polynome aus An. 1,
Beispiel (23.3) benutzt.

Man zeige:

a) Sei f: [0,1] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt
1 1
O +r) = [ rwds+ [ B 0
b) Ist f: [0, 1] — R sogar 2r-mal stetig differenzierbar (r > 1), so gilt

I By = 3 2 O ORVERO)

0 i—=1
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¢) Seien m < n ganze Zahlen und f : [m,n] — R eine 2r-mal stetig differenzier-
bare Funktion. Dann gilt die Euler-MacLaurinsche Summationsformel

n

> 1) = 37+ £+ [ fdx

k=m

C5 (1 )
mit

n Ezr(x) ’ |BZr‘ " r
Ry — — /m G PP W wna Ry < o /m 172 () .

Aufgabe 23 1. Zur Berechnung der Euler-Mascheronischen Konstanten
N

y= lim (2 :lflogN)

N—o0 =1

werte man fiir M > 1 und r > 1 den Limes
N
1 Nd
lim (3 —/ ")
N—o00 = 1t M X

mithilfe der Euler-MacLaurinschen Summationsformel aus und beweise die
Niherungs-Formel

1 1 'dBy 1 By 1
- -1 M)— i e-( . )
! @k o8 2M+/.:Zl 2 w2 T gy

mit0 <6< 1.

i) Durch geeignete Wahl von M und r berechne man vy auf 50 Dezimalstellen
genau.

. . . . By, 1
s > . = o0
ii) Fiir jedes feste M > 1 gilt }ﬂ( o Mz’)

iii) Wie kann man M und r wihlen, um y auf 1000 Dezimalstellen genau zu
berechnen ?
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§1 Vollstindige Induktion

Aufgabe 1 A. Wir halten k fest und beweisen die Behauptung durch vollsténdi-
ge Induktion nach n > k.

Induktionsanfang: n = k.

Es gilt )
2 (1) ()= (0)

Induktionsschritt: n — n+ 1.

Es gelte die Behauptung fiir ein beliebiges n € N mit n > k, dann ist

()-36)
k+1 =\ k
zu bestitigen. Nun gilt nach Induktionsvoraussetzung (IV)
n+1 n 1
2 () - £0)-(")
m=k k m=k k k
) (n+1 n n+1
- \k+1 k
_ (n+2
 \k+1)’

wobei im letzten Schritt An. 1, §1, Hilfssatz zu Satz 4 verwendet wurde. Damit
ist die Induktionsbehauptung bewiesen.

Aufgabe 1 C. Die Aufgabe erinnert etwas an den Binomischen Lehrsatz (An. 1,
1, Satz 5). Man kann diese Analogie noch stérker sichtbar machen, indem man
folgendes Symbol einfiihrt: Fiir eine reelle Zahl x und eine natiirliche Zahl n

S€1
n

P ::rll(x—j+1) =x(x=1)-...-(x—n+1)
=

die fallende Fakultdit von x mit n Faktoren (oder auch verallgemeinerte Potenz

von x). Damit wird dann
1
(Hy) =
n n!

O. Forster, R. Wessoly, Ubungsbuch zur Analysis],
DOI 10.1007/978-3-8348-8228-8 2,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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ST T N NG
<n—k)(k>_(n—k)!k!x I

Wegen (Z) = (n- ), 1 ist deshalb die Behauptung der Aufgabe gleichbedeutend
mit
(M () =y (")x[”‘”y[”.

i—o \k

Diese Formel kann jetzt in volliger Analogie zum Binomischen Lehrsatz durch
vollstandige Induktion nach n bewiesen werden.

Induktionsanfang: n = 0.
Klar, beide Seiten der Gleichung (1) haben den Wert 1.

Induktionsschritt: n — n+ 1.

x4+ = (x4 )M (x+y—n)

w $ { @x{n,k]yw } {(r—n+K)+(y—k)}

k=0

n n S n n -
Y <k>x[ ) (k>x[ CNCS)

k=0

n n—1
_ (x[n+l Ly (n) [n+1-K] [k]>+ (2 <n>x[nk]y[k+1]+y[n+l]>
k=1 20 \k
):

_ n+1]+z<Z) [n+1-k] k]+2(

k=1

_ ] i {( ) ( >}x[n+lfk]y[k]+y[n+l]
k=1

_ ’il n+1 PN
k

k=0

[nJrlfk]y[k] +y[n+l]

Bemerkung: Setzt man in der Formel fiir x und y natiirliche Zahlen N und M
ein, so besitzt die Formel

o ()-505)6)
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eine kombinatorische Interpretation und einen entsprechenden Beweis. Wir
denken uns eine (N + M)—elementige Menge

S={Ai,...,An,Bi,...,Bu},

die aus zwei Sorten von Elementen besteht. Die Anzahl aller n—elementigen
Teilmengen von § ist nach An. 1, §1, Satz 4, gleich (Y *"). Die n-elementigen
Teilmengen von S zerfallen in n+ 1 Klassen Kj, ..., K),: Die Klasse Kj besteht
aus denjenigen Teilmengen von S, die n — k Elemente aus {A],...,Ay} und k
Elemente aus {By,...,By} enthalten. Deshalb ist die Anzahl der Teilmengen

der Klasse K} gleich
N M
n—k)\ k

und durch Aufsummieren ergibt sich die Formel (2).

Aufgabe 1 F. Aus dem Binomischen Lehrsatz folgt fiir alle natiirlichen Zahlen
n>1

2n n
22}1: 1 12Vl:
(1+1) Z(k),

k=0
2n on
0= (1-1)"= —1k,
(1-1) g@(k)m

Bei Addition heben sich die Glieder mit ungeradem k weg, und man erhilt
X (2n
=23 < ) :
=0 \2k

Bemerkung: Fiir n = 0 gilt die bewiesene Formel nicht, da (1 — 1)0 =1, denn
man definiert x° = 1 fiir jede reelle Zahl x (und damit auch fiir 0).

Aufgabe 1 I. Wir zeigen b), a), ¢) und e).

b) Da ¢ > 1, kann man schreiben

M\ 2n(2n 1) (2=l 1)
<£) on (2"—1)-6.!..(2"—“1) 2"_<2"—1)'

T (0—1)! T\t
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Wir zerlegen / als ¢ = 2"u mit einer ungeraden Zahl u. Da ¢ < 2", folgt m < n.
Es gilt damit

on on—m om_ 1 on omn_ 1
= . e . =2, .
<6) u (f—l) ! (e) (f—l)
Wire (2;) ungerade, wiirde die linke Seite der letzten Gleichung eine ungerade

Zahl sein. Die rechte Seite ist aber eine gerade Zahl, Widerspruch! Also ist (ZZ)
gerade, q.e.d.

a) Wir zeigen durch Induktion nach ¢, dass (2";1) fiir 0 < ¢ < 2" — 1 ungerade
ist.
Der Induktions-Anfang ¢ = 0 ist trivial, da (2"0’1) =1.
Induktions-Schritt { —1 — ¢, (1 <{<2"—1). Es gilt
2] 2] " 2] on 211
o)+ =0G) = (.)=0)-05)
Da (22) nach Teil b) gerade und (2;:11) nach Induktions-Voraussetzung unge-

rade ist folgt, dass (%, ') ungerade ist.

¢) Wir zeigen jetzt durch Induktion nach /, dass (Z”Z“é) fir0</¢<2"—1
ungerade ist.

Der Induktions-Anfang ¢ = 0 ist trivial, da (2(;1) =1.

Induktions-Schritt { —1— £, (1 <{<2"—1).Es gilt

(2"+€> @@ L—-1) (27 40)

L 2!
@Ml (281 (204 )
A (=11
@'+ [2"4-1
T ( (-1 >
Behauptung. (2 2_6) = : mit ungeraden Zahlen r,s.

Beweis hierfiir. Wir zerlegen ¢ als ¢ = 2™s mit einer ungeraden Zahl s. Da
¢ < 2", folgt m < n. Es folgt 2" + ¢ =2" (2" +5) =2"r, mit r :=2""" 43
ungerade. Daraus folgt die Behauptung.
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Setzen wir die gerade bewiesene Gleichung oben ein, erhalten wir

2" 4L 2"+0—-1
s =r .
l -1
Die rechte Seite ist nach Induktions-Voraussetzung ungerade. Deshalb ist auch

(%' /) ungerade, g.e.d.

e) Es ist zu zeigen, dass die ganzen Zahlen

k 2"—1—¢
ae () wa e (71

gleiche Paritit haben, d.h. beide gerade oder beide ungerade sind. Dazu formen

wir etwas um:
k k
A = =
(z) <k—£> (k— z mlllm

b= (2’11:15_4) - (ka)' ﬁ (2" —m).

tm={+1

und

Die Behauptung folgt jetzt daraus, dass die Produkte

k k

[T m wd J] @"-m)

m={+1 m=0+1

dieselbe Zweierpotenz enthalten. Dies sieht man so: Wir schreiben m = 2Vu
mit einer ungeraden Zahl u. Dam < k < 2", folgt v < n. Damit ist

2'1 —m= 2V(2n7\} _ M) — 2Vu/
mit der ungeraden Zahl v’ := 2"V —u, q.e.d.

Aufgabe 1 J. Die Zahl ("Hlfl) ist gleich der Anzahl aller k—elementigen Teil-
mengen einer Menge von N := n+ k — 1 Elementen. Die Beweisidee besteht
darin, die Behauptung auf diese bekannte Aussage zuriickzufiihren.

Die Anzahl aller k—elementigen Teilmengen einer N—elementigen Menge ist
gleich der Anzahl aller k-Tupel (by,...,b;) € NF mit

(1) 1<b1<by<...<by<N=n+k—-1.
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Jedem solchen k-Tupel ordnen wir ein k-Tupel (ay,...,a;) € N* durch die
Vorschrift aj :=b; — j+ 1 fur alle j € {1,...,k} zu. Dies erfiillt dann die Be-
dingung

(2) I<aqi<ax<...<aq <n

Umgekehrt entsteht jedes k-Tupel (ay,...,a;) € N, das der Bedingung (2)
geniigt, auf diese Weise aus genau einem k-Tupel (by,...,b;) € N¥, das der
Bedingung (1) geniigt. Deshalb ist auch die Anzahl aller k-Tupel (ay, ... ,a;) €

N¥ mit (2) gleich
N\ [(n+k—1
k) k ’

Aufgabe 1 P. Die Summenformeln fiir die O—ten bis 3—ten Potenzen lauten:

n ko n kl 1 2 1

E =n, E = n"+ n,

k=1 k=1 2 2

z 1 1 1 z 1 1 1
2= 3 2 B= g 3 2

k:zl 3n +2n +6n, k:zl 4n +2n +4n ,

vgl. An. 1, §1, Satz 1 und Aufgabe 1 N.

Es ist deshalb nicht verwunderlich, dass auch fiir die r—ten Potenzen eine Sum-
menformel dieser Art existiert. (Der Koeffizient )_il bei "+ hingt zusammen
mit der Integralformel

/ xX'dx = ! Xl
r+1 ’
vgl. Aufgabe 18 B.)
Wir beweisen die allgemeine Formel durch vollstindige Induktion nach r.
Induktionsanfang: r = 0.
Klar, siehe obige Vorbetrachtungen.
Induktionsschritt:

Es sei die Formel bereits bis zur (r — 1)—ten Potenz bewiesen. Wir gehen aus
von der aus dem Binomischen Lehrsatz folgenden Formel

r+1
(k* l)rJrl — 2 (r—l‘_ 1) (71)skr+1<v
5s=0

r+1
_ kr+l _ (r+ l)kr—|— z (r+ 1) (_l)serrlfx.
s=2 §
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Daraus folgt
r—1

(1) kr+17(k7 )r+l (rJrl errzb”ks
s=0

bys = (_1)r7s<rt1)’

wobei uns aber fiir den Beweis nicht die genaue Gestalt der b, interessiert,
sondern allein die Tatsache, dass sie nur von r und s abhéngige rationale Zahlen
sind. Wegen

mit

i (kr-H )I+1) z kH—l _ni‘lkr-%l — nr+1
k=1 k=1 k=0

folgt aus (1) durch Aufsummieren
n r—1 n
M=+ ) YK+ Y by DK
k=1 s=0 k=1

Auf die Summen Y}_, k* fiir s € {0, ...,r — 1} kdnnen wir nun die Induktions-
voraussetzung anwenden und erhalten

r—1 n r

2 by Z =Y cn
1

s=0 k=1 =

mit rationalen Zahlen c¢,;. Damit ergibt sich
i +1 i Crl il
—_ r1” S+l

womit die Behauptung bewiesen ist.

Bemerkung 1: Eine andere Beweismoglichkeit besteht darin, von der in Aufga-

be 1 A bewiesenen Formel
n+1Y i k
r+1) = \r

auszugehen. Benutzt man die in der Losung von Aufgabe 1 C eingefiihrten
verallgemeinerten Potenzen

K =k(k=1)-...-(k=r+1),
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so erhilt man

oder . |
[r] — [r 1]
kzlk 1 (n+ 1)

Durch Umrechnung der verallgemeinerten Potenzen in gewohnliche Potenzen
und Anwendung der Induktionsvoraussetzung fiir niedrigere Potenzen erhalt
man die Behauptung.

Bemerkung 2: Wir haben hier das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion
in einer etwas anderen Form als in An. 1, §1, Seite 1, verwendet: Es sei ng eine
ganze Zahl und B(n) fiir jede ganze Zahl n > ng eine Aussage. Um B(n) fiir
alle n > ng zu beweisen, geniigt es zu zeigen:

(') B(ng) istrichtig (Induktionsanfang).

(I'’) Fiir beliebiges n > ng gilt: Falls B(m) fiir alle m mit ng < m < n richtig
ist, ist auch B(n) richtig (Induktionsschritt).

Dieses Induktionsprinzip kann man wie folgt auf das in An. 1, §1, formulierte
Induktionsprinzip zuriickfiihren. Fiir n > ng sei A(n) die folgende Aussage:

B(m) ist richtig fiir alle m mit np < m < n.
Dann gilt A(ng) = B(np) und (IT’) ist dquivalent zur Implikation

Aln—1)=A(n).

Aufgabe 1 Q. Es mag auf den ersten Blick verbliiffen, dass die Behauptung
der Aufgabe wahr ist, da man als nicht abergldubischer Mensch annimmt, dass
jeder Wochentag gleich hiufig ist. Dass jedoch die sieben Wochentage auf den
13. nicht gleichverteilt sein konnen, kann man sich auf folgende Weise klarma-
chen:

Der Gregorianische Kalender ist periodisch und wiederholt sich alle 400 Jahre.
Nach einer solchen Periode wiederholt sich auch die Verteilung der Wochenta-
ge, denn es gilt:

(1) Die Anzahl der Tage in 400 Jahren ist durch 7 teilbar.
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Beweis von (1): Die Anzahl der Tage in einem Nicht—Schaltjahr ist gleich
365=7-52+1=Tk+1

mit einer ganzen Zahl k. In 400 (aufeinanderfolgenden) Jahren gibt es nach
dem Gregorianischen Kalender 97 Schaltjahre mit jeweils einen Tag mehr.
Deshalb ist die Gesamtzahl N der Tage in 400 Jahren

N =400(7k+1)+97 =400-7k+71-7 =Tk

mit einer ganzen Zahl k’. O

In 400 Jahren gibt es 12 - 400 Dreizehnte. Diese Zahl ist nicht durch 7 teilbar,
also konnen die 7 Wochentage auf den Dreizehnten nicht gleichverteilt sein.
Eine systematische Abzéhlung ergibt, dass der Freitag fiir den Dreizehnten der
hiufigste Wochentag ist. In einer 400-Jahrperiode fillt der 13. insgesamt 688—
mal auf einen Freitag, je 687-mal auf einen Sonntag und Mittwoch, je 685—
mal auf einen Montag und Dienstag und je 684-mal auf einen Donnerstag und
Samstag.

§2 Die Korperaxiome

Aufgabe 2 A.

a) Nach Definition (vgl. An. 1, (2.9)) ist die Behauptung

a C
b d
gleichbedeutend mit
(1) b la=d e
Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (1) mit bd, erhilt man dar-

aus

~ / S~~~ 7
—L _

5,

Durch wiederholte Anwendung der Axiome der Multiplikation (IL.I) bis
(I1.4) ergibt sich

L = @ad)b-'a) " (@n)b'a) " d(b(b1a))
09 101y 5 g (11:.2>a 4

d((bb~")a)
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b)

Losungen

Ebenso erhilt man
R = (bd)(d 'c) = (b(dd~")c) = bc,

d.h. aus (1) folgt
(2 ad = bc.

Umgekehrt erhilt man aus (2) durch Multiplikation mit d~'6~" (47!,
b~ existieren, da nach Voraussetzung b,d # 0 sind)

(d"b;‘ )(ad) = gd"b;‘ )(be).

~ -
=b~la =d~lc

Also gilt (1) genau dann, wenn (2) gilt.

Aus a) folgt
a ad ¢ bc

b bd d bd
denn a(bd) = b(ad) und ¢(bd) = d(bc) (aus b,d # 0 folgt bd # 0). Also
ist
¢ _ad ¢ i (ad) 4 (bd) " (be) = (bd)~(ad +be)
d~ bd™ bd
ad +bc
bd

a
+

b

Dabei wurde beniitzt, dass

x(y—2) =+ (—2)) "2y x(—2) = xy—xz

gilt.

Die Rechenregeln c) und d) werden @hnlich bewiesen.

Aufgabe 2 B. Wir beweisen die Behauptung durch vollstdndige Induktion nach

n.

Induktionsanfang: n = 1.

Es ist

m m
XL D Y= Y, x1Y;
j=1 j=1
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zu zeigen. Dies wiederum zeigen wir durch vollstindige Induktion nach m.
Der Induktionsanfang ist trivial. Sei die Behauptung fiir m schon bewiesen,
dann folgt mit dem (gewohnlichen) Distributivgesetz

m+1 m
X1 Yy = x| X yitym
j=1 J=1

m
= X1 z Vit X1Ymt1
J=1

) m
= ZXIYjJFxlynH—l
j=1
m+1

2 X1Yj-
j=1

Damit ist der Induktionsanfang bewiesen.

Induktionsschritt: n — n+ 1.
n m
z Xi + Xnt1 2 Yj
1 j=1

Es gilt
(£)(2) -
J(E) o

(I;/) Z <z z)’]) + 2, Xn+1Yj
4 =

n+1 m
= Z Xiyj ) -
i=1 \Jj=1

Aufgabe 2 C. Die Menge der Indexpaare, liber die summiert wird, ist die
Dreiecksmenge

Il
NN
M= T

=
N——

I

')

A={(i,k) eNxN:i+k<n}.

Die verschiedenen Summen entstehen, indem man A auf verschiedene Wei-
sen gemal Bild 2.1 zerlegt und léngs der vertikalen (bzw. horizontalen oder
schrigen) Balken aufsummiert. Damit ist anschaulich die Behauptung klar.
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R
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N N
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’ N \\ N
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N N N N

< <
//\\ \\ \\ N

X L X X
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N .

x M ox Mox hox
. XX ox Yo x X Y
//\ N \\ N \\ N \\

X Lx Lox kX S Lox L x
N N N N N N N N
0Kk . . . N N . . i
Bild 2.1

Einen formalen Beweis kann man durch vollstindige Induktion nach » fiihren.
Wir beweisen nur die Formel

n n—k n o m
ey Y D aw= Y D amkk:
k=0i=0 m=0k=0
die Formel .
n n—i n m
S Yan=Y Y am ik
i=0k=0 m=0k=0

beweist man analog.
Induktionsanfang: n = 0.
Trivial, denn beide Seiten der Formel (1) bestehen nur aus dem Term aqy.

Induktionsschritt: n — n+ 1.

n+ln+1-k
Aik

=z
i
M

k=0 i=0
n+1 [n—k

z Ajk + Apt1—kk
k=0 \i=0

[
™M
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n n—k
= Z Z ik + Anr1—kk | +A0n+1,

k=0 \i=0

denn Z;’:_O("H) ajx =0 (leere Summe). Unter Anwendung des allgemeinen Kom-
mutativgesetzes ergibt sich weiter

n n—k

z zakJF Zan+1 kk +a0n+1

n+1

z Zam kk+zan+1 kk

m=0k=
n+l m
z Zam kk-

m=0k=

Damit ist auch der Induktionsschritt gezeigt.
Aufgabe 2 E.

a) Sei ad — bc # 0 vorausgesetzt. Falls ¢ = 0, ist d # 0, also cx +d # 0.
Falls ¢ # 0, ist ebenfalls cx +d # 0, denn andernfalls wire x = —c~'d
rational im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Zahl

_ ax+b
" ex+d

ist also wohldefiniert. Mit
u:=ax+b, v:i=cx+d#0
erhdlt man
u=vy, du—dv=(ad—bc)x, —cu+av=ad—bc=D0,
also

du—bv  dy—>
—cutav  —cy+a

Waire y rational, so auch x, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist
y irrational.
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b) Sei ad —bc = 0. Wir konnen voraussetzen, dass cx+d # 0 gilt und haben
zu zeigen, dass y = (ax + b)(cx+d)~! rational ist. Ist ¢ # 0, so folgt
b= “f, also

Cax+b _ ax+
T ex+d cex+d ¢
Ist c =0, so folgt d # 0 und a = 0, also

€ Q.

y:deQ.

Aufgabe 2 F. Wir zeigen als Beispiele nur einige der Korperaxiome.

Existenz des Null- und Einselements. Es ist klar, dass (0,0) das Nullelement
darstellt. Das Paar (1,0) ist das Einselement, denn

(a,b)-(1,0)=(a-14+2b-0,a-0+b-1)= (a,b)

fiir alle (a,b) € K.
Existenz des Inversen. Fiir jedes (a,b) € K und jedes A € Q gilt

(a,b) - (Aa, —Ab) = (M(a® —2b%),0).

Ist (a,b) # (0,0), so ist a> — 2b*> # 0, denn andernfalls wire 2 das Quadrat
einer rationalen Zahl. Setzt man daher

A= (a®—2b%) 71,

soist (a,b)”! = (ha,—Ab).
Distributivgesetz. Es gilt

( , )((a b/) ( ”,b”))

= (a,b)(d +d",b' +b")

(aa +aa"+2bb'+2bb” ab'+ab" +bd' +bd")

ad + ab’ +ba aa’ + ,ab” +ba
be/ b/ b 1 2bbl/ b/l b /!

(

b)(d,b) + (a,b)(a "J?”)

fiir alle (a,b), (d',b'), (d",b") € K.
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§3 Anordnungsaxiome

Aufgabe 3 A. Die Aussage ist richtig fiir n =0, 1, 2. Wir beweisen sie fiirn > 4
durch vollstidndige Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 4.

Klar, da
42 =16=2%

Induktionsschritt: n — n—+ 1.

Wegen n > 4 gilt 4n < n?, also

2_ 2 2 n* (W)n n—1
(1P =n+2n+1<n’+ 41 < 242" 141

§2n+2n—]+2n—] — on+l

Aufgabe 3 C.

a) Seien k,n natiirlichen Zahlen mit n > 1. Ist k > n, so gilt die Gleichung
trivialerweise, da dann (Z) =0.Istk <n,so gilt

N | IS
(n—k)! j=n—k+1 i=1
also
n! 1 & kn—k+i
— —k+i) = <.
nk(n—k)!  nk g(n +i) 1131 n
Also erhilt man

1 (n n! 1
nk (k) n*(n—k)'k! ~ k!

b) Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt

" & /n\13 &1
= < .
(1+n> 2‘(k)nk_kz‘k!

k=0 =0
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Zum Beweis der Ungleichung 37 _ kl! < 3 fiir alle natlirlichen Zahlen n
konnen wir uns auf den Fall n > 4 beschrinken, da

3

Zusammen mit der Abschitzung kl! < 27% fiir alle natiirlichen Zahlen
k > 4 aus Aufgabe 3 B erhélt man

i 1 i 1 i 1
= +
k:Ok' k:()k! k:4k‘
2 &
<2 -
< +3+1§2
2 4r§ k
=24 +27*) 27
3 k=0
2
=247 +274(1—273)
2
<2+3+2*3<3

Hierbei wurde die Summenformel fiir die geometrische Reihe benutzt
(vgl. An. 1, §1, Satz 6).

Die Abschitzung

(3)" <3

n!
3/ 73

lasst sich mit Hilfe von Teil b) dieser Aufgabe durch vollstindige Induk-
tion nach n > 1 beweisen.
Induktionsanfang: n = 1.
Trivial.

Induktionsschritt: n — n—+ 1.
n+1 "+1_n+1 n+1 ”_n+1(n>" 1_~_l "
3 3 3 -3 3 n

) n (1Y) 1
<+1) (7)< ek Dgat= S+ DL
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Aufgabe 3 D. Die Losung ist sehr einfach, wenn man daran denkt, dass jede
Quadratzahl nichtnegativ ist. Also

1
(q—1)220<:>q2—2q+120<:>q2+1zzq<:>q+q22.

Wegen ¢ = | <= (¢ — 1)> = 0 erhilt man die Zusatzaussage der Aufgabe,
wenn man in der obigen Rechnung iiberall das Zeichen ,,> “ durch das Zeichen
= ersetzt.

Aufgabe 3 1. Fiir n > 2 und x > 0 ist nach dem Binomischen Lehrsatz
(1 _|_x)n — i n )ck > n x2
S0 \k —\2/)7

da alle weggelassenen Summanden nichtnegativ sind. Auflerdem gilt

denn

dan—127%. Also folgt
n
T+x)"> " X
(1422 " x

Aufgabe 3 J. Die Losung dieser Aufgabe ist eine einfache Folgerung aus der
Abschitzung in Aufgabe 3 I. Setze x := b — 1 > 0. Dann gilt nach Aufgabe 3 1

no__ n I’122
b'=(1+x)"> 4

Nach dem Archimedischen Axiom gibt es eine natiirliche Zahl ng, so dass
nx >4 firallen > nop.

Daraus folgt

nx2

b >n- 4 >n fiir alle n > ng.
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Aufgabe 3 K. Wir zeigen zunéchst
(1) 2n" < (n+1)" firallen> 1.

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt nimlich

1\" 1
(1+ ) >1+n- =2.
n n

(n + l)n
n}’l

Daraus erhilt man
>2,

also ist (1) bewiesen.
Wir zeigen jetzt die Ungleichung

nn
!<2()
=2

durch vollstandige Induktion nach n.
Induktionsanfang: n =0, 1.

Trivial.

Induktionsschritt: n — n+1.

(V) pyn ()1
nl(n+1) < 2(;) (n+1) < (n+1)"(n+1)

-2
2<n+1)n+l.
2

Aufgabe 3 L. Wir beweisen nur Teil c¢). Wir unterscheiden 2 Fille:

(n+1)!

1. Fall: n ist ein ganzzahliges Vielfaches von k, d.h. n = mk mit k € Z. Dann ist
[n/k] = [m] =m
und (n+k—1)/k=m+ (k—1)/k, also
L(n+k—=1)/k] =m=[n/k].

2.Fall: n ist kein ganzzahliges Vielfaches von k. Dann gibt es eine ganze Zahl
m und eine natiirliche Zahl ¢ mit 1 < /¢ <k —1, so dass n = mk + ¢. Dann ist

[n/k] =[m+(L/k)] =m+1
und (n+k—1)/k=m+{+k—1)/k=(m+1)+ (£ —1)/k, also
[(n+k—1)/k| =m+1=[n/k], qed.
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§4 Folgen, Grenzwerte
Aufgabe 4 A. Fiir alle natiirlichen Zahlen k > 1 gilt

1 1
a1 —ax = (agtag) —ax= | —, ) (@ —ax_1).
2 2

Daraus folgt durch vollstdndige Induktion nach k

k
1
A —ag = <72> (b—a) fiiralle k € N.
Also gilt fiirallen > 1

an = ao+ (a1 —ao)+ (ax—ay)+... 4+ (an—an—1)
n—1

= a+ Y (arp1 —ax)
k=0

n—1 1 k
a+k§6 <72) (b—a).
Da ¥, (— é)k = % (geometrische Reihe, An. 1, §4, Beispiel (4.12)), konver-
giert die Folge (ay)nen mit dem Grenzwert

2 1
liman:a+3(b—a): 3(2b+a).

n—oo

Aufgabe 4 C. Fiir alle n > 1 hat man die Zerlegung
2 2 11
4n2—1 (2n—-1)(2n+1) 2n—1 2n+1
Also ist
k
1
W= X

n=1
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Daher gilt

i b lim s = !
a1 et 2
Aufgabe 4 E.

I) Wirbehandeln zunéchst den Fall, dass der Grenzwert a der Folge (a,)nen
gleich O ist. Sei € > 0 beliebig gegeben. Dann gibt es ein M € N, so dass

€
|an| < 5 fiir alle n > M.
Wir setzen
c:=ap+ay+...+ay,
dann gilt fiir allen > M

b 1 ot ota] < 1 IHn—Ms
= Cc a a, C ..
" M (| n+l 2

Sei jetzt N > M so gewihlt, dass
1 ] < €
N+
Dann gilt
|bn| < ;—i—; =¢ fiirallen> N,
also konvergiert die Folge (b, )qcn ebenfalls gegen 0.

II) Sei jetzt a = lim a, beliebig. Dann kénnen wir auf die Folge (a),)nen,
n—oo

definiert durch

a,:=a,—a firalen€N,

Teil I) anwenden. Die Folge (b),)nen,

b, =
" on+1
konvergiert daher gegen 0. Da

(ag+...+da,) firalleneN,

/

b, = n+1(a0+...a,,—(n—|—1)a):b,,—a,
folgt

lim b, = a.

n—oo
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Aufgabe 4 G. Da ¢ = lim a, = lim ¢, existieren zu vorgegebenen € > 0 Zah-
frarosy n=oo
len N1,N, € N, so dass

|an —c| <€ fiirallen > Ny,
|en —c| < e fiirallen > N,.

Fiir n > N := max(N;, M) gilt, dass
c—e<a,<b,<c,<c+e,
d.h. |¢ — by| < €. Daraus folgt

lim b, = c.

n—o0

Aufgabe 4 H. Wir beniitzen die Summenformel
n 1
> iE=_n*+0(n),
k=1 3

wobei Q ein quadratisches Polynom in 7 ist. (Genauer gilt

1, 1
vgl. Aufgabe 1 N; jedoch kommt es hier auf die genaue Gestalt von Q nicht
an.) Da
k2
n3 +n 2 2 n3 +k 2
folgt
~1
I I 0(n) 1 0(n)
1 < <
3 ( +n2> +n3+n San =gt
wegen
1\ !
lim (1 + 2) =1,
N—s00 n
lim €0 im0
n—oo n3 +n n—oo n3
folgt aus Aufgabe 4 G
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Aufgabe 4 K.

a) Da jede konvergente Folge beschrinkt ist (An. 1, §4, Satz 1), gibt es ein
M € R, so dass
|by| <M fiirallen € N.

Sei K € R vorgegeben. Da lim a, = oo, gibtes ein N € N, so dass
n—oo
a,>K+M firallen > N.

Daraus folgt
a,+b,>K firallen>N,

d.h.

lim (a4 by) = .

b) Sei b = lim b, > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass
Nn—o0

b
b, > ) fiir alle n > Nj.
Sei C € R vorgegeben. Dann existiert ein N> € N, so dass
2C
a, > b fiir alle n > N>.

Fiir n > N := max(Ny,N) gilt dann

2C b
a,b, > b -2:C.

Daraus folgt
'}ilg(anbn) = o°.

Der Fall b < 0 wird analog bewiesen.

Aufgabe 4 L. Es gibt fiir alle Fille natiirlich viele Beispiele. Eine mogliche
Wahl ist die folgende:

a) a, =4", b, =2"; a,b, = 2",
b) a, =4", by = —-27"; ayb, = 2",
¢) a, =2", b, =2""c; a,b, = c,

d) a,=2"b,= (_2)—n; anb, = (—l)n.
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§5 Das Vollstandigkeitsaxiom

Aufgabe 5 A. Nach An. 1, §5 kann man eine reelle Zahl x, 0 < x < 1, wie folgt
in einen b-adischen Bruch

x= 2 akb_k
k=1
entwickeln: a; ist die gro3te ganze Zahl, so dass
a]lf1 <ux.
Seien ay,...,a,—1 schon bestimmt. Dann ist a; die grof3te ganze Zahl, so dass

arb F<x— (albfl +... +ak_1b7k+l).
Diese Ungleichung ist dquivalent zu

a, < b —a b — —ap_1b=:y.
Man erhilt so folgenden Algorithmus zur Bestimmung der ay:

yi:=xb, aj:= |y
Vi1 := (k—ax)b
aj41 = \_yk+lj'

Dabei bezeichnet |y| die grofte ganze Zahl <y, vgl. An. 1, §3, (3.15).

Der Algorithmus zeigt, dass fiir eine rationale Zahl x die b—adische Entwick-
lung periodisch wird: Sei etwa x = '" mit ganzen Zahlen 0 < m < n. Durch
vollstandige Induktion tiber k zeigt man dann, dass

Pk .

Vi="", pr €Zmit0 < p; < nb.

n
Deshalb gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir y;. Also gibt es positive
ganze Zahlen r und s, so dass

Vr4s = Yr-

Daraus folgt
apys =ai furalle k > r.

Sei jetzt speziell x = %
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a) Fiir die Basis b = 7 ist trivialerweise a; = 1 und a; = O fiir alle kK > 2,
die 7—adische Entwicklung bricht also ab.

b) Fiir b = 2 erhilt man

kK 1 2 3 4

2 4 8 2
Ye 7 07 71 7
a 0 0 1 O

Da y; = y4, wird die Entwicklung (rein) periodisch mit der Periode 3,

(I ol
=0.2001 001 ...:;23,(

c) Der Fall der Basis 16 kann auf den Fall der Basis 2 zuriickgefiihrt wer-
den, da 2* = 16. Dazu teilt man die 2—adische Entwicklung in 4er Grup-
pen auf:

0.2) 0010 0100 1001 0010 .

A A L

=010 2 4 9 2 ..

denn2=2',4=229=2341, also

2-1671=2.274=273,
4.1672=4.2"8=276
9.163=9.2"12=2"942"12
u.S.w.

den wohlbekannten Dezimalbruch

; =0.142857 142857 ...
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Aufgabe 5 D. Es seien

x=Y a,107" = b,107"
n=1 n=1
zwei verschiedene Dezimaldarstellungen von x. Dann konnen wir
k:=min{i e N\ {0} : a; # b;}

bilden. O.B.d.A. sei a; > by, sonst vertausche man die Rollen der a; und b;.
Wir setzen nun

k
&= b,107",
n=1
dann gilt

0<x—&= Y byl07"
n=k+1
und

x—E=(ax—b)10*+ Y a,107".
n=k+1

Aus der ersten Darstellung von x — & folgt
x-E< Y 9.10"=10"F,
n=k+1

wobei x—& = 107 genau dann, wenn b, =9 fiir alle n > k+ 1. Aus der zweiten
Darstellung von x — & folgt

x—&> (ar—b) 1075 > 107%,

wobei x — & = (a — b;)10~* genau dann, wenn a,, = O fiir alle n > k+ 1. Beide
Ungleichungen konnen nur dann gleichzeitig gelten, falls x — & = 107*, also

ap=br+1
und
a,=0 firallen>k+1,
b,=9 firallen>k-+1.
Aufgabe 5 E. Sei € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein N € N, so dass

27 NH e,
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Fiir alle » > N und k € N gilt dann

k-1
Xpak —Xn = 3, (Xngis 1] —Xni)s
i=0
also
k-1
Xk —%n| <D i1 = Xnti
i=0

IN

k-1 '
2*"*[

o—n i 27[ — 271‘L+1 <e.
i=0

IA

Aufgabe 5 F. Wir geben zwei Beweise:

1. Beweis:

I) Die Folge (ay),cn sei unbeschriinkt, etwa unbeschrinkt nach oben. Dann
kann eine monoton wachsende Teilfolge (ay, )ken Von (a,)nen wie folgt
konstruiert werden: Wir setzen ng := 0. Sind

np<ng<...<ng

mit
Apy < py < ... < dpy
schon bestimmt, so gibt es wegen der Unbeschriinktheit der Folge (a,)nen
ein nyg > ng mit
Ay 2 Any -

1) Istdie Folge (an)nen beschriinkt, so besitzt sie nach dem Satz von Bolzano—
Weierstrall eine Teilfolge (ay, )ren von (an)aen, die gegen eine reelle
Zahl a konvergiert. Falls fiir unendlich viele n € N gilt a, = a, gibt es
eine konstante, also monotone Teilfolge, die gegen a konvergiert. An-
dernfalls gibt es ein Ny € N, so dass a,, # a fiir alle n > Ny. Die Folge
(bngsbg+1, - - -), definiert durch

1

bn:: 7n2N07
ay, —da
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ist unbeschrinkt, besitzt also nach Teil I) eine monotone Teilfolge (b, )ken.
Nach Weglassen endlich vieler Glieder by, b, - - - by, haben alle by,
einheitliches Vorzeichen. Daraus folgt, dass die Folge (ank07ank0 )

1
allk:a+ 7k2k07
by,

ebenfalls monoton ist. Da die Folge (a,,ko,anko e .) nach Konstruktion

eine Teilfolge von (a,),en ist, ist die Behauptung bewiesen.

2. Beweis: Wir geben jetzt noch einen zweiten Beweis an, der nicht den Satz
von Bolzano—Weierstraf3 beniitzt. Sei dazu

M:={meN : a, > a,.y firalle k € N}.
Nun gibt es zwei Moglichkeiten:
I) M ist unendlich, d.h.
M = {mo,mi,my,...}
mit
my<my <my<....

Dann ist (a, )ken eine monoton fallende Teilfolge von (ap)nen.

II) M ist endlich (oder leer). Wir konstruieren nun induktiv eine streng mo-
noton wachsende Teilfolge (ap, )ken von (an)nen auf folgende Weise:
Sei np € N eine natiirliche Zahl, die grofer als alle m € M ist. Sind
no <np <...<n,mit

Apy < n, < ... <day,
schon gewihlt, so gibt es wegen ny ¢ M ein iy > ny mit
Ay < Gy -
Aufgabe 5 G. Sei K > 0 vorgegeben. Dann gibt es nur endlich viele Fol-
genglieder a, < K, denn andernfalls gibe es eine beschrinkte Teilfolge, die

nach dem Satz von Bolzano—Weierstrall wiederum eine konvergente Teilfolge
besifle. Daher gibt es ein N € N, so dass

a, > K fiirallen> N.
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Aufgabe 5 1.

D

1)

Sei zunéchst x rational, etwa

x="r mitp € Z, g € N~ {0}.
q

Dann haben alle Folgenglieder die Gestalt
an(x) = Zla Sn € N7 0<s, < q.

Daher nehmen die Folgenglieder nur endlich viele Werte an; die Folge
kann also nur endlich viele Haufungspunkte besitzen.

Sei jetzt x irrational. Dann sind alle a,(x) untereinander verschieden,
denn aus

an(x) = am(x) firn#m
folgt

(n—m)x€Z,dh.xeQ.

Wir zeigen nun: Ist € > 0 beliebig, so gibtes zu jedema € Rmit0 <a <1
und jedem N € N ein n € N mit n > N und |a — a,(x)| < €. Dies ist
zuniéchst fiir |x| < € erfiillt, wie man sich leicht iiberlegt. Ist x beliebig,
so hat die Folge (a,(x)),en nach dem Satz von Bolzano—Weierstraf} eine
konvergente Teilfolge, es gibt also natiirliche Zahlen n und k > 0, so dass

|an+k(x) —an(x)| <e.
Sei & := a1+ (x) — a,(x). Aus der Definition von a,(x) folgt nun
kx=N+& mitNeZ

woraus
ami(x) = am(§).
folgt. Da || < €, folgt aus obiger Vorbemerkung, dass einn € N, n > N
existiert mit
la—an(x)| <e.

Da € > 0 beliebig war, 146t sich nun fiir jedes a € R mit 0 < a < 1 eine
Teilfolge von (a,(x))qen konstruieren, die gegen a konvergiert.



§ 5 Das Vollstiandigkeitsaxiom 87

Aufgabe 5 J. Wir behandeln hier nur die Fille n = 1, —1, d.h. wir bestimmen
die Darstellungen der Zahlen x = 10 und y = 110.

1) x=10. Es ist
10=2°+2,

also
10=23-(14272).

Fiir die IEEE-Darstellung

52
x= (=125 (14 3 q27%)
u=1

ist daher s = 0,
10
e=1026=2""42"=Y ¢,2"

v=0

mit
(e10,€9,...,e0) = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0)
und
(d1,612,6137 . .,a52) = (07 1,0,0, .. .70).

Die Zahl x = 10 wird exakt dargestellt.
2) y=p-
Durch Multiplikation mit einer Zweierpotenz muss y zunichst in das Intervall
[1,2[ verschoben werden. Es ist

0= 0= (145)

Das Vorzeichenbit ist s = 0, der Exponent e ergibt sich aus der Gleichung

10
—4=¢-1023 = e=1019=) 2"
v=0
mit
(e10,€9,...,e0) = (0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1).
Die Bits (aj,az, . . .,asy) ergeben sich aus der Binér-Entwicklung (= 2-adischen

Entwicklung) von ; Dazu verwenden wird das gleiche Schema wie in Aufgabe
SA.
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k1 2 3 4 5 6
6 2 4 8 6 2
Yes 5 s 5 5 5
a 1 0 0 1 1 0

Wir erhalten also den periodischen 2-adischen Bruch
3 _0.0
5= 0.271001 1001

Fiir die 64-Bit IEEE-Darstellung muss noch gerundet werden; die Bits ay, ..., as
ergeben sich zu

(Aak+1,Qaky2, A4k y3,aak14) = (1,0,0,1)  firk=0,1,...,11,

(as9,as0,as1,as) = (1,0,1,0).

Die gesamte Bitfolge (s, ej0, .. .,e1,€0,d1,az, . . .,asy) der 64-Bit IEEE-Darstellung
der Zahl y = 110 lautet daher

00111111 10111001 10011001 10011001 10011001 10011001 10011001 10011010
oder, wenn man jeweils 4 Bits zusammenfasst, in hexadezimaler Schreibweise

3FB9 9999 9999 999A

Die Zahl y = 110 wird nicht exakt dargestellt, der Wert der dargestellten Zahl ist

~—2*4(1+§ o .1 )
- &6k 1613)

§ 9 9 1—(1/16)13_3<17 1)
Sek 16 1-1/16 5\ 2%2)7

folgt

y= 116(1+2_?222+2152): 116({5;+§'222): 110(”224)'

Der relative Fehler ist also 2% ~ 5.55- 1017,
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56 Wurzeln
Aufgabe 6 A. Setzt man x, = /a(1 + f,) in die Rekusionsformel
1 a
XH“:3@M+ﬁ)

ein, so erhilt man nach Kiirzung durch /a

1 1 C2(1+ /)P +1
1+fn+l —3<2(1+fn)+(1+fn)2> - 3(1+fn)2 )
also
- 21+ f)3+1-3(1+ )2 3f2+2f
= 3(1+ /)2 T 3(14£,)2
PRy
RNy

Dies ist die gesuchte Rekusionsformel fiir die Folge (f;).
Da nach Definition fy > —1, folgt f,, > O fiir alle n > 1. Daraus folgt

1+ 26 < (1+£)%

also
ot <f7 qed

Aufgabe 6 C.

(1) Wir zeigen zunichst durch Induktion nach n, dass a, < a,y; fiir alle
neN.

Induktionsanfang: n = 0.

Trivial, da
1= apg<ay = \/2

Induktionsschritt: (n—1) — n.

Sei a,—1 < a, schon bewiesen. Daraus folgt

I+ap1<1+ay,
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und daraus
an = \/1 +ap-1 < \/1 +an = an+1,

wie man durch Quadrieren sieht.

(2) Ebenfalls durch Induktion zeigt man a,, <2 fiir alle n € N, denn Vi42<
2.

Aus (1) und (2) ergibt sich, dass die Folge (a,)qen gegen eine reelle Zahl a > 1
konvergiert. Da
a721+l =1+ap,

gilt fiir den Grenzwert

az:l—s—a7
also
1) s
a ) =4
Da (a—é)>0,folgt
15
2 27
d.h.
1+V/5
a= .
2

Aufgabe 6 D. Wir setzen x,, := ”ZX ' Es gilt x,, > 1 fiir alle n € N. Aus der
Rekursionsformel
Apy2 = Apy1 +ay

folgt

Xn+1 = 1+
n

Daraus ergibt sich

1 Xn
=1 =1 .
Xn+2 + 1+ 1 + 1+x,

Xn

X

< fiir alle x, ¥ € Rmit 0 <x <x,
I+x — 14X
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ergibt sich durch vollstidndige Induktion
Xor <X <2 fiiralle k € N.

Deshalb konvergiert die Folge (xp;)ren gegen eine reelle Zahl x > 1 mit

X
x=1+ ,
1+x

d.h. x* — 1 = x. Daraus folgt x = 1+2\/5’ vgl. Aufgabe 6 C. Wegen

1
X1 =1+
* X2k
ergibt sich
. I x+1 &
limxy =14+ = = =X.
k—soo X X x

Da die beiden Folgen (xp;)keny und (x2x+1)ken gegen denselben Grenzwert x
konvergieren, gilt

1
lim " = lim x, = x = V5,

noe @, | n—e 2

Aufgabe 6 E. Wir iiberlegen uns zunichst allgemein, dass aus 0 < x <y folgt
X<y < ;(Hy) <y
Die erste Ungleichung folgt aus x> < xy, die zweite Ungleichung aus
0< (x—y)* = (x+y)* —dry
und die dritte Ungleichung aus x+y < 2y. Damit gilt fiir alle n > 1
an <b, und a, <api1 < by < by

Nach An. 1, §5, Satz 5, existieren

a:=lima, und b*:= limb,.

n—oo N—soo
Wegen by, = é(an+b,,) folgt
1
b* _ * b*
S ),

dh.a* =0b".
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Aufgabe 6 F. Fiir n = 1 ist die zu beweisende Ungleichung trivial. Fiir n > 2
verwenden wir Aufgabe 3 I und erhalten

() =0 () =

woraus 5
1 W
+ 2 Vn
folgt.
Aufgabe 6 G. Da
2
1<¥n<l1
_m_+w,
geniigt es zu zeigen, dass
1
li =0.
"o\ /n

Sei € > 0 vorgegeben und N € N eine natiirliche Zahl mit N > 212. Dann gilt fiir
allen >N

1 1
n> also v/n > .

d.h.
<E.

1
Vn
Aufgabe 6 J. Wir beweisen hier nur b). Sei
€, = {/n+ Vn2—n, also </n+\3/n2 = n+e,.

Es ist zu beweisen lim g, = % Erheben wir die letzte Gleichung in die 3. Po-
n—oo B

tenz, erhalten wir
n+Vn? =n+3e,Vn?+3e2 /n+e.
Daraus folgt fiirn > 0

1 1
1:3811+383yn+82 3 5
n
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Da g, > 0, erhilt man die Abschitzung €, < 1/3 fiir alle n > 0, also wegen
lim /n = oo

Nn—oo

lim (385

Nn—o0

(|
ot ) O

Daraus folgt schlieBlich lim g, = 1/3, g.e.d.
n—oo

Aufgabe 6 K. Da lim \/n = oo, ist (1/n),en keine Cauchy—Folge. Wir zeigen
n—soo
jetzt, dass es fiir die Folge

ay:=+/n

zu jedem € > 0 und jedem k € N ein N € N gibt, so dass
lan — anyi| <€ fiirallen > N.

Seien € > 0 und k € N beliebig vorgegeben. Wir wihlen N € N so, dass N >
(2];)2 Dann gilt fiir alle n > N

|an _anJrk‘ = \/l’l—i—k— \/n
_ (Vn+k—y/n)(Vn+k+/n)
B Vn+k+/n
= k < k < k < E.
Vn+k+y/n " 2yn " 2N
Bemerkung: Die Definition der Cauchy—Folge (siehe An. 1, §5) ist zu folgender
dquivalent:

Eine Folge (a,),cn reeller Zahlen ist eine Cauchy—Folge, wenn gilt: Zu jedem
€ > 0 existiert ein N € N, so dass

|an — ay1x| <€ fiiralle n > N und alle k € N.

Der Unterschied zu der in der Aufgabe angegebenen Bedingung ist der, dass
fiir eine Cauchy-Folge (a,),cn die Zahl N nur von €, aber nicht von k abhiingen
darf (was bei der Folge (1/n )nen nicht mdglich ist.) Den formalen Unterschied
der beiden Bedingungen sieht man am besten bei Verwendung der logischen
Quantoren ,,V** (Allquantor) und ,,3* (Existenzquantor). Ist P(x) eine Aussage
iiber x, so bedeutet Vx : P(x), dass P(x) fiir alle x gilt und 3x : P(x), dass ein
x existiert mit P(x). Die obige Definition der Cauchy-Folge ldsst sich nun so
schreiben:
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(an)nen ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn
Ve>03INeNVn>NVkeN: (la,— anii| <€).

Die in der Aufgabe angegebene Bedingung lautet dagegen
Ve>0Vke NIN e NVn > N: (|lay — anii| <€).

Man sieht daran, dass man die Reihenfolge der Existenz— und Allquantoren
nicht beliebig vertauschen darf.

§7 Konvergenzkriterien fiir Reihen
Aufgabe 7 A.

a) Die Reihe 3, ”1‘,', konvergiert nach dem Quotientenkriterium. Denn mit

a, = Z"' gilt fiir alle n > 1

Qns1 (n+D*  (n+Dp" (0 \" 1
a, | nl(n+1D)m T (ng 1)l \ a1 _(1+r11)”
1
< _=06<l
=, <

(Bernoullische Ungleichung).

. . JU— . . ..
b) Die Reihe 3~ g‘n konvergiert ebenfalls nach dem Quotientenkriterium.

. 4
Denn mit a,, := g‘,l gilt fiir alle n > 4

(n+1)43" 1 N _1/5\*
= = < = .
s —3\! ) Sala) TOST

c) Die Reihe 3>, 2 Tg: " divergiert. Denn fiir alle n > 3 gilt

An+1
An

P S 1+4 I
nin2—3n+lin73+i n
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d) Aufy >, ("(t 12)':] wenden wir das Leibnizsche Konvergenzkriterium an.

Es ist ( i
n+1)""

(7n)n = (_1)na"

mit X
n—
o — (n+1) .
nl‘l

Wir haben zu zeigen, dass (a,),>1 eine monoton fallende Nullfolge ist.
Nach Aufgabe 3 C gilt

1 NN 1 NN 1 1\" 3
e, () () = () =
n n n n n n n
also lim a, = 0. AuBlerdem ist
n

—00

an (A1) (a1 (e 1)2)"

anpr o (n+2n  (n(n+2))"
2 +2n+1\"
= >1,
n2+2n
also ist (ay)n>1 monoton fallend.

Aufgabe 7 D. Wir setzen zur Abkiirzung

=3

Diese Reihen konvergieren fiir alle natiirlichen Zahlen s > 1. Nun gilt
o 1 1 &1 1
,Zl (2k)s 23,; o = 2s%)

Daraus folgt

und
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Aufgabe 7 E.

a) Da die Folge (c,),en konvergiert, ist sie insbesondere beschriinkt, es gibt
also ein M € R mit

lea| <M fiir alle n € N.

Daraus folgt |cpan| < M|ay|, also ist

ZM|an| =M 2 ||
n=0 n=0
eine konvergente Majorante der Reihe Y>> ¢ a,.

b) Wir setzen fiir n > 1
(="

vn '
ap = co = 0. Die Reihe } ", a, konvergiert nach dem Leibnizschen Kon-
vergenzkriterium, ebenso konvergiert die Folge (¢, ),en. Da weiter c,a, =
}11 fiir alle n > 1, konvergiert die Reihe Y," ( c,a, aber nicht.

api=cp =

Aufgabe 7 F. Da die konvergente Reihe Y, a, nicht absolut konvergiert,
enthilt sie sowohl unendlich viele positive als auch unendlich viele negative
Terme. Sei (ay, )ren die Teilfolge der nichtnegativen Glieder der Folge (an)qen
und (a, )ken die Teilfolge der negativen Glieder der Folge (a,)qen. Wir setzen
firke N

O :=ay, >0,
Bk := —am, > 0.
Dann gilt
(D ZOLk:oo und sz:oo.
k=0 k=0

Beweis von (1). Wiren beide Reihen konvergent, so wiirde auch die Reihe
Yo an absolut konvergieren, im Widerspruch zur Voraussetzung. Nehmen wir
an, dass

i(xk:oo und iﬁk::b<oo.
k=0 k=0

Dann gilt fiir alle N > ny,

N k oo k
zan > zani* zﬁk: zaifb:
n=0 i=0 k=0 i=0
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also Al]im 22’:0 a, = oo, was der Konvergenz der Reihe Y, a, widerspricht.

Ebenso fiihrt man die Annahme

Z(szia<°°7 ZBk:“’
k=0

k=0

zum Widerspruch. Damit ist (1) bewiesen. O

Die gewiinschte Umordnung der Reihe Y, a,, fiihrt man jetzt nach folgendem
Schema durch:

Op +...+ Op, — Bo — . qu
FOpgt1t+.F Oy —Bgr1—... = By,
P
01+ Ay — Byt = =By,
d o

Dabei sind pg < p1 < ...und go < g1 < ... natiirliche Zahlen, die induktiv auf
folgende Weise bestimmt werden:

Induktionsanfang.

po ist die kleinste Zahl, so dass
Ap:=0p+...+ 0y >c,
qo ist die kleinste Zahl, so dass
Bo:=0p+...+0p, —Bo—...— By, <c.

Induktionsschritt.

Seien py, ..., p; und qo, - - ., g; schon bestimmt und
Pi qi—1
A=Y ox— Y Bi>c,
k=0 =0

Pi qi
B; = 2ak72[31<c.
k=0 =0
Wir wihlen p; 1 als die kleinste natiirliche Zahl > p;, so dass

Ait1 :B,‘+0(pi+] +.. 0y, >c
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und g; als die kleinste natiirliche Zahl > ¢;, so dass
Bij1 =Bi+0p14... 40, —Bgir1 —-.. =By, <c
Dies ist moglich, da Y7 o = eound ¥;7 , Bx = o= nach (1).
Aus der Definition folgt, dass
|Ai —c| < o,
|Bi —c| < Bg,

fiir alle i € N. Daraus folgt leicht, dass die umgeordnete Reihe gegen ¢ konver-
giert.

Aufgabe 7 G. Es gilt i, < n fiir alle n € N. Da die Reihe ¥, J. konvergiert,

existiert auch -
. n
A= R

n=1

Wegen h, —h,_1 = li gilt

n=1 2"n n=1 2" n=2 2"
- N hn lelhn
- 2 ) z on’
n=1 n=1
also
- 1 1 1
Y . =A—_A=_A
P 2'n 2 2
Aufgabe 7 H.

a) Da die Reihe fiir g(x) die geometrische Reihe ¥ |x|" als Majorante hat,
konvergiert sie absolut fiir alle |x| < 1.

b) Sei |x| < % Dann gilt

g(x)lzz“;Zk:—lﬁkH < k§2kil|x|2k+1
a2+ i (1)n
= ov+1 2\ 2
. 2N+

2N+1°
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Der Fehler ist also kleiner als das Doppelte des Betrages des ersten wegge-
lassenen Gliedes der Reihe. Eine Genauigkeit von 107 wird fiir x = % durch
N =10 gewihrleistet, fiir x = | durch N =5 und fiir x = |}, durch N = 3.

Aufgabe 7 1.
a) Fiir alle |x| < 1 konvergiert die Reihe

S M =M 3 |
n=1 n=1

Wegen |a,x"| < M|x|" fiir alle n > 1 ist f(x) nach dem Majorantenkriterium
absolut, also erst recht im gewohnlichen Sinne, konvergent.

b)) f(x)= i a X' =x i a1 =x <a1 + i an+1x”> .
n=1 n=1

n=1

Also gilt f(x) =0 genau dann, wenn x = 0 oder

2 a,H_]x" = —

n=1

Aber fiir 0 < x| < |a1\ < )istx#0und

a
< Z|an+lﬂ‘<zM‘ 1|
1 1
_M<1 a1_1>_|6121|'1 |ar]
oM T 2M
< ‘02]"2—|111|

Also gilt f(x) #0.

Aufgabe 7 K.

a) Sei zunéchst vorausgesetzt, dass die Reihe Y, a, konvergiert. Wir fassen die

=0
Glieder der Reihe zu Teilblocken !

Aci=Yfa: 25 <n<2hy k>,
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zusammen. Der k-te Teilblock besteht aus 2~ ! Summanden, also gilt
A > 21y,
Daraus folgt

0o > Zan =ag+ ZAk >aop+ szilazk,
n=0 k=1 k=1

alsoist Y. 2¥a, beschrinkt und daher konvergent.
k=0

b) Sei jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass Y, 2Xa,x < eo. Dann folgt wieder
k=0
durch Zusammenfassung in Teilblocke

i a, = i (Z{an k<< 2k+1}) < i 2K ay < oo,
n=0 k=0

k=0

=

also konvergiert Y a,.
n=0

Aufgabe 7 M.
a) Wir setzen 3 := oo — 1 > 0. Die angegebene Bedingung ist dquivalent zu

na, < (n—1)a,—1 —Pa,—1 fiir alle n > ny.

Die Folge (b,),>n, mit b, := nay, ist daher monoton fallend, also konvergent
mit lim,,_...b, =: B> 0. Da

1
(bn - bn+]) fiir n > no,

an < B
folgt
N
z a, < 2 n+1 < (bno )
n=ng n no B
Die Reihe 3,/ an ist daher beschrénkt, also konvergent.
b) Aus der Bedingung

an 1 I/n

>1—- = fiir n > ng
ay_1 n 1/(n—1)
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folgt durch Induktion
1
ap>c- fiirn > ng
n

mit einer Konstanten ¢ > 0. Da die harmonische Reihe divergiert, divergiert
auch Z;;) an, q.e.d.

Aufgabe 7 N. Die Behauptung der Aufgabe ist insofern iiberraschend, als die
harmonische Reihe divergiert und man meinen konnte, dass durch die Bedin-
gung, dass die Ziffer 1 nicht vorkommen darf, nur wenige Zahlen ausgeschlos-
sen werden. Dies ist jedoch nicht der Fall.

Fiir k > 1 sei M (k) die Menge aller k-stelligen natiirlichen Zahlen, die keine
Ziffer 1 enthalten. Es gilt M1 = Uy~ M (k).

Die Menge M (k) besteht aus 8-9¥~! Elementen, da es fiir die erste Stel-
le 8 Moglichkeiten (2,3,...,9) und fiir die restlichen Stellen 9 Moglichkeiten
(0,2,...,9) gibt. Die kleinste Zahl aus M (k) ist 2 - 10¥~1, Daraus folgt

1 . k71~ 1 o (9)](71
und weiter
1 it 1 o / 9\ k-1 4
= <4 = =40 < oo,
Zmx( 2 )220 =10

was zu beweisen war.

§ 8 Die Exponentialreihe

Aufgabe 8 A.

a) Die reelle Zahl x > 1 sei fest vorgegeben. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl k > 1, so dass
k<x<k+1.

Da

20N
S =

> _ xx=1)(x=nt1)
nn—1)-...-1
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b)

)

Losungen

und
)c—k—m‘:m—(x—k)<17
m m
folgt
x S\x(x—l)m.u(x—k)\ fiirn > k4 1.
n nn—=1)-...-(n—k)

Es gibt deshalb eine Konstante ¢ € R, so dass

‘(;)‘ < g firallen>k+1.

Daraus folgt die absolute Konvergenz der Reihe

(vgl. An. 1, §7, Beispiel (7.2)).

Da die Reihen X7 (¥) und X7 (*) absolut konvergieren, kann man

auf sie den Satz iiber das Cauchy—Produkt anwenden. Es ergibt sich

950) = 3 s
=0
k-

n

()0
S \n—k)\k)
<x + y>
Cn = 5
n
Fiir eine natiirliche Zahl N ist (Ir\: ) =0 fiirn > N, also

s(N) = % <N> = i <]Z)1N—"1"=(1+1)N=2N.

n=0 \" n=0

wobei

s(
Cn =

Nach Aufgabe 1 C gilt

also s(x)s(y) = s(x+y).

Aus der Funktionalgleichung fiir die Funktion s folgt nun fiir jede natiirli-
che Zahln > 1

1\ 2
s <n+2> =s(2n+1) =221
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Daraus folgt s (n + é) = +2"/2. Um zu zeigen, dass nur das Pluszeichen
in Frage kommt, beweisen wir, dass

s(x) >0 fiirallex > 1.

Seix > 1festund k € Nso,dass k <x<k-+1.Da
X X x\x—n
=1 d =
(0) un <n+1> (n)n+l
X
<>>0 fiir alle n < k,
n

x x
>0, <0
<k+2m+1>* (k+2m—|—2>

und nach Aufgabe 1 B ist

X n X . x+1 -
k+2m+1 k+2m+2) \k+2m+2)~

fiir alle m € N. Daraus ergibt sich

X
> 0.
$() = nz;)< > + Z { (k—|—2m+ 1) + <k+2m+2>}

Wir haben also bewiesen

1 n

s|n+ =2"/2.

2

Insbesondere hat man fiir /2 die Reihenentwicklung

wzzéi(’%)

n=0

folgt

Bemerkung: Es wird in An. 1, §22, bewiesen, dass die Reihe
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sogar fiir alle x > 0 absolut konvergiert und fiir x > —1 noch im gewohn-
lichen Sinn konvergiert. Fiir alle x > —1 gilt

s(x) =2%

Die allgemeine Potenz @* fiir nichtganzes x wird in An. 1, §12, ein-
gefiihrt.

Aufgabe 8 B. Dic Reihe ¥ (JL)] konvergiert nach dem Leibnizschen Kon-

vergenzkriterium, da ! eine monoton fallende Nullfolge ist. Das
Vil neN &
Cauchy—Produkt Y, c, hat die Terme

n (_l)nfk (—l)k n 1

c":g:wn—kﬂ k1 (_1)1126 Vin—k+Dk+1)

Firk=0,...,n gilt
(n—k4+1)(k+1) < (n+1)%

also
1 1
> .
Vin—k+1)(k+1) n+l
Daraus folgt

1
1 =1
ol >+ 1), |

Daher konvergiert die Reihe Y, ¢, nicht.
Aufgabe 8 E. Es ist
M = {2%5" .k, 0 e N}

Wir setzen
My :={neM:n<N}

und
M©) = {2k50 0 <kt <5}

Nach Definition ist
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Zu jedem N € N existiert ein s € N, so dass
My c MY,
Umgekehrt existiert zu jedem s € N ein N’ € N, so dass
MY c My

Da alle Reihenglieder positiv sind, folgt daraus

lim Y L tim Y

Noenemy T e "
Nun ist
S =3 = (2,)(25)
oo ko2 NE 2 NSS!
und deshalb
1 o | | 1 1 5 5
s (5 )(EL) - N eSS
ST neM® k:02k 2:056 1—; 1—; 4 2

§9 Punktmengen

Aufgabe 9 A.

a) Es sei M, die Menge aller endlichen Teilmengen A C N mit
x<n firallexecA.

Offenbar ist M, endlich und fiir die Menge M aller endlichen Teilmen-
gen von N gilt

M =M,
n=0
Als abzihlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen ist M abzihlbar, q.e.d.

b) Wire die Menge aller Teilmengen von N abzihlbar, so gibe es eine Folge
(Aj)nen von Teilmengen A, C N, so dass jede Teilmenge von N gleich
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einer der Mengen A, ist. Wir werden aber jetzt eine Teilmenge A C N
konstruieren, fiir die das nicht zutrifft. Sei

B:={neN:n¢A,}.

Angenommen, es gibt ein k € N, so dass B = Aj;. Wir betrachten nun
das spezielle Element k € N. Falls k € Ay, gilt nach Definition k ¢ B,
was nicht sein kann, da B = Ay. Falls aber k ¢ Ay, ist k € B, was ebenso
unmoglich ist. Daher ist die Annahme falsch; die Menge B kann nicht
in der Folge (A,) vorkommen. Damit ist bewiesen, dass die Menge aller
Teilmengen von N iiberabzdhlbar ist.

Aufgabe 9 B. Wir beweisen nur die Formel limsupa, = supH, da die Formel
fiir liminf ganz analog bewiesen werden kann. Nach Definition ist

A := lim supa, = lim A,,
n—oo

n—oo

wobei
Ap =sup{ay : k>n}.

Da die Folge (a,),en beschrinkt ist, gilt A, € R fiir allen € Nund A € R. Wir
beweisen nun

(D AcH,
2) a<A firalleacH.

Beweis von (1). Da H die Menge aller Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen
der Folge (a,)nen ist, geniigt es zu zeigen, dass zu jedem N € N und € > 0 ein
n > N existiert, so dass

la, —A| <e.

Da lim A, = A, finden wir zunédchst ein m > N, so dass

Nn—o0

€
|[Am—A| < 5
Nach Definition von A,, gibt es ein n > m, so dass
€
lan —Am| < 5

Daraus folgt n > N und |a, — A| < &. O
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Beweis von (2). Sei a € H, dann ist a Limes einer gewissen Teilfolge (ay, )ren
von (ay,)nen. Nach Definition gilt A,, > a,, . Daraus folgt

A= lim An = lim Ank 2 khm a”k =d.

N—s00 k—so0

Damit ist (2) bewiesen. a

Aus (1) und (2) folgt unmittelbar

A =supH.

Aufgabe 9 C.

I) Falls (a,),en gegen a konvergiert, so ist die Folge beschriinkt und fiir die
Menge H ihrer Haufungspunkte gilt H = {a}. Daher gilt nach Aufgabe
9A

limsupa, = supH = a = infH = liminfa,.
II) Sei nun umgekehrt vorausgesetzt, dass
limsupa, = liminfa, =a € R.
Setzen wir
Ap:=sup{ay : k>n}, o,:=inf{a, : k>n}

so gilt also
limA, = lim o, = a.

n—o0 n—o0
Zu vorgegebenen € > 0 existiert daher ein N € N, so dass
|Ay —a| <€ und |ow—al<e.
Nach Definition von Ay und oy gilt

oy <a, <Ay firallen>N.

Daraus folgt |a, —a| < € fiir alle n > N.
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Aufgabe 9 E. Sei r € R vorgegeben. Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 sei
M, = {aEM Ta> r}.
n

Es gilt
M= JM,.
n>1
Wiire jede Menge M, endlich, so wire M abzihlbar, was der Voraussetzung wi-
derspricht. Es gibt also ein n > 1, so dass M,, unendlich viele Elemente enthélt.
Wihlen wir nun paarweise verschiedene ay,...,a, € M,, so folgt

ar+...+a,>r

Aufgabe 9 F.

a) Sei 6 = limsup \”/|an| < 1. Wir wihlen ein » mit © < r < 1. Aus der Charak-

n—oo

terisierung des Limes superior (An. 1, §9, Satz 4) folgt, dass
Yay| < r fiiralle n > ng
(ng € N geeignet). Also ist

lan| < r*  fiir n > no.

=3

Da die geometrische Reihe 37, " konvergiert, folgt aus dem Majoranten-
Kriterium, dass die Reihe Y, a, absolut konvergiert.

b) Falls 8 = limsup {'/ |an| > 1, gibt es nach der Charakterisierung des Limes

n—oo

superior unendlich viele Indizes n; € N, so dass
tf]an] > 1 fiiralle £,

also auch |a,, | > 1. Deshalb konvergiert die Folge (a,),cn nicht gegen 0, also
divergiert die Reihe Y," ( ay,.

c) Die Reihe ¥ (1/n) divergiert, die Reihe 37, (1/n?) konvergiert. In bei-
den Fillen ist
0 = limsup /|a,| = 1,

n—oo

da lim /n = 1, vgl. Aufgabe 6 G.

n—o0
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Aufgabe 9 H. Wir behandeln hier nur Teil i) und ii).

i) Eine bijektive Abbildung N~ {0} — N wird gegeben durch n +— n — 1.
Deshalb ist folgende Abbildung ¢; : R* — R bijektiv:

(x) = X, fallsx e R\ N,
P = 02— 1, fallsxe N~ {0}.

ii) Sei éZ =7ZU (é +Z) C R die Menge aller ganzen und halbganzen Zahlen.
Die folgende Abbildung ist bijektiv:

1 1 1 1
2Tl — 372, S+nr,-n

Deshalb ist auch die wie folgt definierte Abbildung @, : R \Z — R bijektiv:

X, fallsx e R~ ;Z,

§2(x) := { 1

,n, fallsx= ;—i—ne ;—}—Z.

§ 10 Funktionen, Stetigkeit

Aufgabe 10 A. Sei N € N. Nach An. 1, §10, Satz 1 und Beispiel (10.18) sind
die Funktionen x — nx und x — 1 + |nx| auf R stetig, also auch die Funktion

nx

X gn(x) = 1+ \nx\ 5

da der Nenner nirgends verschwindet. Fiir n > 1 erhélt man

X
gn(x) = | .
n T 1Al
Also gilt fiir x # 0
lim g, (x) = x [ 1, fallsx>0,
o 81 |x| T —1, fallsx < 0.

Fiir alle n € N ist g,(0) = 0, also

lim g,(0) =0.

Nn—o0
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840 810 &5

Bild 10.1

Es ist g(x) := lim g,(x) also fiir alle x € R definiert. In jedem Punkt a # 0 ist
Nn—oo
g stetig, da
lim g(x) = g(a).
Im Nullpunkt ist g aber nicht stetig, da

1img<’l1> =1+g(0)=0.

n—oo

Wir haben also hier eine Folge stetiger Funktionen, die gegen eine unstetige
Funktion konvergiert, vgl. Bild 10.1.

Bemerkung: In An. 1, §21, wird das Problem behandelt, wann der Limes einer
Folge stetiger Funktionen wieder stetig ist.

Aufgabe 10 B. Fiir zwei reelle Zahlen a, b gilt
1
max(a,b) = 2(a+b+ la—b|),
. 1
min(a,b) = (a+b—la—bl)

wie man durch Fallunterscheidung a > b bzw. a < b zeigt (vgl. Aufgabe 3 H).
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Deshalb gilt
1
o=, (f+g+lr—sl),

1
W=20+g—v—ﬂ)

Sind f, g stetig auf D, so sind auch die Funktionen f+ g und f — g stetig. Daher
ist auch die Funktion | f — g| stetig (An. 1, Beispiel (10.18)). Daraus folgt die
Stetigkeit von ¢ und .

Aufgabe 10 E. Sei x € Q und (x,),en eine Folge rationaler Zahlen, die gegen
x konvergiert. Fiir € := |x — /2| > 0 gibt es ein N € N, so dass |x, — x| < ¢ fiir
alle n > N. Falls x > v/2, ist x;, > /2 fiir alle n > N, also

lim f(x,) = 1= f(x).
Analog erhilt man: Falls x < V2, ist x, < V2 fiir alle n > N, also
lim () =0 = f(x).

Bemerkung: Natiirlich kann man die Funktion f in keiner Weise so auf ganz R
fortsetzen, dass sie auch im Punkt v/2 € R stetig wird.

Aufgabe 10 F. Sei eine irrationale Zahl a €]0, 1] und ein € > 0 vorgegeben. Es
ist zu zeigen, dass ein & > 0 existiert, so dass

If(x) = fla)] = f(x) <e

fiir alle x €]0, 1] mit |x —a| < &. Sei s > 1 eine natiirliche Zahl mit ! < e. Sei
M; die folgende (endliche) Menge aller rationalen Zahlen

m
MS:{ :m,nENmitlgmgngs}.
n
Da a irrational ist, ist
§:=min{|y—a| : y e M} >0.

Fiir jedes x €]0, 1] mit |x —a| < 8 gilt jetzt f(x) = 0, falls x irrational ist, oder
flx) = ; mit ¢ > s, falls x rational ist. Daher ist

If(x) = fla)] <e.
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§ 11 Siitze iiber stetige Funktionen

Aufgabe 11 A. Sei f : [a,b] — R definiert durch

Dann ist die Funktion f stetig. Nach Voraussetzung ist F (a) > a und F(b) < b,
also f(a) > 0und f(b) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein xo € [a, ]
mit f(xp) = 0, also F(xp) = xo.

Aufgabe 11 B.

a) Wir behandeln zunichst die Funktion sqrt. Sei € > 0 vorgegeben. Da die
Funktion sqrt | [0, 1] nach An. 1, §11, Satz 4, gleichmiBig stetig ist, gibt
es ein 6; > 0, so dass

[Vx—+/y| <e firallex,y€[0,1] mit|x—y| <8§;.
Setzte  := min(d;,€). Dann gilt
|[vVx—+/y| <e fiirallex,y€ Ry mit |x—y| <38.

Falls ndmlich x, y € [0, 1], folgt dies aus der obigen Abschitzung; an-
dernfalls ist x > 1 oder y > 1, also

Va= W < [V Ve =yl =[x -y <8 <e.
b) Um zu beweisen, dass die Funktion
fiR, — R, f(x):=x%

nicht gleichmiRig stetig ist, zeigen wir, dass es zu € = 1 kein & > 0 gibt,
so dass

(€))] |[f(x)=f(y)| <1 fiirallex,y€ Ry mit |x—y| <3d.
Sei z.B. x:= é, yi=x-+ g’ Dann ist
2
@)= fO) = =P =145 21,
aber |x —y| < 8. Also ist die Bedingung (1) fiir kein & > 0 erfiillbar.
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Aufgabe 11 C.

b)

c)

a)

Sei 0 < 8 < &, dann gilt
[x—¥X| <= x—x| <¥.

Aus der Definition des Stetigkeitsmoduls folgt unmittelbar, dass

0/(5) < wy(¥),
Seien 8, & € R und x, x’ € [a,b] mit

x—x|<8+7.
Dann gibt es einen Zwischenpunkt & € [a, b] mit

[x—& <& und |E—-¥|<¥.

Daraus folgt

[f(x) = F)| = |f(x) = FE) + F(§) — F(x)]
|f(x) = FE)+1£(&) — f(¥)]
o7 (8) +ws(d).

INIA

Nach Ubergang zum Supremum erhilt man
0r(8+8) < wr(8) + s ().
Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f (vgl. An. 1, §11, Satz 4) gibt
es zu vorgegebenen € > 0 ein 6 > 0, so dass
0r(d) <e firalled <3.
Daraus folgt éin(l) ®5(8) =0, d.h. oy istim Nullpunkt stetig. Fiir beliebige
8o, 0 € R gilt nach c)
|07(8) — 0 (80)| < @f (|5 —8ol),
also

lim @ (8) =
Jim oy (8) = wy(8o),

d.h. oy ist im Punkt §y stetig.
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Aufgabe 11 D.

a) Falls ]i{r(l) f(x) existiert, kann f zu einer stetigen Funktion auf dem abge-
X

schlossenen Intervall [0, 1] fortgesetzt werden, die nach An. 1, §11, Satz
4, dort gleichmiBig stetig ist. Also ist erst recht f auf ]0, 1] gleichmiBig
stetig.

b) Sei jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass f :]0,1] — R gleichméBig stetig
ist. Wir miissen zeigen, dass li\rr(l) f(x) existiert.
X

i)

ii)

Wir zeigen zunichst, dass f beschrinkt ist. Wegen der gleichmifi-
gen Stetigkeit gibt es zu € = 1 ein & > 0, so dass

[fx) —f() <1

fiir alle x,x” € ]0,1] mit |x —x'| < 8. Sei xp := min(§,1). Dann gilt
fiir alle x mit 0 < x < xo

[f(x) = f(xo)| <1, also [f(x)] <1+|f(x0)l,

d.h. f ist beschriinkt auf |0, xo] und auch auf dem kompakten Inter-
vall [x, 1], also auf ganz ]0, 1].

Sei x, €]0,1], n € N, irgend eine Folge mit limx, = 0. Da die Fol-
ge (f(xn))nen beschrinkt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano-
Weierstraf} eine Teilfolge (f(xy,)), die gegen eine reelle Zahl ¢ kon-
vergiert. Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir die
Teilfolge wieder mit (x,). Wir haben also

limx, =0 und limf(x,)=c.

Wir zeigen jetzt, dass fiir jede Folge &, €10, 1], n € N, mitlim&,, =0
ebenfalls gilt lim f(&,) = c.
Sei dazu € > 0 vorgegeben. Wegen lim f(x,,) = ¢ gibtes ein Ny € N
mit e

|f(xn) —c] < 5 fiir alle n > Nj.

Da f gleichmiBig stetig ist, gibt es auBerdem ein & > 0 mit

)~ W) < 5
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fiir alle x,x” €]0, 1] mit |x — x| < 3. Wegen limx,, = lim¢&, = 0 gibt
es ein N, € N mit

X, <8 und &, <8 firallen>N,.

Fiir n > N := max (N, Nz) folgt dann wegen |E, — x,| < &

(&) = el < 1 (&) = )| + £ ) — ] < +

Damit ist gezeigt lim f(&,) = ¢, g.e.d.

Aufgabe 11 F.

a) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion tiber r.

Induktionsanfang: r = 1.

In diesem Fall ist @ : [a,b] — R affin-linear, die Behauptung also trivial.
Induktionsschritt: r — r+ 1.

Sei @ stiickweise linear bzgl. der Unterteilunga =19 <t < ... <t, <t.41 =>b.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Funktion ¢; der Gestalt

r—1
Q1(x) = o +Brx+ Y, ¢jlx—1l,
j=

so dass @y (x) = @(x) fiir alle x € [a,?,]. Die Differenz y := @ — @, ist stetig und
es gilt

v|la,t] =0,

y(x) =v(x—1,) firalle x € [t,,D],

mit einer gewissen Konstanten y € R. Dann gilt
y(x) = Jx—t[ =3 (x—1) firallex € [a,b].

Daraus folgt
O(x) = @1(x) +W(x) = o+ Pr+ Y cilx — il
k=1

mit o= 0o — gtr, B:=PB1+ ;{ und ¢, := ;{ Damit ist der Induktionsschritt
bewiesen.



116 Losungen

b) Wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von f gibt es zu € > 0 ein § > 0, so dass
If(x) = f(X)| <e fiiralle x, ¥ € [a,b] mit |x—| <8.

Seia=1ty <t <...<t—1 <t =D eine Unterteilung des Intervalls [a,b], so
dass
ltre1 — 1| <& firk=0,...,r.

Sei nun @ € PL[a,b] die stiickweise lineare Funktion, deren Graph der Poly-
gonzug ist, der die Punkte (#, f(#)), 0 < k < r, verbindet.

Behauptung. | f(x) — ¢(x)| < e fiir alle x € [a, D).

Beweis hierfiir. Zu jedem x € [a,b] gibt es ein k mit x € [ty,fy1]. Sei My :=
sup{f(x) : x € [tg,tx+1]}. Dann gilt

([t tir1]) € My — &, My

und ebenfalls
(p([tk7tk+l]) - [Mk _8>Mk}

Daraus folgt
If(x)—o(x)| <e qed

§ 12 Logarithmus und allgemeine Potenz

Aufgabe 12 C.
a) Wir zeigen zunichst, dass die Funktion
sinh:R — R, sinhx= ;(ex —e ),
streng monoton wachst. Aus x < y folgt ndmlich
ef<e und —e < —e?,
also

1 o1
S —e) <

Daraus folgt (nach An. 1, §12, Satz 1), dass sinh fiir jedes R > 0 das
Intervall [—R, R] bijektiv auf das Intervall [—sinhR, sinhR] abbildet. Da

e —e).

lim sinhx = oo,

X—00
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bildet sinh ganz R bijektiv auf R ab. Zur Berechnung von y := Ar sinh x
gehen wir aus von der Definitionsgleichung

sinhy = x,

d.h.

e —e™ =2x.
Mit u := ¢” erhélt man daraus # > 0 und
u— =2x.
u
Auflosung dieser quadratischen Gleichung fiir u ergibt
u=x+vx2+1

wegen der Nebenbedingung u > 0. Daraus folgt
y=logu =log (x+ Va4 1) .
b) Die strenge Monotonie der Funktion
1 X —X
cosh:R— R, coshx= 2(e +e ),

auf dem Intervall [0, kann wie folgt gezeigt werden: Sei 0 < x < y.
Dann gilt

| I
coshy — coshx = 2(ey — eV —e™)

= @1 - ) >0

da e ¥ < ¢° = 1. Die restlichen Behauptungen werden analog zu Teil
a) bewiesen.
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Aufgabe 12 G.

a) Nach Definition ist x* = ¢*1°¢% Nach An. 1, §12, Beispiel (12.6), hat man

lim (xlogx) = 0.
Xl{%(x 0gx)

Also gilt wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion

limx" = lim &1°2¥ = 0 = 1.

N0 \0

b) Firn > 1ist
1

Y =n'/" = .
v (1/m)'/"

Aus Teil a) folgt

1 1/n
lim ( ) = limx* = 1.
n—eo \ N N\0

Daraus folgt die Behauptung.

Aufgabe 12 H. Mit Induktion zeigt man, dass

Xp = a* " firallen € N,
also
B aZ*Il o 1
Yn = 2-n
Mit h, :=2""1oga ergibt sich
e —1
Yn = h, IOgCl.

Da igl(l) gx;l =1, vgl. An. 1, Beispiel (12.7), folgt

lim y, =loga.

n—oo
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Aufgabe 12 1.

a) Zunichst beweist man durch Induktion, dass
- n2) 2 N
n=2
fiir alle N € N mit N > 2. Daraus folgt
N 1 1 1 1
1 1— =1 1 =1 1 —log2.
(1) =on (o (1)) e (1) v
Wegen der Stetigkeit des Logarithmus ist
. 1
A%lgzolog<l+N> =logl =0,
also konvergiert ¥, , log (1 — nlz> gegen —log?2.

b) Da

fiir alle n € N mit n > 2 folgt

1 1
O<log<1+ 2><710g(1— 2).
n n

Dabher ist die Reihe — 3" ,log (1 — n12> eine Majorante fiir die Reihe
Yoo log (1 + nlz) , die deshalb konvergiert.

Aufgabe 12 J. Wir verwenden das Reihenverdichtungskriterium aus Aufgabe
7 K. Mit

1 1
a, = , by:= , firallene Nmitn>2
nlogn n(logn)
wird
2k ! 2*p ! fiir alle k € N mitk > 1
a = . = .
27 klog2’ 27 k2(1og2)? =

Da ¥, ,l{ divergiert und Y7, klz konvergiert, folgt die Behauptung.
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Aufgabe 12 K.

a) Die stetigen Losungen der Funktionalgleichung

b)

f+y) = f()+ ()
haben die Gestalt f(x) = ax mita € R.

Beweis: Zunichst ist klar, dass die Funktion x — ax der Funktionalglei-
chung geniigt. Sei umgekehrt f : R — R eine stetige Funktion, die der
Funktionalgleichung gentigt. Wir setzen

a:=f(1).
Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 folgt aus der Funktionalgleichung
f(nx) =nf(x),
insbesondere f(n) = na. Aus der Funktionalgleichung folgt auferdem
f(0)=0

und
f(—=x)=—f(x) firallex€eR.

Daher gilt f(nx) =nf(x) fiir alle n € Z. Sei 2 €Q,p,q€Z,q#0.Dann

N pa:f(p)=f(q-l;>=qf(5),

()2
q q

Also gilt f(x) = f(1)x = ax fiir alle x € Q. Aus der Stetigkeit von f folgt,
dass f(x) = ax fiir alle x € R. Denn sei x € R beliebig und (x,),cn eine
Folge rationaler Zahlen, die gegen x konvergiert, dann gilt

d.h.

fa)=f (lim x,,) = lim f(x,) = lim ax, = a lim x, = ax.

n—oo N—00
Die stetigen Losungen g : R}, — R der Funktionalgleichung

8(xy) = g(x) +¢(y)
haben die Gestalt g(x) = alogx mita € R.
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9

Beweis: Wir betrachten die zusammengesetzte Funktion
fi=goexp, RZBR: £, R
Diese Funktion gentigt dann der Funktionalgleichung

fx+y)=fx)+f(»)

aus Teil a). Es gibt also ein a € R, so dass f(y) = ay fiir alle y € R. Fiir
x > 0 ist deshalb

g(x) = f(logx) = alogx.
Die stetigen Losungen £ : R}, — R der Funktionalgleichung
h(xy) = h(x)h(y)
bestehen aus der Nullfunktion und den Funktionen der Gestalt

h(x) =x* mita €R.

Beweis: Wegen h(x) = h(y/x\/x) = h(,/x)? gilt h(x) > O fiir alle x € R
Falls ein xp € R? existiert mit 2(xg) = 0, so folgt

h(x)=nh ( * ) h(xo) =0 firallex e RY.
X0

Wir konnen also annehmen, dass /(x) > 0 fiir alle x > 0. Wir betrachten
nun die zusammengesetzte Funktion

g:=logoh, RY LRy 5 R,
Die Funktion g geniigt dann der Funktionalgleichung g(xy) = g(x) +g(y)
aus Teil b). Es gibt deshalb ein a € R mit g(x) = alogx fiir alle x > 0.

Daraus folgt
h(x) = €81 = @logx — ya.

Bemerkung: Ahnlich wie wir hier die Losung der Funktionalgleichungen
b) und c) auf die Funktionalgleichung a) zuriickgefiihrt haben, kann man
die Funktionalgleichung a) auf die Funktionalgleichung

F(x+y)=F(x)F(y)

aus An. 1, §12, Satz 6, zuriickfithren und umgekehrt.
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§ 13 Die Exponentialfunktion im Komplexen

Aufgabe 13 A.

a) Wir zeigen zunichst: Besitzt die Gleichung 7> = ¢ eine Losung z =, so
besitzt sie genau zwei Losungen, ndmlich z = § und z = —&.
Beweis: Es ist £2 = c, also
2=c 2=g
= (z-§)(z+§) =0
<= z=~&oderz=-E&.

b) Da fiir jede komplexe Zahl ¢ gilt

[Re(e)| <],

£ \/|c\+§e<c>7 Lo wc\_;ze(c)

wohldefinierte reelle Zahlen. Fiir

E:=81+i&

sind

folgt

& =&l & +2iE1E,
_|e|+Re(c) |c|—Re(c) . [lc|* —Re(c)?
= ) - ) +216\/ 4

- OO

= Re(c) +ioy/Im(c)?
= Re(c) +ilm(c) =c.

Also ist & eine Losung der Gleichung 72 = c.

Aufgabe 13 C. Der Betrag |1 — z| bedeutet den Abstand des Punktes z von 1,
der Betrag |1+z| = | — 1 — z| bedeutet den Abstand des Punktes z von —1. Also
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besteht die Menge M aus allen Punkten z der Gauf3schen Zahlenebene, die von
—1 nicht weiter entfernt sind, als von +1, d.h. aus der linken Halbebene

H:={z€C : Re(z) <0}.

Diese heuristische Uberlegung kann (muss) man durch folgenden exakten Be-
weis rechtfertigen: Fiir ein z = x+ iy, x, y € R, gilt
zeEMy <= |1—z*>|1+z

= (1-x)2 4y > (1+x)7+)°

— (1-x)?>(1+x)?

— —2x>2

<— x<0

< zE€H.
M, ist die Menge aller Punkte, die von i und von —i den Abstand v/2 haben.

Man erhilt
M, = {_17 1}7

denn fiir ein z = x+iy, x, y € R, gilt
TEMy = |z—i*=|z+i]*=2
<=>x2+(y71)2:x2+(y+1)2:2
— y=0 und x*+1=2
<= z=-—1 oder z=1.

Aufgabe 13 E. Wir beweisen zunichst folgenden

Hilfssatz: Ist ¥, ;= max aw> , S0 gilt
f Yn i,jE{l,....,k}| 1] ‘ g

Yo <KW fiirallen > 1.

Beweis (durch Induktion nach n).
Induktionsanfang: n = 1. Trivial.
Induktionsschritt: n — n+ 1.

Es gilt fiiralle i, j € {1,...,k}
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also

) v)
a§j+l)| <kyy < kk"71ﬂ71 :kn"/qurl.

Somit ist der Hilfssatz bewiesen. O

a) Es ist zu zeigen, dass fiir jedes Paar (i, j) € {1,...,k}* die Reihe

= "

n=1

konvergiert, wobei

5 — 1, fallsi=j,
Y0, fallsi #

das Kronecker—Symbol ist. Nach dem eingangs bewiesenen Hilfssatz gilt
nun

=

IA
N

somit konvergiert die Reihe ¥, nl! al(;') nach dem Majorantenkriterium
(absolut).

b) Um den Beweis wie fiir die Funktionalgleichung der gewohnlichen Ex-
ponentialfunktion fiihren zu kdnnen (An. 1, §8, Satz 4), bendtigen wir
den binomischen Lehrsatz fiir Matrizen: Sind A, B € M(k x k,C) zwei
Matrizen mit AB = BA, so gilt fiirallen € N

(A—i—B)nz 2 <U)An—mBm.
m=0 m

Dies beweist man durch Induktion wie in An. 1, §1, Satz 5, da man wegen
AB = BA mit den Matrizen A, B genauso rechnen kann, wie im Beweis
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jenes Satzes mit den Zahlen x, y. (Fiir Matrizen A, B mit AB # BA gilt
der binomische Lehrsatz i.Allg. nicht.) Daraus folgt

2 i <n>Anmem
n=0""" m=0 \'"
N n
— z An—mpm
n=0m=0 n m 'm'

At Bm

Noq

>

n=0

A+By

o
n+mSNn. m!

Man zeigt jetzt dhnlich wie in An. 1, §8, Satz 3, dass

A" Bm N AN N B"
lim 3 o =lm (> f{Y ]
N—eo A= ynl ml Noeo \ =)l =y m!

Daraus folgt
exp(A + B) = exp(A) exp(B).
§ 14 Trigonometrische Funktionen

Aufgabe 14 A.

a) Esgiltfirallek € {1,...,n}

-k ck—1
|A/(€ﬂ) _AI((”J” = lefn* —pf'n ¥
:2k—1 : e
= el m X (gl;n —eil2¥n)‘
é’x _é’x
exm —e X
= = Z‘Sin
2i 2nl’
also
n
_ (n) (n) | _ X
Ln—z A=A | =2n s1n2n .
k=1

b) Die zu beweisende Formel ist trivial fiir x = 0. Wir konnen also x # 0
voraussetzen. Es gilt

H X
x sin
2nsin . =x- X2”
2n 5
n



126 Losungen

Da lim Smh = 1 nach An. 1, §14, Corollar zu Satz 5, folgt

h—0
lim (2n sin ) =X.
n—o0 2n
Die Aufgabe 146t sich geometrisch wie folgt interpretieren:
(1) 4 (n) (n)

Die Polygonziige Ay A" ---A;~ schmiegen sich fiir n — eo immer
mehr dem Kreisbogen ¢t — e, 0 <t < x, (bzw. x <t <0, falls x < 0),
an; nach Teil b) konvergieren ihre Lingen L, gegen |x|. Man kann also x
als die orientierte Linge dieses Kreisbogens deuten.

Aufgabe 14 B.

a) Wir behandeln zunchst den Fall x = 7. Da sinx = cos (5 —x), folgt

. T b4
sin = cos
4 4

cos? (Z) + sin? (Z) =1,

also cos? (Z) = ; Da der Cosinus im Intervall [07 725 [ positiv ist, folgt

Andererseits ist

T 1 V2
cos = = =sin
4 2 2 4
und
tan =1

b) Fiir den Fall x = T setzen wir

Da
0=2+1=(z+1)(F—z+1)

folgt, da z # —1,

1
2—z+1 =0, alsoz4+ =1.
z
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c)

127

Da aber
1 it T T
z+ =¢é€3+e '3 =2cos _,
z 3
erhilt man .
cos = 5
und weiter y
T 3 b
i = t =V3.
sin 3 5 an 3 V'
Nun ist
sin‘lt—cosn—1 und cosn—sinn—\/3
6 3 2 6 3 27
also
R V3
6 V3 3
Zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen an der Stelle x = £

setzen wir

T
z:=¢'s.

Aus 2° = ™ = —1 folgt

0=24+1=0+ ) -2+ —z+1).

Wegen z # —1 ergibt sich

AP+ —z+1 =0,

und 1 1
Z-z+1- + , =0.
z 0z

Substituieren wir hierin
1 : _; T
ui=z+ =é's+e 5 =2cos_ > 0,
Z 5
erhalten wir
wW—u—1=0.

Diese quadratische Gleichung hat die Losungen

1 11
— a1+ = (1£V5).
) \/+4 y1£V5)
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In unserem Fall kommt nur die positive Losung in Frage, d.h.

n_u_l—i—\/S

557, 4

Daraus ergibt sich

sin:: \/1—0052 (7;) _\/5_8\/5’
tan;t: \/5—2\/5.

Bemerkung: Dass die Winkelfunktionen von ’St sich allein mit Hilfe von
Quadratwurzeln ausdriicken lassen, hidngt damit zusammen, dass sich
das regelméBige Zehneck mit Zirkel und Lineal konstruieren lédsst. Die
Seitenlidnge des dem Einheitskreis einbeschriebenen regelmifigen n—
Ecks betrigt

. T
Sy =2sin
n

vgl. Bild 14.1, speziell ist s19 = 2sin ITE). Zur Berechnung verwenden wir

0T
s,

0 } 1 Bild 14.1

die Formel
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M

Bild 14.2

Es ergibt sich

6—2v5 5—1
s10=2sin11:):\/22cos15t:\/ 4\/ :\/2 .

Diese GroBe kann man wie folgt konstruieren, vgl. Bild 14.2. OAM ist
ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seitenldngen OA = 1 und OM = é

Nach dem Satz des Pythagoras ist dann AM = \és' Der Punkt P auf der
Strecke AM wird so konstruiert, dass MO = MP. Dann ist
V5ol

AP = ) —2:S10.

Das allgemeine Problem, welche regelméfige n—Ecke mit Zirkel und Li-
neal konstruiert werden konnen, ist von C.F. Gauf} gelost worden. (Ins-
besondere ist das regelmiBige Siebzehneck konstruierbar, nicht aber das
regelmifige Siebeneck.) Vgl. dazu

G. Fischer: Lehrbuch der Algebra. Vieweg 2008, Kap. III, §6.

Aufgabe 14 C. Es gilt

3

cos’x = (eix+e’i")3

Six | -3y 4 3
(€™ +e™) +

o (eix+€—ix)

N~ =00 =00 =

cos(3x) + i COsX.
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Bemerkungen:

a)

b)

Mit oo = 3x wird aus der Formel
3
4 (cos 0() —3cos « = CcosO..
3 3

Die Dreiteilung eines Winkels o ist also mit der Losung der Gleichung
3. Grades
413 — 3t = cos

dquivalent. Durch Betrachtung dieser Gleichung kann man zeigen, dass
fiir einen allgemeinen Winkel o die Dreiteilung mit Zirkel und Lineal
unmoglich ist, vgl. dazu die in Aufgabe 14 B zitierten Biicher iiber Al-
gebra.

Die oben bewiesene Formel lidsst sich auch dazu benutzen, um gewis-
se Gleichungen 3. Grades mit Hilfe von trigonometrischen Funktionen
zu l6sen. Die allgemeine Gleichung 3. Grades kann man stets so trans-
formieren, dass der Koeffizient von x> verschwindet. Wir schreiben die
Gleichung in der Gestalt

(1) ¥ —3ax=b

und machen folgende Annahmen:

2 a,bcR
3) a>0,
“4) b < 4d’.

Dies bedeutet, dass b zwischen dem Maximum und dem Minimum der
Funktion x — x> — 3ax liegt, vgl. Bild 14.3.

Mit der Substitution x = ct wird aus der Gleichung (1)

413—3-121 = 1”37
Setzt man ¢ := 24/a, so erhilt man
483 —3r=u
mit b
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y=x3—3ax

[N L]

—Va X

Bild 14.3

Nach Voraussetzung (4) ist |u| < 1, es gibt also ein o € [0, 7] mit u =
cos o Die Gleichung 413 — 3¢ = u hat dann die 16sungen

o+ 2k
tx = cos +3 n,k:O,l,Z.

Man iiberlegt sich leicht, dass g, 1, , untereinander verschieden sind,
aufler fiir u = 1. Firu = £1 giltto # t; = 1.

Aufgabe 14 D. Aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus folgt
cos(a+B) 4 cos(a.— P) = 2cosocosP.
Setzt man darin o0 = nt, B = ¢, erhilt man
cos(n—+ 1)r =2cosntcost —cos(n—1)t.
Mit x := cost wird daraus
Tot1(x) = 2xT, (x) — Ty—1 (x).

Da Ty(x) = 1 und Tj(x) = x, erhilt man daraus durch Induktion, dass 7, ein
Polynom n—ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten ist.
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Aufgabe 14 E. Fiirx € R~ {nn/2:n € Z} ist sinx # 0, sin2x # 0 und cosx #
0, also sind cotx, cot2x und tanx definiert. Mit der Verdoppelungsformel aus
An. 1, §14, Satz 3 folgt

2c082x  cos?x—sin®x cosx  sinx

2cot2x = = = =
sin2x sinxcosx sinx  cosx

= cotx —tanx, q.e.d.

Aufgabe 14 G. Aus der Voraussetzung tiber x folgt, dass u = tan} wohldefi-

niert ist. Mit
i3

z.:=e€
wird
1 .zfz_l
i z+z7V
und
b = (z+z 12 —(z—-z"? 4
(z+z71)2 (z+z7 12
also
2u 1 _ _
e = 2@ et
1
= 2.(z2—z72) = sinx.
l

Die Formel fiir cosx beweist man analog.
Bemerkung: Mit Hilfe der Formeln
1—u? 2u

sinx =

O e 1+

fiir u = tan § lassen sich alle rationalen Losungen (§,1) € Q? der Gleichung

(1) g +n?=1

bestimmen. Zu jeder Losung (&,1) € R? von (1) gibt es nimlich ein x € R, so
dass
E=cosx, m=sinx.
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Mit u = tan} wird dann

1—u? 2u
2 = =

woraus folgt

U= 1;‘3 falls 1) 0.

Daher gilt (§,m) € Q? genau dann, wenn u € Q. Daher gibt (2) eine Parame-
terdarstellung fiir die rationalen Losungen von (1) (mit Ausnahme der Losung
(—1,0), fiir die tan  nicht definiert ist.)

Durch die Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner erhilt man daraus
alle ,,pythagoridischen Tripel“, d.h. Tripel ganzer Zahlen p, g, r, die der Glei-
chung

genligen.

Aufgabe 14 H. Aus Aufgabe 14 G folgt

2tan (¢
tano, = (22 )a
1 —tan? (%)
und daraus
o tan o . -
tan fiir o] < 7.

2 1+V14anla
Wir setzen u = arctanx, d.h. x = tanu. Aus der Rekursionsformel

Xn

Xptl =
1422

ergibt sich durch Induktion

u
X, = tan on’

Aus An. 1, Corollar zu §14, Satz 5, folgt

limtanh—lim sinh 1 _
h—0 h  h-0\ h cosh)

Daraus folgt fiir alle u € R
tan(uh)

lim =u
h—0 h
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Also ist

. . tan(27"u
lim 2"x, = lim ( ) =y = arctanx.

Nn—oco n—so0 2_

Aufgabe 14 J. Sei

10 0 -1
E.—<01> und I.—(1 0).

Man beweist leicht durch Induktion

fiir alle k € N. Nun ist

ew ({7 ) =exnn =3 1= (i) a2

n=0"""
mit .
an(t) =an(t) =, 1) e cost,
= (2k)!
o (D% s
ax (t) = —ain(t) = t = sint.
IZZ) (2k+1)‘

§ 15 Differentiation

Aufgabe 15 A. Wir behandeln als Beispiel nur die Funktion fj. Die Losung
wird besonders einfach, wenn man die ,,logarithmische Ableitung” benutzt: Ist
h: I — R eine differenzierbare Funktion auf dem Intervall / C R, so gilt
nach der Kettenregel

d K ()
dxlOgh(x) ~h(x)’
also 4
1 (x) = h(x) dx logh(x).

Wir wenden dies zunéchst auf die Funktion

gRi—)Ri7 g(x) ::XY’
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an und erhalten

Daraus folgt weiter fiir f;(x) = x$()

A6) = i) § (s 1og)

= fi (x)( (x )(longrl)longrgECx))

= filx)g(x) <(10%x )"+ logx+ 1)

X
d.h.

d (o
(! 1
o (( ogx)? +logx+ >)€‘x

Analog erhilt man fiir die anderen Funktionen

4 (W) = x(2logxt ()"
ddx()‘a) = (alogx+ 1)x*'x*)

x

d x@) = (logalogx—i— 1) ax@),
dx X

d

a™) = loga(logx+ 1)x*a™).

Aufgabe 15 C. Differenzieren wir die Funktion

flx)= sl;l; =sinx- \}x

mit der Produktregel, erhalten wir

cosx 1 sinx
VX2 /3

sinx cosx 3 sinx
f'(x) = —

N EVE RV

flx) =

135
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Damit ergibt sich

cosx 3 sinx

Vxf'(x) = —sinx—

4 2
1, cosx 1 sinx
\/xxf (X) - X - o) ! 2
1 . 1 sinx
\/x(1—4x2)f(x) = sinx— o

Durch Addieren dieser Gleichungen erhilt man
Ve e (1-,5) ) =0, qed
X 4x2 R

Bemerkung: Eine Funktion Z : R, — C, die der ,,Besselschen Differential-
gleichung der Ordnung p,

2'()+ 70+ <1 - i’j) 2(x) =0

geniigt, heifit Zylinderfunktion der Ordnung p. Die vorliegende Aufgabe zeigt
also, dass die Funktion

sinx

VX

Rl —R, x+—

eine Zylinderfunktion der Ordnung p = é ist.

Aufgabe 15 D. Es ist klar, dass f auf R* beliebig oft differenzierbar ist und
dass fiir alle k € {1,...,n} gilt

(k) _ 0, falls x < 0,
A {ckx’”l’k, falls x > 0,

wobei
n+1

Cr = H m.
m=n—k+2
Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass die k—te Ableitung von f fiir alle k €
{1,...,n} auch im Nullpunkt existiert und dass gilt

fR)=0 firallek e {0,...,n}.
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Dann ist f*) auf ganz R stetig.
Induktionsanfang: k = 0.
Trivial, denn () (0) = £(0) = 0.
Induktionsschritt: k — k+ 1, (k < n).
Wir haben zu zeigen, dass der Differenzenquotient
FW(x) = r®(0)
x—0

fiir x — 0 gegen Null konvergiert. Es ist

Ckxn7k+l

X

FOE) = r9(0)

<
x—0 -

ckf7k| .

Dan—k > 1, strebt dies fiir x — 0 gegen Null.

Aufgabe 15 E. Fiir x # 0 ist g Komposition und Produkt differenzierbarer
Funktionen und daher nach der Produkt— und Kettenregel selbst wieder diffe-
renzierbar. Fiir x # 0 gilt auBerdem

1 1 1
"(x) = 2 —x%sin | —
g (x) XCOS sin_ |~

X

1 !
= 2xcos —+sin
X X

Zum Nachweis der Differenzierbarkeit im Nullpunkt wird gezeigt, dass der
Limes der Differentialquotienten existiert. Sei 4 # 0. Dann ist

- h*cos 1
g(h)hg(O): C;Z)Sh:hcosh.

Wegen |cos}l| <1 gilt

1
lim (hcos ) =0.
h—0 h
h#0

Also ist g auch im Nullpunkt differenzierbar, und es gilt g’(0) = 0.

g ist ein Beispiel fiir eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung nicht ste-
tig ist, denn der Grenzwert lin(]) g'(x) existiert nicht, da ling) sin ! nicht existiert.
X— X—
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Aufgabe 15 H. Es ergibt sich fiir alle x € R

1

sinh’x = coshx, cosh’'x =sinhx, tanh'x= 2, -
cosh”(x)

Bemerkung: Diese Formeln sind analog denen fiir die trigonometrischen Funk-
tionen, jedoch insofern einfacher als erstens kein Minuszeichen auftritt und
zweitens die Funktion cosh nirgends null wird.

Aufgabe 15 I Es gilt

sinhx 1—e %

tanhx = = .
coshx 1+4e 2

. _ . !
Fiir x < X iste 2 > ¢~ 2 also

l—e X 11—

_ /
|42 < e = tanhx’,

tanhx =

d.h. tanh ist streng monoton wachsend. Auflerdem folgt

lim tanhx = 1.

X—o0
Aus der Darstellung
2x
e —1
tanhx )
X+]
erkennt man , dass
lim tanhx = —1.
X—>—oo

Daraus folgt, dass tanh ganz R auf das Intervall |—1, 1| bijektiv abbildet. Wegen
tanh’(x) # O fiir alle x € R ist nach An. 1, §15, Satz 3, die Umkehrfunktion
Ar tanh in jedem Punkt x € |—1, 1] differenzierbar und es gilt mit y = Ar tanhx

1
Ar tanh/(x) = anh'(y) ~ cosh?(y)
B cosh?(y) B 1
~ cosh?(y) —sinh?(y)  1—tanh?(y)
1

1—x2
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Aufgabe 15 J. Wir behandeln nur Teil a). Mit der Abkiirzung D* fiir cﬁ(kk lautet
die Behauptung

(9= 3 (i) 0wt

Diese Formel erinnert an den binomischen Lehrsatz und kann auch analog dazu
mittels vollstindiger Induktion bewiesen werden.

Induktionsanfang: n = 0.
Trivial.

Induktionsschritt: n — n+ 1.

D'(fg) = D(D"(fg))
(I;/)D <z <Z) Dn—kakg>
k=0
_ 2’1“ (I’l (Dn+]—kakg+Dn—kak+lg)
k=0 k
] < [ (n n b l—k pok
O g+ X )+ ) P D

k=1

(s
n

1 1L 1
<"‘(’)‘ )Dn+1fD0gJr ¥ (”;’c’ )Dn+l—kakg
=1

D DYH—]
* <n+l) ! §

"il <”+ I)Dthlfkakg.

k=0 k

Bemerkung: Man kann {ibrigens aus der Leibnizschen Formel und der Funk-
tionalgleichung der Exponentialfunktion den Binomischen Lehrsatz zuriickge-
winnen. Wir gehen dazu aus von der Formel

d k
(dt) =5,
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wobei & € R eine beliebige Konstante ist. Anwendung von (jl)n auf beide

Seiten der Gleichung
et(x+y) — %Y

liefert

(x+y)net(x+y) _ i (l’l) xnfketxykety'
k
k=0

Setzt man hierin ¢ = 0, erhélt man den Binomischen Lehrsatz.

Aufgabe 15 K.
a) Sei 6 : R — R die Spiegelung am Nullpunkt, d.h.
o(x)=—x firxeR.

Es gilt 6’(x) = —1 fiir alle x € R. Eine Funktion f : R — R ist offenbar
genau dann gerade (bzw. ungerade), wenn

f=foo (bzw. f = —foo0).
Ist f differenzierbar, so folgt aus der Kettenregel
f gerade = f' = (foo) = (f o0)d’ =—f oo,
f ungerade = f' = —(foo) = f oo.
Daraus folgt die Behauptung.
b) Gilt a1 = 0 (bzw. ay = 0) fiir alle k, so folgt direkt f(x) = f(—x)

(bzw. f(x) = —f(x)) fiir alle x € R. Die Umkehrung beweisen wir durch
Induktion nach dem Grad n.

Induktionsanfang: n = 0.
Trivial.
Induktionsschritt: (n—1) — n.
f(x) =a;+2ax+... +naX ! fiir alle x € R.

Ist f gerade (bzw. ungerade), so ist nach Teil a) die Funktion f’ ungerade
(bzw. gerade), also nach Induktionsvoraussetzung

axy1 =0 firallek >0, (bzw.ay =0 firallek>1).

AuBerdem gilt, falls f ungerade ist, f(0) = —f(0) = 0, d.h. agp = 0. Dar-
aus folgt die Behauptung.
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§ 16 Lokale Extrema. Mittelwertsatz. Konvexitiit

Aufgabe 16 A. Da lim f(x) =0, gibt es ein R > 1, so dass
X—00

flx)y<r)= i fiir alle x > R.

Falls daher f in einem Punkt xop € R sein (absolutes) Maximum annimmt, gilt
xo € [0,R]. Andererseits gibt es tatséichlich einen solchen Punkt xo, da eine ste-
tige Funktion auf einem beschrinkten abgeschlossenen Intervall ihr Maximum
annimmt (An. 1, §11, Satz 2). Es ist sogar xo € |0, R[, daher hat f in xy auch
ein relatives Extremum, also ist f7(xp) = 0. Nun ist

) =n""le ™ —xe ™ = (n—x)x" e,

d.h. x = n ist die einzige Nullstelle von f” in R’ . Daher ist xg = n, und diese
Stelle ist zugleich das einzige relative Maximum.

Aufgabe 16 D. Wir schicken der Behandlung von Teil a) einen kurzen Beweis
der Tatsache voraus, dass ein Polynom n—ten Grades

f@)=ca"+ e . Fco, (e €C, e #0),

hochstens n paarweise verschiedene Nullstellen zy, ..., z, € C besitzen kann.
Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 0.

Trivial.

Induktionsschritt: (n—1) — n.

Annahme: f hat n+ 1 paarweise verschiedene Nullstellen zy,...,z,+1 € C. Wir
betrachten das Polynom

n

8@ =f) —cn [[z—z).

k=1
Dieses Polynom hat einen Grad < (rn— 1) und verschwindet an den Stellen
Z1,---,2n, Mmuss also nach Induktionsvoraussetzung identisch null sein, d.h.

n

f@) =cn[J—2u)-

k=1
Daraus folgt aber f(z,+1) # 0, Widerspruch. O
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a) Fiir den Beweis kann man natiirlich auf den Faktor 2,,1n! verzichten. Wir

setzen
Fux) = D"[(* = 1)"],

wobei D" = (ddx)n. Es ist klar, dass F;, ein Polynom n—ten Grades ist. Wir
halten n fest und beweisen die folgende Aussage (A.k) fiir k=0,...,n
durch Induktion.

Es gilt

F(x) 1= D> — 1) = g (x) (x> — 1)k,
wobei g ein Polynom k—ten Grades mit k verschiedenen
Nullstellen im Intervall | — 1, 1] ist.

(A.k)

Induktionsanfang: k = 0.

Trivial.

Induktionsschritt: k — k+ 1.

Die Aussage sei fiir kK < n schon bewiesen. Die Funktion F,; hat genau
k + 2 Nullstellen

—l=xo<x1<...<xx<Xpy1=1.

Aus dem Satz von Rolle folgt dann, dass die Funktion Frfk = F}, j+1 min-
destens k + 1 Nullstellen y; mit

X1 <yi<xi,i=1,...k+1
hat. Andererseits ist

Fypeat (1) = F (%) = grep1 (x) (2% — 1)1
mit

8h1(x) = g () (o = 1) +2(n — k)xgi(x).
8k+1 ist also ein Polynom vom Grad k+ 1 mit den Nullstellen yy, ...,
Vk+1- Nach der Vorbemerkung kann g1 keine weiteren Nullstellen ha-

ben.
Da F,, = F,, folgt aus (A.n) die Behauptung.

b) Nach der Leibnizformel (vgl. Aufgabe 15 J) gilt

D~ 1)D(E - 1))
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= (2 =1D)D"2(* = 1)"+ (n+1)2xD" T (x* — 1)"
+ n(n;— 1)2Dn(x2 _ 1)/1

= (= 1)F! + (n+1)2xF. +n(n+1)F,.
Andererseits ist

Dn+l [(XZ _ 1)D(x2 _ l)n]
_ Dn+1 [(xZ _ 1)2nx(x2 _ 1)n71]
— 2D (P 1)"]
= 2mxD" T (62 = 1)+ 2n(n+1)D" (x> —1)"
= 2nxF! 4+ 2n(n+1)F,.

Zusammen erhilt man
(> = 1)F"+ (n+1)2xF! + n(n+1)F, = 2nxF, 4+ 2n(n+1)F,,
also

(1—=x*)F" —2xF! +n(n+1)F, =0.

Aufgabe 16 E. Sei a € D ein beliebiger Punkt. Da das Intervall D offen ist,
gibt es ein r > 0, so dass
[a—r,a+r] CD.

Wir setzen
c:=fla), ci:=fla—r), c2:=f(a+r).
Dann gilt fiiralle 0 <7 <1

(1) (I1+t)c—ter < fla—tr) < (1—t)c+tc,
() (I+1)c—ter < fla+tr) < (1 —1)c+1ca,

vgl. Bild 16.1. Aus diesen Ungleichungen folgt die Stetigkeit von f im Punkt
a, da

lim f(x) :}lli_l:%f(x—l—hr) =c= f(a).

X—a

Beweis von (1) und (2): Die Ungleichung

fla—tr)<(1—t)c+tcy, (0<r< 1),
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y=f(x)

a—r a—tr a a-tr a-+r

Bild 16.1

folgt direkt aus der Definition der Konvexititim Intervall [a — r,a]. Zum Beweis
der anderen Ungleichung betrachten wir das Intervall

[a—tr,a+r], (t €]0,1] fest).
Da

a (a—tr)+ ! t(a+r),

T4t 1+

folgt aus der Konvexitit von f

f(a) fla—tr)+ = fla+r),

<
T 1+t 1+1¢

also
(1+1)c< fla—tr)+tcy.
Die Behauptung (2) wird analog bewiesen. ]

Aufgabe 16 G. Um die Schreibweise zu vereinfachen, konnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass a = 0. Wir behandeln zunichst den Spezialfall

f(0)=£'(0) = f"(0)=0.
Die Funktion ¢ : |—¢,e¢[ — R werde definiert durch
f'(x)

o) =9 7
0, fallsx=0.

, falls 0 < |x| <&,
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Da f"(0) = 0, folgt

lim ¢(x) = 0.
x—0
Sei
y(h) := sup |o(x)| fiir |k <e.
|x|<h
Es gilt ebenfalls
}llirr(l) y(h)=0.

Aus der Abschitzung
£ <wh)h fir x| <h
ergibt sich nach An. 1, §16, Corollar 2 zu Satz 2,

|£(R)| < w(h)R? fiir alle |h| < .

o 1)~ 27(0)+ (1)
— + —
’ 2 ‘ < 2y(h)
woraus die Behauptung folgt.
Sei jetzt f: ]—e,e] — R eine beliebige zweimal differenzierbare Funktion

mit
£(0) = co, f'(0)=:c1, £'(0) =: 2.
Fiir die Funktion .
g(x) == f(x)— (Co +cix+ 22x2)

gilt dann

und
f(h) =2f(0)+f(—h) _ g(h)—28(0)+g(—h) e
h2 - n2 2

Daraus folgt

Aufgabe 16 H. Wir betrachten die Funktion F : [a,b] — R,
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Es gilt

F(a) = f(b)g(a) —g(b)f(a) = F(b).
Nach dem Satz von Rolle existiert also ein & € ]a,b[ mit F'(§) = 0. Daraus
folgt die Behauptung.

Bemerkung: Gilt g'(x) # 0 fiir alle x € ]a, b, so folgt g(a) # g(b) und man kann
die Formel in der suggestiven Form

fb)=fla) _ ')
g(b)—gla) £'©)

schreiben. Diese Formel lésst sich jedoch nicht direkt durch Quotientenbildung
aus dem Mittelwertsatz fiir die einzelnen Funktionen f und g beweisen. Dieser
liefert namlich nur Stellen &, &, € |a, b mit

f() = f(a) 8(b) —g(a)
b—

b—a a

=€), =g'(&),

und i.Allg. sind &; und &, verschieden.
Aufgabe 16 1.
I) Wir behandeln zunichst den Fall, dass in Bedingung c)
li =1 =0
lim (x) lim g(x)

erfiillt ist. Dann lassen sich f und g stetig auf das Intervall [a,b] fort-
setzen mit f(a) = g(a) = 0. Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz
(vgl. Aufgabe 16 H) folgt

f) _ fx)=f@) _ f(E)

gx)  g(x)—gla) (&)
mit einem & €Ja,x[. (Es ist g(x) # 0 fiir x > a, da g’(§) # 0 in Ja,b[.)

Daher ist
L C B (S
Naglx) ag(§)

II) Jetzt sei in ¢) die Bedingung

li = oo
tim ()



§ 16 Lokale Extrema. Mittelwertsatz. Konvexitit 147

erfiillt. Zu vorgegebenen € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass a + 6 < b und

f'©) e
—c| < fiir alle € € |a,a+ 9.
g'(®) 2 | )
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz folgt daraus
)
‘f Z—_:-—S)) c‘ < ; fiir alle x € |a,a+ 3.

Sei o.:= f(a+3), B := g(a+3). Wegen der obigen Abschitzung gibt es
eine Konstante M € R, so dass

‘f(x)iu‘ <M firallex€ ]a,a+ 9.

Da 1{11 |g(x)| = oo, folgt damit die Existenz eines 81, 0 < §; < §, mit
x\a

fx) _fx) —Ot‘ e .
- < fiir alle x € la,a+ &1].
AR B atol
Insgesamt erhélt man
‘ngg))—c §+§:£ fir allex € |a,a+8].

Aufgabe 16 J. Wir logarithmieren die Funktion F:
log F,(x) = xlog (2 — a'/™).
Mit der Substitution ¢ := 1/x erhalten wir die Funktion

log(2—d' t
Gult) = logFi(1/0) = ¢ 2= _ 1)
wobei f(7) :=log (2 —a'). Das Verhalten von G,(t) fiir t — 0 und r — oo kann

mit den Hospital’schen Regeln bestimmt werden.
Die Ableitung des Zéhlers ist

d . 1 dd" —(loga)d
log=d)==) = 2 u

ro="
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1) Fiir den Grenziibergang r — 0 gilt

lim £ (1) :tli_{%log(Z—at) =log(2—1)=1logl =0

t—0
und 0
v o (loga)a®  (loga)a®
g0 =l 2,7 == s
also folgt
f(@)

lim G, (t) = lim

=limf (1) = —1 .
t—0 t—0 t tgi(l)f() ogd

Dies bedeutet
lim log F,(x) = lim G,(1/x) = —loga,
X—00

X—ro00
woraus folgt

1
lim F,(x) = e~ 108¢ =

X—00 a

2) Fiir den Grenziibergang t — oo gilt mitb:=1/a > 1

.y .. —(loga)a . logh
zlg{}of(t)_tlg?o 2—a  i—e2b—1 =0,
Deshalb folgt mit de I’Hospital
lim G (1) = lim fgt) = lim f'(1) =0,

Das bedeutet
)lci{I(l)logFa(x) = i{r})Ga(l/x) =0,

also

lim F,(x) =" = 1.
N0

6§17 Numerische Losung von Gleichungen

Aufgabe 17 A. Sei k > 0 fest, a:= (k— ) m, b:= (k+})mund m := kn der
Mittelpunkt des Intervalls |a, b].



§ 17 Numerische Losung von Gleichungen 149

y=tanx

y=x

Bild 17.1

a) Wir zeigen zunichst, dass die Gleichung tanx = x im Intervall ]a, b[ ge-
nau eine Losung besitzt, was anschaulich aus Bild 17.1 klar ist.

Zum Beweis betrachten wir die Funktion
g:la,b — R, g(x):=tanx—x.
Fiir x € Ja, m] gilt g(x) < 0. AuBerdem ist

li = co.
xl}l}l)g(X)

Daher hat g mindestens eine Nullstelle in |m, b[. Da
g (x) >0 fiiralle x € Jm,b],

hat g genau eine Nullstelle & in ]a, b.
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b) Fiir x € ]a,b] ist die Gleichung
tanx = x
gleichbedeutend mit
x = f(x) := km + arctanx.
Es gilt f([a,b]) Cla,b[ und

1 1

1
= < =:g< daa>1
142 = 14a2 1 p (daa>1)

()]

fiir alle x € [a,b]. Daher konvergiert nach An. 1, §17, Satz 1, die Folge
(xn)neN mit

1
X0 = <k+ 2) T, Xpi1:= f(x,) firneN

gegen die eindeutig bestimmte Losung & € |a,b[ der Gleichung f(x) =
x, d.h. tanx = x. Man hat die Fehlerabschitzung

‘&k _xn‘ < 1 a4 |xn _xnfll < ‘xn _xn71|~
—q
Die numerische Rechnung ergibt bei Beriicksichtigung der ersten sieben
Dezimalen
k=1 k=2 k=3
xo 4.712388 9 7.853 9813 10.995 574 2
x; 4.503284 3 7.727 3390 10.904 878 1
xy 4493874 4 7.725 286 2 10.904 127 9
x3 44934314 7.725252 4 10.904 1217
x4 44934104 7.7252518 10.904 121 6
x5 4.493409 5 7.725 251 8

xe 4.493 409 4
Er 4.493409+107° 7.7252524+107° 10.904 122+ 107°

Aufgabe 17 B. Die Ableitung des Polynoms f(x) = x* —x — ; ist

flx) =5x*—1,
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hat also genau zwei reelle Nullstellen +a, mit

41
= =0.6687...
el

f(x) >0, falls x < —a,
f(x) <0, falls —a < x < a,
f(x) >0, falls x > a.

Einige spezielle Funktionswerte lauten (vgl. Bild 17.2).

x -1 —a 0 a 1.5
f(x) —0.2 0.334.. —0.2 —0.734.. 5.893..

Es gilt

y:x5 —x—0.2

Bild 17.2

Aus den Funktionswerten und den Vorzeichen der Ableitung folgt nun, dass f
genau drei Nullstellen &; < &, < &3 hat, und zwar

£ cl-1,-a), Ec]-a0], §3€]a,;{.

Da f”(x) = 20x, ist f in den Intervallen [—1,&;] und [&,,0] konkav und im
Intervall [?;3, ;] konvex. Nach An. 1, §17, Satz 2, konvergiert also das Newton-
sche Verfahren

f(xn)
1 (xn)

Xp+1 = Xp —
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mit dem Anfangswert xo = a; gegen &, wobei a; = —1,ay =0, a3 = % Die
numerische Rechnung ergibt

X0 = dadj =-1 x0:a2:0 X0 —=dad3z = 1.5
x1 —0.95 —0.2 1.257 5835
x2 —0.9422601 —0.200 3225 1.110 887 7
x3 —0.942 086 9 —0.200 322 5 1.053 300 6

x4 —0.942 086 8 1.044 925 6
x5 —0.942 086 8 1.044 7617
X6 1.044 7617

Also sind die Nullstellen

E1=-0.942087+107F,
£, =-0.200322+1079,
E3= 1.044762+107°.

Von der Richtigkeit der Fehlerschranken fiir die 6-stelligen Néherungswerte Ek
iiberzeugt man sich am einfachsten dadurch, dass die Funktion f an den Stellen
ﬁk —10~% und ék + 1079 verschiedenes Vorzeichen aufweist.

Aufgabe 17 D. Die Funktion f(x) := x? + cosTx ist eine gerade Funktion, es
geniigt also, sie fiir x > 0 zu betrachten. Eine triviale Nullstelle ist x = 1. Fiir
x> 1 gilt
f(x) >1+cosmx >0,
die weiteren positiven Nullstellen liegen also im Intervall |0, 1[. Fiir die Ablei-
tungen
f(x) = 2x — msinmx,
f"(x) =2 —mn?cosmx
hat man
f(x) <0 fir0<x<},
f(x) >2 fir ) <x <1
Also ist f im Intervall [O7 2] streng monoton fallend und in [2, 1] konvex. Da
£(0.5) =0.25, f(0.7) = —0.097..,

hat f in den Intervallen [0,0.5] und [0.7, 1] keine Nullstellen. Um die Null-
stellen im Intervall [0.5,0.7] zu bestimmen, verwenden wir den Fixpunktsatz
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(An. 1, §17, Satz 1), angewendet auf die Funktion

fiir x > ; streng monoton wachsend, insbesondere gilt fiir x € [0.5,0.7]

1
0=F'(0,5) < F'(x) <F'(0,7)=0.46.. < g := 5
Da
F(0.5)=0.61..>0.5, F(0.7)=0.65..<0.7
bildet F das Intervall [0.5,0.7] in sich ab; das Iterationsverfahren

Xn+l = F(xn)

konvergiert also fiir einen beliebigen Anfangswert 0.5 < xp < 0.7 gegen die ein-
zige Nullstelle & der Funktion f im Intervall [0.5,0.7]. Die numerische Rech-
nung ergibt fiir xo = 0.6

xg =0.629 847 0..

x9 =0.629 847 2..,

also gilt
£:=0.629 84741079,

da q
€ —x0] < l7q\x9—)€8| < |xg — xg].

Die simtlichen Losungen der Gleichung x* + cosmx = 0 sind —1, —&, &, 1.

Aufgabe 17 F.

a) Wir zeigen zunichst, dass die Folge (x,)neny wohldefiniert ist, d.h. x, €
[a,b] fiir alle n € N. Dies ist richtig fiir n = 0, da xp = a. Sei schon
X € [a,b] bewiesen. Aus der Monotonie von f folgt

a < f(a) < f(x) < f(b) <b,
d.h. X1 = f(xn) € [a,b)].
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b) Wir zeigen jetzt, dass die Folge (x,)neny monoton wiichst, d.h. x, < f(x,) =
Xp+1 fiir alle n € N. Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial. Sei schon
xn < f(x,) bewiesen. Dann folgt aus der Monotonie von f

X1 = f(n) < f(F () = f(Xnt1) = Xnpa-

¢) Aus der Monotonie und Beschrinktheit der Folge (x,),cn ergibt sich die
Existenz von
x* = lim x, € [a,b].

n—oo

Wegen der Stetigkeit von f erhilt man aus x,,; = f(x,) die Gleichung

Der Beweis fiir die Folge (y,)aen ist analog.

Aufgabe 17 G.

a) Wir setzen F(x) := (1 +x)e~ . Fiir die Ableitung dieser Funktion be-
rechnet man

1—
Fl(x)=e ™ —o(l +x)e ™ = Ocef‘”(< aa—x> .

Es gilt also

1—
F'(x) >0, fallsx < &:= OLOL7

F'(x) <0, falls x > &.

Ist 0 < oo < 1, so ist & > 0 und die Funktion F im Intervall [0, ] streng
monoton wachsend und im Intervall [§, o[ streng monoton fallend. Im
Intervall [0,&] sind die Funktionswerte > 1. Ist o > 1, so ist & < 0, also
F auf der ganzen Halbachse [0,c[ streng monoton fallend. In beiden
Fillen ergibt sich }51010 F(x) = 0 (siehe Bild 17.3). Daraus ergibt sich mit

dem Zwischenwertsatz, dass fiir p €]0, 1] die Gleichung

F(x)=p

im Intervall [0, [ genau eine Losung x¢(p) hat.
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/‘ =(14x)e”*, 0=0.4
1,

1 & xo(p) Y Bild17.3

b) Aus der Monotonie von F folgt weiter: Ist u € R beliebigund p < F(u),
so gilt xy(p) > u. Das bedeutet

lim x (p) = eo.
p—0

Die Losung xq(p) geniigt der Gleichung

(14 xa(p))e *e?) = p,

d.h.
ewalp) = P

1 4xq(p)
und weiter

1 1 1
Xa(p) = alogp +  Jog(l +xu(p)).
Daraus erhilt man

5alP) 4 firalie p e 10,1
1 lOg 1
o "Sp
Zu jedem € > 0 existiert ein > 0, so dass
14+x<e® firallex>r.
Daher gibt es ein pg € |0, 1[, so dass
1+xo(p) < &) fiiralle p €0, p).

Damit gilt
xa(p)

1 1
0(logp

<l4e firalle p €]0,pol.
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c)

Losungen

Damit ist bewiesen, dass

lim fcoc(p)l _
JANU alogp

(Dies bedeutet, dass xq(p) fiir p \, 0 asymptotisch gleich (;log ; ist. Zur
Definiton von ,,asymptotisch gleich“ sieche An. 1, §20.)

Die Losung der Gleichung
(I+x)e*=p

ist gleichbedeutend mit der Losung der Gleichung
1
x= logp +log(l+x) =: f(x).

Die Folge

Xo = 07 Xn41 ::f(xn)7
konvergiert nach Aufgabe 17 F monoton wachsend gegen die Losung
a:=x(p). Es gilt

1
1y
FO=
Fiir jedes m > 0 liegen alle x,,, n > m, im Intervall [x,,,a]. AuBerdem gilt
in diesem Intervall
! < =:qm-
‘f (x)‘ = 14x, qm

Daraus folgt nach An. 1, §17, Satz 1, die Fehlerabschitzung
qm
|a_xn+1‘ < 1 ‘anrl _xn| = |xn+1 _xn‘
—Yqm Xm

fiir alle n > m. Die numerische Rechnung ergibt:
Fiir p = ;:
X15= 1.678 345 5..,

X16 — 1.678 346 4..,
x17=1.6783467..,

alsoxy (3) = 1.678 347107,
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Fiir p = 110:
x10=3.889 718 9..,
x11=3.8897199..,
x12=3.8897201..,

also x; (|},) =3.889 720 £ 107°.
Fiir p = 1(1)0:
xg =6.6383504..,

x9 =6.6383518..,
Xx10=6.638 352 0..,

also xy (,0y) = 6.638352£1075.

Aufgabe 17 H. Mit Hilfe von An. 1, §17, Satz 1, kann man z.B. folgendes
hinreichendes Konvergenzkriterium fiir das Newtonverfahren herleiten:

Sei D C R ein abgeschlossenes Intervall und f : D — R eine zweimal diffe-
renzierbare Funktion mit f/(x) # 0 fiir alle x € D. Es gebe ein ¢ < 1 mit

|F()f"(x)] < qlf (x)]* fiir alle x € D.

Falls fiir ein xg € D die durch

~ fx)

1 (xn)
rekursiv definierte Folge (x,)nen wohldefiniert ist (d.h. stets x,.; € D gilt),
konvergiert sie gegen eine Losung der Gleichung f(x) = 0.

Xn4+1 1= Xn

Beweis: Mit F (x) :==x— )]:,((f()) gilt F'(x) = f(x) j{,/;g)z Die Voraussetzung impli-
ziert also |F/(x)| < ¢ in D. Daraus folgt nach An. 1, §17, Satz 1, die Konvergenz
der Folge (x,)nen- O

Aufgabe 17 1. Die vollstindige Losung dieser interessanten Aufgabe wollen
wir der Leserin {iberlassen; zur Kontrolle geben wir die Ergebnisse von b) und
C) an.

b) Fiir a = e'/¢ konvergiert die Folge (a,)ncn gegen e. (Die Konvergenz ist
jedoch recht langsam, z.B. ist ajg9 = 2.6666... und app = 2.6918....)
Fiir a = 1.2 konvergiert die Folge gegen

a,=1.25773454+1075.
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c) Fiir jeden Anfangswert e ¢ < a < 1 konvergiert die Folge (a,),en. Fir
a = e~ ¢ ist der Grenzwert gleich l Fiir 0 < a < e™¢ konvergiert die
Folge (a,)nen nicht; jedoch konvergieren die beiden Teilfolgen (ax; )ken
und (aoi+1)ken (gegen verschiedene Grenzwerte).

§ 18 Das Riemannsche Integral

Aufgabe 18 A. Sei n eine positive natiirliche Zahl und seien
xiizla, i:O,...,n.
n

Als Stiitzstellen fiir die Riemannsche Summe wihlen wir §; :=x; fiiri=1,...,n.
Mit diesen Teilpunkten (x;) und Stiitzstellen (&;) erhélt man fiir die Funktion

f . .
x +—— x* die Riemannsche Summe

L\ k
ak (ia AR
S = :( ) ik
=2 () -0"E
Nach Aufgabe 1 O gibt es rationale Zahlen ¢, .. ., g; mit

n
1
ko k+1 k
,Ell k+1n +qn +...+qin.
Daraus folgt

. . 1 G q aktl
_ k+1 _
,}E}OS”_,}E{}O{“ <k+l+n+"'+n" =l

Also erhilt man das Resultat
y k+1

¥dr=lims, =% .
. ng{l’ k+1
0

Aufgabe 18 B. Mit den Teilpunkten x; = akin k= 0,...,n,und den Stiitzstel-

len & = x;_1, k=1,...,n, erhilt man fiir die Funktion x NN )16 die Riemann-
sche Summe

So= 3 FE) (s —xi)
k=1
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Il
M=

gk /n (ak/n B a(k—l)/n)

(al/" - 1) —n (al/” - 1) .

~
Il

I
M=

=~
Il

Die Feinheit der Unterteilung

n—1)/n

l<a/"<a®m < .. <ad <a

istn, :=a —an=/n = a(l— a’l/”). Da lim n, = 0, folgt
Nn—o0

[ dx . o am—1  d"—d®  da*
/x = mS, = lim =y, w0 =, (0 =leea
1

Aufgabe 18 D. Sei € > 0 vorgegeben. Nach An. 1, §18, Satz 3, existieren
Treppenfunktionen @, v : [a,b] — R mit

p<f=<wy

und
b

[ - o) dr< €= &e.

0O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass ¢ > 8. Dann sind 1/¢ und 1/y Treppen-

funktionen auf [a, b] mit
1 1 1 1
<. < <
Vo fTeT S

und man hat

b
/ ((p(lx) B \y(lx)> dx = a/(P(x)lW(x) (W(x) — o(x)) dx
b

/

< o [ —ot)dxs 5 =

Daher ist 1/f Riemann—integrierbar.

Bemerkung: Aufgabe 18 D ist ein Spezialfall von Aufgabe 18 E.
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Aufgabe 18 G. Da f > 0, geniigt es offenbar zu zeigen, dass zu jedem € > 0
eine Treppenfunktion @ : [0, 1] — R existiert mit

1
f<¢ und /(p(x)dxgs.
0

Sei € > 0 beliebig. Nach Definition von f gibt es nur endlich viele Stellen
X1,X2, .y X € [0,1]

mit e
Fx) > ) firi=1,...,m.

Die Funktion @ : [0, 1] — R werde wie folgt definiert (vgl. Bild 18.1):

A

y
1
€
2
x >
0O 11 1 23 1 Bild 18.1
43 2 31
. €
I, falls min |x—x| < =,
‘P(x) — i€{l,...m} 4m

¢ sonst
2’ ’
Man iiberlegt sich leicht, dass @ eine Treppenfunkton ist. Es gilt

1
€ €
< . =E€.
O/(p(x)dx_2+m om = €



§ 19 Integration und Differentiation 161

§19 Integration und Differentiation

Aufgabe 19 A. Aus Symmetriegriinden ist der Flidcheninhalt F' der Ellipse E
das Doppelte des Flicheninhalts von

E+ = {(xvy)EE : YZO}

2

; 2
F—Z/b\/lxzdx.
a
—a

Wir substituieren t = Z und erhalten

Also gilt

1
F:Zab/\/lftzdt.
-1
Da nach An. 1, §19, Beispiel (19.15),
1
T
1—12dt =
[vi-ea=T,
-1

folgt F = abm. Insbesondere ist also r*m der Flicheninhalt des Kreises mit
Radius r.

Aufgabe 19 C. Zwar lassen sich die Integrale auch mittels partieller Integra-
tion auswerten, wir geben jedoch hier einen Losungsweg unter Benutzung von
Symmetriebetrachtungen.

a) Fiir das Integral foznxcosxdx machen wir die Substitution x = ¢ + 7 und
erhalten

2n T

/xcosxdx = /(t+n)(—cost)dt

0 —T

T T
f/tcostdtfn/costdt

—T -7
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Da die Funktion ¢ —— #cost ungerade ist, verschwindet das erste Inte-
gral. Das zweite Integral verschwindet wegen der Periodizitét von sint.

Also gilt
21

/xcosxdx =0.
0

b) Im Integral [ xsinxdx substituieren wir x =7 + 7 und erhalten

T n/2
/xsinxdx = / (t+72t) costdt
0 —1/2
/2 /2
T
= / tcostdt + ) / costdt.
-7/2 —7/2

Wie in Teil a) verschwindet das erste Integral. Aulerdem gilt

/2 /2
/ costdt = sint =2,
) -n/2
also
T
/xsinxdx =T.
0

Aufgabe 19 D. Wir behandeln hier nur den Fall a # 0. (Der Fall a = 0, b # 0,
kann auf das Integral [ ‘fj‘ = log|x|, (x # 0), zuriickgefiihrt werden.) Mit der
Bezeichnung

A:=b* —4ac

wird der Nenner des Integranden

5 , b ¢ b\ A
ax“+bx+c=al|l x4+ x+ =al |x+ — .
a a 2a 4q2

Wir unterscheiden nun drei Fille:
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I) A=b>—4ac>0.
Wir setzen & := v/A. Damit wird

2 B b 27 5\ 2
ax +bx+c-a<(x+2a) 20
b J—

Der Nenner hat also die beiden Nullstellen
b )

=— =+
12 2a  2a

und das Integral ist definiert iiber jedem Intervall, das keine der beiden
Nullstellen enthélt. Wie in An. 1, §19, Beispiel (19.14), berechnen wir
das Integral mittels Partialbruchzerlegung

1 a a

_ 8 8
5\ -3 b+8°
(erb;;S) (x+b2a5> Y+ Xty

Damit erhilt man

/ dx 1 / dx / dx
ax*+bx+c 8 x+b2—a$ x.|_b225

1
N log

2ax+b—9
2ax+b+38|

II) A=b>—4ac=0.
In diesem Fall ist

b\2
ax2+bx+c:a(x+ ) ,
2a

b

2, Dicht

das Integral also definiert iiber jedem Intervall, das den Punkt —
enthilt. Es gilt dann

/ dx _1/ dx o 1 _ 2
ax>+bx+c a (x+2b(1)2 a(x+2l;) 2ax+b
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1) A=b>—4ac<0.

Wir setzen & := /|A|. Damit wird

b\? [/8)\°
2 _
ax“+bx+c=al | x+ + .
(( Za) <2a> )

Da dieser Ausdruck keine reelle Nullstelle hat, ist das Integral iiber ganz
R definiert und man hat

/ dx 1 dx
axz—i—bx—&—cia/ b2, 5\
(+2)°+(3)
Mit Hilfe der Substitutionsregel erhdlt man aus An. 1, §19, Beispiel
(19.7)
d |
/ " arctan;, (o #£0),

2402 o

/ dx 1 /(2a aretan x+2ba
ax>+bx+c¢  a\d 25(1

2 . 2ax+b
= _arctan .
) )

Bei solchen Integralauswertungen empfiehlt es sich, die Richtigkeit der
Rechnung durch Differenzieren des Ergebnisses zu verifizieren. Der Le-
ser fithre diese Probe durch!

also

Aufgabe 19 E. Es ist klar, dass 1 +x* keine reellen Nullstellen hat. Wir be-
stimmen eine Zerlegung von 1 +x* durch Ubergang zum Komplexen. Es gilt

1= () i),

. 2 .
Da (e”‘“) =¢™2 = folgt

x4+ 1= (x+iein/4)(x_iein/4)(x+ein/4)(x_eirt/4)'

Unter Benutzung von

) 2
em/4:cosz+isinz = \g (1+41)
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erhilt man
(x+ie["/4> (xfem/“) =x>—V2x+1,
(x— iei“/4) (x+ei”/4) =x24+v2x+1.
Wir machen nun den Ansatz

r ax+b cx+d
Al 242+ 2 —V2x+1

Diese Gleichung ist identisch erfiillt mit

a=—c= 22 b:d:2
Damit erhélt man
1f‘x4 — Fx)— F(—x)
mit
o= 2;2/ xzii—/;icil

Nach An. 1, §19, Beispiel (19.12), ist

V2
1
/ T o= Mg+ vax+ 1),

24v2x+1 2

Nach Aufgabe 19 D, Fall IID), ist

1
= v2arctan(v2x + 1).
/x2+\/2x+l ( )

Daraus folgt

F(x)= ! log(x* +V2x+1) +

1
4v/2 2V/2

arctan(v/2x+1).

165
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Aufgabe 19 F.

a) Fiir A =0iste™ =1 und [x*dx = "; . Wir kénnen also A # 0 vorausset-

zen.
/xzekxdx = }lb/xzd(eb‘)

1 2
= xxzem ~a xe™ dx

= }lbxzem — ;2 /xd (eh)

1 2 2
= kxzeb‘ — xzxeh‘—f— 22 /e}"‘dx

1, 2 2\
= <>‘x —;sz—ﬁ—)\ﬁ)e .
b) Es gilt

/xzcosxdx = /xzd(sinx)
= ¥ sinx—Z/xsinxdx

= x? sinx—l—Z/xd(cosx)

X2 sinx + 2xcosx — 2/cosxdx

= x?sinx+ 2xcosx — 2sinx

= (x> —2)sinx+2xcosx.

c) Es gilt

/efxcos(Sx)dx = —/COS(Sx)d(efx)
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= —e *cos(5x) — 5/(37" sin(5x) dx

= —e‘xcos(Sx)+5/Siﬂ(5x)d(€_x)

= —e *cos(5x) + Se *sin(5x)

—25/ *cos(5x)d

Daraus erhilt man

/e”C cos(5x)dx = 216 (5sin(5x) —cos(5x))e™™.

Bemerkung: Man kann das Integral aus c) auch durch Ubergang zum
Komplexen unter Benutzung der Formel

e *cos(5x) =Re (e<5i’1)x)
16sen.

Aufgabe 19 O.
a) Sei zunichst f : [a,b] — R eine Treppenfunktion zur Unterteilung

a=ty<th <..<t_1<tr=b

mit f(x) = ¢j fiir alle x € [t;_1,¢;]. Dann gilt fiir k € R*

/f smkxdx—ZcJ smkxdx

tji—1

)

t
“x Zc‘jcoskx
j=1

tiq

also lim F(k)=0

[k[—ee

b) Sei jetzt f : [a,b] — R eine beliebige Riemann-integrierbare Funktion und
€ > 0 vorgegeben. Dann gibt es eine Treppenfunktion @ : [a,b] — R mit

/ 1) — 0 ldx < 3.
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Sei F (k) := fff(x) sinkxdx und ®(x) := fh(p( ) sinkxdx. Damit ist

|</ 1) — 9l <

Nach Teil a) gibt es ein kp € R4 mit |P(k)| < &/2 fiir alle k € R mit |k| > ko.
Daraus folgt |F (k)| < e fiir |k| > ko, g.e.d.

Aufgabe 19 T. Wir setzen

V(1) 1= g (= 1)+ (= 1)
und y_(x) := y; (—x). Dann ist

Oy = [ 90w s+ [ O 0ds
[ 9 wwtdr= [ rOwu vt [ 190w

Wir werten die Integrale durch partielle Integration aus:
(3 ! '3
[ 9w war= 1w @ - [ 1OV, wax
1 1
@ @], v+ [ wvi@as

= PO )], v @)+ v o), - v o),
+ [ v o

Ebenso erhilt man

[ 190w @ar= v ]

0

@)

N C S R ETSIE) i R
Nun ist
Vo) = =12+ 1) =~y (),
Vi) = = 1)+ 50— 1) =y (—x),
v = T+ a1 =y (),
v = 1=y¥(x
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Es folgt
Vi (0) =y (0) =4,
W!Jr(o) = \p17 (0) =0,
VL) = v (0) = .
v(0) = v =3,
und

Y (1) =y (1) =W (1) =y (1) = Wi (1) = v (1) =0,

Setzt man dies ein, erhilt man

0

1 _ 6 @l [
O @v@dx = = )| e w| + [ e

-1

= =30 - L)+ [ st

Daraus folgt

mit
1
R= [ 79w
~1
Die Funktion W ist im ganzen Intervall [—1, 1] kleiner-gleich 0, deshalb kann

man den Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden: Es gibtein & € [—1, 1],
so dass

R=19) [ W= 19@)
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§20 Uneigentliche Integrale. Die Gamma-Funktion

Aufgabe 20 C.
a) Firx >n > 0ist }C < }1, also folgt

ntl 1 1 1
0< / ( - )dx = —logx
n n X n

et 1 1 _ x—n x—n
Andrerseits ist , — =" " < 2 also

1 1 ntlx—n e 1
= — < = = .
A(n) \ log(1+n> _/n 2 dx n2/0 xdx o

b) Nach Definition der Euler-Mascheronischen Konstanten ist

o = ’11 —log(l—i-,ll) = An).

n

) n 1 ) FH—II
7= Jim (3 —toen) = Jim (3, | ~totn 1)
k=1 k=1
. - 1 .
= fim (2 ~logtor+ ) = fims.
~ -~ -
=5,

Nun ist S = 0 und
1
Sn—S8n—1 = —log(n+1)+logn=~A(n).
n

Daraus folgt

=3

Y="So0+ i(Sn —Su1) = Y, Mn), qed.

n=1 n=1

Aufgabe 20 D. Wir verwenden die Stirlingsche Formel n! ~ /27tn(”)". Damit
ergibt sich

1 /2n\  (2n)! Vann 2n 2"((3)2” 1
220\ ) 2%pln! 220\ /2mn/2mn \ e n Vrn'

Aufgabe 20 F. Sei F(x) :=2'T(; )1"(";1 ). Alle Faktoren sind fiir x > 0 positiv,
also kann man logarithmieren:

x—l—l)

log F(x) :xlogx—&—logl“(;) —i—logF( 5
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Da jeder Summand konvex ist, ist auch die Summe konvex, also F' : R — R*,
logarithmisch konvex. F' geniigt folgender Funktionalgleichung:

Flx+1)= z”lr(x;l)r(x;z) :2~2Xr(x;1) ;r(’z‘) = xF(x).

Es gilt F(1) = 21"(;)1"(1) = 2/7. Mit dem Satz von Bohr/Mollerup (An. 1,
§20, Satz 4) folgt deshalb

2)‘1"@)1"(’“2r ! ): F(x) = F(1)I'(x) = 2/ (x).

Daraus folgt die behauptete Formel.

Aufgabe 20 G.

a) Falls x > 1 und y > 1, ist der Integrand stetig, also nichts zu beweisen. Die
Integrationsgrenze O wird kritisch, falls 0 < x < 1, die Integrationsgrenze 1,
falls 0 <y < 1.

Wir behandeln nur die untere Integrationsgrenze. Der andere Fall ist analog. Es
ist also zu zeigen, dass der Limes

12
lim [ (1 —2) tar
N0

€

fiir x € ]0, 1[ existiert. Da die Funktion ¢ — (1 —¢)*~! im abgeschlossenen In-
tervall [0, é] stetig ist, ist sie dort beschrinkt. Wir haben also eine Abschitzung

|tx71(1 _ Z)y71| < Ktxfl
mit einer Konstanten K € R.. Da das uneigentliche Integral

1/2

/tx" dt

0

fiir x > 0 konvergiert, siche An. 1, Beispiel (20.2), folgt die Behauptung.

d
b) i) Wir zeigen zunichst die Funktionalgleichung. Da dr " = xt*"!, folgt mit
partieller Integration

1
xB(x,y+1) :/Oxtx_l(l—z)ydt
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=r(1—1)
~

~
=0

= yB(x+1,).

=1 1
+y/ F(1—1)dr
t=0 0

Andrerseits erhilt man

B(x,y+1) :/ H1—1)(1—r)ar
— / Y =)~ dr — /Olt"(l—t)yfldt
= B(x,y) —B(x+1,y).
Kombination der beiden Gleichungen ergibt
xB(x,y) = (x+y)B(x+ 1,y).
ii) Die logarithmische Konvexitit der Funktion x — B(x,y) bedeutet
By + (1= A)x2,y) < B(x1,3)*B(x2,y)"

fiir alle x;,x, > 0 und 0 < A < 1. Dies beweisen wir mit der Holderschen Un-
gleichung. Wir definieren p und g durch A = 117 und 1 —A = [1]. Mit

£ ;:,<xrl)/p(1 _t)(yfl)/p und  g(r) ::,(Xzfl)/q(l —1)0=D/a

wird
f(t)g(t) = t}\‘x'Jr(I*k)Xz*l(l —t)yfl.

Dann ist
[ s = B+ (1 -2pey)

< ([ sayar)” ([ gteyar)”

= B(x,y)*B(x2,y)' ™ qed.

c) Fiir festes y > 0 sei F:= R" — R’ die Funktion mit

F(x) :=B(x,y)T(x+y)/T(y).
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Da x — B(x,y) und x — I'(x +y) logarithmisch konvex sind, ist auch F loga-
rithmisch konvex. AuBlerdem gilt

F(x+1) = Blx+ Ly)I'(x+y+1)/T(y)

=y PO )T 0+) /T0) = P (),

und
F(1) = B(1,y)I(14y)/T(y) = yB(1,y)
1 t=1
- y/ (1=t ldr=—(1—1p] =1.
0 1=0
Aus dem Satz von Bohr/Mollerup folgt nun
Fx)(y)  ged.

Fx)=I'(x) = B(x,y):r(x+y)

Aufgabe 20 1.
a) Wir machen in der Formel

1
B(mv)z/ K1 —x)lax, u,v>0,
0

die Substitution r = 1/x und erhalten

© 1\v-1dt < (t—1)"!
B = [ (1= ) :/ dt.
(M V) /1 t t2 1 l"+v

Nochmalige Substitution x = ¢ — 1 liefert

oo xv—l
B(u,v):/o (ler)quvdt

Setzt man schlieBlichv=oundu =1 -0, (0 < o < 1), und beachtet B(u,v) =
B(v,u), erhilt man die Behauptung

oo'x(lfl
Blo,1—o) = dx.
(@1—0)= [ ] dx

b) Wir substituieren in der in a) bewiesenen Formel x = #"*. Dann wird

oo 0= I~ [notfl
B(o, 1 — o) :n/ t"_ldt:n/ dt
0o 141" o 141
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Setzt man speziell o. = 1/n ergibt sich

< dt 1 71 1
/ dt = B( 11— ), q.e.d.
o 14+ n \n n

§21 GleichmiBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Aufgabe 21 A. Zunichst berechnen wir die Integrale
o o R
x _ . x
/fn(x)dx:/nze */n dx = lim ,e I .

R—oo n
0 0 0

Mit der Substitution t = f; wird

R R/n
x _

/ ,e X gy = /te dt,
n

0 0

also
R/n o

/fn(x) dx = Igim /teﬁ dt = /teil dt=T(2)=1
0 0 0

fiir alle n > 1. Wir zeigen jetzt die gleichmiBige Konvergenz der Folge (f;,)
gegen 0. Dazu berechnen wir zunichst die Ableitung von f;,.

1 by
/ .
falx) = 2° x/n (1 — n) .
Daraus sieht man, dass f,, im Intervall [0,2] monoton wichst und im Intervall
[1,eo[ monoton fillt. Sie nimmt also fiir x = n ihr absolutes Maximum an, und
es gilt
|
0 < fulx) < fuln) =
en

fiir alle x € Ry und alle n > 1. Daraus folgt die gleichmifige Konvergenz der
Funktionenfolge (f;) gegen 0.
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Aufgabe 21 B. Wir behandeln hier nur die Reihe

sinnx

M

f(x) ::n:I n3

Da f periodisch ist, konnen wir uns auf das Intervall 0 < x < 27 beschrinken.
Formales Differenzieren ergibt

< COSMX
Z

Day > nlz < oo, konvergiert die Reihe gleichmiBig, stellt also nach An. 1, §21,
Satz 5, tatsédchlich die Ableitung von f dar. Nach An. 1, Beispiel (21.9) ist aber

- 2 o
—T T
DI (x ) - firo<x<om
oon 2 1

Durch seine Ableitung ist f bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt; es folgt

1 2
f@) = | e=mpP =T

Da f(0) = 0, ergibt sich const = n* /12, d.h.

X+ const.

1 , o
F) = = mT = et
=1 ((x—n)3—7l:2(x—1t)) = 12x(x—1'c)(x—2n).
Wir haben also
i 1nnx x(x —m)(x—2m) fir 0 < x < 1.

12
Daraus ergibt sich z.B. fiir x = 7 die interessante Formel

(-1f _w

gb(zkﬂﬁ - 32

Aufgabe 21 D. Sei € > 0 vorgegeben. Wegen der Monotonie ist nur zu zeigen,
dass es ein N € N gibt, so dass fy(x) < ¢ fiir alle x € [a,b].



176 Losungen

Angenommen, es gibt kein solches N. Dann gibt es zu jedem n € N ein x, €
[a, D], so dass f,(x,) > €. Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraR} (An. 1, §5,
Satz 4) besitzt die Folge (x,) eine konvergente Teilfolge (x,, ), die gegen einen
Punkt ¢ € [a,b] konvergiert. Wegen lim f,,(¢) = 0 gibt es einen Index m, so dass
fm(c) <e.Da f, stetig ist, gibt es ein & > 0 mit

fm(x) <e firalle x € [a,b] mit |x —c| < 0.
Wegen f, > fu41 gilt dieselbe Abschitzung auch fiir alle Funktionen f;, mit
n > m. Da limx,, = ¢, ist |x,, —c| < 8 fiir alle k > ko, also fy, (x,,) < € fiir

k > ko und ny > m. Dies steht aber im Widerspruch zu fy, (x,,) > €. Also ist
die Annahme falsch und die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 21 E. Da f,([a,b]) C [A,B] fiir alle n € N, folgt auch F([a,b]) C
[A,B], also ist G := @ o F definiert. Da ¢ auf dem kompakten Intervall [A, B]
gleichmiBig stetig ist, gibt es zu vorgegebenem € > 0 ein & > 0, so dass

lo(y) —0(y)| <e firalley,y" € [A,B] mit [y—y'| <3.

Da die Folge (f,)nen gleichmidBig gegen F konvergiert, gibt es zu diesem 8 ein
N €N, so dass

|F(x) — fu(x)| < & fiirallex € [a,b] und alle n > N.

Setzt man dies mit y = F(x) und y' = f,(x) in die vorige Abschitzung ein,
erhdlt man

(o F)(x) — (@o fy)(x)| <e fiirallex € [a,b] und alle n > N.

Das bedeutet aber, dass die Folge (o f;,),cn auf [a,b] gleichmiRig gegen die
Funktion ¢ o F konvergiert.

§ 22 Taylor-Reihen

Aufgabe 22 A. Wir machen folgende Umformung:

= (a+ (x—a))* = a® <1+x;”>a.
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Falls |*_¢| < 1, d.h. [x—a| < a, konnen wir (1+"_)* mittels der Binomischen
Reihe entwickeln und erhalten

oS ()5 (errear

fiir |x —a| < a.

Aufgabe 22 C. Man kann die gesuchten Anfangsglieder der Taylorreihe durch
wiederholtes Differenzieren der Funktion f berechnen. Wir wihlen hier eine
andere Moglichkeit. Die gegebene Funktion ist das Produkt zweier Funktionen
mit bekannter Taylor-Entwicklung, f(x) = g(x)h(x), wobei

T TS R = N
= = . = —1 n )
S0 = T 1y zgz)( " (5

o ‘ x2k+ 1

h(x) == sinx:kga(—l) (2k+ 1)1

Die Taylor-Entwicklung von f ergibt sich als Cauchy-Produkt dieser beiden
Potenzreihen,

und

flx)= ic,,x", mit ¢, = z ayby,
n=0

k+l=n
wobei
B (71)1« 4 b 0, 1 falls ¢ gerade,
W= pppr UG Dr= (—1)<€*1)/2~€', falls £ ungerade.

Damit erhalten wir ¢g = 0 und

1
Clzaob1:27
1
62:6111%:*47
— aobstaghi=— 40 = !
¢ =abstabi=— +o=,,,
1 1 1
C4falb3+a3b1724*16—*487

1 1 7
+ =

1
cs = a0b5 +a2b3 +a4b1 = 240 - 48 32 480 '
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Der Anfang der Taylor-Reihe der Funktion f lautet also

x 2 X 1

_ _ Re ().
FO) ==y + oy~ 4gtago TR

Aufgabe 22 E. Nach An. 1, §22, Satz 1, ist der exakte Wert des Restglieds

X
1
Rt = [0y ar
n! J
Wir schreiben dies in der Form

X

R,,H(x) = nl| /(x_t)n_p+lf<n+l)(l)(x—t)p_ldz_

a

und wenden darauf den Mittelwertsatz der Integralrechnung (An. 1, §18, Satz
8) an. Fiir die in diesem Satz vorkommende Gewichtsfunktion ¢ wihlen wir

~1
o) = (x—1)"".
Dies ist zulédssig, da ¢ im ganzen Integrations—Intervall entweder stets > 0 oder

stets < 0 ist. Wir erhalten eine Zwischenstelle & € [a,x] bzw. & € [x,a] mit

X

Rua(x) = | (=& P A0 0(E) [ ey

n:
a

(n+1)
_ f +‘ (&)(x_a)nprrl(x_a)p'
nlp

Aufgabe 22 G. Sei
o:=arctanx, f:=arctany und 7Y:=o+p.

Es gilt |o| < /2, |B] < 7/2 und nach Voraussetzung |y| < 1/2. Division der
Additions—Theoreme fiir die Funktionen Sinus und Cosinus

siny = sino.cos B 4 cosasin 3,

cos’y=coso.cosf —sinasin3
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liefert
tan o+ tan
tany = +tan} x+y

~ l—tanatanB 1 —xy’

Da wegen |y| < m/2 gilt arctan(tany) = v, erhilt man

Y = arctanx + arctany = arctan Xy .
I—xy
Anwendung dieser Formel auf x =y = ; ergibt
2arctan - arctan 25 _ arctan 2/5 _ arctan >
5 1-1/25 24/25 12
und
darct 1 2 arct 5 ‘ 10/12 ¢ 120
arctan _ = 2arctan __ = arctan = arctan .
5 12 1—-25/144 119

In beiden Fillen ist die Anwendung des Additions—Theorems fiir den arctan
zuléssig, da

arctan ! < arctan 5 < arctan 1 = T
5 12 T4

Andrerseits ist

T -+ arctan ! = arctan | + arctan ! = arctan I+ 1/ 239 = arctan 120
4 239 239 1-1/239 119°

Daraus folgt die Machinsche Formel, also mit der Reihen—-Entwicklung der
Arcus—Tangens—Funktion

1t—16i(_1)k NN* 4 i(—l)k 1 \*
5 &2k+1\5 239 & 2k+11\239)

Um damit 7 mit einer Genauigkeit von 10~!2 zu berechnen, geniigt es, jeden

der beiden Teile mit einem Fehler < 5-10~!3 zu berechnen. Da die Reihe
_ 1)k

2(2 i)l x%k fiir 0 < x < 1 alternierend ist und die Absolutbetriige der Reihen-

glieder streng monoton gegen 0 konvergieren, ist der Fehler bei Abbruch der

Reihe immer kleiner als das erste weggelassene Glied. Nun ist

18
1 /1
2-10714
19(5) < :
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6
Li 16
7(239) <8-1071,

also
n_16§(—1)k N* 4 i(—l)" 1 2"+R
5 &2%+1\5 239 & 2k+1\239
it 16 4
R 2-1071 8-10716 <7.1071,
IR| < 5 +239 <

Um also © mit einer Genauigkeit von 10~!2 zu erhalten, braucht man nur die
obigen 12 Reihenglieder mit einem Gesamtfehler < 0.9-10~'2 zu berechnen.

Aufgabe 22 I. Wir geben hier nur zur Kontrolle die Werte der ersten Koeffizi-
enten Ey; der Entwicklung

1 _ i E2k x2k
cosx = (2k)!
Eo=1, Ey=1, E;4=5, Eg=61, Eg=1385Ej)=5052l,
E1p =2702765, Ej4=199360981, Ejs=19391512145.

623 Fourier—Reihen

Aufgabe 23 B. Die Fourier—Koeffizienten der Funktion f sind
| 2n
= 2n/|sinx\e7"”xdx.
0

Da ¢ T — (—1)"e~ folgt ¢, = O fiir ungerades n und
1 T
o = /sinxe‘zm dx
T 0

n
_ 1 -/(eix_efiX)ef2kixdx

2mi
0
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T ¥
_ 1 /efi(Zkfl)xdxi 1 /efi(2k+1)xdx
2ni0 27:1‘0

_ 1 L i 1 —i(2k+1)x
2mi \ —i(2k — 1)

0 —i(2k+1)
1 2 2
:2n<_2k71+2k+1)
1 4 11

Tomak -1 om gl

y

Die Fourier—Reihe konvergiert gleichmifig gegen f, da die Funktion stetig und
stiickweise stetig differenzierbar ist. Zusammenfassend erhalten wir

. 1 & ehix 1 > cos 2kx
|s1nx|:—2Tc S kz_}‘_n(z—z k2—1>'

k=—oo k=1 4

Bemerkung. Die Tatsache, dass nur Fourier—Koeffizienten mit geradem Index
auftauchen, folgt auch daraus, dass die Funktion f(x) = |sinx| bereits die Pe-
riode ® hat. Da f eine gerade Funktion ist, ist die Fourier-Reihe eine reine
Cosinus-Reihe, siehe Aufgabe 23 C.

Aufgabe 23 E.
a) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k.

Induktionsanfang k = 0. Die Funktion f ist stetig, also auf dem kompakten
Intervall [0,2n] beschréinkt. Ist M eine obere Schranke von | f|, so gilt fiir die
Fourier-Koeffizienten ¢, von f

1 21 i 1 21
leal = ‘m [ fe x| < 2n/0 £ () |dx < M.
Die Fourier-Koeffizienten sind also ebenso durch M beschrinkt, d.h. ¢, = O(1).

Induktionsschritt k — k4 1. Wir bezeichnen die Fourier-Koeffizienten von f
mit ¢, und die Fourier-Koeffizienten der Ableitung f’ mit 7,. Durch partielle
Integration erhilt man

2n ln

0 2m
-

1 = —inx g —inx m —inx g _ -
V= | 1@ dx= fx)e /0 F)e ™ dx = incy,

T 2m o -
=0
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also |cy| < ,ll|y,,| fiir n # 0. Da nach Induktions-Voraussetzung y, = O(1/|n¥),
folgt ¢, = O(1/|n|**1) fiir |n| — oo.
b) Wir beweisen die Behauptung wieder durch Induktion nach k.

Induktionsanfang k = 0. Aus ¢, = O(1/n?) folgt wegen ¥.7°(1/n%) < oo, dass
die Fourier-Reihe von f,

f('x) = 2 cneinx’
Nn—=—oco
gleichmiBig (gegen f) konvergiert.
Induktionsschritt k — k4 1. Fiir die Fourier-Reihe von f gelte

oo ' . 1
flx)= n;mcne'”x mit ¢,, = 0( \n|k+3) .
Da k+3 > 2, konvergiert die Reihe gleichmifig. Formales Differenzieren lie-
fert
Z inc,e™ = z Y,lei"x ,  wobei Yy, = inc,.
n=—oo n=—oo

Es folgt y, = O(1/|n|**?), also konvergiert die formal abgeleitete Reihe gleich-
miRig und stellt deshalb nach An. 1, §21, Satz 5, die wirkliche Ableitung f’ dar.
Nach Induktions-Voraussetzung ist f’ k-mal differenzierbar, also f (k+1)-mal
differenzierbar, q.e.d.

Aufgabe 23 G. Die Fourier-Koeffizienten ¢, von f lassen sich wie folgt be-
rechnen:

_ 1 7iax —inx gy 1 U a1 &
Cn*2n0 e e x—27t i(a—n)e o omi an

Somit lautet die Fourier-Reihe von f

S0 = Jim Sy mit

eZTciu -1

N
Snlfl(x) = . 2_,
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Nach Aufgabe 23 E konvergiert die Fourier-Reihe auf jedem kompakten Inter-
vall [8,2m — §], (0 < & < m), gleichmiiBig gegen f, insbesondere gilt

eZma 1 N inx

iax . ..
et = lim E fiir 0 < x < 2m.
2 N—e “a—n

An den Sprungstellen konvergiert die Reihe gegen den Mittelwert aus rechts-
und links-seitigem Limes, also gilt fiir x =0

2mia 2mia N
e+ 1 e —1 1
= lim , d.h.
2 2mi NLw Z‘N a—n

2mia
et ] 1
b . = E .
lezm"—l + (a—n a—i—n)

Man beachte, dass ¢>™¢ #£ 1, da nach Voraussetzung a ¢ Z. Nun ist

cosTa _elia 4 pTia e2mia 4
TCcotma =T =T _. i =T o .
Slnna eTEla _ e*TEla e mia __ 1

Dabher ergibt sich (wenn man wieder x fiir a schreibt)

1 1 1 1 & 2x
TCOtTX = -
o= x+z<x n+x+n) x+n§‘1x27n2

fiir alle x € R \ Z. Dies ist ein neuer Beweis von An. 1, §21, Satz 7 a).

Aufgabe 23 H.

a) Esist Bj(x) =x— é also erhalten wir durch partielle Integration
! / 1 ! !
| Bis i == Drw| - [ s

O+ = [ s [ Bore ged

d.h.
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b) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach r und benutzen, dass
B,(x) =nB,,_,(x) und B, = B,(0) = B, (1) fiirn > 2.
Induktions-Anfang r = 1.

! x I'By(x
[ B = B0 | - [TE pria

2
_ B IBZ(X) 1
= S rm=ro)= [ e

Induktions-Schrittr — r+1.

Wir wandeln den letzten Term der Induktions-Voraussetzung durch zweimalige
partielle Integration um.

,/1 BZV( ) ( )
0 (Zr)
_ B r ( ) r ! IB r (X) T
_ 2r1(X )f(z)(x)‘o+/0 215 plar ) () gy

(2r+1)( (2r+1)!
: f;;tz;)if@fm oo s
-, zlizf;)! ( FRr () — gD (o)) - /O l f;;f %), £ (x)dx.

Setzt man dies in die Induktions-Voraussetzung ein, erhilt man die Induktions-
Behauptung fiir r+ 1, g.e.d.

¢) Fiir jedes Intervall [k,k+ 1] C [m,n] gilt nach a) und b)
k+ .
W) = [ dx+z 3 =)

3 k+132r(x) (r>x .
/k Sy £ (e

(Man beachte By, (x) = By, (x— |x]).)
Summation iiber k von m bis n — 1 ergibt wegen des Teleskopsummen-Effekts

> 1) = 3rm)+ fo) + [ flwydx
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+2 o (P00 =7 V)
nBzr() (2r)
) 1w

Aus der Fourier-Reihe fiir Ba,(x) folgt [By,(x)| < |By,| fiir alle x € R, vgl.
An. 1, Beispiel (23.3). Deshalb kann man das letzte Integral dem Betrage nach
wie folgt abschitzen

Bo, n .
Ry < izj)‘! [rwias, aea
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