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Vorwort zur 1. Außage 

Seit dem Erscheinen meines Buches Analysis I sind wiederholt Anfragen ge­
kommen, doch Lösungen zu den Übungsaufgaben herauszugeben. Ich stand 
dem immer skeptisch gegenüber. Das Lösen von Übungsaufgaben zn den An­
flingervorlesungen ist ein unentbehrlicher Bestandteil des Mathematik-Sto­
diums. Das Vorliegen von schriftlichen Lösungen verfiihrt aber dazu, es selbst 
nicht hart genug zu versuchen und zu früh in den Lösungen nachzuschauen. 
Außerdem kann eine gedruckte Lösung nicht die Besprechung der Aufgaben 
in einer Übungsgruppe ersetzen, in der der Tutor (im allerdings nicht immer 
erreichten Idealfall) anf die verschiedenen Lösungsmöglichkeiten und die ge­
machten Fehler eingehen und bei Verständnisschwierigkeiten individuell hel­
fenkann. 

Andererseits ist der Bedarf an Übungsmaterial mit nachpröfharen Lösungen 
für das Selbststodium (z.B. bei Prüfungsvorbereitongen) nicht von der Hand 
zu weisen. So wurde mit dem vorliegenden Aufgabenbuch ein Komprontiß 
versucht: Zu ausgewählten Aufgaben wurden Lösungen ausgearbeitet und es 
wurden auch neue Aufgaben hinzugefügt, so daß genügend viele ungelöste 
Aufgaben als Herausforderung für den Leser übrig bleiben. 

Alle Aufgabentexte (einschließlich der aus dem Buch Analysis I übernomme­
nen) sind im 1. Teil des Aufgabenbuches abgedruckt. Zu den mit Stern ver­
sehenen Aufgaben stehen Lösungen im 2. Teil, manchmal auch nur Hinweise 
oder bei Rechenaufgaben die Ergebnisse. In keinem Fall sind die angegebe­
nen Lösungen als alleingöltige Muster-Lösungen zu betrachten. Zu fast allen 
Aufgaben gibt es mehrere Lösungswege und es ist oft nur eine Frage des Ge­
schmacks, welchen Weg man wählt. Auch sind sicherlich noch einige Lösun­
gen mit mehr oder weniger schweren Fehlern (von Druckfehlern und Versehen 
bis zn logischen Fehlern) behaftet. Der Stodent mag sich dantit trösten, daß 
nicht nur ihm, sondern auch dem Dozenten für manche Lösungen der Übungs­
aufgaben Punkte abgezogen würden. 

Die Arbeit an diesem Buch habe ich zusammen mit meinem langjährigen As­
sistenten an den Universitäten Münster und München, Dr. Rüdiger Wessoly be­
gonnen. Die gemeinsame Arbeit wurde auch nach seinem Ausscheiden aus der 
Universität, als er für eine von ilun selbst mitbegriindete Software-Firma arbei­
tete, fortgesetzt. Noch vor der Fertigstellung des Manuskripts ist Herr Wessoly 
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plötzlich und unerwartet verstorben. Seinem Andenken sei dieses Buch gewid­
met. 

Zu danken habe ich auch Herrn Thomas Szymczak (Dinslaken), der selbständig 
ein Lösungsbuch zur Analysis 2 erarbeitet hat und der sich bereit erklärt hat, 
das Manuskript zum vorliegenden Buch in JMEX zu setzen und dabei manche 
Fehler und Unebenheiten aus dem Text eliminiert hat. Nicht zuletzt verdankt 
das Buch sein Erscheinen dem beharrlichen und unermüdlichen Einsatz von 
Frau U. Schmickler-Hirzebruch vom Vieweg-Verlag. 

München, Februar 1995 OUoForster 

Vorwort zur 2. Auflage 

Für die 2. Auflage dieses Übungsbuches habe ich die bekannt gewordenen 
Druckfehler korrigiert (vielen Dank den sorgfältigen Leserinnen und Lesern!) 
und eine Anpassung an die neueste Auflage des Buches Analysis 1 vorgenom­
men, das seit der 5. Auflage manche Änderungen erfahren hat. So sind einige 
frühere Übungsaufgaben jetzt in den Haupttext der Analysis 1 integriert. Dafür 
wurden in das Übungsbuch neue Aufgaben und Lösungen aufgenommen. 

München, März 2004 Otto ForsteT 

Vorwort zur 5. Auflage 

Die vorliegende 5. Auflage dieses Übungsbuchs wurde an die 10. Auflage der 
Analysis 1 angepasst. Dadurch entfielen einige Übungsaufgaben, die jetzt im 
Haupttext der Analysis 1 behandelt werden. Dafür kamen mehr neue Aufgaben 
und Lösungen hinzu. 

München, April 2011 Otto ForsteT 



vn 

Inhaltsverzeichnis 

I Aufgaben 1 

§ I Vollständige Induktion 3 

§2 Die KÖIperaxiome 7 

§3 Anordnungsaxiome 9 

§4 Folgen, Grenzwerte . . 11 

§5 Das Vollständigkeitsaxiom . 14 

§6 Wurzeln ........... 15 

§7 Konvergenzkriterien für Reihen. 18 

§8 Die Exponentialreihe . 20 

§9 Punktmengen . . . . . 22 

§1O Funktionen, Stetigkeit. 24 

§11 Sätze über stetige Funktionen . 25 

§ 12 Logarithmus und allgemeine Potenz 27 

§13 Die ExponentiaIfunktion im Komplexen 30 

§ 14 Trigonometrische Funktionen . 31 

§ 15 Differentiation. . . . . . . . . 34 

§ 16 Lokale Extrema. Mittelwertsatz. Konvexität 36 

§ 17 Numeriscbe Lösung von Gleicbungen 38 

§ 18 Das Riemannsche Integral .. 40 

§ 19 Integrarion und Differentiation 42 

§ 20 Uneigentliehe Integrale. Die Gamma-Funktion 48 

§ 21 Gleichmäßige Konvergenz von Funktionenfolgen 50 

§ 22 Taylor-Reihen .. 51 

§ 23 Fourier-Reihen . 53 



VIII 

11 Lösungen 

§ 1 Vollständige Induktion 

§ 2 Die Körperaxiome .. 

§ 3 Anordnungsaxiome . . 

§ 4 Folgen, Grenzwerte . . 

§ 5 Das Vollständigkeitsaxiom 

§ 6 Wurzeln ......... . 

§ 7 Kunvergenzkritcrien fiir Reihen. . 

§ 8 Die Exponentialreihe . 

§ 9 Punktmengen..... 

§ 10 Funktionen, Stetigkeit. 

§ 11 Sätze über stetige Funktionen . 

§ 12 Logarithmus und allgemeine Potenz 

§ 13 Die Exponentia1fuuktion im Komplexen 

§ 14 Trigonometrische Funktionen. 

§ 15 Differentiation ........ . 

§ 16 Lokale Extrema. Mittelwertsatz. Konvexität 

§ 17 Numerische Lösung von Gleichungen 

§ 18 Das Riemanosche Integral .. 

§ 19 Integration und Differentiation 

§ 20 Uneigentliehe Integrale. Die Gamma-Funktion 

§ 21 Gleichmäßige Konvergenz von Funktionenfolgen 

§ 22 Taylor-Reihen. 

§ 23 Fourier-Reihen 

57 

59 

67 

73 

77 

81 

89 

94 

101 

105 

109 

112 

116 

122 

125 

134 

141 

148 

158 

161 

170 

174 

176 

180 



Teil I 
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§ 1 Vollständige Induktion 

Aufgabe 1 A '. Seien n, k natürliche Zahlen mit n ~ k. Man beweise 

(n+l) = i (m). 
k+l m=k k 

Aufgabe 1 B. Für eine reelle Zahl x und eine natürliche Zahl k werde definiert 

also insbesondere 

x(x-l) ..... (x-k+l) 
k! 

(~) = 1. 

Man beweise für alle reellen Zahlen x nnd natürlichen Zahlen k 

a) (~:~) = (k: 1) + (~). 
b) (~x) =(-l)t+:-

l
). 

Aufgabe 1 C·. Man beweise für alle reellen Zahlen x, y nnd alle n E N 

Aufgabe 1 D. Man beweise für alle reellen Zahlen x, y nnd alle n E N 

e+y~n-l) =! e+:=~-l) (Y+~-l). 
Aufgabe 1 E. Man zeige: Für alle n E N gilt 

O. Forster, R. Wessoly, Übungsbuch zur Analysis1,
DOI 10.1007/978-3-8348-8228-8_1, 
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011



4 Aufgaben 

Aufgabe 1 F*. Man zeige für alle natürlichen Zahlen n ~ 1 

± (2n) = 220
-

1
• 

k=0 2k 

Aufgabe 1 G. Man zeige für alle natürlichen Zahlen n ~ 1 

Aufgabe 1 H. Man beweise: Eine n-elementige Menge (n > 0) besitzt ebenso 
viele Teilmengen mit einer geraden Zahl von Elementen wie Teilmengen mit 
einer ungeraden Zahl von Elementen. 

Aufgabe 1 1*. Ersetzt man im Pascalsehen Dreieck die Einträge durch klei­
ne rechteckige weiße und schwarze Kästchen, je nachdem der entsprechen­
de Binomial-Koeffizient gerade oder ungerade ist, so entsteht eine interessan­
te Figur, siehe Bild 1.1. Wir bezeichnen das Kästchen, das dem Binomia1-

Bild 1.1 Pasca1sches Dreieck modulo 2 

Koeffizienten m entspricht, mit (k,l). In der Figur sind alle Kästchen (k,l) 
bis k = 31 dargestellt. Man beweise dazu: 

a) e"i 1) ist ungerade für alle 0 :0; f :0; 2" - I, d.h. die Zeile mit k = 2" - 1 ist 
vollstäodig schwarz. 



§ 1 Vollständige Induktion 

b) e:) ist gerade für alle 1 ~ l ~ 2" - l. 

c) e':~ ist ungerade für alle 0 ~ l ~ 2"-l. 

d) Das Dreieck mit den Ecken 

(0,0), (2" -1,0), (2" -1,2" -1) 

gebt durch Verschiebung (k,l) >-> (2" +k,l) in das Dreieck 

(2",0), (2'" -1,0), (2'" _1,2n -1) 

mit demselben Farbmuster über. 
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e) Das Dreieck mit den Ecken (0,0), (2n-1,0), (2"-1,2n-1) weist außerdem 
eine Symmetrie bzgl. Drehungen um den Mittelpunkt mit WInkell20 Grad und 
240 Grad auf, genauer: Durch die Transformation 

(k,l) >-> (2n -l-l,k-l), (0~l~k~2n-1) 

geht das Dreieck unter Erhaltung des Farbmusters in sich über, d.h. die Bino­
mial-Koeffizienten 

G) und C";~;) 
sind entweder beide gerade oder beide ungerade. 

Aufgabe 1 J*. Seien n und k natürliche Zahlen. Man beweise: Die Anzahl 
aller k-Thpe1 (a" .. , ,ak) E Nk mit 

ist gleich (n+:-l). 

Aufgabe 1 K. Sei n eine natürliche Zahl. WIeviele Ttipe1 (k\,k2,k3) E 1'13 gibt 
es, die 

k, +k2+k3 =n 

erfüllen? 

Aufgabe 1 L. Man beweise für alle n E 1'1 

" 1 
~ ~k(~k+=--l~) 

1 
1--. 

n+1 



6 Aufgaben 

Aufgabe 1 M. Durch Probieren finde man Formeln für die folgenden beiden 
Ausdrücke und beweise anschließend das Ergebnis durch vollständige lnduk­
tion: 

N n2 
b) rr --'------1' für alle N 2': 2. 

n=2 n -

Aufgabe 1 N. Man beweise für alle reellen Zahlen x und alle natürlichen Zah­
lenn 

n-l 2/1-1 rr (1+~') = I. x"'. 
k=O m=O 

Aufgabe 1 O. Man beweise die folgenden Summenformeln: 

Aufgabe 1 P*. Sei rEN. Man zeige: Es gibt rationale Zahlen a,lo'" ,am so 
dass für alle natürlichen Zahlen n gilt 

~ ,.r I ,+1 + '+ + ~" = --In arrn... arin. 
~1 r+ 

Aufgabe 1 Q*. Man zeige, dass nach dem Gregorianischen Kalender (d.h. 
Schaltjahr, wenn die Jahreszahl durch 4 teilbar ist, mit Ausna1une der Jah­
re, die durch 100 aber nicht durch 400 teilbar sind) der 13. eines Monats im 
langjährigen Durchschnitt häufiger auf einen Freitag fällt, als auf irgend einen 
anderen Wochentag. Hinweis: Der Geburtstag von Gauß, der 30. April 1777, 
war ein Mittwoch. (Diese Aufgabe ist weniger eine Übung zur vollständigen 
lnduktion, als eine Übung im systematischen Abzählen.) 



§ 2 Die Körperaxiome 7 

§ 2 Die Körperaxiome 

Aufgabe 2 A *. Man zeige: Es gelten die folgenden Regeln für das Bruchrech· 
nen (a, b, c, d E IR, b # 0, d # 0): 

a) ~ = ~ gilt genau dann, wenn ad = bc ist. 

b) /l ± c: = ad±bc 
b d bd 

a c ac 
c) b' d = bd 

d) t=~,fallSC#Oist. 
d 

Aufgabe 2 B*. Man beweise für reelle Zahlen X!, ... ,Xn,Yl, ... ,Ym das allge­
meine Distributivgesetz 

Aufgabe 2 C·. Seien aik für i, k E N reelle Zahlen. Man zeige für alle n E N 

Aufgabe 2 D. Es sei n E N und für i, k E {I, ... , n} seien aik reelle Zahlen. 
Man setze 

An:= ± (fa,.) . 
• =1 k=1 

a) Man schreibe die DoppelsummeAn für die Fälle n = 1,2,3,4 aus. 

b) Man berechne An für die Fälle 

i) aik = 1 für alle i,kE {l, ... ,n}, 

ü) aik=kfürallei,kE{I, ... ,n}, 
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üi) aik=ifürallei,kE{l, ... ,n}. 

iv) aik=i+kfürallei,kE{l, ... ,n}, 

v) aik=ikfürallei,kE{l, ... ,n}. 

Aufgaben 

Aufgabe 2 E*, Es seien a, b, c, d rationale Zahlen und x eine irrationale reelle 
Zahl, d.h. x ER" Q. Man beweise: 

a) Istad-bc '" 0, so ist auch cx+d '" 0 und 

ax+b 
y:= cx+d 

ist eine irrationale Zahl. 

b) Ist ad - bc = 0, so ist entweder cx + d = 0 oder 

ax+b 
y:= cx+d 

eine rationale Zahl. 

Aufgabe 2 F*, Es sei 

K:= {(a,b) E R 2 : a,b E Q}. 

1n K werde folgende Addition und Multiplikation eingeführt: 

{ 
(a,b) + (d,b') := (a+a',b+b'), 
(a,b). (a',b') := (ud +2bb',ab' Hd) 

für alle (a,b), (a',b') E K. Man zeige, dass dann (K,+,') ein Körper ist. 

Aufgabe 2 G, Man zeige, dass in dem in Aufgabe 2 F definierten Körper K 
die Gleichung 

"'=2 
genau zwei Lösungen besitzt, die Gleichung 

jedoch uulösbar ist. 
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Aufgabe 2 H. Es sei M := NU {~}, wobei ~ rt N. Auf M führen wir zwei 
Verknüpfungen 

{
MXM ---+ M 
(a,b) >--+ a+b 

wie folgt ein: 

und {
MXM ---+ M 
(a,b) >--+ a·b 

(I) Für a, bEN sei a + b bzw. a· b die übliche Addition bzw. Multiplikation 
natürlicher Zahlen. 

(2) FüraEMseia+~=~+a=~. 

(3) Füra E M, {O} sei a·~ = ~·a =~. 

(4) O·~=~·O=O. 

Man zeige, dass diese Verknüpfungen auf M die Körperaxiome (A.I), (A.2), 
(A.3), (M.l), (M.2), (M.3) und (0), aber nicht (AA) und (MA) erfüllen. 

§ 3 Anordnungsaxiome 

Aufgabe 3 A *. Man zeige n2 :S 2n für jede natürliche Zahl n i' 3. 

Aufgabe 3 B. Man zeige 2n < n! für jede natürliche Zahl n ~ 4. 

Aufgabe 3 C·. Man beweise: Für jede natürliche Zahl n ~ I gelten die fol­
genden Aussagen: 

c) Gr:s ~n!. 
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Aufgabe 3 D*. Man zeige: Für jede reelle Zahl q > 0 gilt 

I 
q+- ;::2. 

q 

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn q = I ist. 

Aufgaben 

Aufgabe 3 E. Man stelle fest, welche der folgenden Implikationen über reelle 
Zahlen x, a, ballgemeingültig bzw. i.a. falsch sind. Man beweise die allge­
meingültigen Aussagen und gebe für die übtigen Aussagen ein Gegenbeispiel 
an: 

a) lx-al <b==?x>a-2b, 
b) ab> I und a < I ==? b > I, 

c) x(x-2d) >O_lx-a21 >a2. 

Aufgabe 3 F. Man beweise die folgenden Aussagen: 

a) Sind al, ... ,an positive reelle Zahlen, so gilt 

• • 
II(1+ai);:: 1+ Lai. 
i=l i=l 

b) Sind aJ, .. . ,a. reelle Zahlen ntit 0 :0; ai :0; I für alle i E {I, ... , n}, so gilt 

• • 
II(1-ai);:: 1- Lai. 
i=l i=l 

Aufgabe 3 G. Es sei 0 < a :0; b. Man zeige 

a2 :o; (::S :O;ab:O; (a;b)' 9 2
. 

Trifft an irgendeiner Stelle dieser Ungleichungskette das Gleichheitszeichen 
zu, so ista = b. 

Aufgabe 3 H. Man zeige: Für alle reellen Zahlen x, y E IR gilt 

I 
max(x,y) = 2:(x+y+ Ix-yl), ntin(x,y) = ~(x+y-Ix-Yll, 
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dabei bezeichne max(x,y) die größere und min(x,y) die kleinere der beiden 
Zahlenx,y. 

Aufgabe 3 1*, Man beweise mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes: Für jede 
reelle Zahl x ~ 0 und jede natürlicbe Zahl n ~ 2 gilt 

n2 

(l+x)' ~ 4x'. 

Aufgabe 3 J*, Man zeige: Zu jeder reellen Zahl b > I existiert eine natürliche 
Zahl no, so dass b" > n für alle n E JII mit n ~ no gilt. 

Aufgabe 3 K*, Man beweise für alle n E JII 

n!:S 2G)". 

Aufgabe 3 L', Man beweise folgende Regeln für die Funktionen Ooor und 
ceil: 

a) rxl =-L-xJ fürallexEIlt. 

b) rxl = LxJ+I fürallexEIlt,Z. 

c) rn/kl = L(n+k-I)/kJ für alle n,k E Z mitk ~ 1. 

§ 4 Folgen, Grenzwerte 

Aufgabe 4 A *, Seien a und b reelle Zahlen. Die Folge (an).EN sei wie folgt 
rekursiv definiert: 

I 
ao:= a, al:= b, an:= 2: (an-l +a.-2) für n ~ 2. 

Man beweise, dass die Folge (a.).EN konvergiert und besürnme ihren Grenz­
wert 

Aufgabe 4 B, Seien a und b reelle Zahlen. Die Folge (an).EN sei wie folgt 
rekursiv definiert: 



12 Aufgaben 

Man beweise, dass die Folge (an)nEN konvergiert und bestimme ihren Grenz­
wert. 

Aufgabe 4 C·, Man berechne die Summe der Reibe 

- I 
L 4n'-1' 
n=l 

Aufgabe 4 D_ Man beweise, dass die Reibe 

- 1 ! n(n+ 1)(n+2) 

konvergiert und bestimme ihren Grenzwert. 

Aufgabe 4 E*_ Es sei (an)nEN eine Folge, die gegen ein a E R konvergiere. 
Man beweise, dass dann die Folge (bn)nEN definiert durch 

I 
bn := --1 (ao+a\ + ... +a.) für allen E 1\1 

n+ 

ebeufalls gegen a konvergiert. 

Aufgabe 4 F, Die Folgen (an)nEN bzw. (bn)nEN seien definiert durch 

(3-n)' 1+(-1)nn2 .. 
an := -3 3 I bzw. bn := 2 3 2 für allen E 1\1. n - + n+n 

Man entscheide bei beiden Folgen, welche der drei Eigenschaften .. beschränkt", 
,.konvergent' bzw. ,.divergent' vorliegen, und man bestimme im Falle der Kon­
vergenz den Grenzwert. 

Aufgabe 4 GO, Es seien (an)nEN, (bn)nEN, (cn)nEN drei reelle Zahlenfolgen 
mit 

an 5: bn 5: en für alle nE N. 

Man zeige: Sind (an)nEN, (Cn)nEN konvergent mit 

liman = lim en =: C E IR, 
n__ n-+-

so ist auch (bn)nEN konvergent und besitzt ebenfalls den Grenzwert c. 



§ 4 Folgen, Grenzwerte 

Aufgabe 4 HO. Die Folge (a,,)nEN sei definiert durch 

n l<?-
an := L -Y--k für alle n E N. 

k=1 n + 
Man zeige: 

!im 
I 

a,,=-3' 
n~-

Aufgabe 4 I. Man zeige, dass die Folge (an)nEN definiert durch 

n l<?-
an := ! n4 -lOk2 für alle n E N 

konvergiert und bestimme ihren Grenzwert. 

Aufgabe 4 J. Für x E IR und n E N sei 

(
5X_I)2n+1 

an(x):= x2 + 5 

Man bestimme explizit die folgenden Mengen 

a) Al := {x E IR : (an(x))nEN ist nach oben beschränkt}, 

b) A2:= {x E IR : (an (X))nEN ist nach unten beschränkt}, 

c) A3 := {x E IR : (an (X))nEN ist nicht beschränkt}, 

d) A4:= {x E IR : (an (X))nEN ist konvergent}. 

13 

Aufgabe 4 K*. Seien (an)nEN und (bn)nEN Folgen reeller Zahlen mit !im a" = 
n~-

~ und !im bn =: b E IR. Man beweise: 
n_ 

a) lim(a,,+bn) =~. 
n~-

b) Ist b > 0, so gilt lim (anbn) =~; ist b < 0, so gilt !im (anbn) = -~. 
1l----tOCl n_oo 

Aufgabe 4 L *. Man gebe Beispiele reeller Zahlenfolgen (a,,)nEN und (bn)nEN 
mit !im a" =~, !im bn = ° an, so dass jeder der folgenden Fälle eintritt: 

n-+- n-+-
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a) !im (a"bn) = +~. 
n_ 

b) !im (a"bn) = -~. 
n_ 

c) !im (a"bn) = c, wobei C eine beliebig vorgegebene reelle Zahl ist 
n_ 

d) Die Folge (anbn)nEN ist beschränkt, aber nicht konvergent. 

§ 5 Das Vollständigkeitsaxiom 

Aufgabe 5 A·, Man entwickle die Zahl x = ~ in einen b-adischen Bruch 
für b = 2,7, 10, 16. Im 16-adischen System (= Hexadezimalsystem) verwende 
man als ZiffernA = IO,B= 11, ... ,F= 15. 

Aufgabe 5 B. Man zeige: 1ede reelle Zahl x mit lxi :::; ! läßt sich schreiben als 

- E x= L 3! mit EkE{-I,O,I} fürallekEN. 
~, 

Aufgabe 5 C. Man zeige: Zu jeder reellen Zahl x mit 0 < x < 1 gibt es eine 
Folge natürlicher Zahlen 

so dass 
- 1 x=L-' 

k=1 nk 

Aufgabe 5 D*. Gegeben seinen zwei (unendliche) Dezimalbrüche 

O.al a2a3ll4 ... , 

O.b,b2b3b4 ... , 

die gegen dieselbe Zahl x E IR konvergieren. Man zeige: Entweder gilt an = bn 
für alle n ~ 1 oder es existiert eine natürliche Zahl k ~ I, so dass (nach evtl. 
Vertauschung der Rollen von a und b) gilt: 

für alle n < k, 
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Aufgabe 5 EO. Sei (Xn)nEN eine reelle Zahlenfolge mit IXn - Xn+11 ~ 2-n für 
alle nE N. Man zeige: (X.)nEN ist eine Cauchy-Folge. 

Aufgabe 5 FO. Man beweise: Jede Folge reeller Zahlen enthält eine monotone 
(wachsende oder fallende) Teilfolge. 

Aufgabe 5 GO. Sei (a,,)nEN eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen, die kei· 
nen Häufungspunkt besitzt. Man beweise, dass die Folge bestimmt gegen +~ 
divergiert. 

Aufgabe 5 H. Man zeige: Eine Zahlenfolge (an)nEN konvergiert genau dann, 
wenn die drei Teilfolgen 

konvergieren. 

Aufgabe 5 1*. Sei x eine vorgegebene reelle Zahl. Die Folge (an(x))nEN sei 
definiert durch 

an(x) := nx-lnxJ für alle X EIltund alle nE N. 

Man beweise: Ist x rational, so hat die Folge nur endlich viele Häufungspunkte; 
ist x irrational, so ist jede reelle Zahl a mit 0 ~ a ~ 1 Häufungspunkt der Folge 
(a,,(X))nEN. 

Aufgabe 5 J*. Man bestimme die 64·Bit·lEEE-Darstellung der Zahlen 

Zn:=lO" fürn=2,1,O,-1,-2. 

§ 6 Wurzeln 

Aufgabe 6 A •. Beim Iterations· Verfahren 
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zur Berechnung der 3. Wurzel einer positiven Zahl a > 0 definiere man den 
n-ten relativen Fehler In durch 

Xn = Va(l + In). 

Man leite eine Rekursionsformel für die Folge (fn) her und beweise 

o ',,;In+! ::; I; für alle n :::: 1. 

Aufgabe 6 B. Man beweise für a :::: 0, b :::: 0 die Ungleichung 

../ii+..;b < Ja+b 
2 2 . 

Aufgabe 6 C·. Man berechne 

d.h. den Limes der Folge (an)nEN rnitao = 1 unda,,+l = v'l+an fürn EN. 

Aufgabe 6 D*. Sei (an)nEN die Folge der Fibonacci-Zahlen, d.h. ao = a, = 1 
und 

Man zeige 

Aufgabe 6 E*. Seien a:::: 0, b:::: 0 reelle Zahlen. Die Folgen (an)nEN, (bn)nEN 
seien rekursiv definiert durch 

für alle n E N. Man zeige, dass beide Folgen gegen denselben Grenzwert kon­
vergieren. (Dieser Grenzwert heißt das arithmetisch-geomettische Mittel von 
a und b.) 
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Aufgabe 6 F*. Man zeige: Für alle natürlichen Zahlen n ~ 1 gilt 

Aufgabe 6 G *. Man beweise mittels Aufgabe 6 F 

Aufgabe 6lL Man untersuche, ob der Grenzwert 

existiert und berechne ihn gegebeneufalls. 

Aufgabe 6 I. Seien x, y > 0 zwei positive reelle Zahlen. Man bestinune den 
Grenzwert 

Aufgabe 6 J*. Man beweise: 

a) !~( ~-V'n) =0. 
b) !~(<<n+if,!2-V'n)=~. 

Aufgabe 6 K*. Die Folge (an)nEN sei definiert durch an:="jii für alle nE N. 
Man zeige, dass (an)nEN keine Cauchy-Folge ist, aber der folgenden Bedin­
gung genügt: Zu jedem e > 0 und jedem k E N existiert ein N E N, so dass 
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§ 7 Konvergenzkriterien für Reihen 

Aufgabe 7 A·. Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz oder 
Divergenz: 

Aufgabe 7 B. Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz oder 
Divergenz: 

Aufgabe 7 C. Die Reihen l:;:~1 an und l:;:~1 bn seien gegeben durch 

1 (_I)n 1 (_I)n . 
an =-+--2-' bn =,+-- fürallenEI'I. 

n n n n 

Man bestimme, welche der beiden Reihen konvergieren oder divergieren. 

Aufgabe 7 D*. Man berechne den Grenzwert der Reihen 

~ 1 

L (2n 1)' und n~ + 

für s = 2 und s = 4. Dabei werde als bekannt vorausgesetzt, dass 

gilt (vgl. An. 1, §21, Satz 11). 

Aufgabe7E*. 

a) Es sei l:;:~oan eine absolut konvergente Reihe und (Cn)nEN eine konver­
gente Folge reeller Zahlen. Man zeige: Die Reihe l::"o(cnan) konver­
giert absolut. 

b) Man gebe ein Beispiel einer konvergenten Reihe l:;:~ an und einer kon­
vergenten Folge (Cn)nEN an, so dass die Reihe l:;:~(cnan) divergiert. 
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Aufgabe 7 F". Sei r;~ an eine konvergente, aber nicht absolut konvergente 
Reihe reeller Zahlen. Man beweise, dass es zu beliebig vorgegebenen c E IR 
eine Umordnung :E;;'~oCl.t(n) gibt (d.h. t : l\I -----> l\I ist eine bijektive Abbildung), 
die gegen c konvergiert. 

Aufgabe 7 G*. Es sei h" := rk=!~' Man beweise, dass die Reihe :E;;'~! ~ 
konvergiert, und dass gilt 

Aufgabe 7 H*. 

a) Man zeige, dass die Reihe 

00 I 
g(x) := L --?+! 

"=" 2k+ I 

für alle x E IR mit lxi < 1 konvergiert. 

b) Wieviele Reihengliedermuss man in den Fällen x = !,!. fo jeweils berück­
sichtigen, um g(x) mit einer Genauigkeit von 10-6 zu berechnen? 

Aufgabe 7 1*_ Sei (an)n;>! eine Folge reeller Zahlen mit lanl :os; M für alle 
n 2': 1, wobei M E IR. Man zeige: 

00 

a) f(x) := L anx" konvergiert für alle x E IR mit lxi< I. 
11=1 

b) Ist a!,. 0, so giltf(x),. 0 für alle x E IR mit 0 < lxi< J;iJ. 

Aufgabe 7 J- Für welche x E IR konvergiert die Reihe r;~ ~x"? 

Aufgabe 7 K*. Es sei (an)nEN eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen mit 

Man beweise das Reihenverdichtungskriterium: 

Die Reihe r;~an konvergiert genau dann, wenn :E;,o2na2" konvergiert. 
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Aufgabe 7 L. Man zeige, dass die Reibe ~I nj" konvergiert. 

(Hinweis: Man verwende das Reihenverdichtungskriterium aus Aufgabe 7 K.) 

Aufgabe 7 MO. Sei (a,,)nEN eine Folge positiver reeller Zahlen. Man beweise 
das Raabesche Konvergenz-Kriterium: 

a) Es gebe ein Cl > I und ein no ~ I, so dass 

an Cl -- < 1-- für allen > no. 
Cln-l - n 

~ 

Dann ist die Reihe :E an konvergent. 
n=<l 

b) Falls 
an I 

- > 1-- fürallen> no, 
an-l - n 
~ 

so divergiert die Reihe :E an. 
n=O 

Aufgabe 7 N*. Es bezeichne 

MI = {2,3,4,." ,8,9,20,22,23,,,. ,29,30,32, ... ,39,40,42,,,.} 

die Menge aller positiven ganzen Zahlen, in deren Dezin1aldarstellung die Zif­
fer I nicht vorkOD1IDt. Man zeige 

I L. - <~. 
nEMl n 

§ 8 Die Exponentialreihe 

Aufgabe 8 A*. 

a) Sei x ~ I eine reelle Zahl. Man zeige, dass die Reihe 

s(x):= f (x) 
n=O n 

absolut konvergiert. (Die Zahlen (~ wurden in Aufgabe I B definiert.) 



§ 8 Die Exponentialreihe 

b) Man beweise für reelle Zahlen x, y ~ I die Funktionalg1eichung 

s(x+y) = s(x)s(y). 

c) Man berechne s (n + !) für alle natürlichen Zahlen n ~ I. 

Aufgabe 8 HO. Für n E N sei 

und 

n .. '=b '= (_I)n 
~. n· v'n+1 

n 

Cn := L an_tb .. _ 
1=0 

21 

Man zeige, dass die Reihen r;~ an und r:"o bn konvergieren, aber ihr Cauchy­
Produkt ~o Cn nicht kunvergiert. 

Aufgabe 8 C. Man gebe ein Beispiel zweier nicht konvergierender Reihen 
r;~ an, r::o bn an, so dass ihr Cauchy-Produkt 

konvergiert. 

Aufgabe8D. 

-2,cnl 
n~ 

n 

Cn = L lln-J>. für alle n E N, 
1=0 

a) Man zeige, dass die Reihe 

- (_I)n 
C(x) := ! (2n)! i'" 

für alle x E IR absolut konvergiert. 

b) Man beweise mittels des Cauchy-Produkts von Reihen die Formel 

2C(X)2 = C(2x) + 1. 

Hinweis: Man verwende die Formel aus Aufgabe I F. 

Bemerkung. C(x) ist die Cosinusreihe, die in An. I, §14, behandelt wird. 
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Aufgabe8E*. SeiM = {1,2,4,5,8, 10, l6,20,25, ... } die Menge allernatürli­
cben Zahlen 2: I, die durch keine Primzahl # 2,5 teilbar sind. Man betrachte 
die zu M gehörige Teilreihe der harmonischen Reihe und beweise 

Anleitung. Man bilde das Produkt der geometrischen Reihen l2-n und l5-n. 

§ 9 Punktmengen 

Aufgabe 9 A •• Man beweise: 

a) Die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist abzählbar. 

b) Die Menge allerTeilmengen von N ist überabzählbar. 

Aufgabe 9 HO. Sei (an)nEN eine beschränkte Folge reeller Zahlen und H die 
Menge ihrer Häufungspunkte. Man zeige 

limsupan = supH, liminfan = infH. 

Aufgabe 9 C·. Man beweise: Eine Folge (a.)nEN reeller Zahlen konvergiert 
genan dann gegen a E Ilt, wenn 

limsupa. = liminfan = a 

gilt. 

Aufgabe 9 D. Sei (a.)nEN eine Folge positiver reeller Zahlen. Man beweise: 

a) i) limsupan = 00 <===> liminf~ =0, 
an 

ü) liminfan = ~ <==? limsup ~ = O. 
an 

b) Falls 0 < limsupan < ~ und 0< liminfan <~, gilt 

')lim 1 1 
1 sup- = l' inf ' an Im an 
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ü) liminf ~ = I 
an limsupan 

Aufgabe 9 E*. Es sei Meine überabzählbare Menge positiver reeller Zahlen. 
Man beweise: Zu jeder reellen Zahl r gibt es endlich viele (paarweise vonein­
ander verschiedene) Zahlen ab ... ,an aus M, so dass 

ist. 

Aufgabe 9 F*. Sei (an)nEN eine Folge reeller Zahlen und 

9:=limsupvIJQ,J ER+U{~}. 

Man zeige: 
~ 

a) Falls 9 < I, konvergiert die Reibe I Un absolut. 
~o 
~ 

b) Falls 9 > I, so divergiert die Reihe I Un. 
~o 

c) Man zeige an Beispielen, dass im Fall 9 = I sowohl Konvergenz als auch 
Divergenz vorkommen kann. 

Aufgabe 9 G. Eine Teilmenge U C R heißt offen, wenn es zu jedem a E U ein 
E > 0 gibt, so dass 

]a-E,a+E[ C U. 

Man zeige: Jede offene Teilmenge U C R ist Vereinigung von abzählbar vielen 
offenen Intervallen. 

(Zusatz: Man kann die Intervalle sogar paarweise punktfremd wählen.) 

Aufgabe 9 H*. Man konstruiere bijektive Abbildungen 

i) !p, : R' --> R, 

ü) <po:R,Z->R, 

ili) 'P3 : R+ --> R, 

iv) !Po : R+ --> R. 



24 Aufgaben 

§ 10 Funktionen, Stetigkeit 

Aufgabe 10 A *. Die Funktionen gn : IR -----> IR, n E 1\1, seien definiert durch 

nx 
gn(x) := 1+ Inxl' 

Man zeige, dass alle Funktionen gn stetig sind. Für welche x E IR ist die Funk­
tion 

x ~ g(x) := !im gn(x) , 
n~-

definiert bzw. stetig? 

Aufgabe 10 B*. Seien [, g : D -----> IR auf einer Teilmenge D C IR definierte 
Funktionen. Die Funktionen 

<p:= max(t,g) und '1':= min(t,g) 

seien definiert durch 
<p(x) :=max([(x),g(x)), 
'I'(x) := min(t(x),g(x)) 

für alle xE D. Man zeige: Sind [und g stetig auf D, so auch <p und '1'. 

Aufgabe 10 C. Für eine Funktion [ : D -----> IR, D C IR, seien die Funktionen 
[+, [_ : D -----> IR definiert durch 

I (x) '- {[(x)' falls [(x) 2: 0, 
+ .- 0, falls [(x) < 0, 

I (x) '= { -[(x), falls [(x) ::; 0, 
-. 0, falls [(x) > 0. 

Man zeige: 

b) [ist genau daun stetig, wenn [+ und [_ stetig sind. 

Aufgabe 10 D. Seien [, g : IR -----> IR zwei stetige Funktionen mit 

[(x) =g(x) fürallexEQ. 



§ 11 Sätze über stetige Funktionen 

Man zeige, dass dann bereits j(x) = g(x) für alle x EIltgilt. 

Aufgabe 10 E*. Die Funktion j : Q ---+ Ilt werde definiert durch 

j(x) := {O, falls x < v'2 , 
1, falls x > v'2 . 

Man zeige, dass j auf ganz Q stetig ist. 

Aufgabe 10 F*. Die Funktion j: 10, 11---+ Ilt sei definiert durch 

j( ).= { ~, falls x = ~ mit p,q E N teilerfremd, 
x. 0, falls x irrational. 

Man zeige, dass j injedern irrationalen Punkt a E 10, 11 stetig ist. 

§ 11 Sätze über stetige Funktionen 
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Aufgabe 11 A *. Es sei F : [a,bl ---+ Ilt eine stetige Funktion mit F([a,b]) C 
[a,bl. Man zeige, dass F mindestens einen Fixpunkt hat, d.h. es existiert ein 
XO E [a,bl mit F(XO) = XO. 

Aufgabe 11 B*. Man zeige: Die Funktion sqrt : Ilt+ ---+ Ilt ist gleichmäßig 
stetig, die Funktion j: Ilt+ ---+ Ilt, j(x) := Xl, ist dagegen nicht gleichmäßig 
stetig. 

Aufgabe 11 C*. Sei j: [a, bl ---+ Ilt eine stetige Funktion. Der Stetigkeitsmo· 
dul IDf : Ilt+ ---+ Ilt von j ist wie folgt definiert: 

IDAB) := sup{lj(x) - j(x') I : x,x' E [a,b], Ix-x'I :-; B}. 

Man beweise: 

a) IDf ist stetig auf Ilt+, insbesondere gilt 1im IDf(B) = 0. 
Ii ..... O 

b) Für ° < B:-; B' gilt IDf(B) :-; IDf(1)'). 

c) Für alle B,B' E ~ giltIDf(B+B'):-; IDf(B)+IDf(1)'). 
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Aufgabe 11 n*. Sei f : ]0, I] -----> IR eine stetige Funktion. Man zeige, dass f 
genau dann gleichmäßig stetig ist, falls limf(x) existiert. 

%"0 

Aufgabe 11 E. Sei Meine Teilmeuge von IR. Die Funktion d : IR -----> IR sei 
definiert durch 

d(x):=inf{lx-YI :YEM} fürallexEIR. 

Man zeige, dass d stetig ist. 

Aufgabe 11 F*. Eine stetige Funktion <po [a,b]--> IR heißt stückweise linear, 
wenn es eine Unterteilung 

a = 10 < 11 < ". < 1,-1 < I, = b 

des Intervalls la, b] und Konstanten CLl. Pt gibt, so dass für k = 0, ... , r -I gilt 

<p(x) = CL. + P.x für I. :<; x :<; 1.+1' 

(Der Graph von <p ist dann ein Polygonzug, der die Punkte (Ik, <p(lk)), k = 
0,1, ... ,r verbindet) 

Der Vektorraum aller stetigen, stückweise linearen Funktionen <po [a,b] --> IR 
werde mit PLla, b] bezeichnet (PL von piecewise linear). 

Man zeige: 

a) Jede Funktion <p E PLla,b] lässt sich schreiben als 

,-1 

<p(x) = CL+ J3x+ I. ct1X -41 
k=1 

mit geeigneten Konstanten CL, 13, Cl E IR und It E Ja, bl. 
b) Jede stetige Funktion f : la,b] --> IR lässt sich gleichmäßig durch stetige, 
stückweise lineare Funktionen approximieren, d.h. zu jedem e > ° existiert 
eine Funktion <p E PL[a,b] mit 

If(x) -<p(x)1 :<; e für alle x E la,b]. 
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Aufgabe 11 G. 

a) Sei [a,b] c lR ein abgeschlossenes Intervall undf, g: [a,b]-----+ lR seien zwei 
stetige Funktionen ntit 

f(a) > g(a), f(b) < g(b). 

Man beweise, dass es ein XO E [a, b] ntit f(xo) = g(XO) gibt. 

b) Man zeige, dass die Gleichung 

1 
1+x2=,fi 

eine Lösung Xo E lR+ besitz!. Man skizziere die Graphen der Funktionen 

{ 
f: lR -----+ lR 

x ~ 1 , uxr { 
g: lR -----+ lR 

x t-----+ y'i' 

in [0,2[ und gebe ein Intervall der Länge 10-3 an, in dem XO liegt. 

§ 12 Logarithmus und allgemeine Potenz 

Aufgabe 12 A. 

a) Seien I, J C lR Intervalle und g : I -----+ lR, f : J -----+ lR Funktionen ntit 
g(I) C J. Man zeige: 

i) Sind f und g beide streng monoton wachsend oder beide streng 
monoton fallend, so ist fog streng monoton wachsend. 

ü) Ist eine der beiden Funktionen f und g streng monoton wachsend 
und die andere streng monoton fallend, so ist fog streng monoton 
fallend. 

b) Sei h: I -----+ lR+ eine streng monoton wachsende (bzw. fallende) Funk· 
tion. Man zeige, dass k streng monoton fällt (bzw. wächst). 

Aufgabe 12 B. Man zeige: Die Funktion lR -----+ lR, x r--> ti' ist für a > 1 
streng monoton wachsend und für 0 < a < 1 streng monoton fallend. In beiden 
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Fällen wird R bijektiv auf R+ abgebildet. Die Umkehrfunktion a log: R+ -----+ 
R (Logarithmus zur Basis a) ist stetig und es gilt 

logx 
a logx = -- für alle x E R* . 

loga + 

Anfgabe 12 C·. Man zeige: Die Funktion sinh bildet R bijektiv auf R ab; die 
Funktion cosh bildet R+ bijektiv auf [I, ~[ ab. Für die Umkehrfunktionen 

Arsinh: R -----+ R (Area sinus hyperbolici), 
Arcosh: [I,~[-----+ R (Area cosinus hyperbolici) 

gelten die Beziehungen 

Arsinhx = log(x+ v'x2+ I), Arcoshx = log (x + v'x2 -1). 

Anfgabe 12 D. Die Funktion 

tanh: R -----+ R (Tangens hyperbolicus) 

ist für alle x E R definiert durch 

sinhx 
tanhx:= coshx' 

Man zeichne den Graphen der Funktion und zeige die folgenden Aussagen: 

a) tanh ist streng monoton wachsend. 

b) !im tanhx = I, !im tanhx = -I. 
X----tOCI X_-e>o 

c) tanh bildet R bijektiv auf das offene Intervall ] - I, I [ ab, und für die 
Umkehrfunktion 

Artanh: ]-1, 1[-----+ R (Area tangens hyperbolicus) 

gilt 
I I+x 

Artanhx= Zlog I-x' 
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Aufgabe 12 E, Auf IR' = IR " {O} sei die Funktion f definiert durch 

1 
f(x) := tanh -. 

x 

29 

a) Man zeige: f ist auf jedem der Interva1le ]-~, O[ und ]0, ~[ streng mo­
noton fallend. 

b) Man berechne die Grenzwerte !imf(x) und !imf(x) und zeichne den 
x'\.O x/,O 

Graphen von f. 

c) Man beweise, dass die wie folgt definierte Funktion g : lR -----+ IR, 

( ) .= {Xtanh~, fürx#O, 
g x . 0, fürx=O 

stetig ist 

Aufgabe 12 F, Für x> 1 seien fo(x) bis fg(x) auf lR der Reihe nach definiert 
als 

1,log(iogx),logx,x",J' ,e",x", (x"l', e(.r) ,ir). 
Dabei seien a,b reelle Zahlen mit ° < a < b. Man beweise: Für i, k E {O, ... ,9} 
miti < k gilt 

!im f;(x) = 0. 
x_ .h(x) 

Aufgabe 12 G *, Man beweise 

!imx" = 1 und !im ytn = I. 
x'\.o n--+-

Aufgabe 12 H*, Sei a > 0. Die Folgen (Xn)nEN und (Yn)nEN seien definiert 
durch 

xo:=a, Xn+l :=yX;., Yn:=2n(x,,-I) fürallenEN. 

Man beweise !im Yn = log a. 
n~~ 

Aufgabe 12 1*, Man beweise, dass die Reihen 

flOg (1- :2)' flOg (1+ :2)' 
n=2 n=2 

konvergieren. 
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Aufgabe 12 J*, Man zeige: Die Reihe ~k::2 kl':"k divergiert und die Reihe 

"'- lk' "-.1=2 k(logk)' onvergtert. 

Aufgabe 12 K*, Man bestimme alle stetigen Funktionen, die folgende Funk­
tiona1gleichungen genügen: 

a) f: IR -----> IR, f(x+y) = f(x)+ f(y), 

b) g: JR+ -----> IR, g(xy) = g(x) + g(y), 

c) h: IR+ -----> IR, h(xy) = h(x)h(y). 

§ 13 Die Exponentialfunktion im Komplexen 

Aufgabe 13 A *, Sei c eine komplexe Zahl ungleich O. Man beweise: Die 
Gleichung:? = c besitzt genan zwei Lösungen. Für eine der beiden Lösungen 
gilt 

wobei 
CJ'- {+I, falls 1m(c) ~ 0, 
.- -I, falls 1m(c) < O. 

Die andere Lösung ist das Negative davon. 

Aufgabe 13 B, Seien a, b E C. Man zeige: Die Gleichung 

:?+az+b=O 

hat genau eine bzw. zwei Lösungen z E C, je nachdem 

a2 -4b = 0 bzw. "z -4b,. O. 

Aufgabe 13 C*, Man beschreibe die Mengen 

(Mit Skizze!) 

MI :={ZEC: Il-zl ~ 1Hzi}, 
M2:= {z E C : Iz-il = Iz+il = v'2}. 
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Aufgabe 13 D. Die Funktionen Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus 
werden im Komplexen definiert durch 

Man beweise die Addirionstheoreme 

cash(Z! + Z2) = cashz! cashz2 + sinhZ! sinhZ2, 
sinh(Z! + Z2) = cashz! sinhZ2 + sinhZ! COShZ2 

Aufgabe 13 E*. Es sei k ~ 1 eine natürliche Zahl und für n E N seien 

AnEM(kxk,C), An= (a~)), 

komplexe k x k-Matrizen. Man sagt, die Folge (An)nEN konvergiere gegen die 
MatrixA = (aij) E M(k x k,C), falls für jedes Paar (i,j) E {I, ... ,k}2 gilt 

Man beweise: 

a) Für jede Matrix A E M(k x k, C) konvergiert die Reihe 

- 1 
exp(A) := L ,An. 

n=on. 

b) SeienA,B E M(k x k,C) MatrizenrnitAB = BA. Dann gilt 

exp(A+B) =exp(A)exp(B). 

§ 14 Trigonometrische Funktionen 

Aufgabe 14 A *. Es sei x eine reelle Zahl und n ~ 1 eine natürliche Zahl. 

Die Punkte Ain) auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene seien wie folgt 
definiert: 

A(n) .- J!x k - 0 I n k .-e 1 - 1 , •• " • 
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S . T di Län' de P I A(n)A(n) A(n) d h el.&...qj e ge S 0 ygonzugs 0 1 ... n , .. 

Man beweise 

a) Ln = 2n1 sin~l, 

b) !im (2nsin~) =x. 
n_ 

Aufgaben 

Aufgabe 14 H·, Man berechne die exakten Werte von sinx, cosx, tanx an den 

Stellen x = j, ~J !' ~. 

Aufgabe 14 C·, Man zeige mit Hilfe der Eulerschen Formel für alle x E IR 

1 3 
cos3 

X = 4 cos(3x) + 4 cosx. 

Aufgabe 14 D*, Für -I :S x:S I und nE N sei 

Tn(x) := cos(narccosx). 

Man zeige: T" ist ein Polynom n--ten Grades in x mit ganzzahligen Koeffizien­
ten. 

(Tn heißt n-tes Tschebyscheff-Polynom.) 

Aufgabe 14E*, Man beweise für alle x ER" {mt/2: n E Z} 

tanx = cotx - 2 cot2x. 

Aufgabe 14 F, Die Funktionen Cosinus und Sinus werden im Komplexen wie 
folgt definiert: Für z E IC sei 

1· . 
cosz:= 2:(e'" + e-"') , 

1· . 
sinz:= 2;(e'" - e-"'). 

Man zeige für alle x, y E IR, z E IC 
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a) cos(x+iy) = cosxcoshy - isinxsinhy, 

b) sia(x+iy) = siaxcoshy+icosxsinhy, 

c) cosh(iz) = cosz, 

d) sinh(iz) = isiaz. 

Aufgabe 14 G*. Sei x eine reelle Zahl, x i' (2k+ I)" für alle k E Z. Man 
beweise: Ist u:= tan~, so gilt 

. 2u 
smx= 1+u2 ' 

l-u2 

COSX=-I 2' 
+u 

Aufgabe 14 H*. Sei x E IR. Die Folge (x,,)nEN werde rekursiv wie folgt defi­
niert: 

X{) :=x, Xn+l:= 1+ Vi +xf 

Man zeige: 
!im (2'x,) = arctanx. 
n~~ 

Aufgabe 14 I. Man finde eiae analoge Folge für aresiax, wie für arctanx ia 
Aufgabe 14 H. 

Aufgabe 14 J*. (vgl. Aufgabe 13 E). Man zeige, dass für jedes t E IR gilt 

ex (0 -t) = (cast -Siat). 
P t 0 smt cast 

Aufgabe 14 K. In C betrachte man die von dem Parameter c E IR abhängenden 
Geraden 

gc:= {z E C : Re(z) = c}, hc:= {z E C : Im(z) = c}. 

Man bestimme die Bilder dieser Geraden unter der Exponentialfunktion exp : 
C ----> C. Man zeichne die Kurven 

. k7t 
exp(hc) fürc= 8' k=0,1, ... ,15. 
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§ 15 Differentiation 

Aufgabe 15 A *, Man berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen 
fk:R+ ~R) k= 1, ... ,5, 

!J(x) :=x(x'), h(x):= (x")", j,(x) :=x(x'), 

14(X) := x(a'), Is(x) := a(x'). 

Dabei sei a eine positive Konstante. 

Aufgabe 15 B, Für welche x E lR sind die folgenden Funktionen!k definiert, 
wo sind sie differenzierbar? Man berechne gegebeneufalls ihre Ableitungen. 

ax+b cosx ( 2 ) 
!J(x)= cx+d' h(x) = 1+x2' j,(x)=cos 1+x2 ' 

14(X) = e"sinx, Is(x) = log(cosx), 16(X) = arctanx2, 

h(x) = (arctanx)'. 

Dabei sind a, b, c, d E lR mit ad - bc = I 

Aufgabe 15 C*, Sei I: lR:j. ---+ lR mit I(x) := ". Man zeige 

f'(x)+~f(x)+(I- 4~)/(x)=0. 

Aufgabe 15 D*, Die Funktion I : lR ---+ lR sei definiert durch 

I(x) .- { 0, falls x :0; 0, 
.- x"+1, falls x > O. 

Dabei ist n eine vorgegebene natürliche Zahl. Man zeige, dass I auf ganz lR 
n-mal stetig differenzierbar ist und berechne 1(') für alle k E {I, 2, ... , n}. 

Aufgabe 15 E*, Die Funktion g : lR ---+ lR sei wie folgt definiert: 

() { 
0, fallsx=O, 

g x:= x2cos~, falls x,. O. 

Man zeige, dass g in jedem Punkt x E lR differenzierbar ist und berechne die 
Ableitung. 
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Aufgabe 15 F. Die Funktion h : lR -----+ lR sei wie folgt definiert: 

h(x) ._ { 0, falls x :S 0, 
.- e-1/x falls x > O. 
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Man skizziere den Graphen der Funktion und zeige, dass h auf ganz lR beliebig 
oft differenzierbar ist. 

Aufgabe 15 G. Man zeige durch vollständige Induktion nach n E N 

d" -xl- F. ( ) -xl-riX'e = n X e 1 

wobei Fn ein Polynom n-ten Grades in x ist 

Aufgabe 15 H*. Man berechne die Ableitungen der Funktionen 

sinh: lR -----+ lR, cosh : lR -----+ lR, tanh:= ~n:~ : lR -----+ lR. 

Aufgabe 15 1*. Man beweise: Die Funktion tanh : lR -----+ lR ist streng monoton 
wachsend und bildet lR bijektiv auf ]- 1, I] ab. Die Umkehrfunktion 

Artanh : ]- 1, 1 [ -----+ lR 

ist differenzierbar. Man berechne die Ableitung. 

Aufgabe 15 J*. Es sei D C IR und es seien f, g : D -----+ lR zwei in D n-mal 
differenzierbare Funktionen. Man beweise durch vollständige Induktion nach 
n die folgenden Beziehungen: 

a) :; (f(x)g(x)) = ! G) t<n-k) (x)g(k) (x), (LeibnizscheFormel). 

b) f(X)d":;:) = i(-l)k(~)::'-:k (f(k)(x)g(x)). 
k=0 

Aufgabe 15 K*. Eine Funktion f: IR -----+ IR heißt gerade, wennf(x) = f( -x) 
für alle x E IR, und ungerade, wenn f(x) = - f( -x) für alle x E IR gilt. 
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a) Man zeige: Die Ableitung einer geraden (bzw. ungeraden) Funktion ist 
ungerade (bzw. gerade). 

b) Sei f : R --+ R die Polynomfunktion 

n 
f(x) = Lakx'=ao+a\x+ ... +anx", (akER). 

k=O 

Man beweise: fist genau dann gerade (bzw. ungerade), wenn ak = 0 für 
alle ungeraden (bzw. geraden) Indizes k ist. 

§ 16 Lokale Extrema. Mittelwertsatz. Konvexität 

Aufgabe 16 A·. Es sei n ~ I eine natürliche Zahl. Man beweise, dass die 
Funktion f : Rt --+ R, f(x) = x"e-x, an einer einzigen Stelle, nämlich bei 
x = n, ihr (absolutes) Maximum annimmt. An dieser Stelle hat f zngleich das 
einzige relative Maximum. 

Aufgabe 16 B. Für x E R sei 

P(x) :=3+4(x-l)' 

und 
F(x) := P(x)e-x'. 

Man besürurne alle absoluten Extrema der Funktion F : R --+ R. 

Aufgabe 16 C. Sei f : rrt+ --+ R die durch 

f(x) = logx 
x 

definierte Funktion. 

a) Man besürurne alle lokalen und absoluten Extrema von f. 

b) Man besürurne die maximalen Intervalle I C R+, in denen f konvex bzw. 
konkav ist. 
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Aufgabe 16 D". Das Legendresche Polynom n-ter Ordnung Pn : IR ---+ IR ist 
fiir alle x E IR definiert durch 

1 dn n 
Pn(x) := 2nn! dx" [(x' - 1) ]. 

Man beweise: 

a) Pn hat genau n paarweise verschiedene Nullstellen im Intervall]-l, 1[. 

b) Pn genügt der Differentialgleichung 

(l-x')P.'(x) - 2xP.(x)+n(n+ I)Pn(x) = 0 

(Legendresche Differentialgleichung). 

Aufgabe 16 E*. Man beweise, dass jede in einem offenen Intervall D c IR 
konvexe Funktion f : D ---+ IR stetig ist 

Aufgabe 16 F. Man beweise: Eine im Intervall I C IR stetige Funktion f : I ---+ 
Rist genau dann konvex, wenn 

fe;y):<=; f(x);f(Y) fiirallex,yEI. 

Aufgabe 16 G *. Sei e > 0 und a E IR. Die Funktion 

f:]a-e,a+e[ ---+IR 

sei zweimal differenzierbar. Man zeige 

I'(a) = lim f(a+h) -2~~a) + f(a-h) 
h-;() 

Aufgabe 16 H*. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). 
Seien a, b E IR mit a < b und seien f, g: [a, b] ---+ IR zwei stetige Funktionen, 
die in Ja, b[ differenzierbar sind. Man zeige: Es existiert ein ~ E Ja, b[, so dass 

(f(b) - f(a))g'@ = (g(b) -g(a))/(~)· 

Aufgabe 16 I". Mithilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes beweise man 
die folgende Regel von de I' Hospital, (vgl. An. I, §16, Satz 10): 

Seien a, b E IR mit a < b und seien f, g : Ja, b[ ---+ IR zwei differenzierbare 
Funktionen. Es gelte weiter: 
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a) g'(x) '" 0 für alle x E Ja,bl, 

. f'(x) 
b) l!e g'(x) = cER, 

c) Entweder limf(x) = limg(x) = 0 oder lim Ig(x) 1 =~. 
x'\.a x'\.a x'\.a 

Man zeige 
lim f(x) - C 

x,>ag(x) - . 

Aufgaben 

Aufgabe Ui J*. Gegeben sei die Funktion Fa(x) := (2 - al/x)X, (x E R'i-), 
wobei 0 < a < I ein Parameter sei. Man untersuche, ob die Grenzwerte 

limFa(x) und lim Fa(x) 
.1'\.0 x-+oo 

existieren und berechne sie gegebeneufalls. 

§ 17 Numerische Lösung von Gleichungen 

Aufgabe 17 A •• Sei k > 0 eine natürliche Zahl. Man zeige, dass die Gleichung 
x = tanx im Intervall] (k- DIt, (k+ ~)It[ genau eine Lösung I;.t besitzt und 
dass die Folge (Xn)nEN, 

xo:= (k+~)It, Xn+l :=m+arctanx" fürnE]\[, 

gegen I;.t konvergiert. Man berechne I;.t mit einer Genauigkeit von 10-6 für die 
Fällek= 1,2,3. 

Aufgabe 17 B*. Man berechne alle reellen Nullstellen des Polynoms 

f(x) =,2 -x-! 
5 

mit einer Genauigkeit von 10-6. 

Aufgabe 17 C. Man zeige: Für jedes nE]\[ und jedes a E R hat das Polynom 

f(x) =?'+1+x - a 
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genau eine reelle Nullstelle. Man berechne diese NullsteHe für n = 3, a = 10 
mit einer Genauigkeit von 10-6• 

Aufgabe 17 D*. Man bestimme alle reellen Lösungen der Gleichung 

~ +cos{ru:) = 0 

mit einer Genauigkeit von 10-6• 

Aufgabe 17 E. Man beweise, dass die Gleichung 2!' = 3x genau zwei reelle 
Lösungen hat und berechne sie mit einer Genauigkeit von 10-6• 

Aufgabe 17 F*. Es seien a,b E IR mila < b und es sei [: [a,b]----> IR eine auf 
dem lutervall [a, b] stetige, streng monoton wachsende Funktion mit 

[ta) > a, [tb) < b. 

Man beweise: Die beiden Folgen {X.).EN, (Y.).EN, definiert durch 

X() :=a, 
YO :=b, 

Xn+! := [(Xn) für n E N, 
Y.+! := [(y.) für n E N, 

konvergieren jeweils gegen eine Lösung der Gleichung [(x) = x. 

Aufgabe 17 G *. Es sei eine reeHe Zahl a > 0 gegeben. Man zeige: Für jedes 
p E [0, 1 [besitzt die Gleichung 

(1 +x)e-ax = p 

auf R'i. genau eine Lösung Xa (p). Man beweise 

!im xa(p) = 1. 
p\.o !log! a p 

Man berechne XI (p) für p = 1, ~, tu, IIx, mit einer Genauigkeit von 10-6• 

Aufgabe 17 U*. Man leite eine weitere hinreichende Bedingung für die Kon­
vergenz des Newton-Verfaltrens zur Lösung von [(x) = 0 her, indem man auf 
die Funktion 

[(x) 
F{x) :=x- ['(x) 

An. 1, Satz 1 aus §17 anwende. 
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Aufgabe 171*. Sei a > 0 vorgegeben. Die Folge (an)nEN werde rekursiv defi· 
niertdurch 

an:= a, an+l:= rfl" fUr n E N. 

a) Man zeige: Die Folge (an)nEN konvergiert für I ~ a ~ el/' und divergiert 
für a > el/,. 

b) Man bestimme den (exakten) Wert von !im an für a = el/, und eine 
n~-

numerische Näherung (mit einer Genauigkeit von 10-6) von !im an für 
n_ 

a= ~. 

c) Wie ist das Konvergenzverhalten der Folge für einen Aufangswert a E 
]O,I[? 

§ 18 Das Riemannsche Integral 

Aufgabe 18 A *. Man berechne das Integral 

a J xkdx, (k E 1'1, a E 1R~), 
o 

mittels Riemannscher Summen. Dabei benutze man eine äquidistante Teilung 
des Intervalls [O,a]. 

Aufgabe 18 B*. Man berechne das Integral 

Ja dx
x

' ( I) a> , 
I 

mittels Riemannscher Summen. 

Anleitung: Man wähle folgende Unterteilung: 

I =xo < XI<··· <xn =a, wobeiXk:= cf/n für k E {O, . .. ,n}. 

Als StützsteIlen wähle man I;,t := Xk-I für alle k E {I, ... , n}. 



§ 18 Das Riemannsche Integral 

Aufgabe 18 C. Man berechne das Integral 

a J 10gxdx, (a> 1), 
1 

mittels Riemannscher Summen. 

Anleitung: Man verwende dieselbe Unterteilung wie in Aufgabe 18 B. 
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Aufgabe 18D*. Seiena,bERmita ~bundseif: [a,b]---+ReineRiemann­
integrierbare Funktion. Es gebe ein B > 0, so dass f(x) 2: B fiir alle x E [a,b]. 
Man zeige: Die Funktion J ist Riemann-integrierbar. 

Aufgabe 18 E. Seien a, b E R mit a ~ b. Weiter sei f : [a, b] ---+ Reine 
Riemann-integrierbare Funktion und [A, B] c R ein beschränktes Intervall mit 

f([a,b]) C [A,B]. 

Man zeige: Für jede stetig differenzierbare Funktion <p : [A, B] ---+ R ist die 
Funktion 

<p0f: [a,b]---+R 

wieder Riemann-integrierbar. 

Aufgabe 18 F. Seien a, b E R mit a ~ b. Eine komplexwertige Funktion 

f= f1 +ih: [a,b]---+ C, (ft, h: [a,b]---+R), 

heißt Riemann-integrierbar, wenn sowohl /J als auch h Riemann-integrierbar 
sind, und man setzt 

b b b 

J f(x)dx:= J /J(x)dx+i J h(x)dx. 
a a a 

Man zeige: Ist f : [a, b] ---+ C Riemann-integrierbar, so ist auch Ifl Riemann­
integrierbar und es gilt 

b b 

J f(x)dx ~ J If(x)ldx. 
a a 



42 Aufgaben 

Aufgabe 18 G*, Die Funktion f: [0,11-----+ Ilt sei für alle x E [0,11 definiert 
durch 

{ 

0, falls x irrational ist, 

f(x):= 1 p 
-, falls x = - mit teilerfremden p, q E N, q ~ I. 
q q 

Man zeige, dass f Riemann-integrierbar ist mit 

1 ! f(x)dx=O. 
o 

§ 19 Integration und Differentiation 

Aufgabe 19 A *, Seien a, b E Ilt'i-. Man berechne den Flächeninhalt der Ellipse 

Aufgabe 19 B, Man berechne den Flächeninha1t der Menge 

S:= {(x,y) E Ilt2 : 0 ~x~lt, O~y ~ sinx}. 

Aufgabe 19 C*, Man berechne die bestimmten Integrale 

20 • I xcosxdx, J xsinxdx. 
o 0 

Aufgabe 19 D*, Man berechne das unbestimmte Integral 

! dx 

ax2+bx+c' 

Dabei sind a, b, c E Ilt. Man gehe den Definitionsbereich in Abhängigkeit von 
a, b, can. 
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Aufgabe 19 E*. Man berechne das Integral 

f 1:x4 
mittels Partialbruchzerlegung. 

Aufgabe 19 F*. Man berechne die folgenden Integrale: 

a) f ,l"Axdx, (A E IR), 

b) f ,lcosxdx, 

c) f e-Xcos(5x)dx. 

Aufgabe 19 G. Man berechne die folgenden Integrale: 

a) f ,lsm(2x)dx, 

b) f cosxsin(2x)dx, 

c) f ~e-x2 dx. 

Aufgabe 19 H. Man berechne die folgenden Integrale: 

a) f ~dx, (a> 0), 

b) f y''I -x+x2dx, 
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c) {VI :xZ dx, (co 0). 

Aufgabe 19 I. Man berechne die folgenden Integrale und gebe den jeweiligen 
Definitionsbereich an: 

a) / y'4+3x-x2 dx. 

b) / xy'xZ-3x-4dx. 

Aufgabe 19 J. Man berechne die folgenden Integrale und gebe den jeweiligen 
Definitionsbereich an: 

a) /log(2-x')dx. 

b) / xlog(2-x')dx. 

Aufgabe 19 K. Man bestimme eine Rekursionsformel für die Integrale 

x 

Im(x) := / tanmudu, 
o 

Aufgabe 19 L. Man berechne die folgenden Integrale und gebe den jeweiligen 
Definitionsbereich an: 

a) / s~x. 

b) / Sinx:cosx' 

Hinweis: Man verwende die Substitution u = tan i und Aufgabe 14 G. 
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Aufgabe 19 M. Man berechne die folgenden Integrale und gebe denjeweiligen 
Definitionsbereich an: 

a) ! dx , 
cosx 

b) ! dx 
sinxcos(2x) . 

Aufgabe 19 N. Man berechne das Integral 

Aufgabe 19 0·. Man zeige: Das Riemannsche Lemma (An. 1, §19, Satz 6) 

lim (b f(x) sinkx dx = 0 
k-+ooJa 

gilt auch unter der schwächeren Voraussetzung, dass f : [a,bl --> IR nur Rie­
mann-integrierbar ist. 

Anleitung. Man behandle zunächst den Fall, dass f eine Treppenfunktion ist 
und führe den allgemeinen Fall durch Approximation darauf zurück. 

Aufgabe 19 P. Es seien Pn die Legendre-Polynome 

1 dn 

Pn(x) := Znn! dxn (x' _l)n, 

vgl. Aufgabe 16 D. Man beweise mittels partieller Integration: 

1 

a) ! Pn(x)Pm(x)dx = 0 
-1 

1 

! 2 Z 
b) Pn(x) dx= 2n+1 

-1 

für allen,m E N mitn # m. 

für alle n E N. 
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Aufgabe 19 Q. Es sei n eine natürliche Zahl. Man beweise die folgenden 
Aussagen: 

a) Jedes Polynom f vom Grad ::; n läßt sich wie folgt als Linearkombinati· 
on der Legendre-Polynome 1\ darstellen: 

n 

fex) = L ck1\(X), 
h=O 

wobei fürk E {O, ... ,n} 

1 

2n+IJ Cl = -2- f(x)1\(x)dx. 
-1 

b) Für jedes Polynom g vom Grad < n gilt 

1 J g(x)Pn(x)dx = O. 
-1 

Aufgabe 19 R. Sei N ~ I eine vorgegebene natürliche Zahl und Xl, . •• ,XN E 
IR seien die Nullstellen des Legendre-Polynoms 1',;. (Die Existenz ist nach 
Aufgabe 16 D gesichert.) 

a) Man zeige: Ist f ein Polynom vom Grad ::; (2N - I) mit 

f(",,) = 0 für n = I, ... ,N, 

so gilt 
1 J f(x)dx=O. 

-1 

b) Sei Ln das Legendre-Interpolationspolynom 

N X-Xi 
Ln(x):= II--

1=1 Xn -Xk .... 
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und 
1 

'Y.:= ! L,,(x)dx. 
-1 

Man zeige: Für jedes Polynomf vom Grad:O; (2N -1) gilt 

1 N ! f(x)dx = L 'Y.f(.<,,) 
-1 n=1 

(Gaußsche Quadraturformel). 

c) Man berechne die 'Y. undx. für die Fälle N = 1,2,3. 
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Aufgabe 19 S. Sei f: [a,b]---+ R eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion, 

M:=sup{lf'(x)l: a:O;x:O;b}. 

Ferner sei n > 0 eine natürliche Zahl, h := b;a, 

xk:=a+(k-!)h, k=l, ... ,n 

und • 
S.(J) := L f(Xk)h. 

k=1 

Man zeige 
b ! f(x)dx-S.(f) :0; (b-a)~h2 

a 

Aufgabe 19 T*. Man beweise die Keplersche Fassregel: 

Für jede 4-mal stetig differenzierbare Funktion f : [-1, 1] ---> R gilt 

['/(X)dx= ~(J(-1) +4f(O)+ f(l)) +R. 

Dabei gilt für den Rest R 

R= ['J'4)(x)'I'(X)dX=-9~f(4)(~) fürein ~E [-1,1] 

mit der wie folgt definierten Funktion 'I' : R ---> R 

'I'(x) := f,(lxl-1)3 + .,),(lxl-1)4. 
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§ 20 Uneigentliche Integrale. Die Gamma-Funktion 

Aufgabe 20 A. Man untersuche das Konvergenzverhalten der Reihen 

(a ~ 0). 

Aufgabe 20 B. Man zeige: Es gibt eine Konstante P E [0, I], so dass 

n 1 L kl k =loglogn+p+o(l) fiirn--->~. 
1=2 og 

Aufgabe 20 C*. Für eine ganze Zahl n ~ 1 sei 

A(n) := ~ -Iog( 1+~). 
Man zeige: 

1 
a) O<A(n):<;; 2n2 ' 

b) Für die Euler-Mascheronische Konstante y gilt 

-
Y= LA(n). 

n=l 

Aufgabe 20 D*. Man beweise die asymptotische Beziehung 

- ~-I (2n) 1 
220 n .,fiiii' 

Aufgabe 20 E. Für welche a, P E IR konvergiert das uneigentliche Integral 

-J x"e-'} dx. 

o 

Gegebenenfalls berechne man den Wert des Integrals (durch Zurückführung 
auf die r-Funktion). 
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Aufgabe 20 F*. Man beweise für x > 0 die Fonnel 

rmrc: I) = 21
-
xv'itr(x). 

Anleitung. Man zeige, dass die Funktion F(x) := 2xr(~)r(~) der Fonktio­
na1gleichung xF (x) = F(x + 1) genügt und logarithmisch konvex ist. 

Aufgabe 20 G·. Die Eu/ersehe Beta-Funktion ist für x,y E R+ definiert durch 

I 

B(x,y) := ! r-l(l-tV-Idt. 

o 

a) Man zeige, dass dieses uneigentliche Integral konvergiert. 

b) Man beweise: Für festes y > 0 ist die Funktion x >-+ B(x,y) aufR+ logarith­
misch konvex und genügt der Funktionalgleichung 

xB(x,y) = (x+y)B(x+ l,y). 

c) Man beweise die Fonnel 

( ) 
_ r(x)r(y) 

B x,y - r(x+y) für alle x,y > O. 

Anleitung. Betrachte (für festes y) die Funktioox >-+ B(x,y)r(x+y)jr(y). 

Aufgabe 20 H. 

a) Man zeige, dass für jedes m E 1'1 das folgende oneigentliche Integral existiert 
und den angegebenen Wert hat. 

b) Man zeige 

I 

! v::XZ dX = 2:" (~)7t. 
-I 

I 

! ~ I I 
r.---=dx =B(m+ 2'2)' 

vl-x-
-I 
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Aufgabe 20 1*. Man beweise: 

a) Für alle a E R mit 0 < a < I gilt 

10
- x"-1 
-I -dx=B(a,l-a). 

o +x 

b) Für jede natürliche Zahl n 2: 2 gilt 

Aufgaben 

§ 21 Gleichmäßige Konvergenz von Funktionenfolgen 

Aufgabe 21 A *. Für n 2: 1 sei 

fn : IR,- ---> R, fn(x):= x2e-x/n. 
n 

Man zeige, dass die Folge (fn) auf R+ gleichmäßig gegen 0 konvergiert, aber 

-
lim!fn(X)dx= 1. n_ 

O 

Aufgabe 21 B*. Man berechne für xE R die Summen der Reiben 

~ sinnx d ~ cosnx 
~3un~4' 
ft=l n n=1 n 

Aufgabe 21 C. Für lxi < 1 berechne man die Summen der Reibeo 

Aufgabe 21 D*. Sei fn : [a, bl --+ R, n E N, eine Folge stetiger Funktionen 
auf dem abgeschlosseoen Intervall [a, b] C R mit 

fn(X) 2: fn+1 (x) für alle x E [a,b] und nE N. 
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Es gelte !im fn(x) = 0 für alle x E la,b]. Man zeige: Die Folge (In) konvergiert 
n~-

auf la,b] gleichmäßig gegen O. 

Aufgabe 21 E*. Seien la, b] und IA,B] kompakte Intervalle in IR und sei 

fn: la,b]--+ IA,B] C IR, nE N, 

eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmäßig gegen eine Funktion F : la, b]--> 
IR konvergiert. Weiter sei <p: IA,B]--> IR eine stetige Funktion. Man zeige: Die 
Folge der Funktionen 

gn:=<pofn: la,b]-->IR, nEN, 

konvergiert gleichmäßig gegen die Funktion G:= <poF. 

Aufgabe 21 F. Sei (an)n<:! eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe 

f(x) = i ~ 
n=l 

konvergiere für ein X{) E IR. Man zeige: Die Reihe konvergiert gleichmäßig auf 
dem Intervall IX{), ~I. 

§ 22 Taylor-Reihen 

Aufgabe 22 A *. Man bestimme die Taylor-Reihe der Funktion x >-> x!'- mit 
Entwicklungspunkt a E IR'j.. 

Aufgabe 22 B. Man bestimme die Thylor-Reihen der Funktionen sin und cos 
mit einem beliebigen Entwicklungspunkt a E IR. 

Aufgabe 22 C·. Man berechne den Anfang der Taylor-Reihe der Funktion 
f: ]-2,21 --> IR, 

sinx 
f(x):=-2 -, +x 

mit Entwicklungspunkt 0 bis einscbließlich des Gliedes 5. Ordnung. 

Aufgabe 22 D. Durch Integration der Thylor-Reihe der Ableitung von 

aresin:]-I,II --+IR 
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bestimme man die Taylor-Reihe der Funktion arcsin mit Entwicklungspunkt 
O. 

Aufgabe 22 E*. Sei p eine natürliche Zahl mit I :0; P :0; n + I. Man beweise 
für das Restglied Rn+ 1 der Taylorschen Formel (An. I, §22, Satz I): Es gibt ein 
~ zwischen a und x, so dass 

Rn+1(x) = t<n+1)(~) (x-~)"+1-P(x-a)P. 
p·n! 

(Dies ist das sogenannte Schlömilchsche Restglied.) 

Aufgabe 22 F. För einen reellen Parameter k mit Ikl < I heißt 

vollständiges elliptisches Integral 1. Gattung. Man entwickle E (k) als Funktion 
von k in eine Taylor-Reihe, indem man 

I 

)1- k2 sin2 t 

durch die Binomische Reihe darstelle. 

Aufgabe 22 G*. Man beweise die Funktionalg1eichung des Arcus-Tangens: 
Für x, y E lR mit I arctanx + arctanyl < ~ gilt 

x+y 
arctanx+arctany = arctan-

1
--. 
-xy 

Man folgere hieraus die "Machinsche Formel" 

7t 1 1 
- = 4 arctan - - arctan-
4 5 239 

und die Reihenentwicklung 



§ 23 Fourier-Reihen 53 

Welche Glieder muss man berücksichtigen, um 1t mit einer Genauigkeit von 
10-12 zu berechnen? 

Aufgabe 22 H. Man zeige 

3 4 1+ 1/5 1+ 1/7 
10g3 = 210g 2 +10g 3 = 210g 1-1/5 +log 1-1/7 

und benütze diese Identität, um eine schnell konvergierende Reihe für log 3 
abzuleiten. Man gebe geeignete Restglied-Abschätzungen für die Berechnung 
von 10g3 auf 10 (100, 1000, ... ) Dezimalstellen. 

Aufgabe 22 1*, Man zeige: Die Taylor-Entwicklung der Funktion ~x um den 
Nullpunkt bat die Gestalt 

mit positiven ganzen Zahlen E,.. 

Man berechne Eo,E2,E4, ... ,ElO. 

§ 23 Fourier-Reihen 

Aufgabe 23 A, Man berechne die Fourier-Reibe der periodischen Funktion 
f:R--+Rmit 

f(x) = lxi für -11 :0; X :0; 11. 

Aufgabe 23 B*, Man berechne die Fourier-Reihe der Funktion 

f(x) = I sinxl· 

Aufgabe 23 C, Man beweise: Ist f : R --+ R eine gerade (bzw. ungerade) 
periodische Funktion, so bat die Fourier-Reibe von f die Gestalt 
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Aufgabe 23 D. 

a) Man zeige: Jede stetige periodische Funktion f: R -----+ R läßt sich gleichmä­
ßig durch stetige. stückweise lineare periodische Funktionen approximieren. 
Dabei heißt eine stetige periodische Funktion <p : R -----+ R stückweise linear, 
wenn es eine Unterteilung 

0=10< 11< ... < 1,=2" 

von [0,2,,[ nnd Konstanten Clj, /3j gibt, so dass für j = I, ... ,r gilt 

b) Man beweise mit Teil a) nnd An. I, §23, Satz 3, dass sich iede stetige pe­
riodische Funktion f : R -----+ C gleichmäßig durch trigonometrische Polyno­
me approximierten läßt (Weierstraßscher Approximationssatz für periodische 
Funktionen). 

Aufgabe 23 E*. Sei f : R --> C eioe stetige periodische Funktion mit Fourier­
Koeffizienten en, n E Z. Man beweise: 

a) Ist f k-mal stetig differenzierbar, so folgt 

b) Falls 

Cn = 0 Cnl~+2) für Inl--> ~, 
so ist f k-mal stetig differenzierbar nnd die Fourier-Reihe konvergiert gleich­
mäßig gegen f. 

Aufgabe 23 F. Die periodische (nicht notwendig stetige) Funktion f:R --> C 
sei stückweise stetig differenzierbar, d.h. es gebe eine Unterteilung 

0= to < 11 < ... < tr-l < Ir = 21t, 

so dass sich die Funktionen f Illj-!,Ij[ zu stetig differenzierbaren Funktionen 
Ii: [lj_I,lj[ --> CfortsetzenlassenU= 1, ... ,r). Es seien 
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die rechts- bzw. linksseitigen Grenzwerte von [ an den Stellen ti und 

'Yi := [+(ti) - [-(ti) 

die Sprunghöhen von [ an diesen Stellen. Man beweise: 

a) Die Funktion F : IR ..... C, 

F(t):=[(t)- ±rtes(t-ti), 
j=l 7t 

55 

wobei es : IR ..... IR die in An. I, Beispiel (23.1) betrachtete Funktion ist, ist stetig 
und stückweise stetig differenzierbar. 

b) Die Fourier-Reihe von [konvergiert auf jedem kompakten Intervall [a, b] C 
IR, das keine Unstetigkeits stelle von [ enthält, gleichmäßig gegen [. An den 
Stellen ti konvergiert die Fourier-Reihe von [ gegen den Mittelwert 

W+(ti) + [-(ti))' 

Aufgabe 23 G·. Sei a E IR " Z und [ : IR ..... C die periodische Funktion mit 

[(x)=e iax fürO~x<2n, [(x+2nn) = [(x), (nEZ). 

Man berechne die Fourier-Reihe von [und bestimme ihr Konvergenzverhalten 
(vgl. die vorige Aufgabe). 

Was ergibt sich für x = 0 ? 

Aufgabe 23 H*. In dieser Aufgabe werden die Bemoulli-Polynome aus An. I, 
Beispiel (23.3) benutzt. 

Man zeige: 

a) Sei [ : [0, I [ ..... IR eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt 

W(O) + [(I)) = t [(x)dx+ t B, (x)['(x)dx. 

b) Ist [ : [0, I[ ..... IR sogar 2r-maI stetig differenzierbar (r ~ I), so gilt 

r' B, (x)['(x)dx = ± B~i, ([(2j-1) (I) _ [(2i -l) (0)) 
Jo i~' (2J). 

_ r' B2,(X)[(Z,) ( )dx 
Jo (2r)! x. 
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c) Seien m < n ganze Zahlen undf: [m,n]--+ IR eine 2r-mal stetig differenzier­
bare Funktion. Dann gilt die Euler-MacLaurinsche Summationsformel 

mit 

f f(k) = !U(m) + f(n)) + [ f(x)dx 
~m m 

+ ± B~j I (f(2j-1)(n) - t'2j-1) (m)) +R2r 
j~1 (2J). 

R2r = - f" B2r(x) t'2r)(x)dx 
1m (2r)! 

und IR2r1 ~ IB2r1 f" It'2r) (x) Idx. 
(2r)! 1m 

Aufgabe 23 L Zur Berechnung der Euler-Mascheronischen Konstanten 

Y= lim(f.!-logN) 
N-+DO 11=1 n 

werte man für M ;::: 1 und r ;::: 1 den Limes 

mithilfe der Euler-MacLaurinschen Summationsformel aus und beweise die 
Näherungs-Formel 

(
MI ) Ir-I B2j I (B2r I) 

Y= L--IogM --+ L-. ·-.+0· -'-r 
~1 k 2M j~1 2J MOl 2r MO 

mit 0 ~ 0 ~ 1. 

i) Durch geeignete Wahl von M und r berechne man Y auf 50 Dezimalstellen 
genau. 

ii) Für jedes feste M;::: I gilt lim (B2r .• ~_) =~. 
T--+OO 2r lVl-

iii) Wie kann man M und r wählen, um Y auf 1000 Dezimalstellen genau zu 
berechnen? 
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§ 1 Vollständige Induktion 

Aufgabe 1 A. Wir halten k fest und beweisen die Behauptung durch vollständi­
ge Induktion nach n 2': k. 

Induktionsanfang: n = k. 

Es gilt 

i (m) = (k) = I = (k+I). 
m=ok k k k+1 

Induktionsschritt: n ---+ n + 1. 

Es gelte die Behauptung für ein beliebiges n E N mit n 2': k, dann ist 

(
n+2) = n+1 (m) 
k+1 ! k 

zu bestätigen. Nun gilt nach Induktionsvoraussetzung (IV) 

! (m) = i (m) + (n+l) 
=kk m=okk k 

(~) (~:D + (n~l) 

= (~:~), 
wobei im letzten Schritt An. I, § I, Hilfssatz zu Satz 4 verwendet wurde. Damit 
ist die Induktionsbehauptung bewiesen. 

Aufgabe 1 C. Die Aufgabe erinnett etwas an den Binomischen Lehrsatz (An. I, 
§ I, Satz 5). Man kann diese Analogie noch stärker sichtbar machen, indem man 
folgendes Symbol einführt: Für eine reelle Zahl x und eine natürliche Zahl n 
sei 

n 
xlnl := II(x- j+ I) =x(x-I) ..... (x-n+ I) 

j=l 

die fallende Fakultät von x mit n Faktoren (oder auch verallgemeinerte Potenz 
von x). Damit wird dann 

I 
= _(x+y)ln] 

n! ' 

O. Forster, R. Wessoly, Übungsbuch zur Analysis1,
DOI 10.1007/978-3-8348-8228-8_2, 
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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(
x) (y) _ I [n-k[ [kl 

n-k k - (n_k)!k!x y. 

Wegen m = (n-~)!k! ist deshalb die Behauptung der Aufgabe gleichbedeutend 
mit 

(I) 

Diese Formel kann jetzt io völliger Analogie zum Bioomischen Lehrsatz durch 
vollständige Induktion nach n bewiesen werden. 

Induktionsanfang : n = O. 

Klar, beide Seiten der Gleichung (1) haben den Wert 1. 

Induktionsschritt: n ---+ n + 1. 

(x+y)[n+11 = (x+y)[nl(x+y-n) 

(~ ! { (~)x[n-kly[kl} {(x-n+k) + (y-k)} 

± (n)x[n+l-kly[kl + ± (n)x[n-kly[k+l1 
~o k ~ k 

= (x[n+ll+ ~ (~)x[n+l-kly[kl) + (~(~)x[n-kly[k+ll+y[n+ll) 

x[n+11 + ± (n)x[n+l-kly[kl + ± ( : )x[n+1-kly[kl +y[n+l1 
~1 k ~1 k 1 

x[n+11 + ~ { G) + (k: I) }x[n+1-kly[kl +y[n+11 

! (n+ l)x[n+1-kly[kl. 
~o k 

Bemerkung: Setzt man io der Fonnel für x und y natürliche Zahlen N und M 
ein, so besitzt die Formel 

(2) 



§ 1 Vollständige Induktion 61 

eine kombinatorische Interpretation und einen entsprechenden Beweis. Wir 
denken uns eine (N + M)-e1ementige Menge 

S = {Al" .. ,AN,B" ... ,BM}, 

die aus zwei Sorten von Elementen besteht. Die Anzahl aller n-e1ementigen 
Teilmengen von S ist nach An. 1, §1, Satz 4, gleich (N~M). Die n-elementigen 
Teilmengen von S zerfallen in n + 1 Klassen Kil, ... , K,,: Die Klasse Kk besteht 
aus denjenigen Tei1mengen von S, die n - k Elemente aus {Al, ... ,AN} und k 
Elemente aus {B" ... ,BM} enthalten. Deshalb ist die Anzahl der Teilmengen 
der Klasse K, gleich 

und durch Aufsununieren ergibt sich die Formel (2). 

Aufgabe 1 F. Aus dem Binontischen Lehrsatz folgt für alle natürlichen Zahlen 
n2':l 

2
1n 

= (1 + 1)1n = ! (~). 
0= (I_1)1n= I. (2n)(-lt 

~o k 

Bei Addition heben sich die Glieder ntit ungeradem k weg, und man erhält 

Bemerkung: Für n = 0 gilt die bewiesene Formel nicht, da (1-1)0 = I, denn 
man definiert f' = 1 für jede reelle Zahl x (und dantit auch für 0). 

Aufgabe 1 I. Wrr zeigen b), a), c) und e). 

b) Da e 2': I, kanu man schreiben 

G) = 2
n

.(2
n
-1)·i;·(2

n
-HI) 

2" (2"-1)· ... (2"-i+1) 
T (i-I)! 

2
n

. (2"-1). 
i i-I 
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Wir zerlegen i als i = 2mu mit einer ungeraden Zahl u. Da i < 2", folgt m < n. 
Es gilt damit 

(2") = 2"-m . (2" -1) 
i u i-I (

2") (2"-1) ==* U· i =2"-m. i-I . 

Wäre f;) ungerade, würde die linke Seite der letzten Gleichung eine ungerade 

Zahl sein. Die rechte Seite ist aber eine gerade Zahl, Widerspruch! Also ist e;) 
gerade, q.e.d. 

a) Wir zeigen durch Induktion nach i, dass f"i') für 0::; i::; 2" -1 ungerade 
ist. 

Der Induktions-Anfang i = 0 ist trivial, da f"o') = 1. 

Induktions-Schritt i- 1 ..... i, (1 ::; i ::; 2" - 1). Es gilt 

(2"-') (2"-') _ (2") 
i-' + i - \i (2"-') _ (2") _ (2"-') 

i-i i-" 

Da (~) nach Teil b) gerade und (~~D nach Induktions-Voraussetzung unge­

rade ist folgt, dass (2"i') ungerade ist. 

c) Wir zeigen jetzt durch Induktion nach l, dass (2":~ für 0 ::; i ::; 2" - 1 
ungerade ist. 

Der Induktions-Anfang f = 0 ist trivial, da f;) = 1. 

Induktions-Schritt f - 1 ..... f, (1 ::; f ::; 2" - 1). Es gilt 

(
2"+f) = (2n +f)(2n+f-I) . .... (2n + 1) 

f l! 
(2n+f) (2n +f-I) ..... (2n+I) 

= -f-' (i-I)! 

= (2
n
+l). (2

n
+f-I) 

f f-I' 

Behauptung. 
(2n+f) r . 
-l- = s IDlt ungeraden Zahlen 7,8. 

Beweis hierfür. Wir zerlegen f als f = 2ms mit einer ungeraden Zahl s. Da 
f < 2n, folgt m < n. Es folgt 2n +f = 2m(2n- m+s) = 2mr, mit r:= 2n- m+s 
ungerade. Daraus folgt die Behauptung. 
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Setzen wir die gerade bewiesene Gleichung oben ein, erhalten wir 

(2
n +i) = (2n +i-l) 

sir I-I . 

Die rechte Seite ist nach Induktions-Voraussetzung nngerade. Deshalb ist auch 
(7!':~ nngerade, q.e.d. 

e) Es ist zu zeigen, dass die ganzen Zahlen 

(k) (2n_I_I) 
A:= I nnd B:= k-I 

gleiche Parität haben, d.h. beide gerade oder beide nngerade sind. Dazu formen 
wir etwas um: 

(k) (k) I k A- - --- rr m 
- I - k-I - (k-I)! m",,[+1 

und 

(2
n-I-i) I k 

B= k-I = (k-I)I rr (2
n

_m) . 
• m==i+l 

Die Behauptnng folgt ietzt daraus, dass die Produkte 

k rr m nnd 
m=l+1 

k rr (2n _m) 
m=l+1 

dieselbe Zweierpotenz enthalten. Dies sieht man so: WIr schreiben m = 2v u 
mit einer nngeraden Zahl u. Da m :s; k < 2n, folgt V < n. Damit ist 

2n_m=2v(2n- v -u) =2vu' 

mit der ungeraden Zahl u' := 2n- v - u, q.e.d. 

Aufgabe 1 J. Die Zahl (n+Z-l) ist gleich der Anzahl aller k--<llementigen Teil­
mengen einer Menge von N:= n+k-I Elementen. Die Beweisidee besteht 
darin, die Behauptnng auf diese bekannte Aussage zurückzuführen. 

Die Anzahl aller k--<llementigen Teilmengen einer N--<llementigen Menge ist 
gleich der Anzahl aller k-Thpel (bl, ... ,bk) E Nk mit 

(I) I:S; b, < b, < ... <bk :S;N=n+k-l. 
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Jedem solchen k-Tupel ordnen wir ein k-Tupel (a\, ... , ak) E Nk durch die 
Vorschrift aj := bj - j + I fiir alle j E {I, ... ,k} zu. Dies erfüllt dann die Be­
dingung 
(2) l~al~a2~ ... ~ak~n. 

Umgekehrt entsteht jedes k-Tupel (a\, ... ,ak) E Nk, das der Bedingung (2) 
genügt, auf diese Weise aus genau einem k-Tupel (b\, ... ,bk) E Nk, das der 
Bedingung (1) genügt Deshalb ist auch die Anzahl aller k-Tupel (a\, ... , ak) E 
Nk mit (2) gleich 

Aufgabe 1 P. Die Summenformeln fiir die O-ten bis 3-ten Potenzen lauten: 

n o ~1121 I,k =n, kk = 'in +'in, 
1=1 1=1 

fk' 1,1 2 1 fk' I. I, 1 2 
k = 3n + 'in + (in, k = 4n + 'in + 4n , 
k=1 k=1 

vgl. An. I, §I, Satz 1 und Aufgabe I N. 

Es ist deshalb nicht verwunderlich, dass auch fiir die r-ten Potenzen eine Surn­
menfonnel dieser Art existiert. (Der Koeffizient ~ 1 bei nr+ 1 hängt zusammen 
mit der Integra1formel 

vgl. Aufgabe 18 B.) 

JXdx=_I_x+ 1 
7+1 1 

Wir beweisen die allgemeine Formel durch vollständige Induktion nach r. 
Induktionsanfang: r = O. 

Klar, siehe obige Vorbetrachtungen. 

Induktionsschritt: 

Es sei die Formel bereits bis zur (r - I )-ten Potenz bewiesen. Wir gehen aus 
von der aus dem Binomischen Lehrsatz folgenden Formel 

(k_I)'+1 = 'f (r+I)(_I)'k'+1-, 
s=0 s 

= k'+1_ (r+ I)k' + 'f (r+ I) (-I),k'+1-'. 
3=2 s 
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Daraus folgt 
,-1 

(1) k'+I_ (k_1y+l = (r+ 1)k' + L b"l<', 
s=O 

mit 

b,,:=(_W'(':l), 
wobei uns aber für den Beweis nicht die genaue Gestalt der b" interessiert, 
sondern allein die Tatsache, dass sie nur von rund s abhängige rationale Zahlen 
sind. Wegen 

n n n-l 
L (y+l_(k_1y+l) = Ly+l- Ly+l =n~1 
k=1 1=1 1=0 

folgt ans (1) durch Aufsununieren 

n r-l n 

n'+1 = (r+1) Lk' + Lb" LI<'. 
1=1 3=0 1=1 

Auf die Summen ~k:,1 k! für s E {O, ... ,r-1} können wir nun die Induktions­
voraussetzung anwenden und erhalten 

r-l n r 

Lb" LI<' = Lc,lnl 
S=O 1=1 1=1 

mit rationalen Zahlen C,I. Damit ergibt sich 

n 1 ' LI{ = __ nT+1 _ L ~nl) 
k=1 r+1 1~lr+1 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Bemerkung 1: Eine andere Beweismöglichkeit besteht darin, von der in Aufga­
be 1 A bewiesenen Formel 

(
n+l) n (k) 
r+1 = ~ r 

auszugehen. Benutzt man die in der Lösung von Aufgabe 1 C eingeführten 
verallgemeinerten Potenzen 

kid = k(k-i)· ... · (k-r+ I), 
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so erhält man 

oder 

ik1rl = _1_(n+1) lrHI. 
k=! r+ I 

Durch Umrechnung der verallgemeinerten Potenzen in gewöhnliche Potenzen 
und Anwendung der Induktionsvoraussetzung für niedrigere Potenzen erhält 
man die Behauptung. 

Bemerkung 2: Wir haben hier das Beweisprinzip der vollständigen Induktion 
in einer etwas anderen Form als in An. I, §I, Seite I, verwendet: Es sei no eine 
ganze Zahl und B(n) für jede ganze Zahl n;::: no eine Aussage. Um B(n) für 
alle n ~ no zu beweisen, genügt es zu zeigen: 

(I') B(no) ist richtig (Induktionsanfang). 

(11') För beliebiges n;::: no gilt: Falls B(m) für alle m mit no ~ m < n richtig 
ist, ist auch B(n) richtig (loduktionsschritt). 

Dieses Induktionsprinzip kann man wie folgt auf das in An. I, §I, formulierte 
Induktionsprinzip zurückführen. För n;::: no seiA(n) die folgende Aussage: 

B(m) ist richtig für alle m mit no ~ m ~ n. 

Dann giltA(no) = B(no) und (11') ist äquivalent zur Implikation 

A(n-I) ==*A(n). 

Aufgabe 1 Q. Es mag auf den ersten Blick verblüffen, dass die Behauptung 
der Aufgabe wahr ist, da man als nicht abergläubischer Mensch annimmt, dass 
jeder Wochentag gleich häufig ist Dass jedoch die sieben Wochentage auf den 
13. nicht gleichverteilt sein können, kann man sich anf folgende Weise klanna­
ehen: 

Der Gregorianische Kalender ist periodisch und wiederholt sich alle 400 Jalue. 
Nach einer solchen Periode wiederholt sich auch die Verteilung der Wochenta­
ge, denn es gilt: 

(I) Die Anzahl der Tage in 400 Jaluen ist durch 7 teilbar. 
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Beweis von (1): Die Anzahl der Tage in einem Nicht-Schalljahr ist gleich 

365 = 7 ·52+ I =7k+ I 

mit einer ganzen Zahl k. In 400 (aufeinanderfolgenden) Jahren gibt es nach 
dem Gregorianischen Kalender 97 Schalljahre mit jeweils einen Tag mehr. 
Deshalb ist die Gesamtzahl N der Tage in 400 Jahren 

N =400(7k+ 1) +97 =400·7k+71·7 = 7K 

mit einer ganzen Zahl K. o 

In 400 Jahren gibt es 12·400 Dreizehnte. Diese Zahl ist nicht durch 7 teilbar, 
also können die 7 Wochentage auf den Dreizehnten nicht gleichverteilt sein. 
Eine systematische Abzählung ergibt, dass der Freitag für den Dreizehnten der 
häufigste Wochentag ist. In einer 400-Jahrperiode fant der 13. insgesamt 688-
mal auf einen Freitag, je 687-mal auf einen Sonntag und Mittwoch, je 685-
mal auf einen Montag und Dienstag und je 684-mal auf einen Donnerstag und 
Samstag. 

§ 2 Die Körperaxiome 

Aufgabe2A. 

a) Nach Definition (vgl. An. I, (2.9)) ist die Behauptung 

gleichbedeutend mit 
(I) 

a c 
b d 

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (I) mit bd, erhält man dar-
aus 

(bd)(b-'a) = (bd)W'c). 
'----...----" '----...----" 

=:L =:R 

Durch wiederholte Anwendung der Axiome der Multiplikation (TI.!) bis 
(TIA) ergibt sich 

L = (bd)(b-'a) (~) (db)(b-'a) (lI,;') d(b(b-'a)) (';,') d((bb-')a) 

(';,4) d(l.a) (lI~) da (lI~) ad. 
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Ebenso erhält man 

R = (bd)(d-1c) = (b(dd-1)c) = bc, 

d.h. aus (1) folgt 
(2) ad=bc. 

Lösungen 

Umgekehrt erhält man aus (2) durch Multiplikation mit d-1b-1 (d-1, 
b-1 existieren, da nach Voraussetzung b,d # 0 sind) 

(d-1b-1 )(ad) = (d-1b-1 )(bc). '-------v-----' ______________ 

=b-1a =d-1c 

Also gilt (1) genau dann, wenn (2) gilt 

b) Aus a) folgt 
aadcbc 
b- bd' ti= bd' 

denn a(bd) = b(ad) und c(bd) = d(bc) (aus b,d # 0 folgt bd # 0). Also 
ist 

Dabei wurde benützt, dass 

X(y-z) =x(y+ (-z))~) xy+x( -z) =xy-xz 

gilt 

Die Rechenregeln c) und d) werden ähnlich bewiesen. 

Aufgabe 2 B. Wir beweisen die Behauptung durch vollständige Induktion nach 
n. 

Induktionsanfang: n = 1. 

Es ist 
m .. 

XILYj= LXIYj 
j=l j=l 
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zu zeigen. Dies wiederum zeigen wir durch vollständige Induktion nach m. 
Der Induktionsanfang ist trivial. Sei die Behauptung für m schon bewiesen, 
dann folgt mit dem (gewöhnlichen) Distributivgesetz 

m+1 
Xl LYj 

j=l 
m 

Xl LYj+XIYm+l 
j=l 

(IV) m 
= 2, XIYj+XIYm+l 

j=l 

m+1 
L XIYj. 
j=l 

Damit ist der Induktionsanfang bewiesen. 

Induktionsschritt: n -----+ n + 1. 

Es gilt 

(±Xi+Xn+1) (f,Yj) 
1=1 }=1 

= (i:Xi) (~Yj) +Xn+1 (~Yj) 
1=1 }=1 }=1 

(IV)n(m ) m 
= ~ ~XiYj + ~Xn+IYj 

n+1 (m ) 
= ~ !tXiYi . 

Aufgabe 2 C. Die Menge der Indexpaare, über die summiert wird, ist die 
Dreiecksmenge 

d={{i,k) EI\/xl\/: i+k~n}. 

Die verschiedenen Summen entstehen, indem man A auf verschiedene Wei­
sen gemäß Bild 2.1 zerlegt und längs der vertikalen (bzw. horizontalen oder 
schrägen) Balken aufsummiert. Damit ist anschaulich die Behauptung klar. 
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k 

Bild 2.1 

Einen formalen Beweis kann man durch vollständige Induktion nach n führen. 
Wrr beweisen nur die Formel 

n n-k n m 
(I) L L Qü< = L L ","-k,k; 

k=O i=O m=Ok=O 

die Formel 
11 li-i 11 m 

L L Qü< = L L am-k,.., 
i=Ok=O m=Ok=O 

beweist man analog. 

Induktionsanfang: n = O. 

Trivial, denn beide Seiten der Formel (1) bestehen nur aus dem Term aoo. 

Induktionsschritt: n ---+ n + 1. 

n+ln+l-k 

S:= L L Qü< 
k=O i=O 

0+1 (0-' ) ~ ~ Qü< + a.+1-k,k 
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n (n-k ) L L aik+Cln+l-k,k + ao,n+l , 
1=0 i=O 

71 

denn l7;;-Jn+1) a;k = 0 (leere Summe). Unter Anwendung des allgemeinen Kom­
mutativgesetzes ergibt sich weiter 

n n-1 n 

S = L Laik+ Lan+l-k,k+ao,n+l 
1=Oi=O k=O 

(IV) 11 m n+l 
= L La..-k,k+ Lan+1-k,k 

m=Ok=O 1=0 
11+1 m 

= L La..-k,k. 
m=Ok=O 

Damit ist auch der Induktionsschritt gezeigt. 

Aufgabe2E. 

a) Sei ad - be # 0 vorausgesetzt. Falls e = 0, ist d # 0, also cx + d # O. 
Falls e # 0, ist ebenfalls cx+d # 0, denn andernfalls wäre x = -e-1d 
rational im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Zahl 

ist also wohldefiniert. Mit 

ax+b 
y:=-­

ex+d 

u:= ax+b, v:= cx+d # 0 

erhält man 

u=vy, du-dv= (ad-be)x, -eu+av=ad-be#O, 

also 
du-bv dy-b 

---

-ey+a 
Wäre y rational, so auch x, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist 
y irrational. 
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b) Sei ad - bc = 0. Wir können voraussetzen, dass cx+ d # ° gilt und haben 
zu zeigen, dass y = (ax+b)(cx+d)-l rational ist. Ist e # 0, so folgt 
b=~,also 

y= ax+b = ax+~ =" EQ. 
ex+d cx+d e 

Iste = 0, so folgtd # Ounda =0, also 

Aufgabe 2 F. Wrr zeigen als Beispiele nur einige der KÖIperaxiome. 

Existenz des Null- und Einselements. Es ist klar, dass (0,0) das Nullelement 
darstellt. Das Paar (1,0) ist das Einselement, denn 

(a,b). (1,0) = (a·l+2b ·O,a· O+b .1) = (a,b) 

für alle (a,b) E K. 

Existenz des Inversen. Für jedes (a, b) E K und jedes!.. E Q gilt 

(a,b)· (Aa, -Ab) = (!..(a2 - 2b2),0). 

Ist (a,b) # (0,0), so ist a2 - 2b2 # 0, denn andemfalls wäre 2 das Quadrat 
einer rationalen Zahl. Setzt man daher 

so ist (a,b)-l = (Aa, -Ab). 

Distributivgesetz. Es gilt 

(a,b) ((a',b') + (a",b")) 

= (a,b)(a' +a",b' +b") 

= (aa' + aa" + 2bb' + 2bb", ab' + ab" + ba' + ba") 

= (aa' + 2bb', ab' +ba') + (aa" + 2bb", ab" +ba") 

= (a, b)(a', b') + (a,b)(a",b") 

für alle (a,b), (a',b') , (a",b") E K. 
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§ 3 Anordnungsaxiome 

Aufgabe 3 A. Die Aussage ist richtig fürn= 0, 1,2. Wrrbeweisen sie für n:::: 4 
durch vollständige Induktion nach n. 

Induktionsanfang: n = 4. 

Klar,da 
42 = 16=24

• 

Induktionsschritt: n ---+ n + 1. 

Wegen n :::: 4 gilt 4n :0; n2, also 

n2 (IV) 
(n+I)2=n2+2n+1 <n2+_+1 < 2n+2n-'+1 - 2 -

:52n+2n-1 +2n-1 = 2n+1, 

Aufgabe3C. 

a) Seien k, n natürlichen Zahlen ntit n :::: I. Ist k > n, so gilt die Gleichung 
trivialerweise, da dann (k) = O. Ist k :0; n, so gilt 

also 

n! 
(n-k)! 

n k 

II j= mn - k +i), 
j=n-k+l i=l 

n! I k . k n-k+i 
k( k),=kII(n-k+')=II <1. 

n n- . n i=l i=l n 

Also erhält man 

I (n) n! I 
nk k = nk(n-k)!k! :0; ki' 

b) Nach dem Binontischen Lehrsal2 gilt 
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Zum Beweis der Ungieichung:E~ ir < 3 für alle natürlichen Zahlen n 
können wir uns auf den Fall n 2: 4 beschränken, da 

Zusammen mit der Abschätzung ir ~ 2-k für alle natürlichen Zahlen 
k 2: 4 aus Aufgabe 3 B erhält man 

Hierbei wurde die Summenformel für die geometrische Reihe benutzt 
(vgl. Au. I, §I, Satz 6). 

c) Die Abschätzung 

Gf ~~n! 
lässt sich mit Hilfe von Teil b) dieser Aufgabe durch vollständige Induk­
tion nach n ~ 1 beweisen. 

Induktionsanfang: n = 1. 

Trivial. 

Induktionsschritt: n --+ n + 1. 
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Aufgabe 3 D. Die Lösung ist sehr einfach, wenn man daran denkt, dass jede 
Quadratzahl nichtnegativ ist. Also 

Wegen q = 1 <=* (q - 1)2 = 0 erhält man die Zusatzaussage der Aufgabe, 
wenn man in der obigen Rechnung überall das Zeichen .. 2:" durch das Zeichen 
,,="ersetzt. 

Aufgabe 3 I. Für n 2: 2 und x 2: 0 ist nach dem Binomischen Lehrsatz 

(1 +x)n = in (~)~ 2: (;)x', 
da alle weggelassenen Summanden nichtnegativ sind. Außerdem gilt 

denn 

da n-l 2: i. Also folgt 

(
n) =n(n-l) >".11 
2 2 - 2 2' 

Aufgabe 3 J. Die Lösung dieser Aufgabe ist eine einfache Folgerung aus der 
Abschätzung in Aufgabe 3 I. Setze x := b - 1 > O. Dann gilt nach Aufgabe 3 I 

n2 
b" = (I + x)" 2: 4x'. 

Nach dem Archimedischen Axiom gibt es eine natiirliche Zahl no, so dass 

nx' > 4 für alle H 2: HO. 

Daraus folgt 
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Aufgabe 3 K. WIr zeigen zunächst 

(I) 2n":<:;(n+l)" fürallen~1. 

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt nämlich 

( 
I)n I 1+;; ~l+n.;;=2. 

Daraus erhält man 

also ist (I) bewiesen. 

WIr zeigen jetzt die Ungleichung 

n! 9Gf 
durch vollständige Induktion nach n. 
Induktionsanfang : n = 0, 1. 

Trivial. 

Induktionsschritt: n ---+ n + 1. 

Lösungen 

(IV) (n)n (1) I 
(n+I)! = n!(n+l) :<:; 2 '2 (n+I):<:; 2n (n+ I)"(n+ I) 

= 2(n;lf' 
Aufgabe 3 L. Wir beweisen nur Teil c). WIr unterscheiden 2 Fälle: 

1. Fall: n ist ein ganzzahliges Vielfaches von k, d.h. n = mk mit k E Z. Dann ist 

rn/kl = rml =m 

und (n+k-I)/k =m+(k-I)/k, also 

l(nH-l)/kJ =m= rn/kl 

2.Fall: n ist kein ganzzahliges Vielfaches von k. Dann gibt es eine ganze Zahl 
m und eine natürliche Zahl f mit I :<:; f :<:; k - I, so dass n = mk + f. Dann ist 

rn/kl = rm+(f/k)l =m+1 

und (nH-I)/k =m+(f+k-I)/k= (m+ I) + (f-I)/k, also 

l(nH-I)/kJ =m+1 = rn/kl, q.e.d. 
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§ 4 Folgen, Grenzwerte 

Aufgabe 4 A. Für alle natürlichen Zahlen k ~ I gilt 

at+1 -ak = ~(ak+ak-I) -ak = ( -~) (at-at-I). 

Daraus folgt durch vollständige Induktion nach k 

ak+l- ak= (-~r(b-a) fürallekEl\!. 

Also gilt für alle n ~ I 

an = ao+(a,-ao)+(a2-a,)+ ... +(an-an-,) 
n-l 

= a+ L(at+1-ak) 
k=O 

= a+ % (-D\b-a). 

77 

Da ~'=o (-D k 
= ~ (geometrische Reihe, Au. I, §4, Beispiel (4.12)), konver­

giert die Folge (an)nEN mit dem Grenzwert 

!im an = a+ ~3(b-a) = -3
1 

(2b+a). 
n~~ 

Aufgabe 4 C. Für alle n ~ I hat man die Zerlegung 

2 2 I I 
-----

4n'- I (2n-I)(Zn+ I) Zn-I Zn+ I 

Also ist 
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Daher gilt 

Aufgabe4E. 

I) Wrr behandeln zunächst den Fall, dass der Grenzwert a der Folge (an)nEN 
gleich 0 ist. Sei e > 0 beliebig gegeben. Dann gibt es ein M E N, so dass 

e 
lanl < 2 für alle n ~ M. 

Wrrsetzen 

dann gilt für alle n > M 

1 1 n-M e 
Ibnl = --llc+aM+1 +···+a.1 < --llcl+--1 '2-' n+ n+ n+ 

Sei jetzt N > M so gewählt, dass 

1 e 
N+l lcl <2' 

Dann gilt 
e e 

Ibnl < 2+2 =e fürallen~N, 

also konvergiert die Folge (bn)nEN ebenfalls gegen O. 

11) Sei jetzt a = !im a. beliebig. Dann können wir auf die Folge (a~)nEN, 
n~-

definiert durch 
~:=an-a fürallenEN, 

Teil I) anwenden. Die Folge (b~)nEN, 

b~:= ----'-I (a~ + ... +d.) für alle n E N, 
n+ 

konvergiert daher gegen O. Da 

folgt 

b~ = ----'-I (ao+ ... a. - (n+ I)a) = bn -a, 
n+ 
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Aufgabe 4 G. Da c = lim an = lim Cn existieren zu vorgegebenen E > 0 Zah-
n-+oo 11 __ 

1enNl,N2 E N, so dass 

lan -cl< E für alle n:2: NI, 
ICn - cl < E für alle n:2: N2· 

Für n :2: N := max(NI ,N2) gilt. dass 

d.h.lc-bnl < E. Daraus folgt 

Aufgabe 4 H. Wrr benützen die Summenformel 

wobei Q ein quadratisches Polynom in n ist. (Genauer gilt 

1 2 1 
Q(n) =:1:n + (in, 

vgl. Anfgabe I N; jedoch kommt es hier auf die genaue Gestalt von Q nicht 
an.) Da 

folgt 

wegen 

( 1)-1 
lim 1+, =1, n-+- n 

lim Q(n) = lim Q(n) = 0, 
n __ n3 +n 11-+<><> n3 

folgt aus Aufgabe 4 G 
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Aufgabe4K. 

a) Da jede konvergente Folge beschränkt ist (An. I, §4, Satz I), gibt es ein 
M E IR, so dass 

Ibnl :S M für alle n E N. 

Sei K E IR vorgegeben. Da lim a" = ~, gibt es ein N E N, so dass 
n~~ 

Daraus folgt 
a,,+bn>K fürallen~N, 

d.h. 

b) Sei b = limbn > O. Dann gibt es einN, E N, so dass 
n~ 

b . 
bn> 2 für alle n ~ NI· 

Sei C E IR vorgegeben. Dann existiert ein N2 E N, so dass 

2C . 
an> b für alle n ~ N2· 

Für n ~ N := max(NI ,N2) gilt dann 

Daraus folgt 

2C b 
a"bn > b' 2 =c. 

lim(anbn) =~. 
n~ 

Der Fall b < 0 wird analog bewiesen. 

Aufgabe 4 L. Es gibt für alle Fälle natürlich viele Beispiele. Eine mögliche 
Wahl ist die folgende: 



§ 5 Das Vollständigkeitsaxiom 81 

§ 5 Das Vollständigkeitsaxiom 

AufgabeSA. Nach An. 1, §5 kann man eine reelle Zahl x, 0 <x< 1, wie folgt 
in einen b-adischen Bruch 

~ 

x= La,tb-k 
~l 

entwickeln: al ist die größte ganze Zahl, so dass 

alb-1 :0; x. 

Seien aI, ... ,ak-l schon bestimmt. Dann ist ak die größte ganze Zahl, so dass 

Diese Ungleichung ist äquivalent zu 

ak:O;wk -al~-l - ... -ak-lb =: Yk. 

Man erhält so folgenden Algorithmus zur Bestinunung der ak: 

Yl := xb, al:= IYd 
Yk+l:= (Yk-ak)b 

ak+1 := lYk+d· 

Dabei bezeichnet lY J die größte ganze Zahl :0; y, vgl. An. I, §3, (3.15). 

Der Algorithmus zeigt, dass für eine rationale Zahl x die b-adische Entwick­
lung periodisch wird: Sei etwa x = ~ mit ganzen Zahlen 0 < m < n. Durch 
vollständige Induktion über k zeigt man dann, dass 

Yk = Pk, Pk EZmitO :O;Pk <00. 
n 

Deshalb gibt es nur endlich viele Möglichkeiten für Yk. Also gibt es positive 
ganze Zahlen r und s, so dass 

Yr+J' =y,. 

Daraus folgt 

Sei jetzt speziell x = ~. 
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a) Für die Basis b = 7 ist trivialerweise al = I und ak = 0 für alle k <': 2, 
die 7-adische Entwicklung bricht also ab. 

b) Für b = 2 erhält man 

k I 2 3 4 ... 

Yk 
2 4 8 2 ... 
7 7 7 7 

a. 0 0 I 0 . .. 

Da YI = Y4, wird die Entwicklung (rein) periodisch mit der Periode 3, 

1_(2) _~I --0. 001001 ... - ~3k' 
7 ~12 

c) Der Fall der Basis 16 kann auf den Fall der Basis 2 zurückgeführt wer­
den, da 24 = 16. Dazu teilt man die 2--adische Entwicklung in 4er Grup­
penauf: 

0.(2) ~~~~ •.• 
= 0.'16) 2 4 9 2 ... , 

denn 2 = 21, 4 = 22, 9 = 23 + I, also 

2.16-1 =2.2-4 =2-3 , 

4.16-2 =4.2-8 = 2-6 , 

9.16-3 = 9.2-12 = 2-9 +2-12, 

U.S.W. 

d) Für b = 10 erhält man mit 

k I 2 3 4 5 6 7 

Yk 
10 30 20 60 40 50 10 
7 7 7 7 7 7 7 

ak I 4 2 8 5 7 I 

den wohlbekannten Dezimalbruch 

I '7 = 0.142857142857 ... 

... 

... 

... 
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Aufgabe 5 D. Es seien 

~ ~ 

x = I. ""lO-n = I. b.lO-n 

11=1 1'1=1 

zwei verschiedene Dezima1darstellungen von x. Dann können wir 

k:= min{i E 1\1" {O} : a;,. b;} 

bilden. O.B.d.A. sei ak > bk, sonst vertausche man die Rollen der a; und b;. 
Wir setzen nun 

dann gilt 

und 

k 
~:= I. bnlO-·, 

=1 

~ 

0::; x- ~ = I. bnlO-n 

I'1=k+l 

~ 

x-~= (a.-bk)lO-k+ I. ""lO-n
• 

n=k+l 

Aus der ersten Darstellung von x - ~ folgt 

~ 

x-~::; I. 9·1O-n = 10->, 
n=k+l 

wobeix-~= 10-' genaudann, wennbn= 9 für alle n :::: k+l. Aus der zweiten 
Darstellung von x - ~ folgt 

x-~:::: (ak-b.)l0-':::: lO-k , 

wobeix-~ = (ak-b.)lO-k genau dann, wenn an = 0 für alle n:::: k+ I. Beide 
Ungleichungen können nur dann gleichzeitig gelten, falls x -I; = 10-', also 

und 

ak=bk+ l 

{
an=o fürallen::::k+l, 
bn = 9 für alle n:::: k+ I. 

Aufgabe 5 E. Sei E > 0 vorgegeben. Dann existiert ein NE 1\1, so dass 

Z-N+1 <E. 
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Für alle n :::: N und k E N gilt dann 

also 

k-1 

Xn+k-Xn = I,(Xn+i+1- Xn+i), 
;=0 

k-1 

IXnH-x,,1 ::; L 1x,,+I+1-x,,+11 
i=O 

k-1 
::; L 2-n- 1 

i=O 

~ 2-11 I,2-i = 2-11+1 < E. 

i=O 

Aufgabe 5 F. Wrr geben zwei Beweise: 

1. Beweis: 

I) Die Folge (an)nEN sei unbeschränkt, etwa unbeschränkt nach oben. Dann 
kann eine monoton wachsende Teilfolge (an,)kEN von (an)nEN wie folgt 
konslruiert werden: Wir setzen no := O. Sind 

mit 
Qno ~ Gnl ::::; ••• ::; aRt 

schon bestinrrnt, so gibt es wegen der Unbeschränktheit der Folge (an)nEN 
ein nk+ 1 > nk mit 

11) Ist die Folge (an)nEN beschränkt, so besitzt sie nach dem Satz von Bolzano­
Weierstraß eine Teilfolge (a..,)kEN von (an)nEN, die gegen eine reelle 
Zahl a konvergiert. Falls für unendlich viele n E N gilt an = a, gibt es 
eine konstante, also monotone Teilfolge, die gegen a konvergiert. An­
dernfalls gibt es ein No E N, so dass an # a für alle n :::: No. Die Folge 
(bN"bNo+1o" .), definiert durch 

I 
bn := --, n ~No, 

an-a 
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ist unbeschränkt, besitzt also nach Teil I) eine monotone Teilfolge (bn,)kEN' 
Nach Weglassen endlich vieler Glieder bno,bnI1 ••. ,bnko_1 haben alle bill 

einheitliches Vorzeichen. Daraus folgt, dass die Folge (an"" an",+!, ... ), 

I 
anl = a+ b' k ~ ko, n, 

ebenfalls monoton ist Da die Folge (an""a..,,+p . .. ) nach Konstruktion 
eine Teilfolge von (an)nEN ist, ist die Behauptung bewiesen. 

2. Beweis: Wrr geben jetzt noch einen zweiten Beweis an, der nicht den Satz 
von Bolzano-Weierstraß benützt. Sei dazu 

M:={mEN: am~am+kfürallekEN}. 

Nun gibt es zwei Möglichkeiten: 

I) M ist unendlich, d.h. 

mit 

mo<ml<m2<···· 
Dann ist (am,)iEN eine monoton fallende Teilfolge von (a.)nEN. 

II) M ist endlich (oder leer). Wir konstruieren nun induktiv eine streng mo­
noton wachsende Teilfolge (an,)kEN von (an)nEN auf folgende Weise: 
Sei 11{) E N eine natürliche Zahl, die größer als alle m E M ist. Sind 
no < nl < ... < nk mit 

ano<anl < ... <ank 

schon gewählt, so gibt es wegen nk ~ M ein nk+ 1 > nk mit 

Aufgabe 5 G. Sei K > 0 vorgegeben. Dann gibt es nur endlich viele Fol­
genglieder a. :::; K, denn andernfalls gäbe es eine beschränkte Teilfolge, die 
nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß wiederum eine konvergente Teilfolge 
besäße. Daher gibt es ein N E N, so dass 

an >K für alle n ~N. 
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Aufgabe5L 

I) Sei zunächst x rational, etwa 

x= E mitpEZ, qE N,{O}. 
q 

Dann haben alle Folgenglieder die Gestalt 

",,(x) ="', Sn E N, O:S; Sn< q. 
q 

Daher nehmen die Folgenglieder nur endlich viele Werte an; die Folge 
kann also nur endlich viele Häufungspunkte besitzen. 

11) Sei jetzt x irrational. Dann sind alle an (x) untereinander verschieden, 
denn aus 

",,(x) = a",(x) für n i' m 

folgt 
(n-m)xEZ, d.h.xEQ. 

Wrr zeigen nun: Ist E > 0 beliebig, so gibt es zu jedem a E IR mit 0 :s; a:S; 1 
und jedem N E N ein n E N mit n;::: N und la- an (x) I < E. Dies ist 
zunächst für lxi < E erfüllt, wie man sich leicht überlegt. Ist x beliebig, 
so hat die Folge (",,(x) )nEN nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß eine 
konvergente Teilfolge, es gibt also natürliche Zahlen n und k > 0, so dass 

Sei ~:= an+k(x) -a.(x). Aus der Definition von an(x) folgt nun 

kx=N+~ mitNEZ 

woraus 
a",.,(x) = a",(~). 

folgt. Da I~I < E, folgt aus obiger Vorbemerkung, dass ein n E N, n;::: N 
existiert mit 

la-",,(x)1 < E. 

Da E > 0 beliebig war, läßt sich nun für jedes a E IR mit 0 :s; a :s; 1 eine 
Teilfolge von (an (x) )nEN konstruieren, die gegen a konvergiert. 
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Aufgabe 5 J. Wir behandeln hier nur die Fälle n = I, -I. d.h. wir bestimmen 
die Darstellungen der Zahlen x = 10 und y = 10. 
l)x=IO.Esist 

also 

Für die IEEE-Darstellung 

ist daher s = O. 

mit 

und 

52 
X = (_1),2'-1023 ( 1+ l>p2-p) 

1=1 

10 

e = 1026 = 210 +21 = L ev2v 

v=O 

(elO,e9, ... ,eo) = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0) 

(a"a2,a3 •... ,as2) = (0.1,0,0 •...• 0). 

Die Zahl x = 10 wird exakt dargestellt 

2) y=fo. 

Durch Multiplikation mit einer Zweierpotenz muss y zunächst in das Intervall 
[1,2[ verschoben werden. Es ist 

I -4 16 -4( 3) 10=2 '10=2 1+ 5 , 

Das Vorzeichenhit ist s = O. der Exponent e ergibt sich aus der Gleichung 

10 
-4 = e-1023 ==* e = 1019 = L ev2v 

v=o 

mit 
(elO,e9, ...• eo) = (0.1, I, I, I, 1.1, 1,0, I, I). 

Die Bits (al, a2 •... , aS2) ergeben sich aus der Binär-Entwicklung (= 2-adischen 
Entwicklung) von ~. Dazu verwenden wird das gleiche Schema wie in Aufgabe 
5A. 
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k 1 2 3 4 5 6 ... 
Yk 6 2 4 8 6 2 ... 

3 3 3 3 3 3 

ak 1 0 0 1 1 0 ... 

Wir erhalten also den periodischen 2-adischen Bruch 

Für die 64-Bit IEEE-Darstellung muss noch gerundet werden; die Bits aJ, •.• , aS2 
ergeben sich zu 

(aot+1,aot+2,aot+3,aot+4) = (1,0,0,1) fürk=O,l, ... ,l1, 
(""",aso,as\,as2) = (1,0,1,0). 

Die gesamte Bitfolge (s, elO,·· . ,eI, eO,al, a2, · .. ,as2) der 64-BitIEEE-Darstellung 
der Zahl Y = f., lautet daher 

00111111 101110011001100110011001 100110011001100110011001 10011010 

oder, wenn man jeweils 4 Bits zusammenfasst, in hexadezimaler Schreibweise 

3FB9 9999 9999 999A 

Die Zahl Y = 10 wird nicht exakt dargestellt, der Wert der dargestellten Zahl ist 

Da 

folgt 

13 ~ _ ~. 1- (1/16)13 _ ~ ( _~) 
L 16' - 16 1-1/16 - 5 1 252' 
.1=1 

Der relative Fehler ist also 2-54 '" 5.55.10-17 
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§ 6 Wurzeln 

Aufgabe 6 A. Setzt man x" = ~(I + In) in die Rekusinnsformel 

Xn+l:= ~(2x'+ ~) 
ein, so erhält man nach Kürzung durch ~ 

also 

f, 
- 2(1+1.)3+1-3(1+1.}' _ 31;+21;' 

n+l - 3(1 + In)2 - 3(1 + In)2 

2 1+~ln 
= In (1+1.)2' 

Dies ist die gesuchte Rekusionsformel für die Folge (f.). 
Da nach Definition 10 > -I, folgt I. :::: 0 für alle n :::: I. Daraus folgt 

I + ~I. ~ (1+ 1.)2, 

also 
I.H ~ f/;, q.e.d. 

Aufgabe6C. 

89 

(I) Wrr zeigen zunächst durch Induktion nach n, dass an ~ anH für alle 
nEN. 

Induktionsanlang: n = O. 

Trivial, da 
I = ao < a, = ,(2. 

Induktionsschritt: (n - I) -----+ n. 

Sei an-I ~ an schon bewiesen. Daraus folgt 
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und daraus 

an = .11 + an-l ~ .11 +a. = a.+l, 

wie man durch Quadrieren sieht. 

Lösungen 

(2) Ebenfalls durch Induktion zeigt man an ~ 2 für alle n E N, denn Vi +2 ~ 
2. 

Aus (I) und (2) ergibt sich, dass die Folge (an)nEN gegen eine reelle Zahla;::: I 
konvergiert. Da 

gilt für den Grenzwert 

also 

Da (a- D > 0, folgt 

d.h. 

IV5 
a--=-

2 2' 

1+V5 
a=-2-' 

Aufgabe 6 D. Wir setzen Xn := ":'. Es gilt Xn ;::: I für alle n E N. Aus der 
Rekursionsfonnel 

folgt 
I 

xn+l=l+-. 
Xn 

Daraus ergibt sich 

Da 

I x" 
xn+2=I+--, =1+-1--' 

1+.<; +xn 

x x 
--<-- fürallex.xElRmitO<x~x, 
I+x-I+x' 
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ergibt sich durch vollständige Induktion 

X2k :0; X2k+2 :0; 2 für alle k E N. 

Deshalb konvergiert die Folge (X2k)'EN gegen eine reelle Zahl x ~ 1 mit 

x 
x=I+-I-' +x 

d.h. x' - 1 = x. Daraus folgt x = 1 +2,JS, vgl. Aufgabe 6 C. Wegen 

1 
X2k+1 = 1+-

X2k 

ergibt sich 
. I x+ I x' 

!imX2k+1 = 1+- = -- = - =x. 
k----Jooo xx x 
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Da die beiden Folgen (X2k)kEN und (X2k+1)kEN gegen denselben Grenzwert x 
konvergieren, gilt 

!im a,,+1 = !imxn=x= 1+v5. 
n----joOO an II----Jo.... 2 

Aufgabe 6 E. Wir überlegen uns zunächst allgemein, dass aus 0 :0; x :0; Y folgt 

1 
x:O; y'x5i:O; 2(x+ y):O; y. 

Die erste Ungleichung folgt aus x' :0; xy, die zweite Ungleichung aus 

0:0; (x_y)2 = (x+y)2 -4xy 

und die dritte Ungleichung aus x+y:O; 2y. Damit gilt für alle n ~ 1 

a" :0; bn und a,,:O; a,,+1 :0; bn+1 :0; bn. 

Nach Ao. I, §5, Satz 5, existieren 

a* := tim an und b*:= tim hn. 
11--+00 n~ 

Wegenbn+1 = !(an+bn) folgt 

b' = ~(a' +b'), 

d.h. a* =b*. 
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Aufgabe 6 F. Für n = 1 ist die zu beweisende Ungleichung trivial. Für n ~ 2 
verwenden wir Aufgabe 3 I und erhalten 

( 2)" n
2 

( 2 )2 1+- >- - =n Vn -4 Vn ' 
woraus 

folgt. 

Aufgabe 6 G. Da 

genügt es zu zeigen. dass 

Sei e > 0 vorgegeben und N E N eine natürliche Zahl mit N > ~. Dann gilt für 
allen ~N 

1 1 
n> 2

' 
also.Jn>-, e e 

d.h. 

IJnI <e. 

Aufgabe 6 J. Wir beweisen hier nur b). Sei 

e.:=?/n+~-Vn, also ?/n+~=Vn+e.. 
Es ist zu beweisen !im e. = ~. Erheben wir die letzte Gleichung in die 3. Po-

"~OO 

tenz, erhalten wir 

Daraus folgt für n > 0 

2 1 3 1 
1 = 3en + 3en 3r.; + e;; 30>' 

yn vn2 
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Da En ~ 0, erhält man die Abschätzung En :<=; 1/3 für alle n > 0, also wegen 
!imVn=~ 
n~~ 

'(2 1 3 1
) !im 3en 3r.; + e;; 30> = O. 

ft-+.... yn vn2 

Daraus folgt schließlich !im en = 1/3, q.e.d. 
n~~ 

Aufgabe 6 K. Da !im .,;n = ~, ist ( .,;n )nEN keine Cauchy-Folge. Wir zeigen 
n_ 

jetzt, dass es für die Folge 
an :=.,;n 

zu jedem e > 0 und jedem k E 1'0 ein N E 1'0 gibt, so dass 

lan-a.+kl <e fürallen~N. 

Seien e > 0 und k E 1'0 beliebig vorgegeben. Wir wählen N E 1'0 so, dass N > 
(~)2. Dann gilt für allen ~ N 

lan -an+kl = Vn+k-.,;n 
( vIi+k - .,;n) ( vIi+k + .,;n) 

Vn+k+.,;n 
k k k 

= <--<--<e. vn+k+.,;n - 2.,;n - 2,;N 

Bemerkung: Die Definition der Cauchy-Folge (siehe Ao. I, §5) ist zu folgender 
äquivalent: 

Eine Folge (an)nEN reeller Zahlen ist eine Cauchy-Folge, wenn gilt: Zu jedem 
E > 0 existiert ein N E N, so dass 

lan-an+kl <e fürallen~NundallekE1'O. 

Der Unterschied zu der in der Aufgabe angegebenen Bedingung ist der, dass 
für eine Cauchy-Folge (a.)nEN die Zahl N nur von e, aber nicht von k abhängen 
darf (was bei der Folge (.,;n)nEN nicht möglich ist.) Den formalen Unterschied 
der beiden Bedingungen sieht man am besten bei Verwendung der logischen 
Quanturen ,,'I' (Allquantor) und ,,3" (Existenzquantor). Ist P(x) eine Aussage 
über x, so bedentet 'Ix: P(x), dass P(x) für alle x gilt und 3x: P(x), dass ein 
x existiert mit P(x). Die obige Definition der Cauchy-Folge lässt sich nun so 
schreiben: 
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(an)nEN ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn 

Die in der Aufgabe angegebene Bedingnng lautet dagegen 

'Ve> O'VkE J113N E JII'Vn ?N: (Ia.-an+kl < e). 

Man sieht daran, dass man die Reiheufolge der Existenz- und AI1quantoren 
nicht beliebig vertauschen darf. 

§ 7 Konvergenzkriterien für Reihen 

Aufgabe 7 A. 

a) Die Reihe ~, ~ konvergiert nach dem Quotientenkriterium. Denn ntit 

a. := ~ gilt für alle n ? I 

l
an+11 = (n+I)!n" 
a. n!(n+ 1)"+1 

(n+I)n" (n)" I 
(n+ 1)"+1 = n+ 1 = (1+ ~r 

1 
:0; 2 =: 8 < 1 

(Bernoullische Ungleichung). 

b) Die Reihe ~o f. konvergiert ebeufalls nach dem Quotientenkriterium. 
4 

Denn ntit a. := }. gilt für alle n ? 4 

la"+ll = (n+ 1)43" 
an 311+In4 

1 ( 1)4 1 (5)4 :3 1+;; :0;:3 4 =:8< 1. 

c) Die Reihe l:=<l n,~1:+1 divergiert. Denn für alle n ? 3 gilt 

1+ 1 1 _--,--"n ~1 > -. 
n-3+ n n 
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d) Auf I:'=1 (nt-~~1I-1 wenden wir das Leibnizsche Konvergenzkriterium an. 
Es ist 

mit 

(n+ l)n-1 
( _n)n (-l)"an 

(n+ l)n-1 
an= . nn 

Wir haben zu zeigen, dass (an)n;>1 eine monoton fallende Nullfolge ist. 
Nach Aufgabe 3 C gilt 

1 (n+ l)n-1 1 ( l)n-1 1 ( l)n 3 an=- -- =- 1+- ~- 1+- ~-, 
nn n n n n n 

also lim an = O. Außerdem ist 
n~~ 

an (n+ l)n-1 (n+ 1)"+1 
an+1 nn (n+2)n 

= (n2 +2n+ l)n 1 
2 2n >, n + 

also ist (an)n;>1 monoton fallend. 

((n+ 1)2)" 
(n(n+2))n 

Aufgabe 7 D. Wir setzen zur Abkürzung 

~ 1 
~(s):= L-' 

n=1 nS 

Diese Reihen konvergieren für alle natürlichen Zahlen s > 1. Nun gilt 

Daraus folgt 

~ 1 ~1 ~ 1 
L (2k+ 1 ), = L ;;.; - L (2k)' = (1- 2-')~(s) 
k=O n=l k=1 

und 
~ (_1)"-1 ~ 1 

! n' = ~(2k+1)' 
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Aufgabe7E. 

a) Da die Folge (Cn)nEN konvergiert. ist sie insbesondere beschränkt, es gibt 
also ein M E IR+ mit 

Icnl :0; M für alle nE N. 

Daraus folgt Icnanl :0; Mlanl. also ist 

- -L Mlanl = M L lanl 
n=O n=O 

eine konvergente Majorante der Reihe I;;=oCnCln. 

b) Wrr setzen für n 2: I 
(_I)n 

an := en := ...;n , 
ao = Co = O. Die Reihe ~o an konvergiert nach dem Leiboizschen Kon­
vergenzkriterium, ebenso konvergiert die Folge (Cn)nEN. Da weiter cnan = 

~ für alle n 2: 1. konvergiert die Reihe ~ocnan aber nicht. 

Aufgabe 7 F. Da die konvergente Reihe ~o an nicht absolut konvergiert, 
enthält sie sowohl unendlich viele positive als auch unendlich viele negative 
Terme. Sei (an, )kEN die Teilfolge der nichtnegativen Glieder der Folge (an)nEN 
und (a",,)kEN die Teilfolge der negativen Glieder der Folge (an)nEN. Wir setzen 
fürkEN 

Dann gilt 

a.t := a nk ~ 0, 
P. := -am, > O. 

- -
(1) La.=~ und LPk=~ . 

.1=0 .1=0 

Beweis von (I). Wären beide Reihen konvergent, so würde auch die Reihe 
I;:=o an absolut konvergieren, im Widerspruch zur Voraussetzung. Nehmen wir 
an, dass -I,.Qk=OO und 

k=O 

Dann gilt für alle N 2: n. 
N k - k 

Lan2: L""'- LP,= Lai- b, 
n=O j=O k=O j=O 
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also !im I.:[o:Oan =~, was der Konvergenz der Reihe I.::oan widerspricht. 
N~oo 

Ebenso führt man die Annahme 

00 

L Cl,t=: a<~, 
k=<l 

zum Widerspruch. Damit ist (1) bewiesen. o 

Die gewünschte Umordnung der Reihe I.::o an führt man jetzt nach folgendem 
Schema durch: 

<Xo + ... + "'Po - ßo - ... -~ .. 
+"'Po+I+ ... + "'PI -~ .. +1-"'- ~ql 
+ .................................. . 
+ (XPI+l + ... +uP1+1 - ßqt+l - ... - ßql+1 
+ .................................. . 

Dabei sind Po < PI < ... und qo < q\ < ... natürliche Zahlen, die induktiv auf 
folgende Weise bestinunt werden: 

Induktionsanfang. 

PO ist die kleinste Zahl, so dass 

Ao:= <Xo+ "'+"'Po ;:0: c, 

qO ist die kleinste Zahl, so dass 

Bo:= <Xo+ ... + "'Po -ßo-··· -~ .. < c. 

Induktionsschritt. 

Seien po, ... ,Pi und qO, ... ,qi schon bestimmt und 

Pi qi-l 

Ai:= L"'k- L~l ;:O:c, 
k=O 1=0 

Pi qj 

Bi:= L"'k- L~I<C' 
.1=0 1~0 

WIr wählen Pi+ I als die kleinste natürliche Zahl > Pi, so dass 
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und qi+l als die kleinste natürliche Zahl> qj, so dass 

BH1 = Bj+<XPi+l +···+(XPi+l-ßQi+l-···-ßQi+1 <Co 

Dies ist möglich, da Ik'=o u. = ~ und Ik'=o P. = ~ nach (I), 

Aus der Definition folgt, dass 

lAi - cl :0; U"" 

IBi - cl :0; Pqi 

Lösungen 

für alle i E N, Daraus folgt leicht, dass die umgeordnete Reihe gegen c konver­
giert, 

Anfgabe 7 G. Es gilt h,,:O; n für alle nE N, Da die Reihe ~, f.. konvergiert, 
existiert auch 

also 
- I I I 
L-=A--A=-A, 
n=12Rn 2 2 

Anfgabe7H. 

a) Da die Reihe für g(x) die geometrische Reihe ~o lxi" als Majorante hat, 
konvergiert sie absolut für alle lxi < I, 
b) Sei lxi :0; ~,Dann gilt 

I
g(X) - "I,'_I _?+11 :0; f. _1_l x l2k+1 

~o2k+1 ~N2k+1 

< Ixl
2N+1 - (~)" 

- 2N+I L 2 
"~ 

Ixl2N+1 

=2'2N+I' 
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Der Fehler ist also kleiner als das Doppelte des Betrages des ersten wegge­
lassenen Gliedes der Reihe. Eine Genauigkeit von 10-6 wird für x = ! durch 
N = 10 gewährleistet, für x = i durch N = 5 und für x = fo durch N = 3. 

Aufgabe 71. 

a) Für alle lxi < 1 konvergiert die Reihe 

~ ~ 

LMlxln=M. Llxln. 
n=1 n=1 

Wegen lanx" I :0; Mlxl n für alle n :::: 1 ist f{x) nach dem Majorantenkriterium 
absolut, also erst recht im gewöhnlichen Sinne, konvergent. 

b) f{x) = ! anx" =x! anx"-l =x (al + n~ an+1x" ) . 

Also gilt f{x) = 0 genau dann, wenn x = 0 oder 

Aber für 0 < lxi < ~ :0; ! istx,< 0 und 

Also gilt f{x) ,< O. 

Aufgabe7K. 
~ 

a) Sei zunächst vorausgesetzt, dass die Reihe ~ an konvergiert. Wir fassen die 
n=<l 

Glieder der Reihe zu Teilblöcken 
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zusammen. Der k-te Teilblock besteht aus 2k- 1 Summanden, also gilt 

Al ~ 2k- 1a, •. 

Daraus folgt 

- - -
~> ~;an=ao+ LAk~ao+ L2k- 1a,., 

11=0 1=1 1=1 

also ist i 2ka,. beschränkt und daher konvergent. 
~o 

b) Sei jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass i 2ka,. < ~. Dann folgt wieder 
"'=0 

durch Zusammenfassung in Teilbläcke 

also konvergiert ~ an. 
=0 

Aufgabe7M. 

a) WIr setzen 11 := a - I > O. Die angegebene Bedingung ist äquivalent zu 

nan:O; (n-l)an_l -Jlan-l fürallen> no· 

Die Foige (bn)n""" mit bn := nan ist daher monoton fallend, also konvergent 
mit lim,,~_ bn =: B ~ O. Da 

folgt 

Die Reihe ~~ a" ist daher beschränkt, also konvergent. 

b) Aus der Bedingung 

--""-- > I-! = I/n für n > no 
a,,-1 - n l/(n-I) 
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folgt durch Induktion 
I . 

a,,~c·- fürn~no 
n 
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mit einer Konstanten c > O. Da die harmonische Reihe divergiert, divergiert 
auch ~;.:, a", q.e.d. 

Aufgabe 7 N. Die Behauptung der Aufgabe ist insofern überraschend, als die 
harmonische Reihe divergiert und man meinen könnte, dass durch die Bedin­
gung, dass die Ziffer 1 nicht vorkommen darf, nur wenige Zahlen ausgeschlos­
sen werden. Dies ist jedoch nicht der Fall. 

Für k ~ I sei MI(k) die Menge aller k-stelligen natürlichen Zahlen, die keine 
Ziffer I enthalten. Es gilt MI = Uk2:1 MI (k). 

Die Menge MI(k) besteht aus 8· <»-1 Elementen, da es für die erste SteI­
le 8 Möglichkeiten (2,3, ... ,9) und für die restlichen Stellen 9 Möglichkeiten 
(0,2, ... ,9) gibt. Die kleinste Zahl aus MI(k) ist 2 . lok-I. Daraus folgt 

I -I I ( 9 )k-I L -~84· 1=4.-, 
nEM,(k) n 2 . lok 10 

und weiter 

L ! = f. ( L !) ~ 4 f. (~)k-I = 4 40 <~, 
nEM, n ~I nEM,(k)n ~I 10 1-9/10 

was zu beweisen war. 

§ 8 Die Exponentialreihe 

Aufgabe8A. 

a) Die reelle Zahl x ~ I sei fest vorgegeben. Dann gibt es eine natürliche 
Zahl k ~ I, so dass 

Da 

(:) 

k~x<k+1. 

x(x-I) ..... (x-n+ I) 
n(n-I) · ... ·1 

x(x-I)· ... · (x-k) n-k-I x-k-m 
= n(n-I) ..... (n-k)!1 m 
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und 

= <1 
I
X-k-ml m-(x-k) 

m m - J 

folgt 

I (x) I< Ix(x-l) ..... (x-k)1 für n > k+ 1. 
n - n(n-I) .... ' (n-k) -

Es gibt deshalb eine Konstante C E IR+, so dass 

I (:) I ~ n~l für alle n ~k+ 1. 

Daraus folgt die absolute Konvergenz der Reihe 

s(x) = f (x) 
n=O n 

(vgl. An. 1, §7, Beispiel (7.2)). 

b) Da die Reihen ~o (~ und ~o (~ absolut konvergieren, kann man 
auf sie den Satz über das Canchy-Produkt anwenden. Es ergibt sich 

~ 

s(x)s(y) = L c .. 
=0 

wobei 

Nach Aufgabe 1 C gilt 

also s(x)s(y) = s(x+y). 

c) Für eine natürliche Zahl N ist (~) = 0 für n > N, also 

s(N) = nt (~) = in (~IN-nln = (I + It = 2N
. 

Aus der Funktionalgleichung für die Funktion s folgt nun für jede natürli­
cheZabln ~ I 



§ 8 Die Exponentialreihe 103 

Daraus folgt s (n + D = ±2"y'2. Um zu zeigen, dass nur das Pluszeichen 
in Frage kommt, beweisen wir, dass 

sex) > 0 für alle x 2: 1. 

Sei x 2: I fest und k E N so, dass k~ x < k+ 1. Da 

(
X)_I und (x )_(x)x-n o - n+1 - n n+1 

folgt 

(:) >0 fürallen~k, 

(k+Z:+ I) 2: 0, (k+Z:+2) ~ 0 
und nach Aufgabe I Bist 

( x) + ( x ) _ ( x+ 1 ) > 0 
k+2m+1 k+2m+2 - k+2m+2 -

für alle m E N. Daraus ergibt sich 

Wir haben also bewiesen 

Insbesondere hat man für y'2 die Reihenentwicklung 

Bemerkung: Es wird in An. 1, §22, bewiesen, dass die Reihe 

sex) = i (:) 
=0 
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sogar für alle x <': 0 absolut konvergiert und für x > -1 noch im gewöhn­
lichen Sinn konvergiert. Für alle x > -1 gilt 

s(x) = 2'. 

Die allgemeine Potenz a" für nichtganzes x wird in An. 1, §12, ein­
geführt. 

Aufgabe 8 B. Die Reihe ~;~ ~ konvergiert nach dem Leibnizschen Kon­

vergenzkriterium, da ( b
1

) eine monoton fallende Nullfolge ist. Das 
v n+1 nEN 

Cauchy-Produkt ~o Co hat die Terme 

o (_1)n-k (_I)k n n 1 

C
o= ~v'n-k+l' Vk+l =(-1) ~v'(n-k+l)(k+l) 

Für k = O, ... ,n gilt 

also 

Daraus folgt 

(n-k+l)(k+ I) < (n+l)', 

1 1 
-v'r,(n=_""'kC=:+~ICiC)(""kC=+~I) > n-+-l' 

1 Icnl > (n+ 1)-= 1. 
n+l 

Daher konvergiert die Reibe ~;~ Co nicht. 

Aufgabe 8 E. Es ist 

Wrrsetzen 
MN:= {n E M: n::; N} 

und 

Nach Definition ist 
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Zu jedem NE N existiert ein sEN, so dass 

MNCM(,j. 

Umgekehrt existiert zu jedem sEN einN' E N, so dass 

M('j CMN" 

Da alle ReihengIieder positiv sind, folgt daraus 

Nun ist 
I 'I 'I 'I I -- I --(I-)'(I-) 

nEM(S) n - k,l=O 21Sl. - k=O 21 l=O Si 

und deshalb 

§ 9 Punktmengen 

Aufgabe9A. 

a) Es sei 91(, die Menge aller endlichen Teilmengen A C N mit 

x:O; n für alle x EA. 

105 

Offenbar ist Mn endlich und für die Menge M aller endlichen Teihnen­
gen von N gilt 

Als abzählbare Vereinigung abzählbarer Mengen istM abzählbar, q.e.d. 

b) Wäre die Menge aller Teilmengen von N abzählbar, so gäbe es eine Folge 
(An)nEN von Teihnengen An C N, so dass jede Teilmenge von N gleich 
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einer der Mengen An ist. WIr werden aber jetzt eine Teilmenge A C N 
konstruieren, fiir die das nicht zutrifft. Sei 

B:= {n EN:n (tAn}. 

Angenommen, es gibt ein k E N, so dass B = A •. WIr betrachten nun 
das spezielle Element k E N. Falls k E A., gilt nach Definition k (t B, 
was nicht sein kann, da B = Ak. Falls aber k (t Ak, ist k E B, was ebenso 
unmöglich ist. Daher ist die Anrrahme falsch; die Menge B kann nicht 
in der Folge (An) vorkommen. Damit ist bewiesen, dass die Menge aller 
Teilmengen von N überabzählbar ist. 

Aufgabe 9 B. Wir beweisen nur die Formellimsupan = supH, da die Formel 
fiir liminf ganz analog bewiesen werden kann. Nach Definition ist 

A:= lim supan = limAn, 
11-+.... n~ 

wobei 
An := sup{a. : k ~ n}. 

Da die Folge (an)nEN beschränkt ist, giltAn ER fiir alle n E N undA E R. WIr 
beweisen nun 

(1) 

(2) 

AEH, 

a~A fiiralleaEH. 

Beweis von (1). Da H die Menge aller Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen 
der Folge (an)nEN ist, genügt es zu zeigen, dass zujedemN E N und E > 0 ein 
n ~ N existiert, so dass 

lan-AI <E. 
Da limAn =A, finden wir zunächst ein m ~N, so dass 

n_ 

Nach Definition von Am gibt es ein n ~ m, so dass 

E 
lan-Aml < 2' 

Daraus folgt n ~ N und lan - AI < E. D 
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Beweis von (2). Sei a E H, dann ist a Urnes einer gewissen Teilfolge (an,)kEN 
von (an)nEN. Nach Definition giltA ... ~ a.,.. Daraus folgt 

A = lim An = lim An, ~ lim a", = a. 
11--4.... k~ 1--400 

Damit ist (2) bewiesen. o 
Aus (1) und (2) folgt unmittelbar 

A=supH. 

Aufgabe9C. 

I) Falls (an)nEN gegen a konvergiert, so ist die Folge beschränkt und für die 
Menge H ihrer Häufungspunkte gilt H = {a}. Daher gilt nach Aufgabe 
9A 

limsupa" = supH = a = infH = liminfan. 

11) Sei nun umgekehrt vorausgesetzt, dass 

!imsupan = !iminfa" = a E IR. 

Setzen wir 

An:=sup{ak: k~n}, cxn:=inf{an : k~n} 

so gilt also 

!imAn = lim CXn = a. 
11-+00 11-+00 

Zu vorgegebenen E > 0 existiert daher ein N E N, so dass 

Nach Definition von AN und CXN gilt 

Daraus folgt Ia" - al < E für alle n ~ N. 
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Aufgabe 9 E. Sei r E lR vorgegeben. Für jede natürliche Zahl n ~ I sei 

Mn := {aEM: a2: ~}. 

Es gilt 

M= UMn• 
n;?:l 

Wäre jede Menge Mn endlich, so wäre M abzäh1bar, was der Voraussetzung wi­
derspricht. Es gibt also ein n ~ I, so dass Mn unendlich viele Elemente enthält. 
Wählen wir nun paarweise verschiedene al, ... ,an E Mn. so folgt 

Aufgabe9F. 

a) Sei e = limsup v'Jll,J < 1. WIr wählen ein r mit e < r < 1. Aus der Charak· 
n~-

terisierung des Limes superior (An. I, §9, Satz 4) folgt, dass 

v'Jll,J < r für alle n ~ no 

(no E /11 geeignet). Also ist 

Da die geometrische Reihe r;:=o r" konvergiert, folgt aus dem Majoraoten­
Kriterium, dass die Reihe ~o a,. absolut konvergiert. 

b) Falls e = !imsup v'Jll,J > I, gibt es nach der Charakterisierung des Limes 
n~_ 

superior unendlich viele Indizes nk E /11, so dass 

"VIa,., I > I für alle k, 

also auch lan, I > 1. Deshalb konvergiert die Folge (an)nEN nicht gegen 0, also 
divergiert die Reihe :E;;'=<lan• 

c) Die Reihe ~1 (I/n) divergiert, die Reihe r;:~l (l/n2) konvergiert. In bei­
den Fällen ist 

e = !imsup v'Jll,J = I, 

da !im i'/ii = I, vgl. Aufgabe 6 G. 
n_ 
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Aufgabe 9lL WIr behandeln hier nur Teil i) und ü). 

i) Eine bijektive Abbildung N, {O} ---+ N wird gegeben durch n >-> n - 1. 
Deshalb ist folgende Abbildung '1'\ : IR' -+ IR bijektiv: 

{

X, falls x E IR ,N, 
'I',(x):= x-I, fallsXEN,{O}. 

ü) Sei !Z = ZU (! +Z) c IR die Menge aller ganzen undhalbganzen Zahlen. 
Die folgende Abbildung ist bijektiv: 

, , 
:I+nl---t:l,n. 

Deshalb ist auch die wie folgt definierte Abbildung 'P2 : IR, Z -+ IR bijektiv: 

(x) ._ {x, falls x E IR, !Z, 
'P2 .- Ln fallsx-!+nE!+Z 

2' - 2 2' 

§ 10 Funktionen, Stetigkeit 

Aufgabe 10 A. Sei N E N. Nach An. 1. §1O, Satz 1 und Beispiel (10.18) sind 
die Funktionen x >-> nx und x >-> 1 + Inxl auf IR stetig, also auch die Funktion 

nx 
x r----> g.(x) = 1 + Inxl' 

da der Nenner nirgends verschwindet. Für n 2: 1 erhält man 

Also gilt für x '" 0 

X 

g.(x) = ~+Ixl' 

1im (x) _ ~ _ { 1, falls x > 0, 
.~~g. - lxi - -1, falls x < O. 

Für alle n E N ist g.(O) = o. also 

1im g.(O) = o . . ~~ 
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-1 

1 

Bild 10.1 

Es ist g(x) := lim gn(x) also für alle x E IR definiert. Injedern Punkt a # 0 ist 
n~~ 

g stetig, da 

limg(x) = g(a). 
x~a 

Im Nullpunkt ist g aber nicht stetig, da 

Iim g (!) = 1 h(O) = O. n_ n 

Wir haben also hier eine Folge stetiger Funktionen, die gegen eine unstetige 
Funktion konvergiert, vgl. Bild 10.1. 

Bemerkung: In An. I, §21, wird das Problem behandelt, wann der Limes einer 
Folge stetiger Funktionen wieder stetig ist. 

Aufgabe 10 B. Für zwei reelle Zahlen a, b gilt 

1 
max(a,b) = 2:(a+b+ la-bI), 

min(a,b) = ~(a+b-Ia-bl) 

wie man durch Fallunterscheidung a 2': b bzw. a < b zeigt (vgl. Aufgabe 3 H). 
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Deshalb gilt 
I 

<p= 2([ +g+ 1I -gi), 

I 
1jI= 2([ +g-II -gi)· 

Sind I, g stetig auf D, so sind auch die Funktionen 1 + g und 1 - g stetig. Daher 
ist auch die Funktion 1I - gl stetig (An. I, Beispiel (10.18». Daraus folgt die 
Stetigkeit von <p und 1jI. 

Aufgabe 10 E. Sei xE Q und (x,,)nEN eine Folge rationaler Zahlen, die gegen 
x konvergiert. FürE:= Ix- ,,121> ° gibt es einN E 1'1, so dass Ix" -xl< E für 
alle n 2': N. Falls x > ,,12, ist x" > ,,12 für alle n 2': N, also 

!im I(x,,) = I = I(x). 
n~-

Analog erhält man: Falls x < ,,12, ist Xn < ,,12 für alle n 2': N, also 

!im I(x,,) = ° = I(x). 
n~-

Bemerkung: Natürlich kann man die Funktion 1 in keiner Weise so auf ganz IR 
fortsetzen, dass sie auch im Punkt ,,12 E IR stetig wird. 

Aufgabe 10 F. Sei eine irrationale Zahl a E]O, I] und ein E > ° vorgegeben. Es 
ist zu zeigen, dass ein ö > 0 existiert, so dass 

I/(x) - I(a) I = I(x) < E 

für alle x E ]0, I] mit Ix - al < a. Sei s 2': I eine natürliche Zahl mit ~ < E. Sei 
M, die folgende (endliche) Menge aller rationalen Zahlen 

Ms ={;: m,nENmitl~m~n~s}. 
Da a irrational ist, ist 

a:=min{ly-al: yEM,}>O. 

Für jedes x E]O, I] mit lx-al< a giltjetzt/(x) = 0, falls x irrational ist, oder 
I(x) = ~ mit q > s, falls x rational ist Daher ist 

I/(x) - l(a)1 < E. 
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§ 11 Sätze über stetige Funktionen 

Aufgabe 11 A. Sei f: [a, b[ -----> R definiert durch 

f(x) := F(x) -x. 

Dann ist die Funktionf stetig. Nach Voraussetzung istF(a) 2: a undF(b) ~ b, 
also f(a) 2: o und f(b) ~ O. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es einXo E [a,b] 
mit f(Xo) = 0, also F(Xo) = XO. 

Aufgabe 11 B. 

a) Wrr behandeln zunäcbst die Funktion sqrt. Sei E > 0 vorgegeben. Da die 
Funktion sqrt [ [0,1] nach An. 1, §11, Satz 4, gleichmäßig stetig ist, gibt 
es ein lh > 0, so dass 

10-01< E für alle x, y E [0, 1[ mit Ix-yl < 11,. 

Setzte 11:= min(II"E). Dann gilt 

10-01 <E fürallex,yER+mitlx-yl <11. 

Falls nämlich x, y E [0,1[, folgt dies aus der obigen Abschätzung; an­
dernfalls ist x 2: 1 oder y 2: 1, also 

10-01 ~ 10+01'10-01 = Ix-yl <Ö~E. 

b) Um zu beweisen, dass die Funktion 

nicht gleichmäßig stetig ist, zeigen wir, dass es zu E = 1 kein 11 > 0 gibt, 
so dass 

(1) If(x) - f(y)1 < 1 fürallex,y ER+ mit Ix-yl < 11. 

S · B' &D' elZ. ,x:=lj;.y:=x+2"' annlst 

ö' 
If(x) - f(y)1 = 1-..' = 1+ 42: 1, 

aber Ix - yl < 11. Also ist die Bedingung (1) für kein 11 > 0 erfüllbar. 
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Aufgabe 11 C. 

b) Sei 0 < 1):-:; 1)', dann gilt 

lx-xl :-:; I) ~ lx-xl :-:; ff. 
Aus der Definition des Stetigkeitsmoduls folgt unmittelbar, dass 

c) Seien 1), 1)' E Ilt+ und x, x' E [a, bl ntit 

lx-xl :-:; 1)+1)'. 

Dann gibt es einen Zwischenpunkt ~ E [a, bl ntit 

Ix- ~I :-:; I) und I~ -xl :-:; 11'. 

Daraus folgt 

I/(x) - I(x) I = I/(x) - I(~) + I(~) - I(x) I 
:-:; I/(x) - I(~) I + I/(~) - I(x) I 
:-:; Olj(lI) + Olj(f/). 

Nach Übergang zum Supremum erhält man 
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a) Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von 1 (vgl. An. 1, §ll, Satz 4) gibt 
es zu vorgegebenen E > 0 ein Ö > 0, so dass 

Olj(I)') :-:; E für alle 11' < 1). 

Daraus folgt 1im Olj( 1)) = 0, d.h. Olj ist im Nullpunkt stetig. Für beliebige 
B....o 

110, I) E ~ gilt nach c) 

100j(l)) - Olj(lIo) I :-:; Olj(11) -1101), 

also 
lim Olj(l)) = Olj(IIo), 

IHIlo 

d.h. Olj ist im Punkt 110 stetig. 
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Aufgabe 11 D. 

a) Falls limf(x) existiert, kannf zu einer stetigen Funktion auf dem abge-
.',,0 

schlossenen Intervall [0, I] fortgesetzt werden, die nach An. I, §11, Satz 
4, dort gleichmäßig stetig ist. Also ist erst recht f auf ]0, I] gleichmäßig 
stetig. 

b) Sei jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass f: ]0, 1]--> R gleichmäßig stetig 
ist. Wir müssen zeigen, dass limf(x) existiert . 

• ',,0 

i) Wir zeigen zunächst, dass f beschränkt ist. Wegen der gleichmäßi­
gen Stetigkeit gibt es zu E = I ein 11 > 0, so dass 

If(x) - f(x) I < 1 

für alle x,x E ]0, I] mit lx-xl< 11. Sei XC := min(lI, 1). Dann gilt 

für alle x mit ° < x ~ XC 

If(x) - f(xc) I < 1, also If(x) I < 1+ If(xo)l, 

d.h. f ist beschränkt auf ]O,XC] und auch auf dem kompakten inter­
vall [XC, I], also auf ganz ]0, I]. 

ü) Sei x" E ]0, I], n E 1\1, irgend eine Folge mit limx" = 0. Da die Fol­
ge (f(x,,) )nEN beschränkt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano­
Weierstraß eine Teilfolge (f(xn,)), die gegen eine reelle Zahl c kon­
vergiert Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir die 
Teilfolge wieder mit (xn). Wir haben also 

limxn = ° und limf(xn) = c. 

Wir zeigen jetzt, dass fürjedeFolgez;.. E ]0, I], n E l\I,mitlimz;.. =0 
ebenfalls gilt limf(z;..) = c. 

Sei dazu E > ° vorgegeben. Wegen limf(xn) = c gibt es einN, E 1\1 
mit 

Da f gleichmäßig stetig ist, gibt es außerdem ein 11 > ° mit 

E 
If(x) - f(x) I < 2: 
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für alle x, x' E ]0, 1] mit ]x-x'1 < Ii. Wegen limx" = liml;. = ° gibt 
es einN2 E N mit 

xn < Ii und I;. < Ii für alle n ~ N2. 

Für n ~ N:= J1J1U(NJ,N2) folgt dann wegen 11;. -xnl < Ii 
E E 

If(l;.) - cl ~ If(l;.) - f(xn) 1+ If(xn) - cl < 2: + 2: = E. 

Damit ist gezeigt limf(l;.) = c, q.e.d. 

Aufgabe 11 F. 

a) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion über r. 

Induktionsanfang: r = 1. 

In diesem Fall ist <P : [a, b]-> lR affin·linear, die Behauptung also trivial. 

Induktionsschritt: r -> r + 1. 

Sei<p stückweise linearbzgl. der Unterteilung a = to < tl < ... < t, < t,+1 = b. 
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Funktion <PI der Gestalt 

,-I 

<PI (x) =al +Ihx+ LCjlx-tjl, 
j=l 

so dass <PI (x) = <p(x) für alle x E [a,t,]. Die Differenz '11:= <P-<PI ist stetig und 
es gilt 

'111 [a, t,] = 0, 
V(x) =y(x-t,) fürallexE [t"b], 

mit einer gewissen Konstanten y E lR. Dann gilt 

Daraus folgt 

v(x) - !lx-t,1 = !(x-t,) für alle x E [a,b]. 

, 
<p(x) = <PI(X)+V(X) = a+ J3x+ L Cklx-tkl 

~I 

mit a:= al - !t" 13:= 131 +! und c,:=!. Damit ist der Induktionsschtit! 
bewiesen. 
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b) Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von J gibt es zu E > 0 ein Ö > 0, so dass 

IJ(x) - J(x') I :'> E für alle x, x' E la,b] mit Ix-x'I :'> ö. 

Sei a = to < t! < ... < t,_! < t, = b eine Unterteilung des Intervalls la,b], so 
dass 

Itk+1-tkl:'>ö fürk=O, ... ,r. 
Sei nun '" E PL[a, b] die stückweise lineare Funktion, deren Graph der Poly­
gonzug ist, der die Puokte (tk,J(tk)), 0 :'> k :'> r, verbindet. 

Behauptung.IJ(x) - ",(x) I :'> E für alle x E la,b]. 

Beweis hierfür. Zu jedem x E la,b] gibt es ein k mit xE Itk,tH!]' Sei Mk := 
sup{J(x) : x E Itk,tk+1]}' Dann gilt 

J(ltk,tH!l) C IMk-E,Mk] 

und ebenfalls 

Daraus folgt 
IJ(x)-",(x)19 q.e.d. 

§ 12 Logarithmus und allgemeine Potenz 

Anfgabe 12 C. 

a) WIr zeigen zunächst, dass die Funktion 

sinb: IW. ---+ IW., sinhx = ~(.,x - e-X
), 

streng monoton wächst. Aus x < Y folgt nämlich 

~ < cf und _e-x < -e-Y, 

also 

~(.-' _e-X
) < ~(e" -e-Y). 

Daraus folgt (nach An. 1, §12, Satz I), dass sinh für jedes R > 0 das 
Intervall I-R,R] bijektiv auf das Interva1l l-sinhR, sinbR] abbildet. Da 

lim sinhx = 00, 
x_ 
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bildet sinh ganz IR bijektiv auf IR ab. Zur Berechnung von y := AI sinh x 
gehen wir aus von der Definitionsgleichung 

sinhy=x, 

d.h. 

eY -e-Y = 2x. 

Mit u := eY erhält man daraus u > 0 und 

1 
u--=2x. 

u 

Aufiösung dieser quadratischen Gleichung für u ergibt 

wegen der Nebenbedingung u > O. Daraus folgt 

y=10gu=10g(x+v'x2+1) . 

b) Die strenge Monotonie der Funktion 

auf dem Intervall [0, ~[ kann wie folgt gezeigt werden: Sei 0 ~ x < y. 
Dann gilt 

1 
coshy-coshx = 2:(eY-e'+e-Y -e-') 

= ~(eY -e')(l-e-x- y) > 0, 
2 

da e-x- y < eO = 1. Die restlichen Behauptungen werden analog zu Teil 
a) bewiesen. 
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Aufgabe 12 G. 

a) Nach Definitionistr = <"log,. Nach An. I, §12, Beispiel (12.6), hat man 

lim(xlogx) = O. 
,'-.0 

Also gilt wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion 

limr = lim <"log, = ,0 = I. 
x'\.O x'-."o 

b) Für n 2': list 
1 <rn - nlln - -----.-c-

- - (1/n)lln' 

Aus Teil a) folgt 

lim (!) Iin = limr = I. 
ft-4<><> n x'\.o 

Daraus folgt die Behauptong. 

Aufgabe 12 H. Mit luduktion zeigt man, dass 

2-' 
xlI=a fiirallenEN, 

also 

Mit hn := 2-n loga ergibt sich 

,"'-1 
Yn=~loga. 

Da lim ";' = I, vgl. An. I, Beispiel (12.7), folgt 
,~O 

limYn = loga. 
n_ 
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Aufgabe 12L 

a) Zunächst beweist man durch lnduktion, dass 

fi(l- :2) =H1+~) 
für alle N E N mit N ~ 2. Daraus folgt 

~/Og (1- :2) = log G (1+~)) = log (1+M -log2. 

Wegen der Stetigkeit des Logarithmus ist 

lim log (1+~) = log I = 0, 
N--+oo N 

also konvergiert :E;~210g (I-;!z) gegen -log2. 

b) Da 
I I 

1+ 2 <--1' 
n I- ftl 

für alle n E N mit n ~ 2 folgt 

O<IOg(1+ :2) <-IOg(l- :2)' 
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Daher ist die Reihe - ~210g ( I - ;!z) eine Majorante für die Reihe 

:E;~210g ( I + ;!z) , die deshslb konvergiert. 

Aufgabe 12 J. WIr verwenden das Reihenverdichtungskriterium aus Aufgabe 
7 K. Mit 

wird 

I 
a,,:=--, 

nlogn 
I 

b '- für alle n E N mitn ~ 2 
n·- n(logn)2 

k I k I 
2 a,., = klog2' 2 b2, = k2(1og2)2 für alle k E N mit k ~ 1. 

Da :E;"I ~ divergiert und :E;"I " konvergiert, folgt die Behauptung. 
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Aufgabe 12 K. 

a) Die stetigen Lösungen der Funktionalgleichung 

f(x+y) = f(x) + f(y) 

haben die Gestalt f(x) = ax ntit a E IR. 

Beweis: Zunächst ist klar, dass die Funktion x r--> ax der Funktiona1glei­
chung genügt. Sei umgekehrt f : IR ----> IR eine stetige Funktion, die der 
Funktiona1gleichung genügt. Wir setzen 

a:= f(I). 

Für eine natürliche Zahl n ~ 1 folgt aus der Funktionalgleichung 

f(nx) = nf(x), 

insbesondere f(n) = na. Aus der Funktionalgleichung folgt außerdem 

f(O) =0 

und 
f(-x)=-f(x) für alle x E IR. 

Daher giltf(nx) =nf(x) fürallen E Z. Sei i E Q,p, qE Z, q"cO. Dann 
ist 

pa=f(P)=f(q.~) =qf(~), 
d.h. 

f(~)=~a. 
Also giltf(x) = f(l)x= axfür alle x E Q. Aus der Stetigkeit von ffolgt, 
dass f(x) = ax für alle x E IR. Denn sei x E IR beliebig und (Xn)nEN eine 
Folge rationaler Zahlen, die gegen x konvergiert, dann gilt 

f(x) = f (!im",,) = !im f(xn) = lim ax" = a !imxn = ax. 
\.i:_oo n-+oo n-+oo n ____ 

b) Die stetigen Lösungen g : IR::' ----> IR der Funktionalg1eicbung 

g(xy) = g(x)+ g(y) 

haben die Gestalt g(x) = alogx ntit a E IR. 
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Beweis: WIr betrachten die zusammengesetzte Funktion 

j:=goexp, lR ~IR+ ~IR. 

Diese Funktion genügt dann der Funktionalgleichung 

f(x+y) = f(x) + f(y) 
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aus Teil a). Es gibt also ein a E IR, so dass f(y) = ay für alle y E IR. Für 
x > 0 ist deshalb 

g(x) = f(iogx) = alogx. 

c) Die stetigen Lösungen h : IR:+- ---+ IR der Funktionalgleichung 

h(xy) = h(x)h(y) 

bestehen aus der Nullfunktion und den Funktionen der Gestalt 

h(x)=X' mitaEIR. 

Beweis: Wegen h(x) = h( y'iVXJ = h(y'i)2 gilth(x) 2: 0 für alle x E IR:+-. 
Falls ein XO E IR+ existiert mit h(xo) = 0, so folgt 

h(x) =h (~) h(XO) = 0 für allexE IR:+-. 

WIr können also annehmen, dass h(x) > 0 für alle x > O. WIr betrachten 
nun die zusammengesetzte Funktion 

I h IR, h IR' log IR g:= ogo, + ---+ + ---+ • 

Die Funktiong genügt dann der Funktionalgleichungg(xy) = g(x) + g(y) 
aus Teil b). Es gibt deshalb ein a E IR mit g(x) = alogx für alle x > O. 
Daraus folgt 

Bemerkung: Ähnlich wie wir hier die Lösung der Funktionalgleichungen 
b) und c) auf die Funktionalgleichung a) zuruckgeführt haben, kann man 
die Funktionalgleichung a) auf die Funktionalgleichung 

F(x+y) = F(x)F(y) 

aus An. 1, §12, Satz 6, zUfÖCkführen und umgekehrt 
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§ 13 Die Exponentialfunktion im Komplexen 

Aufgabe 13 A. 

a) Wrr zeigen zunächst: Besitzt die Gleichung :r: = e eine Lösung z = 1;, so 
besitzt sie genau zwei Lösungen, nämlich z = I; und z = -I;. 

Beweis: Es ist ~2 = C, also 

:r:=e _ :r: = 1;2 
_ (z-I;)(z+l;) = 0 

_ z=l;oderz=-I;. 

b) Da für jede komplexe Zahl e gilt 

IRe(e)I ::; lei, 

sind 

< '=' fici + Re(e) <_'=' flel-Re(e) 
~1· V 2 1 ~. Gy 2 

wohldefinierte reelle Zahlen. Für 

folgt 

1;2 = I;t -I;h 2il;,;, 

lei + Re(e) lel-Re(e) 2' .!leI2 -Re(e)2 
2 2 + .CJy 4 

lei + Re(e) lel- Re(e) '. /1 12 R ( )2 2 2 +.CJy e - e e 

= Re(e) + iCJVIm(e)2 

= Re(e) + I1m(e) = e. 

Also ist I; eine Lösung der Gleichung :r: = e. 

Aufgabe 13 C. Der Betrag 11 - zl bedeutet den Abstaod des Punktes z von 1, 
der Betrag 11 + zl = 1-1-zl bedeutet den Abstand des Punktes z von -1. Also 
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bestebt die Menge MI aus allen Punkten z der Gaußsehen Zahlenebene, die von 
-1 nicht weiter entfernt sind, als von + I, d.h. aus der linken Halbebene 

H:= {z E C : Re(z) :s; O}. 

Diese heuristische Überlegung kann (muss) man durch folgenden exakten Be­
weis rechtfertigen: Für ein z =x+iy, x, Y E IR, gilt 

z E MI <==? 11-z12 2: 11 +z12 
<==? (l-x)'+; 2: (1+x)2+; 
<==? (I-x)' 2: (1 +x)2 
<==? - 2x 2: 2x 

<==? x:S; 0 

<==? zEH. 

M2 ist die Menge aller Punkte, die von i und von -i den Abstand v'2 haben. 
Man erhält 

M2:={-1,1}, 

denn für ein z = x+ iy, x, y E IR, gilt 

Z EM2 <==? Iz-il2 
= Iz+il2 

= 2 

<==? x'+ (y-1)' =x'+(y+ 1)2 = 2 

<==? y=O und x'+1 =2 
<==? z=-l oder z=1. 

Aufgabe 13 E. Wir beweisen zunächst folgenden 

Hilfssatz: Ist 1. := max laij) I, so gilt 
i,jE{l, ... ,k} 

1. :s; /t'-liI. für alle n 2: 1. 

Beweis (durch Indnktion nach n). 

Induktionsanfang: n = 1. Trivial. 

Induktionsschritt: n -----+ n + 1. 

Es gilt für alle i, j E {I, ... ,k} 
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also 

I (n+1) I (IV) ,-,-"-I,,. ",,,,,+I 
aij S, k"/n'YI S, "" n YI = A" . 

Lösungen 

Somit ist der Hilfssatz bewiesen. D 

a) Es ist zu zeigen, dass für jedes Paar (i,j) E {I, ... ,k}2 die Reihe 

konvergiert, wobei 
s .. = { 1, falls i = j, 

'J 0, falls i # j 
das Kronecker-Symbol ist. Nach dem eingangs bewiesenen Hilfssatz gilt 
nun 

i-I~ (n)1 < i- ~ 
n~ n!ajj - ~ n!'Y1i 

< i- ~k"-I,,. 
- ~, 11 

n=1 n. 

= ~ f (k"/I)n 
kn=l n! 
1 

= k(exp(k"/1l- 1), 

somit konvergiert die Reihe l:;:~1 .1raij) nach dem Majoranrenkrirerinm 
(absolut). 

b) Um den Beweis wie für die Funkrionalgleichung der gewöhnlichen Ex­
ponentialfunkrion führen zu können (An. 1, §8, Satz 4), benötigen wir 
den binomischen Lehrsatz für Matrizen: Sind A, B E M(k x k, C) zwei 
Matrizen mit AB = BA, so gilt für alle n E N 

(HB)" = ± (n)An-mB"'. 
m~ m 

Dies beweist man durch Induktion wie in An. 1, § 1, Satz 5, da man wegen 
AB = BA mit den Matrizen A, B genauso rechnen kann, wie im Beweis 
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jenes Satzes mit den Zahlen x, y. (Für Matrizen A, B mit AB cF BA gilt 
der binomische Lehrsatz i.Allg. nicht.) Daraus folgt 

f ~(A+B)" = f ~ ± (n)An-mB'" 
lI=on. n=ün'm=O m 

N n 1 
= L L An-mB'" 
=om~(n-m)!m! 

An B'" 
= L ,',' l1+m:5N n. m. 

Man zeigt jetzt ähnlich wie in An. 1, §8, Satz 3, dass 

An B'" (N An) (N B"') 
~II+~<N n! . m! = ~ ! n! ~o m! . 

Daraus folgt 
exp(A+B) =exp(A)exp(B). 

§ 14 Trigonometrische Funktionen 

Aufgabe 14 A. 

a) EsgiltfürallekE{l, ... ,n} 

IA(n) _A(n) I _ I i'x _ i'-' x l 
k i-I - e IJ e IJ 

also 

Ln = ~ IAin) -Ai~ll = 2n Isin~l· 

b) Die zu beweisende Formel ist trivial für x = O. WIr können also x cF 0 
voraussetzen. Es gilt 

. x sin~ 
2nSlfi

2n 
=x· ~ . 

2n 
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Da lim m;:h = 1 nach An. 1, §14, Corollar zu Satz 5, folgt 
h-->O 

lim (2nSin~) =x. 
n-+oo 2n 

Die Anfgahe läßt sich geometrisch wie folgt interpretieren: 

Lösungen 

Die Polygonzüge A~n)A\n) ... A~n) schmiegen sich für n --> ~ immer 
mehr dem Kreisbogen t r--+ e", 0 :S t :S x, (bzw. x :S t :S 0, falls x < 0), 
an; nach Teil b) konvergieren ihre Längen Ln gegen lxi. Man kann also x 
als die orientierte Länge dieses Kreisbogens deuten. 

Anfgahe 14 B. 

a) Wrr hehandeln zunächst den Fall x = ~. Da sinx = cos G - x), folgt 

Andererseits ist 
cos2 G) +002 G) = 1, 

also cos2 (~) = ~. Da der Cosinus im Intervall [0, ~ [positiv ist, folgt 

" 1 v'2 ." coS-=-=-=Sill-
4 v'2 2 4 

und 

b) Für den Fall x = j setzen wir 

Da 

folgt, da z ,. -1, 

z:=i~. 

0=<'+1 = (z+I)(?-z+l) 

1 
?-z+1 =0, alsoz+- = 1. 

z 
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Da aber 

erhält man 

und weiter 

Nun ist 

also 

11 1 
008- =-

3 2 

11 • 11 ../3 
und cos"6=sm 3 =T' 
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c) Zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen an der Stelle x = ~ 
setzen wir 

z:=i~. 
Aus z? = e'" = -1 folgt 

0= z? + 1 = (z+ 1)(z' -z' +l-z+ 1). 

Wegen z '" -1 ergibt sich 

und 

Substituieren wir hierin 

erhalten wir 

z' -z' +l -z+ 1 = 0, 

1 1 
l-z+l--+-=O. 

Z Z2 

u2 -u-1 =0. 
Diese quadratische Gleichung hat die Lösungen 

1 ~ 1 u=:2 ±y 1+ 4 = :2(l±V5). 
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ln unserem Fall kommt nur die positive Lösung in Frage, d.h. 

Daraus ergibt sich 

" u 1+v's 
cos 5 =2:=-4-' 

." J (") ~ sm 5 = 1- cos2 5 = V ----g---8-' 

Lösungen 

Bemerkung: Dass die Winkelfunktionen von ~ sich allein mit Hilfe von 
Quadratwurzeln ausdrücken lassen, hängt damit zusammen, dass sich 
das regelmäßige Zehneck mit Zirkel und Lineal konstruieren lässt. Die 
SeitenIänge des dem Einheitskreis einbeschriebenen regelmäßigen n­
Ecks beträgt 

2 . " s,,= SlD-, 
n 

vgl. Bild 14.1, speziell i8tsIO = 28in ih. Zur Berechnung verwenden wir 

die Fmmel 

sin~ 
n 

1 Bild 14.1 

• 2 (<1) = l-cosa 
sm 2 2' 
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M 

1 
2 

P 

O;;--~--------:lC------~A~ Bild 14.2 

Es ergibt sich 

• 1t V 1t V6 - 20 0-1 
81O =2sm

lO
= 2-2cos 5 = 4 =-2-' 
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Diese Größe kann man wie folgt konstruieren, vgl. Bild 14.2. OAM ist 
ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seirenlängen OA = 1 und OM = ~. 
Nach dem Satz des Pythagoras ist dann AM = "4. Der Punkt P auf der 
Strecke AM wird so konstruiert, dass MO = MP. Dann ist 

- 0 1 
AP= 2-2: =810· 

Das allgemeine Problem, welche regelmäßige n-Ecke mit Zirkel und li­
neal konstruiert werden können, ist von C.F. Gaoß gelöst worden. (Ins­
besondere ist das regelmäßige Siebzelmeck konstruierbar, nicht aber das 
regelmäßige Siebeneck.) Vgl. dazu 

G. Fischer: Lehrbuch der Algebra. Vieweg 2008, Kap. m, §6. 

Aufgabe 14 C. Es gilt 

cos3x = ~ (eix + e-ix ) 
3 

= ~(.fix+e-3ix)+~(eix+e-ix) 
1 3 

= 4 cos(3x) + 4 cosx. 
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Bemerkungen: 

a) Mit a = 3x wird aus der Formel 

( a)3 a 4 cos 3 -3cos 3 =cosa. 

Die Dreiteilung eines Wmkels a ist also mit der Lösung der Gleichung 
3. Grades 

413 - 31 = cosa 

äquivalent Durch Betrachtung dieser Gleichung kann man zeigen, dass 
für einen allgemeinen Winkel a die Dreiteilung mit Zirkel und Lineal 
unmöglich ist, vgl. dazu die in Aufgabe 14 B zitierten Bücher über Al­
gebra. 

b) Die oben bewiesene Formel lässt sich auch dazu benutzen, um gewis­
se Gleichungen 3. Grades mit Hilfe von trigonometrischen Funktionen 
zu lösen. Die allgemeine Gleichung 3. Grades kann man stets so trans­
formieren, dass der Koeffizient von :x? verschwindet. Wrr schreiben die 
Gleichung in der Gestalt 
(1) x'-3ax=b 

und machen folgende Annahmen: 

(2) 
(3) 

(4) 

a,bER 

a>O, 
b' ~4a3. 

Dies bedeutet, dass b zwischen dem Maximum und dem Minimum der 
Funktion x >----+x' - 3ax liegt, vgl. Bild 14.3. 

Mit der Substitution x = ct wird aus der Gleichung (I) 

3 4a 4b 
41 -3· c2 1 = 03' 

Setzt man c := 2yTa, so erhält man 

413 -31=u 

mit 
4b b 

U= _, = ",' 
L- 2va3 
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Blld 14.3 

Nach Voraussetzung (4) ist lul :s; 1, es gibt also ein 0: E [0,"] mit u = 
COS 0:. Die Gleichung 4t3 - 3t = u hat dann die lösungen 

0:+2kIt 
tk=COS--

3
-, k=O,1,2. 

Man überlegt sich leicht, dass to, tl, t2 untereinander verschieden sind, 
außer für u = ±1. Für u = ±l gilt 10 # t, = 12. 

Aufgabe 14 D. Aus dem Additionstheorem für den Cosinus folgt 

cos(o:+ P) +cos(o:- P) = 2coso:cosp. 

Setzt mau darin 0: = nt, P = t, erhält mau 

cos(n+ l)t = 2cosntcost- cos(n -l)t. 

Mit x := cast wird daraus 

Tn+1(X) = 2xTn(x) - Tn-1(X). 

Da To(x) = 1 und T,(X) = x, erhält mau daraus durch Induktion, dass Tn ein 
Polynom n--ten Grades mit gauzzahligen Koeffizienten ist. 
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Aufgabe 14 E. Für x E IR" {n1t/2 : n E Z} ist sinx '" 0, sin2x '" ° und cosx '" 
0, also sind cotx, cot2x und !anx definiert. Mit der Verdoppelungsformel aus 
Ao. I, §14, Satz 3 folgt 

2cot2x = 2cos2x = cos
2
x-sin

2
x 

sin2x sinxcosx 
cosx sinx 
sinx cosx 

= cotx - tanx, q.e.d. 

Aufgabe 14 G. Aus der Voraussetzung über x folgt, dass u = !an ~ wohldefi­
niert ist. Mit 

wird 

und 

also 

z:=i~ 

I z-z-1 
U=-'-­

i Z+Z-l J 

2u I -1 -1 
l+u2 = 2;(Z-Z )(Z+Z ) 

= ~(? _Z-2) = sinx. 

Die Formel für cosx beweist man analog. 

Bemerkung: Mit Hilfe der Formeln 

I-u' 
COSX=-I 2' +u 

. 2u 
smx=--2 

I+u 

für u = !an ~ lassen sich alle rationalen Lösungen (1';,11) E Q2 der Gleichung 

(I) 

bestimmen. Zu jeder Lösung (1';,11) E IR2 von (I) gibt es nämlich ein x E IR, so 
dass 

I'; = cosx, 11 = sinx. 
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Mit u = tan ~ wird dann 

(2) 

woraus folgt 
l-~ 

u = -- falls'1"f o. 
'1 

Daher gilt (~, '1) E Q' genau dann, wenn u E Q. Daher gibt (2) eine Parame­
terdarsrellung für die rationalen Lösungen von (1) (mit Ausnalune der Lösung 
( -1, 0), für die tan ~ nicht definiert ist.) 

Dutch die Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner erhält man daraus 
alle "pythagoräischen Tripef', d.h. Tripel ganzer Zahlen p, q, r, die der Glei­
chung 

genügen. 

Aufgabe 14lL Aus Aufgabe 14 G folgt 

und daraus 

2tan (~) 
tana = 1- tan2 (~) 

a tana 
tan-- fürlai<' 

2 - 1 +v'l +tan2a 2' 

Wir setzen u = arctanx, d.h. x = tan u. Aus der Rekursionsformel 

ergibt sich durch Induktion 

xn 
Xn+l= ~ 

l+yl+~ 

u 
xn=tan 2n · 

Aus An. 1, Corollar zu § 14, Satz 5, folgt 

1im tanh = 1im (Sinh . _1_) = 1. 
h-o h h--+O h cos h 

Daraus folgt für alle u E Ilt 

1im tan(uh) = u. 
h-+O h 
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Also ist 

lim 2" lim 1lm(2-"u) 
Xn = 2 = u = arctanx. 

n-+oo n--+<><> n 

Aufgabe 14 J. Sei 

E:= (~n und 1:= (~ ~l ) . 

Man beweist leicht durch Induktion 

für alle k E N. Nun ist 

ex (0 -I) =ex (tI)= ~ t" I"= (aU(I) aI2(1)) 
p I 0 P ;;:;, n! a2l (I) a22(I) 

mit 

§ 15 Differentiation 

Aufgabe IS A. WIr behandeln als Beispiel nur die Fuuktion ft. Die Lösung 
wird besonders einfach, wenn man die ,Jogarit1nnische Ableitung" benutzt: Ist 
h : I -----+ R+ eine differeD2ierbare Funktion auf dem Intervall I C R, so gilt 
nach der Kettenregel 

d h'(x) 
dx logh(x) = h(x) , 

also 
d 

h'(x) = h(x) dx logh(x). 

WIr wenden dies zunächst auf die Fuuktion 

g: R+ -----+ R+, g(x) := x', 
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an nnd erhalten 

d 
g'(x) = g(x) dx (xlogx) = g(x) (logx+ 1). 

Daraus folgt weiter für /J (x) = ..s(x) 

d 
.t:(x) = f1(x) dx(g(x)logx) 

= f1(x) (g(X)(lOgX+ l)logx+ g~)) 

= /J(x)g(x) ((lOgX)'+lOgx+D, 

d.h. 

! x(r) = ((lOgx)2 + logx+ ~) x"x(r). 

Analog erhält man für die anderen Funktionen 

d 
dx (x")' = x(2logx+ l)(x")', 

~x(x!') = (alogx+ l)x"-'x(x!'), 
dx 

! x(a") = (lOgalOgx+ ~) a"x(a"), 

d 
dx a(r) = loga(logx+ 1 )x"a(r). 

Aufgabe 15 C. Differenzieren wir die Funktion 

mit der Produktregel. erhalten wir 

135 
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Damit ergibt sich 

, . cosx 3 sinx 
..rx/(x) = -smx--+-·-

x 4 x2' 
..rx~ /(x) = cosx _ ~. sinx, 

x x 2 x2 

..rx(I-....!..)f(X) = sinx-~. sinx. 
4x2 4 x2 

Durch Addieren dieser Gleichungen erhält man 

Bemerkung: Eine Funktion Z: R'j. ---> C, die der ,,Besselscben Differential­
gleichung" der Ordnung p, 

Z!'(x) + ~z!(x) + (1- ~) Z(x) = 0 
genügt, beißt Zylinderfunktion der Ordnung p. Die vorliegende Aufgabe zeigt 
also, dass die Funktion 

lR~ ---+ lR, 
sinx 

xe--> -
..rx 

eine Zylinderfunktion der Ordnung p = ! ist. 

Aufgabe 1S D. Es ist klar, dass f auf R' beliebig oft differenzierbar ist und 
dass für alle k E {I, ... ,n} gilt 

wobei 

f(k)(x) = { 0, falls x < 0, 
qx"+l-k, falls x > 0, 

n+1 
ck= II m. 

m=n-k+2 

Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass die k-te Ableitung von f für alle k E 
{I, ... ,n} auch im Nullpunkt existiert und dass gilt 

j<k)(O) = 0 fürallekE {O, ... ,n}. 
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Dann ist f(k) auf ganz R stetig. 

Induktionsanfang: k = O. 

Trivial, denn pO) (0) = f(O) = O. 

Induktionsschritt: k ---+ k+ 1, (k< n). 

Wir haben zu zeigen, dass der Differenzenquotient 

f(k) (x) - f(k) (0) 
x-O 

für x ---+ 0 gegen Null konvergiert. Es ist 

Da n - k 2: 1, strebt dies für x ---+ 0 gegen Null. 
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Aufgabe IS E. Für x # 0 ist g Komposition und Prodnkt differenzierbarer 
Funktionen und daher nacb der Prodnkt- und Kettenregel selbst wieder diffe­
renzierbar. Für x # 0 gilt außerdem 

g'(x) = 2xcos! -..zsin! (-~) 
x x x2 

~_ 1 . I 
= ~cos-+sm-. 

x x 

Zum Nacbweis der Differenzierbarkeit im Nullpunkt wird gezeigt, dass der 
Limes der Differentialquotienten existiert. Sei h # O. Dann ist 

g(h) - g(O) h2 cos * 1 
h =-h-=hcosil' 

Wegen I cos * I :s 1 gilt 

~(hCOSÜ =0 . .,.. 
Also ist g auch im Nullpunkt differenzierbar, und es gilt g'(0) = O. 

g ist ein Beispiel für eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung nicbt ste­
tig ist, denn der Grenzwert limg'(x) existiert nicht, da limsin ~ nicht existiert. 

x-o x-+O 
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Aufgabe 15 H. Es ergibt sich für alle x E IR 

sinh' x = coshx, cosh' x = sinhx, 
, I 

tanh x = cosh2(x)' 

Bemerkung: Diese Formeln sind analog denen für die trigonometrischen Funk­
tionen, jedoch insofern einfacher als erstens kein Minuszeichen auftritt und 
zweitens die Funktion cosh nirgends null wird. 

Aufgabe 15 L Es gilt 

sinhx I - e-h 

tanhx = coshx = I +e h' 

FfIr x< x ist e-h > e-"bI, also 

I - e-h I - e-"bI 
tanhx= I h< 2x! =tanhx, +e I+e-

d.h. tanh ist streng monoton wachsend. Außerdem folgt 

Aus der Darstellung 

erkeunt man , dass 

!im tanhx = 1. 
x_ 

.:a-I 
tanhx = .:a + I 

!im tanhx= -I. 

Daraus folgt, dass tanh ganz IR auf das lntervall]-I, I [bijektiv abbildet Wegen 
tanh'(x) of 0 für alle x E IR ist nach An. I, §15, Satz 3, die Umkehrfunktion 
Ar tanh in jedem Punkt x E ]-1, 1 [ differenzierbar und es gilt ntit Y = Ar tanhx 

Ar tanh'(x) = taru!'(y) = cosh
2(y) 

_ cosh2(y) 
- cosh2(y) - sinh2(y) 

1 
I-x" 

1 

l-tanh2(y) 
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Aufgabe 15 J. Wrr behandeln nur Teil a). Mit der Abkürznng IJk für !. lautet 
die Behauptung 

lY'(fg) = !n G) W-k f)(IJkg). 

Diese Fonnel erinnert an den binomischen Lehrsatz nnd kann auch analog dazu 
mittels vollständiger Induktion bewiesen werden. 

Induktionsanfang: n = O. 

Trivial. 

Induktionsschritt: n -----+ n + 1. 

JY'+1(fg) = D(JY'(fg)) 

(;;) D (!n (~)IY'-k fIJkg) 

= ± (n)(IY'+l-kfIJkg+IY'-'fIJk+1g) 
.1=0 k 

= (lY'+1f)g+ i1 {(~) + (k: 1) }1Y'+l-kfIJkg 

+ (:)W+1g 

= (n;I)IY'+1fDOg+ i1 (n;I)IY'+1-kfIJkg 

+ (n+l)DOflY'+lg 
n+l 

= nf (n+I)IY'+1-'fIJkg . 
.1=0 k 

Bemerkung: Man kann übrigens aus der Leibnizschen Formel nnd der Funk­
tionalgleichung der Exponentia1funktion den Binomischen Lehrsatz zurückge­
winnen. Wir gehen dazu aus von der Formel 
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wobei ~ E IR eine beliebige Konstante ist. Anwendung von (1ft)" auf beide 
Seiten der Gleichung 

liefert 

(x+y)"e'(x+y
) = ! (~)x"-ke"Ie'Y. 

Setzt man hierin t = 0, erhält man den Binomischen Lehrsatz. 

Aufgabe 15 K. 

a) Sei a : IR ---+ IR die Spiegelung am Nullpunkt, d.h. 

a(x) = -x für x E IR. 

Es gilt a'(x) = -1 für alle x E IR. Eine Funktion [: IR ---+ IR ist offenbar 
genau dann gerade (bzw. ungerade), wenn 

[= [oa (bzw.[=-[oa). 

Ist [ differenzierbar, so folgt aus der Kettenregel 

[ gerade ==? 1 = (f 0 a)' = (10 a)a' = -10 a, 

[ungerade ==? 1 = -(f 0 a)' = 1 0 a. 

Daraus folgt die Behauptung. 

b) Gilt a21+l = 0 (bzw. a21 = 0) für alle k, so folgt direkt [(x) = [( -x) 
(bzw. [(x) = -[(x) für alle x E IR. Die Umkehrung beweisen wir durch 
Induktion nach dem Grad n. 

Induktionsan[ang: n = O. 

Trivial. 

Induktionsschritt: (n - 1) ---+ n. 

I(x) =al +2azX+ ... +nanx"-1 für alle x E IR. 

Ist [ gerade (bzw. ungerade), so ist nach Teil a) die Funktion 1 ungerade 
(bzw. gerade), also nach Induktionsvoraussetzong 

a21+1=0 fürallek~O, (bzw.a21=0 fürallek~l). 

Außerdem gilt, falls [ungerade ist, [(0) = -[(0) = 0, d.h. ao = O. Dar­
aus folgt die Behauptung. 
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§ 16 Lokale Extrema. Mittelwertsatz. Konvexität 

Aufgabe 16 A. Da !im f(x) = 0, gibt es ein R > I, so dass 
x~-

1 
f(x) < f(l) = - für alle x 2: R. 

e 

Falls daber f in einem PunktXo E IR+ sein (absolutes) Maximum aonimmt, gilt 
Xo E [O,R]. Andererseits gibt es tatsächlich einen solchen PunktXo, da eine ste­
tige Funktion auf einem beschränkten abgeschlossenen lntervall ihr Maximum 
aonimmt (An. 1, §11, Satz 2). Es ist sogar Xo E ]O,R[, daber hat f in Xo auch 
ein relatives Extremwn, also ist f(Xo) = 0. Nun ist 

f(x) = nX'-le-x _X'e-x = (n -x)X'-le-x, 

d.h. x = n ist die einzige Nullstelle von f in IR'i-. Daber ist Xo = n, und diese 
Stelle ist zugleich das einzige relative Maximum. 

Aufgabe 16 D. Wir schicken der Behandlung von Teil a) einen kurzen Beweis 
der Tatsache voraus, dass ein Polynom n--ten Grades 

f(z) = cnz" +Cn_Iz"-1 + ... +co, (q E C, cn;of 0), 

höchstens n paarweise verschiedene Nullstellen Zl, ... ,Zn E C besitzen kann. 

Beweis durch lndnktion nach n. 

Induktionsanfang: n = O. 

Trivial. 

Induktionsschritt: (n - 1) --+ n. 

Annabme: f hat n + 1 paarweise verschiedene Nullstellen Zl, ... ,Zn+ 1 E C. Wir 
betrachten das Polynom 

n 

g(z) := f(z) -Cn rr (Z-Zk)' 
.1=1 

Dieses Polynom hat einen Grad :::; (n - 1) und verschwindet an den Stellen 
Zl, ... J Zn. muss also nach Induktionsvoraussetzung identisch null sein, d.h. 

n 

f(z) = Cn rr (z- Zk) • 
.1=1 

Daraus folgt aber f(zn+1) ;of 0, Widerspruch. o 
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a) Für den Beweis kann man natürlich auf den Faktor 2!nl verzichten. Wir 
setzen 

Fn(x) = D"[(x' _1)n], 

wobei IY' = (-ix)n. Es ist klar, dassFn ein Polynomn--ten Grades ist. WIr 
halten n fest und beweisen die folgende Aussage (A.k) für k = 0, ... ,n 
durch Induktion. 

(A.k) Fnk(x) := &(x' _I)" = gk(X) (x' _I)"-k, 

1 
Es gilt 

wobei gk ein Polynom k-ten Grades mit k verschiedenen 
Nullstellen im Intervall]-I, 1[ ist. 

Induktionsanfang: k = O. 

Trivial. 

Induktionsschritt: k -----+ k + 1. 

Die Aussage sei für k < n schon bewiesen. Die Fuuktion Fnk hat genau 
k + 2 Nullstellen 

Aus dem Satz von Rolle folgt dann, dass die Fuuktion F/ot = F",H 1 min­
destens k + I Nullstellen Yi mit 

Xj-l <Yi <Xi, i= 1, ... k+l 

hat. Andererseits ist 

mit 
gHI(X) = g~(x)(x' -1) +2(n -k)xgk(X), 

gHI ist also ein Polynom vom Grad k+ 1 mit den Nul1stellen YI, ... , 
Y'+1' Nach der Vorbemerkung kann gHI keine weiteren Nul1stellen ha­
ben. 
Da Fnn = Fn , folgt aus (A.n) die Behauptung. 

b) Nach der Leibnizformel (vgl. Aufgabe 15 J) gilt 

D"+1[(x' -1)D(x' -1)"] 
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= (xZ -I)D"+2(xZ -1)" + (n+ I)2xD"+l(xZ -1)" 

+ n(n+I)2D"(xZ_I)n 
2 

= (xZ-I)F~'+(n+I)2xF~+n(n+I)Fn. 

Andererseits ist 

D"+l[(xZ-I)D(xZ-I)"] 
= D"+l[(xZ-I)2nx(xZ-I)n-l[ 
= 2nD"+1 [x(xZ _ 1 )n[ 

= 2nxlJ"+l(xZ -1)" +2n(n+ I)D"(xZ -1)" 

= 2nxF~+2n(n+I)Fn. 

Zusammeo erltält man 

(xZ -I)F~' + (n+ I)2xF~ +n(n+ I)Fn = 2nxF~ + 2n(n + I)Fn, 

also 
(I-xZ)F~'-2xF~ +n(n+ I)Fn =0. 
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Aufgabe 16 E. Sei a E D eiu beliebiger Punkt. Da das Intervall D offeo ist, 
gibt es ein r > 0, so dass 

[a-r,a+r[ cD. 

Wrrsetzen 
e:=f(a), Ci :=f(a-r), e2 :=f(a+r). 

Dann gilt für alle 0 ~ t ~ 1 

(1) 

(2) 

(1 H)e -te2 ~ f(a-tr) ~ (1- t)eHe" 

(IH)e-te, ~f(a+tr) ~ (I-t)e+te2, 

vgl. Bild 16.1. Aus diesen Ungleichungeo folgt die Stetigkeit von f im Punkt 
a,da 

!imf(x) = !imf(x+hr) = e = f(a). 
x-+a h-+O 

Beweis von (1) und (2): Die Ungleichung 

f(a-tr)~(I-t)eHe" (O~t~I), 
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a-T a-tr a a+tr a+r 

Bild 16.1 

folgt direkt aus der Definition der Konvexitäl im Intervall [a - r, a]. Zum Beweis 
der anderen Ungleichung betrachten wir das Intervall 

[a-Ir,a+r], (IE [O,I]fesl). 

Da 
1 1 

a= -1 -(a-Ir)+-1 -(a+r), 
+t +1 

folgt aus der Konvexität von f 
1 1 

fra) < -1 -f(a-Ir)+-1 -f(a+r), - +1 +t 
also 

(1 +t)c:5 f(a-tr) +tC2. 

Die Behauptung (2) wird analog bewiesen. D 

Anfgabe 16 G. Um die Schreibweise zu vereiofachen, könoen wir o.B.d.A. 
anoehmen, dass a = O. Wir behandeln zunächst den Spezialfall 

f(O) = ((0) = ('(0) = O. 

Die Funktion <p: ]-e, e[ ---> R werde definiert durch 

{ 

f(x), falls 0 < [xl < e, 
<p(x) := x 

0, falls x = O. 
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Daf"(O) = 0, folgt 

Sei 

Es gilt ebeofalls 

Aus der Abschätzung 

lim<p(x) = O. 
x-;() 

'I'(h):= sup I <p(x) I für Ihl < e. 
1x15. 

II'(x) I ~ 'I'(h)h für lxi ~ h 

ergibt sich nach Ao. 1, §16, Corollar 2 zu Satz 2, 

Also ist 
I f(h) - 2fi~) + f( -h) I ~ 2'1'(h) 

woraus die Bebauptung folgt. 
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Sei jetzt f: ]-e, e[ -----> IR eine beliebige zweimal differenzierbare Funktioo 
mit 

f(O) =: Co, 1'(0) =: CI, 1"(0) =: C2· 

Für die Funktion 
g(x) := f(x) - (co+CJx+ ~x» 

gilt dann 
g(O) = g' (0) = g" (0) = 0 

und 
f(h) - 2f(0) + f( -h) g(h) - 2g(0) + g( -h) 

h2 h2 +C2· 

Daraus folgt 

Aufgabe 16 H. WIr betrachten die Funktion F : [a, bl -----> IR, 

F(x) := (f(b) - f(a))g(x) - (g(b) - g(a))f(x). 
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Es gilt 
F(a) = f(b)g(a) - g(b)f(a) = F(b). 

Nach dem Satz von Rolle existiert also ein ~ E ]a,b[ ntit F'(~) = O. Daraus 
folgt die Behauptung. 

Bemerkung: Giltg'(x) # 0 für alle x E ]a,b[, so folgtg(a) # g(b) und man kann 
die Formel in der suggestiven Form 

f(b) - fra) f@ 
g(b) - gral i@ 

schreiben. Diese Formel lässt sich jedoch nicht direkt durch Quotientenbildung 
aus dem Mittelwertsatz für die einze1uen Funktionen f und g beweisen. Dieser 
liefert nämlich nur Stellen~" 1;0 E ]a,b[ ntit 

f(bl=~(a) =f(~ll, g(bl=!(a) =g'(~2), 

und LAllg. sind ~1 und 1;0 verschieden. 

Aufgabe 16L 

I) WIr behande1u zunächst den Fall, dass in Bedingung c) 

!imf(x) = !img(x) = 0 
x'\ll x'\P 

erfüllt ist Dann lassen sich f und g stetig auf das intervall [a, b[ fort­
setzen ntit fra) = gral = o. Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 
(vgl. Aufgabe 16 H) folgt 

f(x) f(x) - fra) f(~) 

g(x) g(x) - gral g'(~) 

ntit einem ~ E]a,x[. (Es ist g(x) # 0 für x > a, da g'(~) # 0 in ]a,b[.) 
Daher ist 

11) Jetzt sei in c) die Bedingung 

!im Ig(x) I = ~ 
x',a 
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erfüllt. Zu vorgegebeoen E > 0 existiert ein Ö > 0, so dass a + Ö < b und 

IfCf,) I E .. 
g'(~) -c ~:2 füralle~E]a,a+ö]. 

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz folgt daraus 

I
f(X) - f(a+li) I E . 
g(x)-g(a+ö) c ~:2 für alle x E]a,a+ö]. 

Sei a:= f(a+ö), J3:= g(a+ö). Wegen der obigen Abschätzung gibt es 
eine Konstante ME Re, so dass 

I;~:~=:I ~M fürailexE]a,a+li]. 

Da !im Ig(x) I =~, folgt damit die Existenz eines ö" 0 < Öl ~ Ö, mit 
x,," 

I
f(x) _f(x)-al < ~ fürallexE]a,a+ÖI]. 
g(x) g(x)-J3 - 2 

Insgesamt erhält man 

I
f(x) -cl < ~ + ~ = E für alle x E ]a,a+öl]. 
g(x) - 2 2 

Aufgabe 16 J. Wir logatithmieren die Funktion Fa: 

10gFa(x) =xlog(2-a' /
X
). 

Mit der Substitution t:= I/x erhalten wir die Funktion 

Ga(t) := 10gFa(l/t) = log (2 -tl) = f(t) , 
t t 

wobei f(t) := log(2-tl). Das Verhalten von Ga(t) für t --+ 0 und t --+ ~ kann 
mit den Hospital'schen Regeln bestimmt werden. 

Die Ableitung des Zählers ist 

f(t) = ~lo (2-tl) = __ 1_. dtl = -(loga)tI 
dt g 2-d dt 2-a' 



148 Lösungen 

1) Für den Grenzübergang t --> 0 gilt 

lim[{t) = limlog{2-d) = log{2-1) = log 1 = 0 
1-+0 1_0 

und 

limf{t) = -lim {Ioga)d = (loga)aO - I 
t-+O t-o 2-d 2-ao - - oga, 

also folgt 

limGa{t) = lim [(t) = limf{t) = -Ioga. 
1--+0 1--+0 t 1-+0 

Dies bedeutet 

limlogFa{x) = lim Ga{1/x) = -loga, 
x__ x--+<><> 

woraus folgt 

limFa{x) = .-loga = ~. 
x_co a 

2) Für den Grenzübergang t --> ~ gilt mit b:= l/a > 1 

limf{t) = lim -(Ioga)a' = lim 10gb = 0 
1--+00 1-+00 2 - ti t __ 2Jj - 1 ' 

Desbalb folgt mit de I'Hospitai 

lim Ga{t) = lim [(t) = limf{t) = O. 
t-+"" 1-+00 t t __ 

Das bedeutet 
limlogF.(x) = limGa{l/x) = 0, 
x'\.o x'\.o 

also 

§ 17 Numerische Lösung von Gleichungen 

Aufgabe 17 A. Sei k > 0 fest. a:= (k- D ". b:= (k+ D" und m:= k1t der 
Mittelpunkt des Intervalls ja,bl. 
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y 

y=tanx 

y=x 

x 
21t o • , 1t • -, 

BUd 17.1 

a) Wir zeigen zunächst, dass die Gleichung tanx = x im Intervall]a,b[ ge­
nau eine Lösung besitzt, was anschaulich aus Bild 17.1 klar ist. 

Zum Beweis betrachten wir die Funktion 

g:]a,b[----->lR, g(x):=tanx-x. 

Für xE ]a,m] gilt g(x) < O. Außerdem ist 

limg(x) =~. 
x/,b 

Daher hat g mindestens eine NullsteUe in Im, b[. Da 

t(x) > 0 fürallexE ]m,b[, 

hat g genau eine NullsteUe Sk in ]a,b[. 
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b) Für xE la,b[istdie Gleichung 

tanx=x 

gleichbedeutend mit 

x = f(x) := kIt + arctanx. 

Es gilt f([a,b]) cla,b[ und 

1 1 1 
If(x)1 = 1+x2::; l+a2 =: q < 2' (daa > 1), 

für alle x E [a,bl. Daher konvergiert nach An. I, §17, Satz I, die Folge 
(x,,)nEN mit 

Xo := (k+ D 7t, x,,+1:= f(xn) für nE N 

gegen die eindeutig bestimmte Lösung ~ E la,b[ der Gleichung f(x) = 
x, d.h. tanx = x. Man hat die Fehlerabschätzung 

1~-x"I::; -I q IXn -xn-,] ::; IXn -xn-ll· 
-q 

Die numerische Rechnung ergibt bei Berücksichtigung der ersten sieben 
Dezimalen 

k=1 

xo 4.7123889 
Xl 4.503 284 3 
X2 4.493 8744 
X3 4.493 431 4 
X4 4.493410 4 
Xs 4.493409 5 
X(; 4.493409 4 

k=2 

7.8539813 
7.7273390 
7.725 286 2 
7.7252524 
7.725 2518 
7.725 2518 

k=3 

10.9955742 
10.904 8781 
10.9041279 
10.9041217 
10.9041216 

~ 4.493 409± 10-6 7.725 252± 10-6 1O.904122± 10-6 

Aufgabe 17B. Die Ableitung des Polynomsf(x) =~ -x- ~ ist 

f(x) = 5x4 -1, 
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hat also genau zwei reelle Nullstellen ±a, mit 

Es gilt 

4(1 
a := V .s = 0.668 7 ... 

f'(x) > 0, falls x < -a, 
f'(x) < 0, falls -a < x < a, 
f'(x) > 0, falls x > a. 

Einige spezielle Funktionswerte lauten (vgl. Bild 17.2). 

y 

y=x'-x-O.2 

a 

-a 
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x 

Bild 17.2 

Aus den Funktionswerten und den Vorzeichen der Ableitung folgt nun, dass f 
genau drei Nullstellen ~1 < /;2 < /;J hat, und zwar 

~lE]-I,-a[, ~2E]-a,0[, /;JE Ja'H· 

Da fl/(x) = 2oxl, ist f in den Intervallen [-I,~d und [/;2,0] konkav und im 
Intervall [~3, ~l konvex. Nach An. 1, §17, Satz 2, konvergiert also das Newtun­
sehe Verfahren 

f(x.) 
Xn+1 = x" - f'(x.) 
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mit dem Anfangswert Xo = ai gegen ~, wobei al = -1, a2 = 0, a3 = ~. Die 
numerische Rechnung ergibt 

xo=al=-1 xo=a2=0 xo=a3=1.5 

XI -0.95 -0.2 1.257583 5 
X2 -0.942260 1 -0.200 322 5 1.110 887 7 
X3 -0.9420869 -0.200 322 5 1.053 300 6 
X4 -0.942086 8 1.044 925 6 
Xs -0.942086 8 1.044 761 7 
X() 1.044 761 7 

Also sind die Nullstellen 

~I = -0.942 087 ± 10-6, 

~ = -0.200 322 ± 10-6, 

~= 1.044762±1O-6. 

Voo der Richtigkeit der Fehlerschranken für die 6-stelligen Näherungswerte I;. 
überzeugt man sich am einfachsten dadurch, dass die Funktion f an den Stellen 
~ - 10-6 und ~ + 10-6 verschiedenes Vorzeichen aufweist. 

Aufgabe 17 D. Die Funktion f(x) :=r+cosltXist eine gerade Funktion, es 
genügt also, sie für X ~ 0 zu betrachten. Eine triviale Nullstelle ist X = 1. Für 
x> 1 gilt 

f(x) > 1 +COSItX ~ 0, 

die weiteren positiven Nullstellen liegen also im Intervall]O, 1 [. Für die Ablei­
bmgen 

hat man 

f'(x) =2x-ltsinltX, 
f"(x) = 2-wcosltX 

f(x) <0 fürO<x<!, 

f'(x) ~2 für! ~x~ 1. 

Also ist f im Intervall [O,!] streng moooton fallend und in [!, I] konvex. Da 

f(0.5) = 0.25, f(0.7) = -0.097 .. , 

hat f in den Intervallen [0,0.5] und [0.7, 1[ keine Nullstellen. Um die Null­
stellen im Intervall [0.5,0.7] zu besürnmen, verwenden wir den Fixpunktsatz 
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(An. 1, §17, Satz 1), angewendet auf die Funktion 

F(x) :=x- ~f(X), c:=.t' (D < O. 

Da.t' in [~, 1] streng monoton wächst, ist 

1 
F'(x) = 1- - .t'(x) 

c 

für x ~ ~ streng monoton wachsend, insbesondere gilt für xE [0.5,0.7] 

0=F'(0,5) ::;F'(x)::; F'(0,7) =O.46 .. ::;q:=~. 
Da 

F(0.5) = 0.61.. ~ 0.5, F(0.7) = 0.65 .. ::; 0.7 

bildet F das Intervall [0.5,0.7] in sich ab; das Iterationsverfahren 

x,,+1 := F(xn) 

konvergiert also für einen beliebigen Anfangswert 0.5::; X() ::; 0.7 gegen die ein­
zige Nullstelle ~ der Funktion f im Intervall [0.5,0.7]. Die numerische Rech­
nung ergibt für X() = 0.6 

X8 = 0.629 847 0 .. 
X<J = 0.629 847 2 .. , 

also gilt 

da 

~:= 0.629847 ± 10-6, 

1~-X91::; -1 q 1X<J-X81::; 1X<J-X81· 
-q 

Die sämtlichen Lösungen der Gleichung Xl + cos lt< = 0 sind -1, -~, ~, 1. 

Aufgabe 17 F. 

a) Wir zeigen zunächst, dass die Folge (x,,)nEN wohldefiniert ist, d.h. Xn E 

[a, b] für alle n E 1\1. Dies ist richtig für n = 0, da Xo = a. Sei schon 
Xn E [a,b] bewiesen. Aus der Monotonie von f folgt 

a < f(a) ::; f(xn) ::; f(b) < b, 

d.h. Xn+1 = f(x,,) E [a,b]. 
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b) Wrrzeigenjetzt, dass die Folge (Xn)nEN monoton wächst, d.h.x" ~ f(x,,) = 
Xn+1 für alle n E N. Der lnduktionsanfang n = ° ist trivial. Sei schon 
Xn ~ f(xn) bewiesen. Dann folgt aus der Monotonie von f 

x,,+1 = f(x,,) ~ f(f(x,,)) = f(x,,+Il = Xn+2' 

c) Aus der Monotonie und Beschränktheit der Folge (x,,)nEN ergibt sich die 
Existenz von 

x' = limx" E [a,b]. 
n_ 

Wegen der Stetigkeit von f erhält man aus xn+1 = f(xn) die Gleichung 

x' = f(x'). 

Der Beweis für die Folge (Yn)nEN ist analog. 

Aufgabe 17 G. 

a) Wrr setzen F(x) := (1 +x)e-az. Für die Ableitung dieser Fuuktion be­
rechnet man 

Es gilt also 
1-0: 

F'(x) > 0, falls x < ~:= --, 
0: 

F'(x) < 0, falls x >~. 

Ist ° < 0: < 1, so ist ~ > ° und die Fuuktion F im Interva11 [o,~] streng 
monoton wachsend und im Intervall [~, ~[ streng monoton fallend. Im 
Intervall [o,~] sind die Fuuktionswerte 2: 1. Ist 0: 2: 1, so ist ~ ~ 0, also 
F anf der ganzen Halbachse [0, ~[ streng monoton fallend. In beiden 
Fällen ergibt sich !im F(x) = ° (siehe Bild 17.3). Daraus ergibt sich mit 

x_ 
dem Zwischenwertsatz, dass für P E]O, I[ die Gleichung 

F(x) =P 

im Intervall [O,~[ genau eine Lösung xa(P) hat 
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y 

1 

P~--~------------~~~------

1 ~ x Bild 17.3 

b) Aus der Monotonie von F folgt weiter: Istu E R+ beliebigundp < F(u), 
so gilt xa(P) > u. Das bedeutet 

limxa(P) =~. 
p-;O 

Die Lösung Xa(p) genügt der Gleichung 

d.h. 

und weiter 

(1 +Xa(p))e-ar,,(p) = p, 

e-ar,,(p) = p 
1 +xa(P) 

111 
Xa(P) = -log-+-log(1+ xa(P)). 

a p a 

Daraus erhält man 

Xa(P) . 
-'--I > 1 fiir alle pE ]0, 1[. 
-log-a p 

Zu jedem e > ° existiert ein r > 0, so dass 

1 + x::; eEX fiir alle x:::: T. 

Dalier gibt es ein PO E [0, 1 [, so dass 

Damit gilt 

1 +Xa(P)::; e""'(P) fiir alle pE ]O,po[. 

Xa(P) <l+e fiirallepE]O,PO[. 
llogl -
a p 
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Damit ist bewiesen, dass 

1im xa(P) -1 
p'\.o !Iog! - . 

a p 

Lösungen 

(Dies bedeutet, dass ",,(P) fiir P '\. 0 asymptotisch gleich ~ log ~ ist. Zur 
Definiton von ,,asymptotisch gleich" siehe An. I, §20.) 

c) Die Lösung der Gleichung 

ist gleichbedeutend mit der Lösung der Gleichung 

1 
x=log- +log(1 +x) =: [(x). 

P 

Die Folge 
xc:= 0, x,,+1:= [(x,,) , 

konvergiert nach Aufgabe 17 F monoton wachsend gegen die Lösung 
a:=xI(P).Esgilt 

1 
f(x) =-1 -. 

+x 
Für jedes m > 0 liegen allex", n 2: m, im Intervall [x""a[. Außerdem gilt 
in diesem Intervall 

1 
[f(x) [ ::; 1+x", =: q ... 

Daraus folgt nach An. I, §17, Satz I, die Fehlerabschätzung 

[a-Xn+1[ ::; 1 q.. [x,,+1 -x"I = ~lxn+1 -xnl 
-qm Xm 

fiir alle n > m. Die numerische Rechnung ergibt: 

Fürp=!: 
X\5 = 1.678 345 5 .. , 
X16 = 1.678 346 4 .. , 
x\7=1.6783467 .. , 

also XI m = 1.678 347 ± 10-6• 
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F·· I ur P = IO: 
xlO=3.889 718 9 .. , 
xu=3.8897199 .. , 
xI2=3.889720 1.., 

also XI (i\,) =3.889720±1O-6. 

Für p = I!x,: 
X8 =6.6383504 .. , 
X9 =6.6383518 .. , 
xlO=6.6383520 .. , 

also XI (I!x,) = 6.638 352± 10-6. 
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Aufgabe 17 H. Mit Hilfe von An. 1, §17, Satz 1, kann man z.B. folgendes 
hinreichendes Konvergenzkriterium für das Newtonverfahren herleiten: 

Sei DeR ein abgeschlossenes Intervall und f : D --> R eine zweimal diffe­
renzierbare Funktion mitf'(x) '" 0 für alle x E D. Es gebe ein q < I mit 

If(x)!" (x) 1 ~ ql!' (x) 12 für alle x E D. 

Falls für ein xo E D die durch 

f(",,) 
xn+1 := Xn - f'(",,) 

rekursiv definierte Folge (Xn)nEN wohldefiniert ist (d.h. stets Xn+1 E D gilt), 
konvergiert sie gegen eine Lösung der Gleichung f(x) = O. 

Beweis: MitF(x) :=x-*' giltF'(x) = f(x) ;;~)l. Die Voraussetzung impli­

ziertalso 1F'(x) 1 ~ qinD. Daraus folgt nach An. 1, §17, Satz 1, die Konvergenz 
der Folge (Xn)nEN. 0 

Aufgabe 17 I. Die vollständige Lösung dieser interessanten Aufgabe wollen 
wir der Leserin überlassen; zur Kontrolle geben wir die Ergebnisse von b) und 
c) an. 

b) Für a = el/' konvergiert die Folge (an)nEN gegen e. (Die Konvergenz ist 
jedoch recht langsam, z.B. ist alOll = 2.6666 ... und a200 = 2.6918 .... ) 
Für a = 1.2 konvergiert die Folge gegen 

a, = 1.25773454 ± 10-"' 
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c) Für jeden Anfangswert e-' ~ a < 1 konvergiert die Folge (an)nEN. Für 
a = e-e ist der Grenzwert gleich ~. Für 0 < a < e-e konvergiert die 
Folge (an)nEN nicht; jedoch konvergieren die heiden Teilfolgen (a2k)kEN 
und (a2k+I)kEN (gegen verschiedene Grenzwerte). 

§ 18 Das Riemannsche Integral 

Aufgabe 18 A. Sei n eine positive natürliche Zahl und seien 

ia 
Xi:=-, i=O, ... ,n. 

n 

Als StützsteIlen für die Riemannsche Summe wählen wir Si := Xi für i = 1, ... , n. 
Mit diesen Teilpunkten (Xi) und StützsteIlen (1;;) erhält man für die Funktion 

X J..... xl die Riemannsche Summe 

Sn= (j± (~)k = ((j)k+I±t". 
n i=l n n i=l 

Nach Aufgabe 1 0 gibt es rationale Zahlen qJ, ... ,qk mit 

~ ·k _ I k+1 n' 
~I - kln +qk + ... +qln. 
i=1 + 

Daraus folgt 

limSn = lim {a'+1 (_1_+ qk+ ... + ql)} = ak+l. 
11-+"" n-+oo k+ 1 n nk k+ 1 

Also erhält man das Resultat 

a a'+1 

! xldx= limSn = -k -. 
n__ +1 

o 

Aufgabe 18 B. Mit den Teilpunktenxk =a'/n, k= O, ... ,n, und den StützsteI­

len St = Xk-I, k = 1, ... ,n, erhält man für die Funktion X J..... ~ die Riemann­
sehe Summe 

n 

Sn = Lf(St)(Xk-Xk-l) 
~I 
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= i a(-k+1)/n(ak/n _a(k-1)/n) 

'=" 

= i (a,/n_l) =+,/n_ 1). 
'='1 

Die Feinheit der Unterteilung 

1 < a' /n < a2/n < ". < a(n-1)/n < a 

ist 11n := a- a(n-1)/n = a(l- a-1/n). Da !im 11n = 0, folgt 
n~oo 

a dx l/n I h 0 d~ 

! _ - li S -!im "----=--- -!im a -a - _u_(O)_1 - m n - - - - oga. 
x n-+oo n__ tin h-o h dx 

1 
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Aufgabe 18 D. Sei E> 0 vorgegeben. Nach An. I, §18, Satz 3, existieren 
Treppenfunktionen cp, 1jI: [a, b] ----> R mit 

und 
b 

!(IjI(X) -cp(x))dx~ r!:= Ih. 
a 

O.B.d.A. können wir annehmen, dass cp ~ Ö. Dann sind I/cpund 1/IjITreppen­
funktionen auf [a, b] mit 

und man hat 

b b 

! (cp~X) - IjI~X)) dx = ! CP(X)~(X) (ljI(x) -cp(x))dx 
a a 

Daher ist 1/ f Riernann-integrierbar. 

Bemerkung: Aufgabe 18 D ist ein Spezialfall von Aufgabe 18 E. 
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Aufgabe 18 G. Da f ~ 0, genügt es offenbar zu zeigen, dass zu jedem E > ° 
eine Treppenfunktion q> : [0,1] _ IR existiert mit 

1 

f:5,q> und! q>(X)dx:5,E. 

o 

Sei E > ° beliebig. Nach Definition von f gibt es nur endlich viele Stellen 

XIoX2, ... ,Xm E [0,1] 

mit 

f(Xi»~ füri=I, ... ,m. 

Die Funktion q>: [0,1]_ IR werde wie folgt definiert (vgl. Bild 18.1): 

y 

1 

E 
,; 

x 
Bild 18.1 o 11 1 23 

4 3" 2 3" 4 1 

{

I, falls min [X-Xi[:5,~, 
q>(x) := E iE{I, ... ,m} 4m 

2' sonst. 

Man überlegt sich leicht, dass q> eioe Treppenfunkton ist. Es gilt 

1 

f EE 
q>(x)dx:5, 2+m . 2m =E. 

o 
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§ 19 Integration und Differentiation 

Aufgabe 19 A. Aus Symmetriegründen ist der Flächeninhalt F der Ellipse E 
das Doppelte des Flächeninhalts von 

E+ = ({x,y) E E : y;::: O} 

= {(X,y) E IR2 
: -a :':;x:':;a, 0 :':;y:':; bV1-;'}. 

Also gilt 

-a 

Wir substituieren t = ~ und erhalten 

1 

F=2ab! ~dt. 
-1 

Da nach An. 1, §19, Beispiel (19.15), 

1 

!~dt=~, 
-1 

folgt F = ab7t. Insbesondere ist also ,.z71 der Flächeninhalt des Kreises tuit 
Radius r. 

Aufgabe 19 C. Zwar lassen sich die Integrale auch tuittels partieller Integra­
tion auswerten, wir geben jedoch hier einen Lösungsweg unter Benutzung von 
Symmetriebetrachtungen. 

a) Für das Integral fg'xcosxdx machen wir die Substitution x = t +71 und 
erhalten 

2, , 

! xcosxdx = ! (t+7I)(-cost)dt 
o -, , , 

= - ! tcostdt-7I! costdt 
-1t -1& 
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Da die Funktion t >-----> t cos t ungerade ist, verschwindet das erste lnte­
gral. Das zweite lntegral verschwindet wegen der Periodizität von sint. 
Also gilt 

20 J xcosxdx = O. 
o 

b) Im lntegral Jooxsinxdx substituieren wir x = t+ ~ und erhalten 

11: 1r./2 

J xsinxdx = J (t+~) costdt 
o -0/2 

0/2 0/2 

= J tcostdt + ~ J costdt. 
-0/2 -0/2 

Wie in Teil a) verschwindet das erste lntegral. Außerdem gilt 

also 

0/2 0/2 J costdt = sint I = 2, 
-0/2 -0/2 

o I xsinxdx = 7t. 

o 

Aufgabe 19 D. WIr behandeln hier nur den Fall a '" O. (Der Fall a = 0, b '" 0, 
kann auf das lntegral J"i' = log lxi, (x", 0), zurückgeführt werden.) Mit der 
Bezeichnung 

a:=b2 -4ac 

wird der Nenner des lntegranden 

WIr unterscheiden nun drei Fälle: 
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I) A=!J2-4ac>O. 
Wir setzen B := 05.. Damit wird 

~+bx+c = a ((x+ ~)' - (!)') 
= a (x+ -"- +~) (x+ -"- -~) 2a2a 2a2a' 

Der Nenner hat also die heiden Nullstellen 

b B 
X12=--±-, 2a 2a 

und das Integral ist definiert über jedem Intervall, das keine der beiden 
Nullstellen enthält. Wie in An. 1, §19, Beispiel (19.14), berechnen wir 
das Integral mittels Partialbruchzerlegung 

1 a a 
& & 

(x+ "t,S) (x+~) x+b-S-x+b+S' 
2a 2a 

Damit erhält man 

/ ax2+~x+c = ~ (J x+~o;,S - / x+dx~ ) 

11) A=!J2-4ac=O. 
In diesem Fall ist 

1 12ax+b-BI 
= 1I 1og 2ax+b+B . 

~+bx+c=a(x+~)', 
das Integral also definiert über jedem Intervall, das den Punkt - ~ nicht 
enthält. Es gilt dann 

/ 

dx 

ax2+bx+c 
1/ dx 1 
a (x+ ,f,)2 = a (x+,f,) 

2 
- 2ax+b' 
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ill) A=I?-4ac<O. 
Wrr setzen a := M. Damit wird 

Da dieser Ausdruck keine reelle Nullstelle hat, ist das Integral über ganz 
IR definiert und man hat 

/ 
dx 1/ dx 

ax'+bx+c=;; (x+~f+(~t 
Mit Hilfe der Substitutionsregel erhält man aus An. I, §19, Beispiel 
(19.7) 

----arctan- a 0 / 

dx 1 x 
x2+a2 - a a' ( 'f ), 

also 

/ ax':;x+c = ~C:)arctan(x~~) 
= ~ arctan (2axa+ b). 

Bei solchen Integralauswertungen empfiehlt es sich, die Richtigkeit der 
Rechnung durch Differenzieren des Ergebnisses zu verifizieren. Der Le­
ser führe diese Probe durch! 

Aufgabe 19 E. Es ist klar, dass 1 + x4 keine reellen Nullstellen hat. Wrr be­
stimmen eine Zerlegung von 1 + x4 durch Übergang zum Komplexen. Es gilt 

x4 +1 = (x'+i)(x'-i). 

Da (e"'/4) 
2 

= e"'/2 = i, folgt 

x4 + 1 = (x+iei'/4)(x_ ie"'/4)(x+e"'/4)(x- e"'/4). 

Unter Benutzung von 

"'/4 It .. It v'2(1 ') e =COS-+lsm-=- +. 
4 4 2 
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erhältman 

(x+ieHt/ 4) (x_ei'/4) =x2-V2x+1, 

(x-ieHt
/
4

) (x+ei
./

4
) =x2+V2x+1. 

Wrr machen nun den Ansatz 

1 ax+b cx+d 
x4-+-1 = x> + V2x+ 1 + x--;;2c-_-V2"2x~+-:-( 

Diese Gleichung ist identisch erfüllt mit 

Damit erhält man 

mit 

1 1 a=-c=- b=d=-
2V2' 2· 

I 1 ~x4 = F(x) -F(-x) 

F x - -1-1 x+V2 dx 
()-2V2 x> + V2x+ 1 

Nach An. 1, §19, Beispiel (19.12), ist 

I x+>'1 1 
X>+~+1 dx= 21og(x2 + V2x+ 1). 

Nach Aufgabe 19 D, Fall Ill), ist 

I x> ~ = V2arctan(V2x+ 1). 
+ 2x+1 

Daraus folgt 

1 1 
F(x) = ",log(x2+V2x+1)+ ",arctan(V2x+1). 

4v2 2v2 

165 
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Aufgabe 19 F. 

a) Für A = 0 ist,}x = 1 und f :x?-dx = f. Wrrkönnen also A '" 0 vorausset­
zen. 

b) Es gilt 

c) Es gilt 

! :x?-,}x dx = U :x?-d (,}x) 

= ~:X?-,}x - U xe"" dx 

= ~:X?-,}x-~2!Xd(,}x) 

! :x?-cosxdx = ! :x?-d(sinx) 

= :x?-SinX-2! xsinxdx 

= :x?-sinx+2 ! xd(cosx) 

= :x?-SinX+2xCOSX-2! cosxdx 

= :x?-sinx+2xcosx-2sinx 

= (:x?--2)sinx+2xcosx. 

! e-Xcos(5x)dx = - ! cos(5x)d (e-X) 
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Daraus erhält man 

= -e-Xcos(5x)-5 J e-Xsin(5x)dx 

= -e-Xcos(5x)+5 J sin(5x)d (e-X) 

= -e-Xcos(5x)+5e-Xsin(5x) 

-25 J e-Xcos(5x)dx, 

J e-Xcos(5x)dx = 2~(5Sin(5x) -cos(5x))e-X, 

167 

Bemerkung: Man kann das Integral aus c) auch durch Übergang zum 
Komplexen unter Benutzung der Formel 

e-Xcos(5x) = Re (e(5;-I)X) 

lösen. 

Aufgabe 19 O. 

a) Sei zunächst f : [a, b]--> Reine Treppenfunktion zur Unterteilung 

a=to <tl< ... <tr-l <tr=b 

mit f(x) = Cj für alle x E [tj_l,tj], Dann gilt für k E R* 

F(k) := l b 
f(x) sinkxdx = ± Cj [i sinkxdx 

a j=l tj_l 

also !im F(k) = 0 
Ikl~~ 

1 ' Iti = -k L cjcoskx , 
j=l tj_1 

b) Sei jetzt f: [a,b]--> R eine beliebige Riemann·integrierbare Funktion und 
E > 0 vorgegeben, Dann gibt es eine Treppenfunktion <p: [a, b] ---> R mit 

l
b E 

a If(x)-<p(x)ldx< 2' 
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Sei F(k) := f: j(x) sinkxdx und ct>(x) := f: 'I'(x) sinkxdx. Damit ist 

rb 
E 

IF(k) -ct>(k)I:O; Ja Ij(x) -'I'(x)ldx< 2' 

Nach Teil a) gibt es ein ko E IR+ mit Ict>(k) I < E/2 für alle k E IR mit Ikl ;:0: ko. 
Daraus folgt IF(k) I < E für Ikl ;:0: ko. q.e.d. 

Aufgabe 19 T. Wrr setzen 

w+(x):= fi(x-l)3 + :b;(x-l)4 

und w-(x) := '1'+( -x). Dann ist 

['1 jC4l(x)W(x)dx = L: jC4)(x)W_(x)dx+ l j(4) (x)W+(x)dx. 

Wrr werten die Integrale durch partielle Integration aus: 

l j(4) (x)W+(x)dx = j(3) (x)W+(x) I: -l j(3V+(x)dx 

= jC3) (x)W+(x) I: -I'(x)v+(x) I: + ll'(x)v~(x)dx 

= jC3) (x)W+(x) I: -I'(x)v+(x) I: + I(x)v~(x) I: -j(x)W~)(x)l: 
+ l j(x)w~)(x)dx. 

Ebenso erhält man 

L>(4)(x)W-(x)dx = jC3)(x)W_(x( -I'(x)v_(x( 

Nun ist 

+ l(x)V~(x( - j(x)W~)(x( + L>(x)W(4) (x)dx. 

v+(x) = b(x-lJ2+ b(x-l)3 = -'1"-( -x), 

V~(x) = ~(x-l)+Hx-l)2=V~(-x), 

W~)(x) = ~ + (x-I) = -W~)( -x). 

W~\x) = 1 = '1'(4) (-x). 
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Es folgt 

und 

'1'+(0) = '1'_(0) = -f., 
'1"+(0) = '1"_(0) = 0, 
V~(O) = V!.(O) =~, 

'I'~)(O) = -'I'~ltO) = -~, 

Setzt man dies ein, erhält man 

['/4)(X)'I'(X)dx = -f(x)'I'~)(x( - f(x)'I'~)(x)l: + ['/(X)dx 

= -lf(-l)-~f(O)-~f(l)+ ['/(X)dx. 

Daraus folgt 

{' 1 
J_/(x)dx= 3(f(-1)+4f(0)+!(1))+R 

mit 

169 

Die Funktion 'I' ist im ganzen Intervall [-1,11 kleiner-gleich O. deshalb kann 
man den Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden: Es gibt ein ~ E [-1, 11. 
so dass 
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§ 20 Uneigentliche Integrale. Die Gamma-Funktion 

Aufgabe 20 c. 
a) Für x ~ n > 0 ist ~ ~ ~,also folgt 

o ~ {n+! (~_ ~)dx = ~ _IOgXl
n
+

1 
= ~ -Iog(l+~) = A(n). 

1n n x n n n n 

Andrerseits ist 1 _ 1 = x-n < x-n also 
n x lU-n2 ' 

1 (1) Ln+! x-n 1 101 
1 A(n)=--Iog 1+- ~ -2- dx =, xdx=-22 ' 

n n n n nO n 

b) Nach Definition der Euler-Mascheronischen Konstanten ist 

( ni ) C+11 
) Y= ~ !,-k-Iogn =lim !'-k-Iog(n+l) 

n-+ 1=1 n __ 1=1 

= lim(i -k1-IOg(n+1)) = limSn . 
n-+oo 1= 1 11-+00 , ., 

• 
=:S .. 

Nun ist So = 0 und 

Daraus folgt 

I 
Sn -Sn-l = - -Iog(n+ 1) +Iogn = A(n). 

n 

~ ~ 

y=So+ !,(Sn-Sn-J) = !,A(n), q.e.d. 
n=1 n=1 

Aufgabe 20 D. WIr verwenden die Stirlingsche Formel n! ~ v'21ln( ~)n. Dantit 
ergibt sich 

1 (2n) (2n)! v'4iUi (2n)o. (e)2n 1 
20. n = 22nn!n! ~ 2o.v'21ln..;'2iii. -;- ;; ~ fo' 

Aufgabe2OF. SeiF(x) :=2xrmr(~). Alle Faktoren sind für x > o positiv, 
also kann man logatithntieren: 

logF(x) = xlogx+ logrG) + logrC~ 1). 



§ 20 Uneigentliche Integrale. Die Gamma-Funktion 171 

Da jeder Summand konvex ist, ist auch die Summe konvex, also F : lR+ --+ R.+ 
logarithmisch konvex. F genügt folgender Funktionalgleichung: 

F(x+l) =2X+1rC:
l 
)rC:

2
) =2.2'rC:

l
) ~rm =xF(x). 

Es gilt F(l) = 2r(~)r(1) = 2,fii. Mit dem Satz von Bohr/Mollerup (An. 1, 
§20, Satz 4) folgt deshalb 

2Xrmrc: 1)= F(x) =F(l)r(x) = 2Y1tI'(x). 

Daraus folgt die behauptete Formel. 

Aufgabe 20 G. 

a) Falls x 2: 1 und y 2: 1, ist der Integrand stetig, also nichts zu beweisen. Die 
Integrationsgrenze ° wird kritisch, falls ° < x < 1, die Integrationsgrenze 1, 
fallsO<y< 1. 

Wrr behandeln nur die untere Integrationsgrenze. Der andere Fall ist analog. Es 
ist also zu zeigen, dass der Limes 

1/2 

lirn !1"-1(1_ly-1dl 
<,,0 

< 

für xE ]0, l[ existiert. Da die Funktion 1 r----> (1-1),-1 im abgeschlossenen In­
tervall [0, ~] stetig ist, ist sie dort beschränkt. Wir haben also eine Abschätzung 

[1"-1(1_ly-1[ ~ K1"-l 

mit einer Konstanten K E Ill,-. Da das uneigentliche Integral 

1/2 ! 1"-l dl 
o 

für x> ° konvergiert, siehe An. 1, Beispiel (20.2), folgt die Behauptung. 

b) i) Wir zeigen zunächst die Funktiona!gleichung. Da :11" = xt'-1 , folgt mit 

partieller Integration 

xB(x,y+ 1) = fo'x1"-l(1-IYdl 
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I
t~l r1 

= :(I-t)' t~. + Y 10 r(l-t)'-ldt 
• 
~ 

= yB(x+ l,y). 

Andrerseits erhält man 

B(x,y+ 1) = l r-1(I-t)(l-t)'-ldt 

= l r-1(I-t)'-ldt-l r(l-t)'-ldt 

= B(x,y) -B(x+ l,y). 

Kombination der beiden Gleichungen ergibt 

xB(x,y) = (x+y)B(x+ l,y). 

ü) Die logarithmische Konvexität der Funktion x >-> B(x,y) bedeutet 

Lösungen 

für alle Xl ,X2 > 0 und 0 < Ä < 1. Dies beweisen wir mit der Hölderschen Un­
gleichung. Wir definieren p und q durch Ä = ~ und 1 - Ä = ~. Mit 

f(t) := t(x1-1)/P(I_t)(y-1)/p und g(t):= t(x2-1)/'(I_ t)(y-1)/, 

wird 

Dann ist 

l f(t)g(t)dt = B(1.x1 + (1- Ä)X2,Y) 

:0; (l f(t)Pdt) l/p (101 
g(t)'dt) 1/, 

= B(x!,y/'B(X2,y)H., q.e.d. 

c) Für festes y > 0 sei F := IR'j. --> IR'j. die Funktion mit 

F(x) :=B(x,y)r(x+y)/r(y). 
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Da x >-> B(x,y) und x >-> r(x+y) logarithmisch konvex sind, ist anch F loga­
rithmisch konvex. Außerdem gilt 

und 

F(x+ 1) = B(x+ l,y)r(x+y+ l)jr(y) 
x 

= -B(x,y)(x+y)r(x+y)jr(y) = xF(x). 
x+y 

F(l) = B(l,y)r(l +y)jr(y) = yB(l,y) 

10
1 It~1 = y (l-t)'-Idt = -(1- t)' = 1. 

o t~ 

Aus dem Satz von BohtlMollerup folgt nun 

F(x) =r(x) 
r(x)r(y) 

B(x,y) = r(x+y)' q.e.d. 

Aufgabe 20 L 

a) Wir machen in der Formel 

B(u,v) = In' x"-I(1-x)'-ldx, u,v>o, 

die Substitution t = 1 j x nnd erhalten 

_ j,- I-U( l)'-Idt _ j,- (t-l),-I B(u, v) - t 1- - -2 - + dt. 
1 t t 1 lUV 

Nochmalige Substitution x = t - 1 liefert 

B(u,v) = f (1::;u+,dt. 

Setzt man schließlich v= a nndu= l-a, (0 < a < 1), nnd beachtetB(u, v) = 
B( v, u), erhält man die Behauptung 

10
-x"-I 

B(a,l-a)= -1 -dx. 
o +x 

b) Wrr substituieren in der in a) bewiesenen Formel x = 1". Dann wird 

10
- t",,-n 10- I"a-I 

B(a,l-a)=n -1-tn-1dt=n -l-dt. 
o +tn 0 +tn 
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Setzt man speziell a = 11n ergibt sich 

§ 21 Gleichmäßige Konvergenz von Funktionenfolgen 

Aufgabe 21 A. Zunächst berechnen wir die lntegrale 

- - R 

/
ln(X)dX= / x2e-x/ndx= \im / ~e-x/ndx. 

n R-+oo n 
000 

Mit der Substitution t = ~ wird 

also 
<><> R/n GO 

/ In(x)dx= R~ / te-tdt = / te-tdt = r(2) = 1 
000 

für alle n ~ 1. WIr zeigen jetzt die gleichmäßige Konvergenz der Folge (fn) 
gegen O. Dazu berechnen wir zunächst die Ableitung von In. 

f,,(X) = :2e-x/n (1-~). 

Daraus sieht man, dass In im lntervall [O,n] monoton wächst und im lntervall 
[n, ~[ monoton fällt. Sie nimmt also für x = n ihr absolutes Maximum an, und 
es gilt 

1 
0:<; In(x) :<; In(n) = -

en 

für alle x E R+ und alle n ~ 1. Daraus folgt die gleichmäßige Konvergenz der 
Funktionenfolge (fn) gegen O. 
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Aufgabe 21 B. Wir behandeln hier nur die Reibe 

.... sinnx 
[(x):= I,-3 . 

n=l n 

Da [ periodisch ist, können wir uns anf das lntervall 0 ::; x ::; 2x beschränken. 
Formales Differenzieren ergibt 

j(x) = f cos
2
",,· 

n=l n 

Da ~;~1 ;!. <~, konvergiert die Reibe gleiclnnäßig, stellt also nach An. I, §21, 
Satz 5, tatsächlich die Ableitung von [ dar. Nach An. I, Beispiel (21.9) ist aber 

i- cos"" = (x-X)2 _ x' fürO< <2 
n~ n2 2 12 _x_ x. 

Durch seine Ableitung ist [bis anf eine Konstante eindeutig bestiuunt; es folgt 

1 x' 
[(x) = 12(x-x)3_12x+const. 

Da [(0) = 0, ergibt sich const = xl /12, d.h. 

1 x' x3 

[(x) = 12(x-X)3_ 12x+ 12 

= ~ (x_X)3 -x'(x-x)) = ~x(x-x)(x- 2x) 
12 12' 

Wir haben also 

Daraus ergibt sich z.B. für x = ~ die interessante Formel 

Aufgabe 21 D, Sei e > 0 vorgegeben. Wegen der Monotonie ist nur zu zeigen, 
dass es einN E 1'1 gibt, so dass [N(X) < e für alle x E [a,bl. 
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Angenommen, es gibt kein solches N. Dann gibt es zu jedem n E N ein x. E 
[a,bl, so dass f.(xn) ~ E. Nach dem Satz von Bolzam>-Weierstraß (An. 1, §5, 
Satz 4) besitzt die Folge (x.) eine konvergente Teilfolge (xn,), die gegen einen 
Punkt c E [a,bl konvergiert. Wegen limf.(c) = 0 gibt es einen Index m, so dass 
fm(c) < E. Da fm stetig ist, gibt es ein 11 > 0 mit 

fm(x) < E für alle x E [a,bl mit lx-cl< 11. 

Wegen f. ~ f.H gilt dieselbe Abschätzung auch für alle Funktionen f. mit 
n ~ m. Da limx., = c, ist Ix.. - cl < 11 für alle k ~ ko, also fn,(xn,) < E für 
k ~ ko und nk ~ m. Dies steht aber im Widerspruch zu f.,(x.,) ~ E. Also ist 
die Annahme falsch und die Behauptung bewiesen. 

Aufgabe 21 E. Da f.([a,b]) C [A,BI für alle n E N, folgt auch F([a,b]) C 
[A,BI, also ist G:= <poF definiert. Da<p auf dem kompakten Intervall [A,BI 
gleichmäßig stetig ist, gibt es zu vorgegebenem E > 0 ein 11 > 0, so dass 

1<p(Y) - <p(y') I < E für alle y,y' E [A,BI mit Iy -11 < 11. 

Da die Folge (f.).EN gleichmäßig gegen F konvergiert, gibt es zu diesem 11 ein 
NE N, sodass 

IF(x) - f.(x) I < 11 für alle x E [a,bl und alle n ~ N. 

Setzt man dies mit y = F(x) und I = f.(x) in die vorige Abschätzung ein, 
erhältman 

1(<poF)(x) - (<po f.)(x) I < E für alle x E [a,bl und alle n ~ N. 

Das bedeutet aber, dass die Folge (<po f.)nEN auf [a,bl gleichmäßig gegen die 
Funktion <p ° F konvergiert. 

§ 22 Taylor-Reihen 

Aufgabe 22 A. WIr machen folgende Umformung: 

( )

B x-a 
~=(a+(x-a))B=aB l+-

a
- . 
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Falls I x;;a I < I, d.h.lx-al < a,können wir (I +x;;a)" mittels der Binomischen 
Reihe entwickeln und erhalten 

für lx-al< a. 

Aufgabe 22 C. Man kann die gesuchten Anfangsglieder der Taylorreihe durch 
wiederholtes Differenzieren der Funktion f berechnen. WIr wählen hier eine 
andere Möglichkeit. Die gegebene Funktion ist das Produkt zweier Funktionen 
mit bekannter Taylor-Entwicklung,J(x) = g(x)h(x), wobei 

I I I I - • (x)n g(x):=-=-'-=- L(-I) -
2+x 2 I+~ 20=0 2 

und 
- ?+1 

h(x) :=sinx= !o(-I)k(2k+I)!' 

Die Taylor-Entwicklung von f ergibt sich als Cauchy-Produkt dieser beiden 
Potenzreihen, 

wobei 

-
f(x) = L c.x", 

0=0 
mit Cn = L akbt, 

1+1=11 

{ 

0, 

und bt= (_I)(t-I)/2.~, 
falls l gerade, 

falls lungerade. 

Damit erhalten wir Co = 0 und 

I 
CI =aobl="2' 

I 
C2 = alb! =-4' 

I I I 
C3 = aohJ+a2bl = -12 +8 = 24' 

I I I 
C4 = alhJ+a3bl = 24 - 16 = - 48' 

I I I 7 
Cs = aobs + a2b3 + ""bI = 240 - 48 + 32 = 480' 
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Der Anfang der Taylor-Reihe der Funktion f lautet also 

x x?- r' x" 7>:' 
f(x) = ---+---+-+R6(X). 

242448480 
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Aufgabe 22 E. Nach An. 1. §22. Satz 1. ist der exakte Wert des Restglieds 

x 

Rn+l(X) = ~!(x-t)"f(nH)(t)dt. 
n. 

a 

Wir schreiben dies in der Fonn 

x 

RnH(X) = ~! (x-t)"-pH t'nH)(t)(x-t)P-1dt. 

a 

und wenden darauf den Mittelwertsatz der lntegralrechnung (An. 1, §18, Satz 
8) an. Für die in diesem Satz vorkommende Gewichtsfunktion <p wählen wir 

<p(t) = (x- ty-l. 

Dies ist zulässig, da <p im ganzen lntegration ... lnterva11 entweder stets ;:: 0 oder 
stets ~ 0 ist. Wir erhalten eine Zwischenstelle ~ E la,xl bzw. ~ E Ix, al ntit 

x 

Rn+l(X) = .1.(x- Sr-P+1f(nH)(S)!(x-t)P- 1dt 
n! 

a 

Aufgabe 22 G. Sei 

a:=arctanx, P:=arctany und y:=a+p. 

Es gilt lai< ,,/2, IPI < ,,/2 und nach Voraussetzung IYI < ,,/2. Division der 
Addition ... Theoreme für die Funktionen Sinus und Cosinus 

siny= sinacosp+cosasinp, 

cosy= cosacosp - sinasinp 
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liefert 
tana + tan [3 

tan y - c--'-----'n 
- l-tanatan[3 

x+y 
I-xy' 

Da wegen 1"11 < TC/2 gilt arctan(tany) = y, erhält man 

x+y 
Y = arctanx + arctany = arctan --. 

l-xy 

Anwendung dieser Formel auf x = y = ~ ergibt 

1 2/5 2/5 5 
2arctan 5 = arctan 1-1/25 = arctan 24/25 = arctan 12 

und 
I 5 10/12 120 

4arctan 5 = 2arctan 12 = arctan 1 _ 25/144 = arctan 119' 
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In beiden Fällen ist die Anwendung des Additions-Theorems für den arctan 
zulässig, da 

Andrerseits ist 

11 _1_ _ I _1_ _ 1+ 1/239 
4 + arctan 239 - arctan + arctan 239 - arctan I _ 1/239 

120 
arctan 119' 

Daraus folgt die Machinsche Formel, also mit der Reihen-Entwicklung der 
AJcus-Tangens-~on 

= 16 - (_1)1 (!)2O _ ~ - (_1)1 (_I )20 
TC 5 ~2k+l 5 239~2k+1 239 

Um damit TC mit einer Genauigkeit von \0-12 zu berechnen, genügt es, jeden 
der beiden Teile mit einern Fehler < 5 . \0-13 zu berechnen. Da die Reihe 

I \;i2; ? für 0 < x < 1 alternierend ist und die Absolutbeträge der Reihen­
glieder streng monoton gegen 0 konvergieren, ist der Fehler bei Abbruch der 
Reihe immer kleiner als das erste weggelassene Glied. Nun ist 

~ (!)18 <2.\0-14 
19 5 ' 
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1 1 -16 
( )

6 

'7 239 <8·10 , 

also 

mit 
IRI< 16 '2'1O-14+~'8'1O-16<7'1O-14 

5 239 . 

Um also 11 mit einer Genauigkeit von 10-12 zu erhalten, braucht man nur die 
obigen 12 Reihenglieder mit einem Gesamtfehler ~ 0.9.10-12 zu berechnen. 

Aufgabe 22 I. Wir geben hier nur zur Kontrolle die Werte der ersten Koeffizi­
enten E2k der Entwicklung 

_1 __ f. E2k? 
cosx - ~o (2k)! . 

Eo = 1, E2 = 1, E4 = 5, E6 = 61, Es = 1385, ElO = 50521, 

E12 = 2702765, E'4 = 199360981, E'6 = 19391512145. 

§ 23 Fourier-Reihen 

Aufgabe 23 B. Die Fourier-Koeffizienten der Funktion f sind 

2x 

1 /1' I -wdx cn =27t smxe . 
o 

Da e-in(x-x) = (-I)"e-W , folgt c" = 0 für ungerades n und 

x 

C2J: = ~J sinxe-2kixdx 
o 

x 1/ .. 2kU = -. (e" - e-")e- dx 
2111 

o 
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, , 
= ~ /e- i(2k-I)X dx- _1_ /e- i(2k+1)x dx 

27ti 27ti 
o 0 

= ~ ( 1 e-i (2k-I).<I' _ 1 e-i(2k+1)XI') 
27ti -i(2k-1) 0 -i(2k+ 1) 0 

1 (2 2) 
= 27t -2k-1 +2k+1 

1 4 1 1 
= -27t'4k2 -1 =-27t'k2 -!" 

Die Fourier-Reihe konvergiert gleichmäßig gegen I, da die Funktion stetig und 
stückweise stetig differenzierbar ist. Zusammenfassend erhalten wir 

. 1 - e2ki< 1 ( - COS2kx) 
Ismxl=-- I. -2-1 =- 2- I.-2--1 . 

27t1= __ k -4 7t 1=1 k -4 

Bemerkung. Die Tatsache, dass nur Fourier-Koeffizienten mit geradem Index 
auftauchen, folgt auch daraus, dass die Funktion I(x) = I sinxl bereits die Pe­
riode 7t hat. Da I eine gerade Funktion ist, ist die Fourier-Reihe eine reine 
Cosinus-Reihe, siehe Anfgabe 23 C. 

Aufgabe 23 E, 

a) Wir beweisen die Behauptung durch Indnktion nach k. 

Induktionsanfang k = O. Die Funktion I ist stetig, also anf dem kompakten 
Intervall [0,27t] beschränkt. Ist M eine obere Schranke von 1/1, so gilt für die 
Fourier-Koeffizienten Cn von I 

ICnl = 12~r l(xV""'dxl ~ 2~rl/(x)ldx~M. 
Die Fourier-Koeffizienten sind also ebenso durch M beschränkt, d.h. Cn = O( I). 

Induktionsschritt k ---> k + 1. Wir bezeichnen die Fourier-Koeffizienten von I 
mit Cn und die Fourier-Koeffizienten der Ableitung f mit "(n' Durch partielle 
Integration erhält man 
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also ICnl :'> ~11nl für n # O. Da nach Induktions-Voraussetzung 1n = O(l/Inl'), 
folgt Cn = O(l/Inlk+l) für Inl-->~. 

b) Wrr beweisen die Behauptung wieder durch Induktion nach k. 

Induktionsanfang k = O. Aus Cn = O(1/n2 ) folgt wegen ~i(1/n2) < ~, dass 
die Fourier-Reihe von J, 

-
J(x) = L cne""', 

Il=-OO 

gleichmäßig (gegen f) konvergiert. 

Induktionsschrittk --> k+ 1. Für die Fourier-Reihe von J gelte 

-J(x) = L cne''''' 
11=-00 

Da k + 3 2': 2, konvergiert die Reihe gleichmäßig. Formales Differenzieren lie­
fert - -L incnr = L Yneinx, wobei 'Yn = incn· 

Il=-DO Il=-DO 

Es folgt 1n = O( 1 / Inlk+2), also konvergiert die formal abgeleitete Reihe gleich­
mäßig und stellt deshalb nach An. 1, §2l, Satz 5, die wirkliche Ableitung f dar. 
Nach Induktions-Voraussetzung ist f k-mal differenzierbar, also J (k + I )-mal 
differenzierbar, q.e.d. 

Aufgabe 23 G. Die Fourier-Koeffizienten Cn von J lassen sich wie folgt be­
rechnen: 

2n: 211;' 

Cn=~!eiaxe-inxdx=~. __ 1_i(a-n)xI21t =_I_,e la_I. 
271 271 ;(a-n) 0 271; a-n 

o 

Somit lautet die Fourier-Reihe von J 

""'-1 N e"'" 
3'N[fI(X) = 2' L-' 

7tI n=_Na-n 
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Nach Aufgabe 23 E konvergiert die Fourier-Reihe auf jedem kompakten Inter­
vall [B,27t- B], (0 < B < 7t), gleichmäßig gegen [, insbesondere gilt 

. .,2"'" - 1 N e"" 
e== 2' 1im L -- fürO<x<27t. 

7U N...-on=_Na-n 

An den Sprungstellen konvergiert die Reihe gegen den Mittelwert aus rechts­
und links-seitigem Limes, also gilt für x = 0 

.,2Itia + 1 .,2"'" - 1. N 1 
-----co-'- = tim L -, d.h. 

2 2ni N-+DOn=_Na-n 

rti.,2""'+l =!+ - (_1_+_1_) 
~-1 a ~ a-n a+n' 

Man beachte, dass .,2"'" # 1, da nach Voranssetzung a rt Z. Nun ist 

COS1tQ . ema + e-1tia . e21tia + 1 
1tcotxa = 1& -- = Xl. , = Xl "'-' l' 

sin 1ta ema - e ma e4l• la -

Daher ergibt sich (wenn man wieder x für aschreibt) 

1-(11)1-2x 
7tcot7tX=-+ L -+- =-+ L--2 

x 11=1 x-n x+n x n=1 x,2-n 

für alle x E IR \ Z. Dies ist ein neuer Beweis von An. 1, §21, Satz 7 a). 

Aufgabe 23 H. 

a) Es ist B, (x) =x-!, also erhalten wir durch partielle Integration 

fo' B,(x)/(x)dx = (x- !)[(x)l~ - fo' [(x)dx, 

d.h. 

W(O) + [(I)) = fo' [(x)dx+ fo' B,(x)/(x)dx, q.e.d. 
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b) WIr beweisen die Behauptung durch Induktion nach r und benutzen, dass 
B'n(x) = nB'n_' (x) undBn = Bn(O) = Bn(l) für n 2: 2. 

Induktions-Anfang r = 1. 

(' B,(x)/(x)dx = B2(X) l(x)1 1 
_ (' B2(X) I'(x)dx 

10 2 0 10 2 

= B2 (/(1) _ 1(0)) _ (' B2(X) I'(x)dx. 
2! 10 2! 

Induktions-Schritt r -> r + 1. 

WIr wandeln den letzten Term der Induktions-Voraussetzung durch zweimalige 
partielle Integration um. 

_ (' B2r(x) j<2') (x)dx 
10 (2r)! 

= B2r+1(x) f(2r) (x) I' + (' B2r+1(x) j<2r+') (x)dx 
(2r+ 1)(2r)! 0 10 (2r+ I)! 

= {'B2r+1(x)f(2r+1)(x)dx [daB2'+1=Oj 
10 (2r+ I)! 

= B2r+2(x) f(2r+l)(x)l' _ (I B2r+2(x) f(2r+2) (x)dx 
(2r+2)! 0 10 (2r+2)! 

= B2r+2 (f(2r+') (1) _ f(2r+1) (0)) _ (' B2r+2(X) j<2r+2) (x)dx. 
(2r+2)! 10 (2r+2)! 

Setzt man dies in die Induktions-Voraussetzung ein, erhält man die Induktions­
Behauptung für r+ I, q.e.d. 

c) Für jedes Intervall [k, k + 1] c [m, n] gilt nach a) und b) 

!(f(k)+ f(H 1)) = J.k+' f(x)dx+ ± B~j (f(2j-l)(k+ 1) - f(2j-l) (k)) 
k j~l (2J)! 

_ J.k+1 B2r(x) ...12,)( )d 
• (2r)! J" x x. 

(Man beachte B2'(X) = B2,(X- LxJ).) 
Summation über k von m bis n - I ergibt wegen des Teleskopsunrrnen-Effekts 

± f(k) = !(t(m) + f(n)) + 1" f(x)dx 
k=m m 
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+ ± B~i, (tc2j-1)(n) _ tc2j-1) (m)) 
i~l (2J). 

_ rn 
H2'(x) !''') ( )d 

Jm (2r)! x x. 

185 

Aus der Fourier-Reihe für H,,(x) folgt IH2'(x) I ::; IB"I für alle x E R, vgl. 
Ao. 1, Beispiel (23.3). Deshalb kann man das letzte Integral dem Betrage nach 
wie folgt abschätzen 
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