Zeitreihen Jannis A. Schnitzer

Zeitreihen

Was sind Zeitreihen?

Unter einer Zeitreihe versteht man die Beschreibung des Zustands eines Systems in Abhangigkeit
zur Zeit t. Der Zustand wird mithilfe einer Zustandsvariablen (K) ausgedriickt, welche beispiels-
weise einen Kontostand beschreiben kann. Das System besitzt einen Ausgangszustand K(to). Der
Zustand kann nicht kontinuierlich angegeben werden, sondern nur zu diskreten Zeitpunkten to, t;
, t2, ..., ti. Diese Zeitpunkte sind aquidistant, also immer um den selben Zeitschritt voneinander
entfernt (t;+ h = tj;7). Das System enthalt einen oder mehrere Systemparameter p, die die Eigen-
schaften des Systems beschreiben und die in Abhangigkeit von der Zeit stehen kdnnen. K(ts) und
p sind durch Umgebungsbedingungen gegeben oder gegebenenfalls frei wahlbar.

Der Zustand zu einem gegebenen Zeitpunkt wird gewdhnlicherweise mit der Formel
K(ti+1) = K(tl-) + AK(tl-)
errechnet, wobei AK(t;) die Anderungsrate zum Zeitpunkt t; angibt, das heit den Wert, um den

sich der Zustand nach dem Zeitschritt i andert. Je nach Wahl der Funktion fiir AK(t;) kdnnen hier
viele verschiedene Systeme abgebildet werden.

AK(t) kénnte beispielsweise wie folgt aussehen: 4K(t) = P K()) wodurch ein einfaches Zins-
wachstum mit dem Zinssatz p ausgedrtickt wird.

Beispiele
Die Abbildungen sind auf den Seiten 3 bis 5 zu finden.
Konto mit Zinsen (Abbildung 1)

Ein einfaches Beispiel fiir Zeitreihen ist die Kapitalentwicklung eines Bankkontos mit einem festen
Zinssatz.

Hier entspricht der Zustand K dem aktuellen Kontostand, K(t) dem Kontostand zum Zeitpunkt t.
K(to) ist gegeben als der Kontostand zu Beginn der Zeitreihe, also ein bestimmtes Kapital, das
einmalig eingezahlt wird.

Die Funktion AK(t;) lautet wie folgt:
AK(t) =p- K@)
Der Systemparameter p gibt den Zinssatz an.

Dieses Beispiel ist gut als Zeitreihe auszudriicken, weil Zinsen von Banken gewdhnlich in jahrli-
chen Abstanden, also zu diskreten, dquidistanten Zeitpunkten ausgezahlt werden, und weil die
Kapitalentwicklung durch Zinsen den Gesetzen des Wachstums folgt.

In der praktischen Umsetzung des Modells hat sich gezeigt, dass die Kurve einer exponentiellen
Wachstumskurve gleicht.

Entwicklung einer Epidemie (Abbildung 2)

Epidemien entwickeln sich - mathematisch gesehen - nach dem folgenden Prinzip: Eine gewisse
Anzahl an Individuen ist infiziert, jeder von ihnen trifft pro Tag eine Anzahl anderer Individuen
und steckt sie an.

Nach einer gewissen Zeit jedoch sind schon sehr viele Individuen infiziert, und man kann davon
ausgehen, dass jedes von ihnen auch bereits infizierte Individuen trifft. Somit infiziert es nicht alle
Individuen, die es trifft, sondern nur einen bestimmten Prozentsatz.
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Festzulegen sei hier, dass K(t)) dem Wert der anfangs infizierten Personen entspricht, und p den
Anteil an Individuen von der Gesamtzahl, die jedes einzelne Individuum pro Zeitschritt ansteckt.

Hierbei treten die Regeln des logistischen Wachstums in Kraft. Dies wird in der Funktion AK(t;)
ausgedruckt:

AK(5) = p- K(t)* (L - K (1)

L entspricht der Gesamtzahl aller Individuen (also sowohl infizierte als auch gesunde). Somit ent-
spricht L - K(t;)) der Anzahl gesunder Individuen. Also wird der Prozentsatz p zunachst mit der An-
zahl infizierter Personen multipliziert, und danach mit der Anzahl gesunder Individuen, was dazu
fuhrt, dass die Wachstumsrate geringer wird, je mehr Individuen schon infiziert sind.

Man beachte, dass p ein sehr kleiner Wert ist. Beispielhaft soll nun angenommen werden, dass die

Population 100 000 Individuen betragt und jedes infizierte Individuum zwei weitere ansteckt.
2
Hierbei ist p 100000 , also 0,00002.

Entwicklung der Weltbevolkerung (Abbildung 3)

Ein ahnliches Modell wird verwendet, um die Entwicklung der Weltbevdlkerung zu beschreiben
oder vorauszusagen. K(to) ist die Bevolkerung zu Beginn der Zeitreihe, p der Prozentsatz, um den
die Bevolkerung pro Zeitschritt im Durchschnitt wachst, und L die Anzahl Menschen, die schat-
zungsweise auf der Erde leben kdnnen, ohne ihr eigenes Uberleben gegenseitig zu behindern.

Es gilt wieder 4K () = p* K(t;) - (L - K(1)),

Da die Entwicklung der Weltbevolkerung (Geburten- und Sterberate) prozentual nahezu konstant
ist, kann p konstant gewahlt werden. Zu beachten ist hier, dass L sich verandern kann. Wie schon
beschrieben, gibt es die Anzahl Menschen an, die auf der Erde leben kénnen, ohne sich gegensei-
tig am Uberleben zu hindern. Dies schlieBt z. B. mit ein, dass geniigend Lebensmittel fiir jeden zur
Verfligung stehen, oder der Wohnkomfort im Mittel so hoch ist, dass die verfligbare Wohnflache
auf der Erde ausreicht. Man halte sich nun beispielsweise die Entdeckung Amerikas vor Augen,
welches vorher sehr diinn besiedelt war, wohingegen Europa einen relativ dichten Besiedelungs-
quotienten hatte. Nun entdeckten die Europder Amerika, was bedeutete, dass sie wieder eine
sehr gro3e Menge an Land zum Bewohnen und Bestellen zur Verfligung hatten. Somit hat sich im
Modell L erhoht.

Im Schaubild kann man hier einen Knick in der Kurve erkennen.

Im Modell wurde fiir AK(t;) die Formel

AK(s) = p- K(zy- R

gewahlt, um im letzten Faktor nicht eine absolute Zahl, sondern einen Anteil zu erhalten. Dies
dient nur Demonstrationszwecken, da ansonsten die Zahlen zu grof3 und der Knick zu undeutlich
wirden.
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K;:::er:'t Zeitschritt Kontostand
0 1,000.00
Konstante Wert Kommentar 1 1,040.00
K(to) 1000 Anféanglicher Kontostand 2 1,081.60
P 0.04 Zinssatz 3 1,124.86
4 1,169.86
Formel fiir AK(t) p * K(t) 5 1,216.65
6 1,265.32
7 1,315.93
8 1,368.57
9 1,423.31
Zinswachstum 10 1,480.24
8,000 11 1,539.45
12 1,601.03
13 1,665.07
6,000 14 1,731.68
15 1,800.94
16 1,872.98
4,000 17 1,947.90
18 2,025.82
19 2,106.85
2,000 20 2,191.12
21 2,278.77
— Kontostand 20 0.369.92
0 23 2,464.72
02468 1114172023262932353841444750 24 2.563.30
25 2,665.84
26 2,772.47
27 2,883.37
28 2,998.70
29 3,118.65
30 3,243.40

Abbildung 1: Konto mit Zinsen
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Lt Zeitschritt
einer Epidemie
Konstante Wert Kommentar
K{(to) 1 Anfangs infizierte Individuen
n 1 Anzahl von jeder inf. Person infi
L 1,000 Gesamtzahl der Individuen
P 0.001 Infizierungsrate (Prozent von L)
Formel fiir AK(t) p * K(t) * (L - K(t))
Epidemie
1,000
750
500
250
— Infizierte
0
012 3 456 7 8 910111213

Abbildung 2: Entwicklung einer Epidemie
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Entwicklung der

Weltbevélkerung Zeitschritt Erdbevodlkerung

0 3,000

Konstante Wert Kommentar 1 5,094

K{(to) 3,000 Anfangs lebende Menschen 2 8,641

L+ 1,000,000 Vor Amerika max. Anzahl Mensc 3 14,638

Lo 3,000,000 Nach Amerika max. Anzahl Men 4 24,734

A 15 Zeitpunkt der Entdeckung Amer 5 41,620

P 0.7 Wachstumsrate 6 69,541

7 114,834

Formel fur AK(t) p * K(ti) * (L - K(ti))/L) 8 185,987

9 291,964

" 10 436,669

Weltbevolkerung 11 608,862

3,000,000 12 775,566

13 897,410

14 961,856

2,250,000 15 1,419,283

16 1,942,763

17 2,422,020

1,500,000 18 2,748,659

19 2,909,857

20 2,971,061

750,000 21 2,991,123

22 2,997,318

0 — Erdbevdlkerung 23 2,999,194
0123456789 11 13 15 17 19 21 23

Abbildung 3: Beispielhafte Berechnung der Entwicklung der Weltbevilkerung
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Programmiertechnische Umsetzung

Ansatz und Beschreibung

Der Grundansatz ist es, eine Klasse TimeSeries fur die generelle Berechnung von Zeitreihen anzu-
legen. In ihr werden alle Werte fiir K als Array abgelegt, sie kiimmert sich auch um die Speicher-
verwaltung hierfir.

Diese Klasse berechnet allerdings nicht AK - hierfiir wurde eine eigene Klasse Delta mit einer vir-
tuellen Methode zum Berechnen von AK anhand von t und K angelegt. Delta selbst berechnet je-
doch nichts, hierfiir muss eine Klasse erstellt werden, die von Delta erbt, und in der die vormals
virtuelle Methode AK berechnet und zuriickgibt.

Da dieses Problem durch Klassenvererbung angegangen wurde, kann der Programmierer der
Zeitreihe selbst Parameter geben, indem er sie einfach in der von Delta erbenden Klasse definiert.

Die Klasse TimeSeries berechnet nun anhand eines libergebenen Startwertes und Delta AK(t,), ad-
diert gemal3 der oben aufgestellten Formel

K(ti+1) = K(l‘i) + AK(fl)
K(to) und speichert das Ergebnis als K, und so fort.

In beiden Klassen wurden C++-Templates verwendet, was bedeutet, dass die Klassen flir samtli-
che Datentypen verwendbar sind, also auch eigene Klassen, die dynamische Systeme oder Ahnli-
ches beschreiben. Sie missen lediglich den Operator ,+“ Gberladen oder unterstiitzen.

Anwendung

Zunachst wird eine von der Klasse Delta abgeleitete Klasse geschrieben. Diese muss die Methode
calculate enthalten, deren Deklaration wie folgt aussieht:

virtual Object calculate (int t, Object *stock)

wobei Object ein Klassentemplate ist. stock entspricht K.

In dieser Methode wird AK berechnet und zurtickgegeben.

Nun erstellt man ein neues TimeSeries-Objekt, dem als Templateargument der gewlinschte Daten-
typ (int, double, eigene Klassen, etc.) Ubergeben wird. Als Argumente nimmt der Konstruktor ei-
nen Startwert (Kw) und einen Zeiger auf die neu erstellte Delta-Klasse entgegen.

TimeSeries: :next() berechnet den K-Wert fiir den nachsten Zeitschritt und gibt ihn zurick.

TimeSeries::calculateSteps(int n) berechnet die nachsten n Schritte und gibt die Werte per
TimeSeries::printStep(int t, Object result) aus. Dies ist eine virtuelle Funktion und kann so
durch Vererbung ersetzt werden, um die Ausgabe abzuandern oder die Daten anderweitig zu
verandern.
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